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VALEURS DE FONCTIONS L ET PERIODES
D’INTEGRALES

P. DELIGNE

Dabs cet article, j'énonce une conjecture (1.8, 2.8) reliant les valeurs de cer-
taines fonctions L en certains points entiers 4 des périodes d'intégrales.

Les fonctions L considérées sont celles des motifs—un mot auquel on n’at-
tachera pas un sens précis. Ceci inclut notamment les fonctions L d’Artin, les fonc-
tions L attachées a des caractéres de Hecke algébriques (= Grossencharakter de
type Ay), et celles attachées aux formes modulaires holomorphes sur le demi-plan de
Poincaré, supposées primitives (= new forms; on considére toutes les fonctions
L, L,, attachées aux puissances symétriques, Sym#, de la représentation l-adi-
que correspondante}.

Cet article doit le jour 3 D. Zagier: pour son insistance 4 demander une con-
jecture, et pour la confirmation expérimentale qu’il en a donnée, sitot émise, pour
les fonctions L; et L, attachées 3 4 = Tr(n)g~ (voir [18]). C’est cette confirmation
qui m’a donné la confiance nécessaire pour vérifier que la conjecture était com-
patible aux résultats de Shimura [13] sur les valeurs de fonctions L de caractéres de
Hecke algébriques. .

0. Motifs. Le lecteur est invité @ ne consulter ce paragraphe qu'au fur et & mesure
des besoins. On y rappelle une partie du formalisme, di a Grothendieck, des motifs.
Pour les démonstrations, je renvoie  [8].

0.1. La définition de Grothendieck des motifs sur un corps k a la forme suivante.

(a) Soit (k) la catégorie des variétés projectives et lisses sur k. On construit
une catégorie additive .#’(k), pour laquelles les groupes Hom(M, N) sont des
espaces vectoriels sur @, munie de

. Un produit tensoriel ®, associatif, commutatif et distributif par rapport a
Paddition des objects (“associatif” et “commutatif” n’est pas une propriété du
foncteur ®, mais une donnée, soumise & certaines compatibilités—cf. Saavedra
[19));

8. Un foncteur contravariant H*, de ¥'(k) dans .#'(k), bijectif sur les objets et
transformant sommes disjointes en sommes, et produits en produits tensoriels
(donnée d’un isomorphisme de foncteurs H*(X x ¥) = H*(X) ® H*(Y), compa-
tible a I’associativité et 4 la commutativité).

1l s’agit, pour l'essentiel, de définir Hom(H*(X), H*(Y)). Pour la définition, uti-
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lisée par Grothendieck, de ce groupe comme un groupe de classes de corres-
pondances entre X et ¥, voir 0.6,

(b) Rappelons (SGA 4 IV 7.5) qu’une catégorie additive est karoubienne si tout
projecteur (= endomorphisme idempotent) est défini par une décomposition en
somme directe, et que chaque catégorie additive a une enveloppe karoubienne,
obtenue en lui adjoignant formellement les images des projecteurs. La catégorie
M (k) des motifs effectifs sur k est 'enveloppe karoubienne de .#'(k).

(c) On définit le motif de Tate Z(~ 1) comme un facteur direct & %(PY) convenable
de H*(PY). On vérifie que la symétrie (déduite de la commutativité de ®): Z(—1)
® Z(— 1) » Z(~1) ® Z(—1) est I'identité, et que le foncteur M - M @ Z(—1)
est pleinement fidéle.

(d) La catégorie .#(k) des motifs sur k se déduit de .#.(k) en rendant in-
versible le foncteur M - M ® Z(-1).

Notons (n) T'itéré (—n)*m de I'auto-équivalence M - M ® Z(—1). La caté-
gorie .#(k) admet .# (k) comme sous-catégorie pleine, et tout object de .#(k) est
de la forme M(n) pour M dans .# (k) et n un entier.

Par définition, si F est un foncteur additif de .#’(k) dans une catégorie karou-
bienne &, il se prolonge a .4, (k). Si & est munie d’une auto-équivalence 4 —
A(—1), et le prolongement de F d’un isomorphisme de foncteurs F(M(—1)) =
F{M)—1), il se prolonge a .#(k).

ExemPLE 0.1.]. Si k' est une extension de k, et F le foncteur H*(X) —
H*(X ®, k') de '(k) dans .#(k"), on obtient le foncteur extension des scalaires
de .#(k) dans .#(k’). Si k' est une extension finie de &, on dispose du foncteur de
restriction des scalaires 4 la Grothendieck

Win: 77 (K) = #7(k): (X — Spec(k'))—(X - Spec(k’) — Spec(k)).

On le prolonge en F: H¥X) — H*({l ,,X), d’ou un foncteur de restriction des
scalaires Ry, M(k') — (k).

EXEMPLE 0.1.2. Soit 5 une “théorie de cohomologie”, 4 valeurs dans une caté-
gorie karoubienne ., fonctorielle pour les morphismes dans .#’ (k). Le foncteur
3 se prolonge & # (k). Si o est muni d'un produit tensoriel, que 3 vérifie une
formule de Kiinneth et que la tensorisation avec #°(Z{— 1)) est une auto-équival-
ence de 7, il se prolonge a .#(k). Ce prolongement est le foncteur “réalisation d’'un
motif dans la théorie 3¢,

Nous noterons (#) I'auto-équivalence de o itéré (— n)*me de la tensorisation avec
H(Z(—1)). Pour la détermination de 5#(Z(~ 1)) dans diverses théories 2, voir 3.1.

0.2. Nous utiliserons les réalisations suivantes:

0.2.1. Réalisation de Betti Hg. Correspondant & k = C, o/ = espaces vectoriels
que @, # = cohomologie rationnelle; X — H*(X(C), 0);

0.2.2. Réalisation de de Rham Hp,. Correspondant a4 k de caractéristique 0,
&/ = espaces vectoriels sur k, # = cohomologie de de Rham : X — H*(X, 2%);

0.2.3. Réalisation l-adigue H,. Correspondant & k algébriquement clos, de carac-
téristique # /, o = espaces vectoriels sur @, # = cohomologie Fadique: X —
H*(X5 Ql)‘

Et leurs variantes:

0.2.4. Réalisation de Hodge. k est ici une cléture algébrique de R, et o7 Ia caté-
gorie des espaces vectoriels sur @, de complexifié ¥ ® k muni d’une bigraduation



VALEURS DE FONCTIONS L 315

V@k = @Vratelle que V22 soit le complexe conjugué de V2. Pour théorie de
cohomologie, on prend le foncteur X — H*(X(k), @) muni de ia bigraduation de
son complexifié H*(X(k), k) fournie par la théorie de Hodge. La réalisation de
Betti est sous-jacente a celle de Hodge.

0.2.5. Pour k quelconque, et ¢ un plongement complexe de k, on note H,(M) la
réalisation de Betti du motif sur C déduit de M par 'extension des scalaires
¢:k — C. Notons ¢ la conjugaison complexe. On obtient par transport de struc-
ture un isomorphisme F,,: H (M) =, H, (M), et F,, ® c envoie H sur H?. Pour
o réel, F_ est une involution de H (M), dont le complexifié échange H29(M) et
Hgn(M).

La g-réalisation de Hodge est H,(M), muni de sa bigraduation de Hodge et, si
o est réel, de Pinvolution F,.. Pour k = @, ou k = R et ¢ le plongement identique,
on remplace l'indice o par B. Pour k = R, et M = H*(X), I'involution F_ de
HEM) = H*X(C), @) est I'involution induite par la conjugaison complexe
F, : X(C) - X(C).

0.2.6. Réalisation de de Rham. La cohomologie de de Rham est munie d'une

filtration naturelle, la filtration de Hodge, aboutissement de la suite spectrale d’hy-
percohomologie

Efr = Hi(X, Q) = Hpta (X).

De 13, une filtration F sur Hyp(M).

0.2.7. Réalisation l-adique. Si X st une variété sur un corps k, de cloture
algébrique k, le groupe de Galois Gal(k/k) agit par transport de structure sur
H*(X50)). Si M est un motif sur &, et qu’on définit H (M) comme la réalisation
I-adique du motif sur £ qui s'en déduit par extension des scalaires, ceci fournit
une action de Gal(k/k) sur H,(M).

0.2.8. Réalisation adélique finie. Pour k algébriquement clos, de caractéristique
0, on peut rassembler les cohomologies /-adiques en une cohomologie adélique

H*X, A") = (TH*(X, Z,)) ®; 0.
On peut cumuler les variantes 0.2.7 et 0.2.8.

0.2.9. Dans les exemples 0.2.1, 0.2.2, 0.2.3, et leurs variantes, on peut remplacer
la catégorie &/ par celle, o/*, des objets gradués de /: utiliser la graduation
naturelle de H*. Pour que Ia formule de Kiinneth fournisse un isomorphisme de
foncteurs s#(M ® N) = (M) @ #(N), compatible 4 T'associativité et a la
commutativité, il faut prendre pour donnée de commutativité dans &* celie
donnée par la régle de Koszul.

0.3. Pour & = C, le théoréme de comparaison entre cohomologie classique et
cohomologie étale fournit un isomorphisme H*(X(C), 0) ® 0, = H*(X, Q).
Si X est défini sur R, cet isomorphisme transforme F,, (0.2.5) en I'action (0.2.7) de
la conjugaison complexe. Pour un motif, on a de méme Hy(M) @ @, = H,(M).

0.4. Pour & =C, le complexe de de Rham holomorphe sur X" est une résolution
du faisceau constant C. Par GAGA, on a donc un isomorphisme

HYX(C), Q) ® C = HXX(C), C) =, (X, 0*") = HX(X, 0%).

Pour un motif, on obtient un isomorphisme (compatible aux filtrations de Hodges
024:F? = Dye, V77 et 0.2.6) Hp(M) ® C -~ Hpp(M).
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Soit plus généralement M un motif sur un corps &, et # un plongement complexe
de k. Appliquant ce qui précéde au motif sur C déduit de M par extension des
scalaires, on trouve un isomorphisme

0.4.1) I:H(M)®C_~_, Hp(M) ®,,C.

Notons le cas particulier ¥k =@, ol on trouve deux {-structures naturelles sur
la réalisation de M en cohomologie complexe : une, Hz(M), liée 4 la description
de la cohomologie en terme de cycles, I'autre, Hpp(M), liée 4 sa description en terme
de formes différentielles algébriques.

0.5. Ce qu’il advient de ces réalisations et compatibilités par extension du corps
des scalaires est clair, Pour la restriction des scalaires, les résultats sont les suivants.
Soient k" une extension finie de k, M’ un motif sur k', et M = R,., (M')

(0.5.1) H/ M) = @ H(M),

ou la somme est étendue a I'ensemble J(g) des plongement complexes de &' qui
prolongent ¢. Cet isomorphisme est compatible aux bigraduations de Hodge, et 4
F,.

(0.5.2) Hpp(M) = Hpp(M') (testriction des scalaires de &’ a k).
Cet isomorphisme est compatible 4 la filtration de Hodge.
(053) H(M)=Ind H{M") (représentation induite de Gal(k/k’) 2 Gal(k/k)).

(0.54) Vialisomorphisme k' ®,,,C = C/@ et 'isomorphisme Hpp(M') @,
C = Dreji) Hpr(M') @y . C qui s’en déduit, (0.4.1) pour M et ¢ est la somme
des isomorphismes (0.4.1) pour M’ etz (r e J(g)):

H(M) ® C222 1o (M) @, C

0.5.1) (0.5.2

@ HAM) ® C222@ HoplM') @y, C.

0.6. Pour X projectif et lsse sur &, notons Z4(X) I'espace vectoriel sur Q de base
I'ensemble des sous-schémas fermés irréductibles de codimension d de X, et Z§(X)
son quotient par une relation d’équivalence R. Pour & de caractéristique 0, une des
définitions de Grothendieck des motifs s’obtient en faisant (pour X et ¥ connexes)
Hom(H*(Y), H*(X)) = Z§n(X x Y), R étant I'équivalence cohomologique.

En ce qui concerne la caractéristique p, signalons seulement deux difficultés:
on ignore si I'équivalence cohomologique—en cohomologie -adique (/ # p)—
est indépendante de /, et la définition de la classe d’un cycle pose des problémes
en cohomologie cristalline.

0.7. Soit X une variété projective et lisse complexe. Nous appellerons cycle de
Hodge de codimension 4 sur X un élément de H2(X(C), () de type (d, d)—soit, ce
qui revient an méme, un élément de H24(X(C), 0)(d) de type (0, 0).

Soient &k un corps algébriquement clos et X une variété projective et lisse sur k.
Posons
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HYU(X, k x AYd) = HE(X)d) x H*(X, A)(d).
Pour k = C, on appelle encore cycle de Hodge I'image dans
HY(X, k x A)(d) = H¥(X(C), 0)d) ® (k x 4)

d’un cycle de Hodge. Pour k algébriquement clos, admettant des plongements
complexes, un cycle de Hodge absolu de codimension 4 sur X est un élément de
H2(X, k x AN){d), tel que, pour tout plongement complexe ¢ de k, son image dans
H¥(X ®, C, C x A(d) soit de Hodge. On vérifie que

PrOPOSITION 0.8. (i) L'espace vectoriel sur Q Z#(X) des cycles de Hodge absolu
est invariant par extension des scalaires de k @ un corps algébriguement clos k'
(admettant encore un plongement complexe).

(ii) Pour k algébriquement clos de caractéristique 0, et X défini sur un sous-corps
algébriquement clos ky de k, admettant un plongement complexe: X = Xo @, k, on
pose

ZE(X) = ZE(Xo) © H(Xo, ko x ANd) = H¥(X, k x A)d).

D'aprés (i), cette définition ne dépend pas des choix de X q et ky.

(iii) Pour X défini sur un sous-corps ko de k: X = Xo ®y, k, le groupe Aut(kfkg)
agissant sur H¥(X, k x ArYd) stabilise ZE(X). Il agit sur Z{ (X} d travers un groupe
fini, correspondant & une extension finie ky de ko. On pose Zi(Xq) = Z{(X) Aut bk

0.9. Une notion utile de motif s’obtient en faisant (pour X et Y connexes)
Hom(H*(Y), H¥X)) = Zg»")(X x Y).

Les composantes de Kiinneth de la diagonale de X x X sont absolument de
Hodge. Ceci permet de décomposer H*(X) en une somme de motifs H(X), de
munir la catégorie des motifs d’une graduation (avec H*(X) de poids i) et de modi-
fier la contrainte de commutativité pour @ comme en [19, VI, 4.2.1.4}. On vérifie
que, ceci fait, la @-catégorie des motifs sur & est tannakienne, isomorphe 4 la ca-
tégorie des représentations d’un groupe proalgébrique réductif.

Pour k = C, la conjecture suivante, plus faible que celle de Hodge, équivaut
4 dire que le foncteur “réalisation de Hodge” est une équivalence de la catégorie
des motifs 0.9 avec la catégorie des structures de Hodge facteur direct de la co-
homologie de variété algébriques (ou déduites par twist a la Tate de tels facteurs
directs).

Espoir 0.10. Tout cycle de Hodge I’est absolument.

Si X est une variété abélienne a multiplication complexe par un corps quadra-
tique imaginaire K, avec Lie(X) libre sur k ® X, les méthodes de B. Gross [7]
prouvent que certains cycles de Hodge non triviaux sont absolument de Hodge.
Ajouté sur épreuves: partant de ce cas particulier, jai pu vérifier 0.10 pour les
variétés abéliennes. Fai vérifié aussi que la ®-catégorie de motifs (0.9) engendrée
par les HNX), pour X une variété abélienne, contient les motifs H*(X), pour X
une surface K3 ou une hypersurface de Fermat.

0.11. Le principal défaut de la définition 0.9 des motifs est qu’elle ne se préte pas
3 la réduction mod p. On ignore si un motif 0.9 sur un corps de nombres F fournit
un systéme compatible de réprésentations /-adiques de Gal(F/F).
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0.12. Nous utiliserons le mot “motif” de facon libre, sans nous préoccuper de
faire rentrer les motifs considérés dans le cadre de Grothendieck. L'essentiel pour
nous sera de disposer de réalisations (M), pour les théories 5 considérées en 0.2,
et d’avoir pour ces groupes le méme formalisme que pour les #*(X).

1. Enoncé de la conjecture (cas rationnel),

1.1. Soit M un motif sur Q. Nous admettrons que les réalisations l-adiques H (M)
de M forment un systéme strictement compatible de représentations ladiques, au
sens de Serre {11, I.11]. A savoir : il existe un ensemble fini S de nombres premiers,
tel que chaque H,(M) soit non ramifié en dehors de S U {/}, et que, notant par
F,e Ga}@/ Q) un élément de Frobenius géométrique en p (I'inverse d’une substi-
tution de Frobenius ¢,), le polyndme det(l — Fr, H(M) e @Q[t1(p¢ S U {ID
soit & coefficients rationnels, et indépendant de I Notons Z,(M, ) son inverse,
et posons LM, s) = Z,(M, p™).

La série de Dirichlet 4 coefficients rationnels donnée par le produit eulérien
Ls(M, s) = [I yes Ly(M, 5) converge pour &s assez grand. Pour s quelconque, on
définit Lg(M, s5) par un prolongement analytique (qu’on espére exister).

Notre but est d’énoncer-une conjecture donnant la valeur de Lg(M, s) en certains
points entiers, au produit prés par un nombre rationnel. Puisque, pour s entier,
p¢ est rationnel, le choix de S est sans importance—a ceci prés qu’aggrandir $ peut
introduire des zéros mal venus,

1.2, Pour écrire proprement I'équation fonctionnelle conjecturale des fonctions
L, il y a lieu de compléter le produit eulérien Lg(M, s) par des facteurs locaux en
p e S, et alinfini. La définition des facteurs locaux en p € § requiert une hypothése
additionnelle, que nous supposerons vérifiée:

(1.2.1) Soient p un nombre premier, D, = Gal(Q/0Q) un groupe de décomposition
en p, I, © D, son sous-groupe d’inertie et F, € D, un Frobenius géométrique. Le
polynéme det(1 — F,t, H(M)»)e Q,{f] (I # p) est a coefficients rationnels, et est
indépendant de /.

Posons Z,(M, 1) = det (1 — Fyt, H{M)») 1 e Q(t), et L(M, 5} = Z,(M, p~).
On définit

(1.2.2) L(M,s5) = ];[ LM, s).

Le facteur & I'infini L (M, 5) (essentiellement un produit de fonctions ") dépend
de la réalisation de Hodge de M—en fait seulement de la classe d’isomorphie de
I’espace vectoriel complexe Hz(M) ® C, muni de sa décomposition de Hodge et
de I'involution F,,. Sa définition est rappelée en 5.2.

Posant A(M, 5) = L (M, s)L(M, s), 'équation fonctionnelle conjecturale des
fonctions L s’écrit

(1.2.3) MM, 5) = e(M, H)A(M, 1 —5)

ol Mest le dual de M (de réalisations les duales des réalisations de M) et oit (M, s),
comme fonction de s, est le produit d’une constante par une exponentielle. Sa
définition est rappelée en 5.2. Elle dépend d’une hypothése additionnelle.
DEFINITION 1.3. Un entier n est critique pour M si ni L.(M, s), ni L (M, 1—5)
n'ont de ple ens = n.
Notre but est de conjecturer la valeur de L{M, n) pour n critique, & multiplica-
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tion par nombre rationnel prés. On a L(M(n), 5) = L(M, n + 5) (3.1.2), et de méme
pour L. Ceci nous permet de ne considérer que les nombres L(M) = 4, L(M, 0).
Nous dirons que M est critique si 0 est critique pour M. On vérifie que pour que M
soit critique, il faut et il suffit que les nombres de Hodge A?r =, dim H#(M)
de M, pour p # ¢, ne soient non nuls que pour (p, ) dans la partié hachurée du
diagramme ci-dessous, et que F, agisse sur H?.?, par I'identité si p < 0, par —1 si
pz0.

(1.3.0)

7
i >p
-1,-D+
+
4
+

Supposons M homogéne de poids w: h*t = Q pour p + ¢ # w, et posons Z(M) =
—wf2. Il résulte de la conjecture de Weil que, pour S assez grand, la série de Dirich-
let Ls(M, 5) converge absolument pour #(M)} + &(s) > 1. Pour (M) + %(s) =
1, on est au bord du demi-plan de convergence, et on conjecture

(a) que Ls(M, 5) ne s’annule pas,

(b) que Lg(M, 5) est holomorphe, sauf si M est de poids pair —2n, et contient
Z{(n) en facteur: on s’attend alors 4 un péle en s = 1 — »n (une valeur non critique).

L’analogie avec le cas des corps de fonctions, et les cas connus, ménent a croire
que les facteurs locaux L, (M, s) (p quelconque, y compris o0) n’ont de péle que
pour #(M} + (s) = 0. Si tel est le cas, (a), (b) et "équation fonctionnelle con-
jecturale (1.2.3) impliquent que L( M) # 0, co pour M critique et (M) # L. Pour
R(M) = 1, L(M) s’annulle parfois. Notre conjecture (1.8) est alors vide.

PROPOSITION 1.4. Soit M un motif sur R. Via l'isomorphisme {0.4.1)
Hg(M) ® C —— Hpr(M) @z C,

Hpp(M) s'identifie au sous-espace de Hg( M) ® C fixe par ¢ = F.,2.

Prenons M = H*(X). La conjugaison complexe sur Hpp(M), = H¥X,, Q%)
se déduit par fonctorialité de I"automorphisme antilinéaire F, du schéma X,.
Remontant la fleche composée (0.4) qui définit f, on Pidentifie a Pinvolution dé-
duite de I'automorphisme (F,, FX) de (X(C), 2*), puis au composé de FX:
H*X(C), C) » H* (X(C), C) et de la conjugaison complexe sur les coefficients.
Ceci vérifie 1.4.
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1.5. Pour M un motif sur R, nous noterons H$(M) (resp. H3(M)) le sous-espace
de Hp(M) fixe par F,, (resp. ol F,, = —1). Posons d(M) = dim Hy(M) et d*(M) =
dim H3M). Pour M un motif sur k, et & un plongement complexe de k qui se
factorise par R, on note HE(M), dX(M) et d(M) ces objets pour le motif sur R
déduit de M par 5. Pour & = @, on omet la mention de o.

Le corollaire snivant résulte aussitét de 1.4, et de ce que tant F,, que la conjugai-
son complexe échangent H# et He?,

COROLLAIRE 1.6. Soit M un motif sur R. Pour la structure réelle Hpp(M) de
Hg(M) ® C, les sous-espaces H#e sont définis sur R; le sous-espace HE(M) ® R
est réel, et Hg(M) ® R est purement imaginaire.

1.7. Dans la fin de ce paragraphe, nous ne considérerons que des motifs sur @;
sauf mention expresse du contraire, nous les supposons homogénes. Si leur poids
w est pair, nous supposerons aussi que F,, agit sur H?2(M) (w = 2p) comme un
scalaire: soit +1, soit — 1. Cette hypothése est vérifiée pour M critique. Puisque
F_, échange H» et He?, elle assure que les dimenions d*(M) et d-(M) sont égales
l'une & T, h#s, Pautre & 3, h#7. En particulier, ces dimensions sont égales a
celles de sous-espaces F* et F- figurant dans la filtration de Hodge. Posant
Hio(M) = Hpp(M)Y/F*, on aencore dim H(M) = d*(M).

Il résulte de ce que F,, échange He et He? que les applications composées

(1) It H§(M)e — Hp(M)e —— Hop(M)e — Hia(M)c
sont des isomorphismes. On pose

1.7.2) e*(M)
(1.7.3) d(M)

le déterminant étant calculé dans des bases rationnelles de HE et Hpy (resp. Hp
et Hpe). La définition de (M) ne requiert pas les hypothéses faites sur M.

D’aprés 1.6, It est réel, i.e. induit I+: HE(M)z — Hpp(M)g, tandis que I~
est purement imaginaire. Les nombres (M), 9~ ™) ¢~(M) et "M F(M) sont
donc réels non nuls. A multiplication par un nombre rationnel prés, il ne dépen-
dent que de M.

Les périodes de M sont classiquement les {w, ¢ pour w € Hpp(M) et c € Hg(M)".
Par exemple, si X est une variété algébrique sur @, o une n-forme sur X, définie sur
Q et que ¢ est un n-cycle sur X(C), {w, ¢) = [, w est une période de H"(X). Ex-
primons ¢*(M) en terme de périodes. Le dual de Hzgp(M) est le sous-espace F* de
Hpx(MY), ol MV est le motif dual de M. Si la base choisie de Hg(M) a pour
duale la base (w,) de FE(Hp(MV)), et que (c;) est la base choisie de HF(M), la
matrice de I* est {w;, ¢;), et ¢2(M) = det Kw;, ¢;7)-

Confecture 1.8. Si M est critique, L{M) est un multiple rationnel de c+(M).

det(J%),
det(D),

2. Enoncé de Ia conjecture (cas général).

2.1. Jusqu’ici, nous n’avons considéré que des fonctions L données par des
séries de Dirichlet 4 coefficients rationnels. Pour faire mieux, il nous faudra
considérer des motifs a coefficient dans des corps de nombres.

Voici deux facons, équivalentes, pour construire la catégorie des motifs sur &,
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a coefficient dans un corps de nombres E, 2 partir de la catégorie des motifs sur k.
It sagit d’une construction valable pour toute catégorie additive karoubienne
(0.1(b)) dans laquelle les Hom(X, ¥) sont des expaces vectoriels sur Q.

A. Un motif sur k, & coefficient dans E, est un motif M sur £ muni d’une struc-
ture de E-module: E — End(M).

B. La catégorie ., g, des motifs sur k, a coefficient dans E, est Penveloppe
karoubienne (cf. 0.1(b)) de la catégoriec d’objets les motifs sur k-considéré
comme objet de .# g, un motif M se notera My—et de morphismes donnés par
Hom{(Xg, Yz) = Hom(X, Y) ® E.

Passage de B a A. Pour X un motif, et ¥ un espace vectoriel sur @ de dimension
finie, on note X @ ¥ le motif, isomorphe a4 une somme de dim(¥) copies de X,
caractérisé par Hom(Y, X ® ¥) = Hom(Y, X) @ V (ou par Hom(X @ V, ¥) =
Hom{¥, Hom(X, ¥))). On passe de B 4 A en associant 4 Mg le motif M ® E,
muni de sa structure de E-module naturelle.

Passage de A 4 B. Si M est muni d’une structure de E-module, on récupére sur
Mg deux structures de E-module: celle déduite de celle de M, et celle qua tout
objet de .#, . L'objet de ., correspondant & M est le plus grand facteur
direct de M sur lequel ces structures coincident. En détail: I'algébre E ® Eestun
produit de corps, parmi lesquels une copie de E dans laquelle x ® 1 et 1 ® x se
projettent tous deux comme x. L'idempotent correspondant e agit sur M (qui est
un E @ E-module) et son image est I'object de .4/, z qui correspond 4 M.

Les motifs a coefficient dans E sont le plus souvent donnés sous la forme A. La
forme B a I'avantage de rester raisonnable pour E non de rang fini sur Q. Elle est
utile pour comprendre le formalisme tensoriel: on peut définir produit tensoriel
et dual, pour les motifs & coefficient dans E, par leur fonctorialité et les formules
Xe@eYe=(X® Y)pet (Xp)¥ = (XV)z. Dans le langage A, X ® ¥ est le plus
grand facteur direct de X' ® Y sur lequel coincident les deux structures de E-module
de X ® Y, et X est le dual usuel de X', muni de la structure de E-module trans-
posée. Si on applique ces remarques & la catégorie des espaces vectoriels sur Q,
plutét qu’a celle des motifs, on retrouve Iisomorphisme du F-dual d’un espace
vectoriel sur E avec son @-dual, donné par

w — la forme Trg,o({w, v)).

Nous avons défini en 0.1.1 des foncteurs de restriction et d’extension du corps k&
des scalaires. Ils transforment motifs 4 coefficient dans E en motifs a coefficient dans
E. On dispose aussi de foncteurs de restriction et d’extension des coefficients: soit
Fune extension finie de E:

Extension des coefficients. Dans le langage A, c’est X — X @ F; dans le
langage B, c’est Xp — Xp.

Restriction des coefficients. Dans le langage A, on restreint 4 E la structure de
F-module.

Le lecteur prendra soin de ne pas confondre les rdles de k et E. Un exemple type
qu’on peut retenir est celui du H, des variétés abéliennes sur &, a multiplication
complexe par un ordre de E. En terme de la variété abélienne—prise a isogénie
prés—les foncteurs ci-dessus deviennent: extension du cops de base, restriction
des scalaires 4 la Weil, construction ®g F, qui multiplie la dimension par [F: £],
restriction a F de la structure de F-module.
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2.2. Soit M un motif sur Q, A coefficient dans un corps de nombres E. Pour cha-
que nombre premier /, la réalisation ~adique H(M) de M est un module sur le
complété Fadique E, de E. Ce complété est le produit des complétés E;, pour 4
idéal premier au-dessus de /, d’olt une décomposition de H,(M) en un produit de
E;-modules H;(M).

On conjecture pour les Hy( M) une compatibilité analogue a 1.2.1; si elle est
vérifiée, on peut pour chaque plongement complexe ¢ de E définir une série de
Dirichlet A coefficients dans ¢ E, convergente pour s assez grand:

L(O" M’ S) = ]-[ Lp(a: Ms S)’ Oﬁ
4

(2.2.1) Ly(o, M, s) = aZ M, p™) avec Z,e E(1) = E\t) donné par
Z, (M, 1) = det(l — Fyt, H(M)#»™ pour Alp.

Pour ¢ variable, ces séries de Dirichlet se déduisent les unes des autres par con-
jugaison des coefficients. Nous regarderons le systéme des L{g, M, 5) comme une
fonction L*(M, s) & valeurs dans la C-algébre E @ C, identifiée & CHom&:©) par

(2.2.2) EQC__ CHmiES: ¢ @ z - (z, g(€)),.

Cette fonction peut aussi étre définie directement par un produit eulérien. On
espére comme en 1.1 qu'elle admet un prolongement analytique en 5.

Il y a lieu de compléter le produit eulérien L(z, M, s) par un facteur a linfini
L.(o, M, 5) dépendant de la réalisation de Hodge de M. Posant A(g, M, 5) =
L.(o, M, 5)L{c, M, 5), l'équation fonctionnelle conjecturale des fonctions L s'écrit

(2.2.3) Ao, M, 5) = (o, M, )Mo, M, 1 — ),

ol &(a, M, 5), comme fonction de s, est le produit d’une constante par une exponen-
tielle. Les définitions de L_ et ¢ sont rappelées en 5.2. Comme ci-dessus, on re-
gardera le systéme des A et celui des ¢, pour g variable, comme des fonctions
A* et e* A valeurs dans E @ C.

It résulte de 2.5 ci-dessous que L_(o, M, s) est indépendant de g, et que la fonc-
tion L, pour le motif Rg,, M déduit de M par restriction du corps des coefficients
(2.1) est la puissance [E: @]i*me de L (g, M, 5). Ceci justifie la

ProrosiTION-DERNITION 2.3. Soit M un motif sur Q a coefficient dans E. Un entier
n est critique pour M si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées

(i) Pentier n est critique pour Rgq M;

(i) ni L(a, M, 5), ni L (o, M(1), s) n'ont de pble ens = n.
On dit que M est critique si O est critique pour M.

Notre but est de conjecturer la valeur de L¥( M) = 4, L*(M, 0), pour M critique,
a multiplication par un élément de E prés. En d’autres termes, il s’agit de con-
jecturer simultanément les valeurs des L(s, M) = 4, L(s, M, 0), 2 multiplication
prés par un systéme de nombres a(e), e € E.

2.4. La réalisation Hz(M) de M en cohomologie rationnelle est munie d'une
structure de E-espace vectoriel. Sa dimension est le rang sur E de M. L'involution
F,, est F-linéaire; les parties + et—sont donc des E-sous-espaces vectoriels. On
note d*{(M) et d=(M) leur dimension.
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Le complexifié de Hg(M) est un E ® C-module libre. Identifiant E® C &
(CHom(E,C} (2 2.7), on en déduit une décomposition

Hy(M) ® C = BH (o, M),
avec
Hy(o, M) = (Hp (M) ® C) ®zge,, C,
soit
Hplo, M) = HyM) ®¢,, C.

Les Hp (M) de la décomposition de Hodge étant stables par E, chaque Hg(a, M)
hérite d’une décomposition de Hodge Hy(s, M) = D HE e, M). L’involution F,
permute H# et He?, en particulier stabilise H#2, qu'elle découpe en des parties
+ et—. On note h*(g, M) la dimension de Hio, M), et ht?*(g, M) celle de
Hi*(g, M). La proposition suivante permet d’omettre ¢ de la notation.

PROPOSITION 2.5. Les nombres hts(g, M) et h*?*(g, M) sont indépendant de ¢.

On peut supposer, et on suppose, que M est homogéne. Dans ce cas, H»(M)
s'identifie au complexifié du E-espace vectoriel Gr&(Hpp(M)): c’est un E Q@ C-
module libre, et la premiére assertion en résulte. Pour la seconde, on observe que
ho¥:(g, M) est I'excés de d*(M) sur ¥ 5, k¥(g, M),

2.6. Soit M un motif sur @ a coefficient dans E. Dans la fin de ce paragraphe, sauf
mention expresse du contraire, nous supposons que Rz, M vérifie les hypothéses
de 1.7. Les espaces F* et Hi, sont cette fois des espaces vectoriels sur E. Les iso-
morphismes (0.4.1} et (1.7.1)

(2.6.1) I: Hy(M) @ C —— Hpp(M) @ C,
(2.6.2) I:HEM) @ C HE(M) ® C,

sont des isomorphismes de E ® C-modules entre complexifiés d’espaces vectoriels
sur E. On pose

cH(M) = det (I¥) e (E® C)*, &(M) = det () e (E ® C)*,

le determinant étant calculé dans des bases E-rationnelles de HZ(M) et Hi(M)
{resp. Hp(M) et Hpp(M)). La définition de () ne requiert pas les hypothéses
faites sur M. A multiplication par un élément de E* prés, ces nombres ne dépen-
dent que de M. Il résulte & nouveau de 1.6 que cH(M), i9” M (M) et (4~ M (M)
sont dans (£ ® R)*.

Conjecture 2.1, Posons (M) = — 4w, Si M est critigue,

(i) L{o, M, s) n’a jamais de pble ens = 0, et ne peut s’annuler en s = 0 gue pour
AM) = 1.

(ii) La multiplicité du zéro de.L(g, M, s) ens = O est indépendante de .

Pour (i), je renvoie A la discussion a la fin de 1.3. Que (ii) soit raisonnable m’a
été suggéré par B. Gross.

Conjecture 2.8. Pour M critique et L{g, M) # 0, L*(M) est le produit de ct(M)
par un élément de E*.
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REMARQUE 2.9. Un motif M sur un corps de nombres k, a coefficient dans E,
définit aussi une fonction L*(M, s). Ces fonctions sont couvertes par notre con-
jecture, vu lidentité L¥(M, s5) = L¥(Ryq M, 5), ol Ryq est la restriction des
scalaires de k 3 @ (appliquer (0.5.3)).

Les fonctions L(g, M, 5) sont des produits eulériens, indexés par les places finies
de k. Il y a lieu de les compléter par les facteurs & Finfini L (g, M, 5), indexés par les
places a I'infini, dont la définition est rappelée en 5.2. Ils dépendent en général de ¢.
Seul L.(0, Ryq M, 5), produit sur v 4 I'infini des L,(g, M, s), est indépendant de o.

REMARQUE 2.10. Soient F une extension de E, ¢ le morphisme structural de E
dans F et ¢ son complexifié: EQ Co F® C. On a LX(M®g F, 5) =
(cL¥(M, 5) et c*(M ®z F) = ¢ ¢*(M). La conjecture est donc compatible a
Pextension du corps des coefficients. Pour F une extension galoisienne de
E, de groupe de Galois G, le Théoréme 90 de Hilbert HY(G, F*) = 0 assure que
((F ® C)*/F*)¢ = (E @ C)*/E*: 1a conjecture est invariante par extension du
corps des coefficients.

REMARQUE 2.11. Si E est une extension de F, on a L¥(Rg, M, 5) =
Ng,p L¥(M, 5). Les périodes ¢* vérifiant la méme identité, la conjecture est com-
patible a la restriction des coefficients.

REMARQUE 2.12. Soit D une algébre 2 division de rang 42 sur E. Un motif M sur
Q, muni d’une structure de D-module, et de rang » sur D, définit une série de
Dirichlet 4 coefficients dans £ dont les facteurs eulériens sont presque tous de degré
nd: pour A une place finie de E, Hy(M) est un module libre sur le complété D, =
D @ E;, et on reprend la définition (2.2.1) en posant

Z (M, 1) = det red (1 — Fyt, H(M)'»™!

(si D, est une algébre de matrices sur E,, et e un idémpotent indécomposable, le
déterminant réduit d’'un endomorphisme 4 d’un D;-module H est le déterminant,
calculé sur E, de la restriction de A 2 eH; la définition dans le cas général procéde
par descente).

La liberté que nous donne 2.10 d’étendre le corps des coefficients met ces fonc-
tions L elles aussi sous le chapeau 2.8: choisissant une extension ¢:E & F de E
qui neutralise D, et un idempotent indécomposable e de D ® F, on a ¢cL*(M, 5) =
LYe(M @ F), 5).

On peut aussi définir c+(M) directement dans ce cadre. Cest ce qui est expliqué
en 2.13 ci-dessous,

La fin de ce paragraphe est inutile pour la suite.

2.13. Soit D une algébre simple sur un corps E (voire une algébre d’Azumaya sur
un anneau...). Pour le formalisme tensoriel, il est commode de regarder les D-
modules comme de “faux E-espaces vectoriels”:

(a) Se donner un espace vectoriel ¥ sur E revient a se donner, pour toute exten-
sion étale F de E, un F-espace vectoriel ¥, et des isomorphismes compatibles
Vi = Vi ®p G pour G une extension de F. On prend Vy = V @ F. Par descente,
il suffit de ne se donner les V¢ que pour Fassez grand.

(b) Soit W un D-module. Pour toute extension étale F de E, et tout F-isomor-
phisme D @ F ~ End«{(L), avec L libre, posons W, = Hompgr (L, W & F)
(les produits tensoriels sont sur E). On a un isomorphsime de D ® F-module
WQpF=LRy W,
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Si Fest assez grand pour neutraliser D, L est unique 4 isomorphisme non unique
prés; la non-unicité est due aux homothéties, qui agissent trivialement sur End(ZL).
C’est pourquoi la donnée des W ; n'est pas du type (a); c’est un “faux espace
vectoriel sur E”.

Soient (W+) une famille de D-modules, et T une opération tensorielle. Si les
homothéties de L agissent trivialement sur T(W§ ), le F-espace vectoriel T(W#% ;)
est indépendant du choix de L et on obtient un systéme du type (a), d’ol un espace
vectoriel T(W+) sur E.

ExaMPLE. Si W’ et W sont deux D-modules de rang n-[D: E}/2 sur E, on peut
prendre T = Hom(A\*Wr, ;, A\"WE 1); on obtient un espace vectoriel §(W’, W")
de rang 1 sur E, et tout homomorphisme f: W' — W" a un déterminant réduit
detred(f) e (W', W").

Pour définir ¢t(M), on applique cette construction aux D-modules HE(M) et &
HE(M). Posons § = J(HE(M), Hbp(M)). Le déterminant réduit de I'isomorphisme
de D @ C-modules I+: HI(M)p =~ HEg(M)e est dans le E® C-module libre
derang 1§ @ C. On pose det red(/*) = ¢*{(M)-e pour e une base de §.

3. Exemple: la fonction {.

3.1. Pour comprendre les diverses réalisations du motif de Tate Z(1}, le plus
simple est de I’écrire Z(1) = H(G,). Le groupe multiplicatif n’étant pas une variété
projective, ceci ne rentre pas dans le cadre de Grothendieck, qui demande qu'on
définisse plutdt Z(1) comme le dual du facteur direct HZ(P1) de H*(P?).

La réalisation en Z,-cohomologie de Z(1) est le module de Tate T(G,,) de G,

Z[{1} = proj lim g

En réalisation de Hodge, on a Hp(Z(1)) = H,(C*) isomorphe & Z (4 Q plutét,
en homologie rationnelle). Ce groupe est purement de type (—1, —1)et F, = —1.

En réalisation de de Rham, Hpg(Z(1)) est le dual de HLx(G,,), isomorphe & @,
de générateur la classe de dz/z. L'unique période de HYG,,) est

G.LD § dzz = i,

Sur Z(1), le Frobenius arithmétique ¢, (p # /) agit par multiplication par p. Le
Frobenius géométrique agit donc par multiplication par p~1; ceci justifie I'identité
citée en 1.3

(3.1.2) L(M(n), s) = L(M, n + 3).

Puisque F_ agit sur (— 1) sur Hg(Z(n)), HE(Z(n)) est nul pour ¢ = — (—1)",
et cf(Z(n)) = 1. Pour ¢ = (—1)», d’aprés (3.1.1), ¢5(Z(m)) = 3(Z(m)) = (2ziy":

c(Z(n)) = 2=i)" pour ¢ = (1),

(3.1.3) (Zm) =1, 8(Z(n) = Qmiyr poure = — (=)~

3.2. La fonction {{s) est la fonction L attachée au motif unité Z(0) = H*(Point).
Les entiers critiques pour Z(0) sont les entiers pair > 0, et les entiers impairs < 0.
A cause du pole de {(s)en s = 1, 0 n’est pas un zéro trivial et il serait raisonnable de
définir les entiers critiques comme incluant 0. La équation (3.1.3) et les valeurs
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connues de Z{(n) = L(Z(n)) pour n critique vérifient 1.8: {(n) est rationnel pour n
impair £ 0, et un multiple rationnel de (2zi)" pour s pair z 0.

4. Compatibilité a Ja conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

4.1. Soient 4 une variété abélienne sur @, et 4 sa dimension. La conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer [15] affirme notamment :

(a) L(HYA), 1) est non nul si et seulement si A(Q) est fini.

(b) Soit w un générateur de HYA, (). Alors, L(HY(A), 1) est le produit de
f 4@ @l par un nombre rationnei.

Le motif H'(A)(1) est isomorphe au dual H {A) de H'(4): ceci traduit I'existence
d’une polarization, autodualité de Hi(4) & valueurs dans Z(—1). D'aprés 1.7,
ct(HY(A)(1)) se calcule donc comme suit: si wy,--,w, €St une base de HY(4, Q1) =
FtH}(A), et ¢y, ¢, une base de H (A(C), @), ona

4.1.1) cH(HYA)D)) = det{a, ;7.

Désignant encore par ¢; un cycle représentatif, on a {w;, ¢;> = _[ o Wi-

Prenons pour base (e;) une base sur Z de H{(A(R), Z) = H\(A(C), Z). Le pro-
duit de Pontryagin des ¢; est represénté par le d-cycle A(R)° dans A(C), pour une
orientation convenable, et, si @ est le produit extérieur des w;, le déterminant
(4.1.1) est I'intégrale [ 450 . On a

(|
A(R)°

et 1.8 pour H(A)(1) équivaut donc a 4.1(b) ci-dessus,

4.2. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer donne la valeur exacte de
L(H(A), 1); la description du facteur rationnel en 4.1(b) & partir du motif H1(4)X1)
a la forme suivante:

(a) La donnée de M = H(A)1) équivaut i celle de A4 & isogénie prés. 1l faut com-
mencer par choisir A. Cela revient  choisir un réseau entier dans Hy(M), dont les
I-adifiés soient stables sous I’action de Gal(Q/Q).

(b) On choisit alors w, par example comme produit extérieur des éléments d'une
base d’un réseau entier dans H,p(M). Cet w détermine la période, ¢*(M), et, pour
chaque nombre premier p, un facteur rationnel c,(M). Les c,(M) sont presque tous
égaux a 1, et la formule du produit assure que ct(M)- 1, ¢,(M) est indépendant
de w.

(c) Un autre nombre rationnel, 4(M), est défini en terme d’invariants cohomolo-
giques de 4; le nombre rationnel cherché est /(M) - 1, e, (M)~

L’invariance de la conjecture par isogénie est par ailleurs un théoréme non trivial.

4.3, Pour généraliser 4.1(a) 4 un motif de poids —1 M quelconque, il faudrait
disposer d’un analogue de A(Q). Le groupe A{Q) peut sinterpréter comme le
groupe des extensions de Z(0) par H\(A), dans la catégorie des 1-motifs [6, §10] sur
Q. Ceci suggére de considérer le groupe des extensions de Z{(0) par M, dans une
catégorie de motifs mixtes, paralléles aux structures de Hodge mixtes, mais on ne
dispose méme pas d’une définition conjecturale d’une telle catégorie!

Jobserverai seulement que, dans toutes les théories cohomologiques usuelles, un
cycle Y de dimension d, cohomologue & zéro, sur une variété algébrique propre et

j || = [AR): ARY]
AR
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lisse X détermine un torseur sous H2-1{X)(d): on dispose d’une suite exacte de
cohomologie

0 —— H2YX)d) — H2YX - Y)X(d) —— H¥(X)d) — H2(X)d),

Y définit une classe de cohomologie cl(¥Y) e H¥(X)d), d’image nulle dans
H2(X)d), et on prend 8-1cl(Y). Cette construction correspond a celle gui 4 un
diviseur de degré 0 sur une courbe associe un point de sa jacobienne.

5. Compatibilité & I’équation fonctionnelle. Soit E un corps de nombres. Dans
{(F ® C)*, nous noterons ~ la relation d’équivalence définie par le sous-groupe E*.

PrOPOSITION 5.1. Soit M un motif sur Q, d coefficient dans E. On suppose vérifiées
les hypothéses de 1,7, On a alors

cH(M) ~ Qri)y "0 . (M) - cH(M(1)).

Pour L un module libre de rang n sur un anneau commutatif 4 (4 sera E, ou
E ® C), posonsdet L = A# L. On étend par localisation cette définition au cas ol
L est seulement projectif de type fini (cette généralisation n’est pas indispensable &
la preuve de 5.1). On a des isomorphismes canoniques

(5.1.1) det(LV) = det(L)™!
et, pour tout facteur direct Pet L,
(5.1.2) det(L) = det(P) - det(L/P)

{on a désigné par - un produit tensoriel, et par ~! un dual). Il y a ici des problémes
de signe, qu’on résoud au mieux en considérant det(L) comme un module gra-
dué inversible, placé en degré le rang de L. Nos résultats finaux étant modulo ~,
nous ne Nous en inguiéterons pas.

Pour X et Y de méme rang, posons (X, ¥) = Hom(det X, det ¥) =
det(X)1 - det(Y). Le déterminant de f: X — Y est dans 6(X, ¥). On déduit de (5.1.1)
et (5.1.2) des isomorphismes :

(5.1.3) X, Y) =48V, XV)
et,pour Fc XetGc ¥,
(5.1.4) (X, Y) = &(F, Y|G) - (G, X[Fy L

LeMME 5.1.5. Via lisomorphisme (5.1.3), on a det(u) = det(*u).

LEMME 5.1.6. Soient F et G des facteurs directs de X et Y. On suppose que I'isomor-
phisme f2 X — Y induit des isomorphismes fr: F - Y|G et fz': G - X/F. Via
lisomorphisme (5.1.4), on a det(f) = det(fp) det(fz) L

La vérification de ces lemmes est laissée au lecteur. Pour 5.1.6, notons seulement
que, pour Gl = G et Fl=f(F),ona X =F@®G,Y=G® F, et que [
échange Fet F!, Get GI,

Appliquons le Lemme 5.1.6 aux complexifiés de HE(M) ¢ Hp{M) et de
F~ = Hpp(M). On trouve que, via I'isomorphisme (5.1.4), le déterminant de I:
Hg(M) @ C = Hpp(M) @ Cest le produit du déterminant de It: H{(M) ® C —
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(Hor(M)/F~) ® C et de I'inverse du déterminant du morphisme induit par I'inverse
de I

J F~ ® C — (Hy(M) | HE(M)) ® C.

Le morphisme J~ est le transposé du morphisme I~ pour le motif M dual de M.
Appliquant 5.1.5, et prenant des bases sur E des espaces §(X, Y) en jeu, on obtient
finalement que

5.1.7 (M) ~ c*(M) - ¢ (M),

On en déduit 5.1 en appliquant au motif M la formule suivante, conséquence
de 3.1:

(5.1.8) ctH(M) = (Q2xi)y™ £ x £ O M ().
Notons aussi, pour usage ultérieur, la formule analogue
(5.1.9) (M) = (2mi) 4™ 5(M(n)),

5.2. Rappelons la forme exacte de I'équation fonctionnelle conjecturale des
fonctions L des motlfs ([12], [4]). Nous nous placerons dans le cas général d’'un
motif sur un corps de nombres %, 4 coefficient dans un corps £ muni d’un plonge-
ment complexe & (cf. 2.9). La forme générale d’abord:

(2) Pour chaque place v de k, on définit un facteur local L,{z, M, 5). Pour v fini, la
définition de L (g, M, 5) = 0Z,(M, Nv=5) (Z (M, 1) e E(1)) dépend d’une hypothése
de compatibilité analogue & (1.2.1). On a Z (M, 1) = det(l — F1, H{M)") L
Pour v infini, induit par un plongement complexe r, on obtient L (o, M, s) en dé-
composant H.(M) @, C ensomme directe de sous-espaces minimaux stables par
les projecteurs qui donnent la décomposition de Hodge, et par F,, pour v réel, en
associant a chacun le “facteur [’ de la Table (5.3), et en prenant leur produit. Pour
v complexe, les sous-espaces minimaux sont de dimension un, d’un type (p, ).
Pour v réel, il sont soit de dimension 2, de type {(p, 4), (¢, )}, p # 4, soit de dimen-
sion 1, de type (p, p), avec F,, = * 1. Onnote A(g, M, s)le produit des L,(c, M, s).

(b) Soient ¥ un caractére non trivial du groupe 4 ® k/k des classes d’adéles de
k, et ¥, ses composantes. Soient aussi, pour chaque place v de &, une mesure de
Haar dx, sur k,. On suppose que, pour presque tout », dx, donne aux entiers de
k,la masse I, et que le produit (<) dx, des dx, est la mesure de Tamagawa, donnant
Ia masse 1 au groupe des classes d’adéles.

On définit des constantes locales e (o, M, s, ¥,, dx,), presque toutes égalesa 1 et
toutes, comme fonction de 5, produit d’une constante par une exponentielle. Soit
e(e, M, s}leur produit (indépendant de ¥ et des dx,).

{c) L'¢quation fonctionnelle conjecturale est

Mo, M, 5) = elo, M, 5)Alo, M, 1 - s

Pour définir les ¢,, une hypothése additionnelle de compatibilité entre les H(M)
est requise. Elle permet d’associer & v, ¢, M une classe d’isomorphie de représenta-
tions complexes du groupe de Weil W(k /k,) pour v infini, du groupe de Weil épaissi
'W(k,/k,) pour v fini, et on prend le ¢ de [4, 8.12.4], avec f = p™s.

Pour v infini, ceci revient 4 décomposer H (M) ®g,, C comme en (a), & associer
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a chaque sous-espace de la décomposition un facteur e,, et a prendre leur produit.
La table des ¢, pour un choix particulier de ¥, et de dx,, est donnée en 5.3.

Pour v fini, on commence par restreindre les représentations H;(M)a un groupe de
décomposition Gal(k,/k,) = Gal(k/k), puis au groupe de Weil Wik,/k,). Appli-
quant [4,8.3, 8.4], on déduit de H;(M) une classe d'isomorphie p; de représentations
de 'W(k,jk,) sur E;. Il est loisible ici, et utile, de la remplacer par sa F-semi-simpli-
fiée [4, 8.6]. On demande que ces représentations, pour A variable, soient com-
patibles, i.c., que si on étend les scalaires de E; a C, par 6: E; — C prolongeant ¢,
la classe d'isomorphie de la représentation obtenue soit indépendante de A et de .
C’est la classe d’isomorphie cherchée.

Remontons pour fe lecteur les renvois internes de [4]. Une représentation de ‘W
est donnée par une représentation p du groupe de Weil dans GL(¥), et par un
endomorphisme nilpotent N de V. En terme de la constante locale [4, 4.1], de p,
celle de (p, N) est donnée par

(o, N), 5, ¥, dx) = eo ® w,, ¥ dx) - det( — FNv=s, V¢ [Ker(N)y ().
REMARQUE 5.2.1, La fonction de s
el(o, N), 5, ¥, dx)L{(p, N}V, 1 — s)L((p, N}, )

est la méme pour (p, N) et pour (g, 0). Ceci permet d’énoncer I’équation fonction-
nelle conjecturale des fonctions L en supposant seulement une compatibilité entre
les semi-simplifiées des restrictions des H;(M) a un groupe de décomposition.

5.3. Dans la table ci-dessous, on donne les facteurs locaux, et les constantes,
associées aux divers types de sous-espaces minimaux de la réalisation de Hodge.
Pour les constantes, on a supposé ¥, et la mesure dx, choisis comme suit:

v téel: ¥ (x) = exp(2mix), mesure dx,

v complexe: ¥ (z) = exp(2ni Trox(2)), mesure | dz A dz|,
soit pour z = x + iy, exp(drwix) et 2dxdy.

On utilise les notations [x(s) = w72 I'(s/2), Te(s) = 2 - 2m)~s 1'(5).

place type facteur /'| constante .
(pour ¥, dx ci-dessus)
complexe | (p, ) ou (g, p),p = q Ils—p) |i?
réelle | {(p,9). @ PhLpP <4 Te(s — p) | it
(p.p). Fo =(=1)#,e=0o0ul [[(s+e~-p) i

Le cas qui nous intéresse est celui ol & = . On peut dans ce cas prendre ¥.(x)
= exp(2nix), ¥,(x) = exp(— 2zix) (via lisomorphisme Q,/Z, = partie p-
primaire de Q/Z), dx,, = mesure de Lebesgue dx, dx, = la mesure de Haar sur @,
donnant &4 Z, la masse 1.

PROPOSITION 5.4. Si M est critique de poids w, on a, modulo un nombre rationnel
indépendant de o,

L,c.(a, ﬂ(l))Lm(a, M) ~ 2z) " M), (Qg)yud (M2,

D’aprés 2.5, les L (¢, ) sont indépendant de #. Ceci nous permet devne vérifier 5.4
que pour # fixé. La formule est compatible a la substitution M — M(1): M(1) est
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de poids —2—w, son d—est d+(M) et abrégeant d(M) etd*(M)endetd* onad =
dt +d et

(-a -2+ (- ar - 2704 o

Ceci permet de ne vérifier 5.4 que pourw = ~1.
Pour s entier, on a, modulo g%,
Te(s) ~ (2m)—=72 pour s pair > 0,
(5.4.1) Tp(s) ~ (2z)1-9/2  pour s impair,
Fe(s) ~ 2r)— pour s > 0.

Pour w = —1, la puissance de 2z dans la contribution de chaque sous-espace de
Hg(M) ® C, comme en 5.2 (a), est donc donnée par

L.M) L (M) L.(M(I)LM)

{(re).(ap)} P S ¢ P —1-p -1 -w
i - — P -1 -2 —-1-X

(pp), ppairz 0, F, = -1 5 1 5 -
. B ] + p ...I _p w
> = - - e

(pp), pimpair 2 O, F, 1 3 5 1-

La proposition en résulte aussitot.
Posons det M = AJ'M? M (puissance extérieure sur E).

PROPOSITION 5.5. e¥(M) ~ e*(det M).

Pour des dx, choisis comme suggéré en 5.4, nous prouverons plus précisément
des équivalences

(5.5.1) eX (M, ¥, dx,) ~ ef(det M, ¥, dx,}.
Posant p,(o, M, ¥) = efo, M, ¥, dx,) &, (o, det M, ¥, dx,), ceci équivaut a
(552 o, M, ¥} = nco, M, ¥,)

pour tout automorphisme 7 de C.
Il résulte de [4, 5.4] que, si ae @F est de valeur absolue I, et qu'on pose
(wv * a)(x) = i’f,,(ax), ona

(5.5.3) 77»(0" MT,) = Tj'v(as M. ¥, a) (pour "a"v = 1}.

Pour 7 un automorphisme de C, et v fini, ¥, est de cette forme ¥, - a avec |la||, =
1; de méme, ¥ =¥_-(—1).

Pour v fini, la définition de &, est purement algébrique, d’ol1 tp,(c, M, ¥,) =
pra, M, ) et (5.5.2) résulie de (5.5.3).

Pour v = o0, on a encore F(¢, M, ¥.) = 9.6, M, ¥.) = (6, M, ¥_); sion
prend ¥, comme suggéré en 5.3, 7., est une puissance de i indépendante de ¢, d’ou
7.(0, M, ¥ ) = +1,indépendant de ¢, ce qui vérifie (5.5.2).

THEOREME 5.6. Modulo la Conjecture 6.6 sur la nature des motifs de rang 1, la
Conjecture 2.8 est compatible & I'équation fonctionnelle conjecturale des fonctions
L:ona
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LE(M) cH(M) ~ eX(M)LE(M(1)) c+(M(D)).
D’aprés 5.1, 5.3 et 5.5, cette formule équivaut a
Qri)y 4" M . F(M) ~ (2z)~d M) . Q) wdBO/2 . g¥(det M),

Posons P = det M et ¢ = d~(D). Ona d(M) = §(D), d~(M) = ¢ (mod 2), et wd(M)
est le poids w(D) de D, de sorte que la formule équivaut encore &

(5.6.1) e¥ (D) ~ Qr)»® /2 . je . §(D).

Nous prouverons en 6.5 que (5.6.1) vaut pour une classe de motifs de rang 1 qui,
conjecturalement (6.6), les englobe tous.

6. Exemple: les fonctions L d’Artin.

DEFINITION 6.1. La catégorie des motifs d’Artin est enveloppe karoubienne de
la duale de la catégorie d'objets les variétés sur Q de dimension 0, de morphismes
les correspondances définies sur Q.

Par définition, chaque variété de dimension 0, X, définit un motif d’Artin H(X),
le foncteur H est un foncteur contravariant pleinement fidéle,

H: (variétés de dim 0, correspondances) —— (motifs d’Artin)

et tout motif d’ Artin est facteur direct d’un H(X).

6.2. Explicitons cette définition. Soient @ une cloture algébrique de Q, et G le
groupe de Galois Gal(@/Q). Une variété de dimension O est le spectre d’un produit
fini 4 de corps de nombres, et la théorie de Galois (sous la forme que lui a donnée
Grothendieck) dit que le foncteur

X = spec(d) — X(Q) = Hom(4, 0):

(catégorie des variétés de dimension 0, sur O, et des morphismes de schémas) —
(catégorie des ensembles finis munis d’une action continue de G) est une équivalence
de catégorie. Le foncteur inverse est I — spectre de I'anneau des fonctions G-in-
variantes de / dans 0.

Une correspondance d’une variété de dimension 0, X dans une autre, ¥, est une
combinaisons linéaire formelle a coefficients dans Q de composantes connexes de
X x Y. Lapplication

T a,Z; — ¥ affonction caractéristique de Z{Q) <= (X x Y)(0))

identifie correspondances et fonctions G-invariantes, 4 valeurs rationnelles, sur
(X x Y)Q) = X(@) x Y(Q), et l]a composition des correspondances au produit
matriciel.

Notons H le foncteur contravariant X — espace vectoriel QX@, muni de I'action
naturelle de G; (correspondance F: X — Y) i le morphisme F*: QY@ -
Q%@ de matrice *F. Il est pleinement fidéle, et identifie la catégorie des motifs
d’Artin & celle des représentations rationnelles de G.

6.3. Dans ce modéle, si @ est la clbture algébrique de @ dans C, le foncteur
“réalisation de Betti” H est le foncteur “espace vectoriel sous-jacent”. La struc-
ture de Hodge est purement de type (0, 0), et I'involution F,_ est ’action de Ia con-
jugaison complexe F. e G. On a en effet un isomorphisme, fonctoriel pour les
correspondances,
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H*(X(€), Q) = @¥© = QX@ = H(X).

Le foncteur “réalisation /-adique™ H; est le foncteur H{(V) = V@ @;. On a en
effet un isomorphisme, fonctoriel pour les correspondances,

H*(X(0), Q) = Qr@® = px@ @ Q,.

Calculons de méme la réalisation de de Rham, Pour X' = Spec(4), on a Hpx(X) =
A. Ecrivant que 4 = Homg(X(@2), 0) = (0¥@ ® @)%, on obtient que

(6.3.1) Hpp(V) = (V¥ ® Q)°.

La formule (6.3.1) réalise Hpz(V) comme un sous-espace de ¥ @ @. Ce sous-
espace est une @-structure: on a (V¥ ® 0)¢ ® @ — ¥V ® Q. Aprés extension des
scalaires 3 @, Hg(V) et Hpp(V) sont donc canoniquement isomorphes. Etendant
les scalaires jusqu’a C, on trouve I'isomorphisme (0.4.1) (le vérifier pour ¥ =
H(X)).

6.4. Soit E une extension finie de Q. La catégorie des motifs d’Artin d coefficient
dans E est la catégorie déduite de celle des motifs d’Artin comme en 2.1. Nous
P’identifierons 4 la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie, munis
d’une action de G.

Les motifs d’Artin 4 coefficient dans E, de rang | sur E, correspondent aux
caractéres &: G — E*. Nous allons calculer leurs périodes. Soient donc ¢: G — E*
et f le conducteur de e: ¢ se factorise par un caractére, encore noté ¢, du quotient
(ZIfZ)* = Gal(Q(exp(2xi/f))/Q) de G. Notons [¢] I'espace vectoriel E,, de dimen-
sion ! sur E, surlequel G agit par ¢. La somme de Gauss

g =2 &) ® expQriv/f) e[l ® @

est non nulle, et invariante par G: ¢’est une base, sur E, de Hpg([e]). Le déterminant
de I' He([e]) ® € —~ Hpp([e]) @ C, calculé dans les bases 1 et g, vaut g7!. On sait
que, pour tout plongement complexe ¢ de E, on a gg + &g = f, nombre rationnel
indépendant de ¢, d’olt

(6.4.1) (el ~ 25 7Y (w) @ exp(—2zinff) e (E @ C)*.

PROPOSITION 6.5. Soit D le motif [e}(n). C’est un motif sur Q, a coefficients dans
E, de rang 1 et de poids —2n, Posant e(—1) = (—1)%, avecy = Ooul,ona

e¥(D) ~ 2r)=" T (D).

On sait que la constante de Péquation fonctionnelle de la fonction L de Dirichlet
L{g, [e]}, 5) = 3 ae~\(n) - n~* (o plongement complexe de E) est donnée par

(o, [€), 5) = ¢ - f5 - 22 ae(u)! exp(— 2miuff).

D’aprés (5.1.9), on a par ailleurs 3(D) = (2ri)*d(fe]). On conclut en appliquant
(6.4.1) et en notant que pour s entier (s = n), /* est rationnel indépendant de ¢.
Cette proposition vérifie (5.6.1) pour les motifs [¢](#). Pour achever la preuve de
5.6, il ne reste qu’a énoncer la
Conjecture 6.6, Tout motif sur Q, & coefficient dans E et de rang 1 est de la forme
[eXn), pour € un caractére de G = Gal (Q/Q) a valeurs dans les racines de I'unité de
E et n un entier.
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PROPOSITION 6.7. La Conjecture 2.8 est vraie pour les fonctions L d’Artin.

Pour les motifs d’Artin, on dispose de I’équation fonctionnelle des fonctions L.
De plus, le déterminant d’un motif d’Artin, tordu a la Tate, est du type prédit en
6.6. Les arguments des paragraphes 5, 6 montrent donc la compatibilité de 2.8 2
I’équation fonctionnelle, et il suffit de prouver 2.8 pour les motifs ¥(n), pour ¥ un
motif d’Artin et » un entier £ 0. Si V(n) est critique, F,, agit alors sur V par
multiplication par —(—1), et ¢t = 1 (cf. 3.1), et il s"agit de prouver que, pour
tout plongement ¢ de E dans C et tout automorphisme de C, on a tL{g, V(1)) =
L(ta,V(n)).

On le déduit des résultats de Siegel [14]. Voir [2, 1.2].

7. Fonctions L attachées aux formes modulaires,

7.1. Posons g = e%#, et soit f = X,a,q” une forme modulaire holomorphe cuspi-
dale primitive (new form) de poids k = 2, conducteur N et caractére ¢. La série de
Dirichlet X a,n~ admet un développement en produit eulérien, de facteur local
enpfNégala(l — a,p~ + e(p)p* L p~%)L

Soit E le sous-corps de C engendré par les a,. La forme f doit donner lieu a un
motif M(f) de rang 2 & coefficient dans E, de type de Hodge {(k — 1,0), (0, k — 1)},
de déterminant [¢~1](1 — &) (notations de 6.4) et de fonction L la série de Dirichlet
Xans.

Je n’ai pas essayé de définir M(f) comme étant un motif au sens de Grothendieck.
Une difficulté est que M(f) apparait de fagon naturelle comme facteur direct dans
la cohomologie d’une variété non compacte, ou encore comme facteur direct dans
la cohomologie d’une courbe modulaire compléte, & coefficient dans I'image directe
d’un faisceau localement constant (plutdt, un systéme local de motifs!) sur la partie
a distance finie de cette courbe modulaire. Ceci échappe au formalisme de Gro-
thendieck, mais permet de définir les réalisations du motif M(f).

7.2. Supposons tout d’abord que k = 2, et que ¢ est trivial. Soient X le demi-
plan de Poincaré, N le conducteur de f, i{(N) le sous-groupe de SL(2, Z) formé
des matrices dont la réduction mod N est de la forme (§ ¥), et posons w; =
Na,q-dglq = ¥ a,q"-2nidz. La forme w, est une forme différentielle holomorphe
sur la courbe complétée M(Iy(N)) de M{(I'y(N)) = X/I'(N). Elle est vecteur propre
des correspondances de Hecke:

(7.2.1) TYw; = a,w; (pour n premier 3 N)

et est caractérisée a un facteur prés par (7.2.1). Ce fait résulte du théoréme fort de
multiplicité 1 et de la théorie des formes primitives; le lecteur peut, s'il le préfére
compléter (7.2.1) par une condition analogue pour # non premier a ¥, et faire de
méme ci-dessous; ’assertion devient alors élémentaire, car la condition (7.2.1)
ainsi complétée détermine (2 un facteur prés) le développement de Taylor de w; en
la pointe ioo.

Abrégeons M([H(N)) en M et M(I(N)) en M. Ces courbes ont une Q-structure
naturelle, pour laquelle les correspondances de Hecke sont définies sur Q. La forme
w est définie sur E, et sa conjuguée par un automorphisme ¢ de C est w,, (appliquer
¢ aux coefficients).

Définissons le motif M(f) come étant, dans le langage 2.1(B), le sous-motif de
HY( M)z noyau des endomorphismes T¥ — a,—si on veut ne considérer que des
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noyaux de projecteurs, remplacer 7.} — &, par P(T, — a,4)* pour P un polyndme
convenable. On sait que M() a les propriétés énoncéesen 7.1.
Dans chacune des théories cohomologiques # qui nous intéressent, I'application

(7.2.2) HYM) — HVH)

est surjective, et les systémes de valeurs propres des T* sur le noyau n’apparaissent
pas dans s#)(M). La s#-réalisation de M( £) est donc encore le noyau commun,
dans #W(M) ® E, des Tf — a,.

Le groupe de cohomologie H(M, Q) est muni d’une structure de Hodge mixte,
de type {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, dont H (M, Q) est le quotient de type {(0, 1}, (1, 0.
En particulier, (7.2.2) induit un isomorphisme sur les sous-espaces F1 de la filtration
de Hodge; toute forme différentielle holomorphe w sur M définit ainsi une classe
de cohomologie 4 support propre sur M. Ceci peut s voir directement: si & < @
est I'idéal des pointes, H*(M), en cohomologie de de Rham, est '’hypercohomologie
sur M du complexe & — (! (analytiquerment, ce complexe est une résolution du
faisceau constant C sur M, prolongé par 0 sur M), et le H' reoit H (M, ).

Supposons pour simplifier que E = Q,et calculons cH(M(f)(1)). Le motif M(f)1)
est le dual de M(f)et c* est donc une période de M(f)(1.7): il faut intégrer w, contre
une classe ’homologie rationnelle de M, fixe par F... Relevant M(f) dans #UM),
on voit gu'on peut plutdt intégrer w, contre une classe d’homologie sans support de
M, fixe par F,.. Toutes les intégrales non nulles de ce type seront cominensurables,

Pour calculer F,, il est utile d’écrire M comme quotient de X* = C — R par le
sous-groupe de GL(2, Z) formé des matrices ayant pour réduction mod N une
matrice (¥ ¥). La conjugaison complexe est alors induite par z — Z, et I'image dans
M(C)de iR* est un cycle sans support fixe par F._. La formule L(M(f),1) = — iy
justifie 1.8 pour M(f)(1):1e second membre est,oun bien nul, ou bien ~ c*(M(f)1)).

REMARQUE 7.3. On a aussi

joo

® ~
¢ (M(f)(l)) Ia/b mf i S—a/b wf '

7.4. Pour ¢ {et E) quelconque, il faut remplacer [(N) par T{N): le sous-groupe
de SL(2, Z) formé des matrices de réduction mod N de la forme (3 %). Comme ci-
dessus, pour calculer F,,, il est plus commode de travailler avec X * et le sous-groupe
de GL(2, Z) forme des matrices de réduction mod N de la forme (} ¥). Par ailleurs,
une dualisation apparait, cachée en 7.2 par la symétrie de 1a correspondance T,
Pour une définition convenable de T, ona

(a) M(J) est le noyau commun des T} — a, dans H (M), M = X/I'(N).

(b) Ona ‘Trw; = a,wy, ¢t Trw; = do; (noterla formule 4, = &(#)7la,), de sorte
que w; est dans la réalisation de de Rham de M(f) = M{(f)V(—1).

On trouve que cH(M(fX1))e(E® C)*/E*e C*Hon(E,0) [E* est donné par le
systéme de périodes

() ~ (§ onr ),

si ce dernier est non nul. Noter que si I'une de ces intégrales s’annule, elles s’annu-
lent toutes. Tel est le cas si et seulement si, dans la partie de ’homologie sans support
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tendue par le cycle iR* et ses transformés par les T, le systéme de valeurs propres
a, pour les T, n'apparait pas. Ceci justifie 2.8, et, partiellement 2.7, pour M{(f)(1).

REMARQUE 7.5. Lessystémesde valeurs propres des T,dans Ker(s#X{(M) - #Y(M))
sont liés aux séries d’Eisenstein, alors que ceux qui apparaissent dans #°1(#f) sont
liés aux formes paraboliques. C’est pourquoi ces ensembles sont disjoints. Il en ré-
sulte que la structure de Hodge mixte de HY(M, @) est somme de structures de
Hodge: Pextension de HYM, Q) par Ker(H{(M, Q) —» HI(M, Q)) splitte. Ceci,
généralisé au cas de n’importe quel sous-groupe de congruence de SL(2, Z), équi-
vaut au théoréme de Manin [9] selon lequel la différence entre deux pointes est
toujours d’ordre fini dans la jacobienne (cf. [6, 10.3.4, 10.3.8 et 10.1.3]}. La démon-
stration donnée ne différe d’ailleurs pas en substance de celle de Manin.

7.6. En poids & quelconque, il faut remplacer la cohomologie de M par la
cohomologie de M & coefficient dans un faisceau convenable. Pour décrire ce
qui se passe, je remplacerai M et M par M, et M, relatifs au groupe de congruence
I'(n), avec n multiple de N et = 3. On redescend ensuite & M et M en prenant les
invariants par un groupe fini convenable. Soient g: E — M, la courbe ellipti-
que universelle et j I'inclusion de M, dans ,. La cohomologie a considérer est
HY(M,, jSym*2%R1g,0)). Les réalisations de M(f)sont facteur direct de cegroupe,
calculé dans la théorie de cohomologie correspondante, On peut comme précédem-
ment les relever dans H(M,, Sym*%R!lg,0)). Pour calculer ¢* du dualde M(f).
il faut alors intégrer la classe dans H1 définie par f contre des classes d’homologie
sans support de M, & coefficient dans le systéme local dual de Sym*3(Rlg,Q). Si
on prend le cycle image de iR*, muni de diverses sections du dual (une base}), on
trouve les intégrales d’Eichler

[ ra)- -@'g--(zarfz)f ©<i<k-2)

(périodes paires pour / pair, impaires pour / impair)—et on sait comment écrire
L(M(f), n) pour » critique en terme de ces périodes.

ProposiTION 7.7. Soit M un motif de rang 2, & coefficient dans E, de type de Hodge
{(a, b), (&, a)} avec a # b. Alors, d*Sym"(M) et ¢=Sym™M sont donnés par les for-
mules suivantes:

(Dsin=2l+1:d==1+1, et

eESymr M = c(M)U+D D /2 cF(MYGHN 72 GMY D 72,
Qsin=2Ld* =1+ 1,d=1Let

crSymrM = (cH(M) c=(M)) 4+ 72 J(M)u+D /2,
c~SymrM = (cH(M) e (M)} U+ /2 G(MY =172,

C’est une question de simple algébre linéaire, que nous traiterons par *“‘analyse
dimensionnelle”.

(a) Hz{M) est un espace vectoriel de rang 2 sur E, muni d’une involution F.,, de
la forme (} _}) dans une base et, e~ convenable. Les 4*Sym»Mf sont les dimensions
des parties + et — de la puissance symétrique »®™, de bases respectives
{et", et et et {e*™ Ve, et ¢, ...} —d’ol les valeurs annoncées.
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(b) Soit w, 1 une base du dual de Hpp(M), telle que w annule F*Hpp(M). Le
sous-espace F* de Hpu(Sym"M)YV ~ Sym"Hpx(M)V admet pour base les o”,
Cﬂ”_lﬂ,"', wn—di-l-l vdt—l, et

(‘7‘71)+ C+Sym"M —_ (CD” A (wn—l 77) A e, e A (e.i-(n—z) e_z) A >,
(1.7.1)- e SymrM = {a" A (@™ ) A (@ Ve A (Ve A )

(c) Posons V = He(M)® C ~ Hpp(M)} ® C; ¢est un E @ C-module. Les
formules ci-dessus montrent que ¢*Sym”M ne dépend que du £ @ C-module V,
de sa base e*, =, de w e V'*, et de I'image 5 de 9 dans V*/{w):le d*-vecteur &
gauche du produit scalaire (7.7.1) ne change pas si on remplace » par » + Aw. Par
ailleurs, {w, e*) et {w, e~ sont inversibles, et # est une base de V*/{w). Le sys-
teme (V, e*, e~, w, 7) est donc décrit & isomorphisme prés par les quantités ¢+ =
{w, et),c™ = {w, e ) et 3 = {w Ay, 7 A e7), dans (E ® C)*. Remplacer et,
e~, w, 7par Ae*, pe, w, vip/Au remplace ¢, ¢~ et § par Ac*, pc~etvd. Pourct =
¢~ =§ =1, le second membre de (7.7.1)* est dans @*. Dans le cas général
c*Sym*M est donc un multiple rationnel du produit de ct(M), e~(M) et
S(M)/ct(M)e~(M) aux puissances respectives les degrés auquels figurent et, e~ et 3
dans (7.7.1). On s’épargne la moitié du calcul en notant que remplacer F,, par
—F,, échange et et e, donc ctet ¢, respecte §, et échange les (7.7.1)* pour »
impair, les conserve pour » pair.

n=2+lid*=d =1+1,
deg p dans (7.7.1)* =0+ 1 + --- + 1 =I(l + 1)/2,
degetdans 7.7.)* =@+ D+ @ -+ -+ 1=+ 1)
= deg e~ dans (7.7.1),
degetdans (7.7.1y =21+ (A -2+ -+ 0=/ + 1)
= deg e~ dans (7.7.1)*;

n=2:dt=1+1d =1,

deg » dans (7.7.1)0" =0 + 1 + --- + I = [l + 1)/2,

deg p dans (7.7.1)- =0+ 1+ - + (I = 1) = Il = 1)/2,
degerdans (7.7.1)* =2+ 21 - 2) + - + 0=} + 1),
degetdans{(7.7.1)" =2 - D+ QI =3+ - + 1 = {2

7.8. Cette proposition nous fournit une conjecture pour les valeurs aux entiers
critiques de L(Sym*M(f), s). Voici les formules:

(1.8.1) L{g, M(f), )= Joan— = 1;[ Ly(o, M(f), 5)
oll pour presque tout p
Ly(M(f),5) = (1 = ayp™ + e(ppr~72)7! = (1 -, p~) (1 -2y p™))7Y,
avec ¢ un caractére de Dirichlet. On a AZM(Sf) = [¢71)(1 — k), d’ot
(7.8.2) M) ~ Quiy=r- Y e(u) @ exp (—27:iu/r),
si ¢ est de conducteur F, et

(7.8.3) L*(M(f), m) ~ Qui)" c=(M(f)), £ =(-1y,pourl Em=k—1
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(7.8.4)  L(og, Sym"M(f), s) = I;[ Ly(o, Sym*M(f), 5)

ol pour presque tout p

.2
Ly(SymeM(f), syt = 11 (1 = ajay= p9);
conjecturalement, pour m critique, on a
L*(Sym M(f), m) ~ QuiymaSm MO . cxSymeM(f),  + = (= 1),

olt ¢* et d* sont donnés en terme de c*(M) et §(M) (caractérisés par (7.8.2), (7.8.3))
par les formules 7.7.
Pour I’évidence numérique en faveur de cette conjecture, voir {18].

8. Caractéres de Hecke algébriques. Le lecteur trouvera dans [3, paragraphe 3],
dont nous utiliserons les notations, les définitions essentielles relatives aux carac-
téres de Hecke algébriques (= grossencharaktere de type Ag).

Conjecture 8.1. Soient k et E deux extensions finies de Q, et y un caractére de
Hecke algébrigue de k a valeurs dans E.

(i) I existe un motif M(y) de rang un sur k, a coefficients dans E, tel que, pour
toute place ) de E, la représentation J-adique H;M(y) soit celle définie par y: le
Frobenius géométrique en P premier au conducteur de y et a la caractéristique rési-
duelle [ de A agit par multiplication par y(P).

(i) Ce motif est caractérisé a isomorphisme prés par cette propriété.

(iii) Tout motif de rang 1 est de la forme M(y).

(iv) Décomposons k @ E en produit de corps: k @ E = T[] K, et écrivons la partie
algébrique y,.: k* ~ E* de y sous la forme yu(x) = [Ny, z(x)%. La décompo-
sition de k ® E induit une décomposition de Hpp(M(y)) en les Hpp(M(Y)); =
Hpp(M(x) ®ez Ki; avec cette notation, la filtration de Hodge est la filtration par

les @n,—gp H DR(M (x))s'-
L’unicité 8.1(ii) impose aux M(y) le formalisme suivant
(8.1.1) M(x'y" ~ M(y') ® M(x).

8.1.2) Si ¢: E—— E’ est une extension finie de E, M(cy) se déduit de M(y) par
extension des coefficients de Ea E".

Si &’ est une extension finie de k&, M(y « N,.,,) se déduit de M{(y) par exten-

(.13) sion des scalaires de k 4 k'.

REMARQUE 8.2. Posons les notations:

¢ = la conjugaison complexe, @ = la cldture algébrique de @ dans C, S =
Hom(k, ) = Hom(k, C), J = Hom(E, Q) = Hom(E, C). La décomposition de
k ® Een les K; correspond 4 la partition de § x J en les orbites de Gal(Q/Q).

Tout homomorphisme algébrique 5: k* — E* s’écrit sous la forme [N, g(x)".
Si I'orbite sous Gal(Q/Q) de (5, 7) € S x Icorrespond 4 K, i.e.,sic ® 1. k @ E —
C se factorise par K,, nous noterons n(y; s, ), ou simplement n(g, t), Uentier »,.
La fonction n{g, 7) est constante sur les orbites de Gal(@/0Q). Si 7 est la partie
algébrique d’un caractére de Hecke y, on a de plus

{8.2.1) L’entier w = n (y; ¢, t) + n (y; ca, 7) est indépendant de 7 et 7.
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C’est le poids de (et de M(y)). On écrira parfois n(y; o, 7) pour n(x.; o, 7).

Réciproquement, un homorphisme 7 vérifiant (8.2.1) est presque de la forme
Yaig» DOUT ¥ un caractére de Hecke convenable:

(a) une de ses puissances I'est;

(b) il existe une extension finie .: E — E’ de E telle que ¢ le soit;

(c) il existe une extension finie &’ de k telle que 7 o Ny, le soit.

La régle 8.1(iv) permet de déduire la bigraduation de Hodge de H,M(y) de sa
structure de E-module : le facteur direct H,M(y) ® . C de H,M(y) ® C est de
type de Hodge (p, g), avecp = n(y;o,7)etg = w — p = n(y; o, c1).

ExXEMPLE 8.3. Soit 4 une variété abélienne sur k, 3 multiplication complexe par
E. On suppose Hy(A4) de rang 1 sur E (type CM). 11 résulte de la théorie de Shimura
et Tanayama que H,(A) vérifie la condition de 8.1(i), pour un caractére de Hecke
algébrique y de & & valeurs dans E, et que la partie algébrique x,, de x se lit sur le
k @ E-module Lie(4):

Yaig(x) = detg(x ® 1, Lie(4))~".

EXEMPLE 8.4. Prenons pour k le corps des racines ni*®s de I'unité, soit V' 'hyper-
surface de Fermat d’équation projective Y7o X = 0 et soit M le motif “coho-
mologie primitive de dimension moitié de ¥”. Soit G le quotient de x7*! par son
sous-groupe diagonal. Ce groupe agit sur ¥ par (a;) * (X;) = (a,X,), et sur M par
transport de structure. Décomposant M a I'aide de la décomposition de I'algebre
de groupe Q[G] en produit de corps, on obtient des motifs vérifiant 8.1(i) pour des
caractéres de Hecke algébriques convenables: ceux introduits par Weil dans son
étude des sommes de Jacobi.

EXEMPLE 8.5. Le motif Z(— 1) vérifie 8.1(i) pour y = la norme. Pour y d’ordre
fini, un motif d’Artin convenable vérifie 8.1(i).

8.6. Pour chaque ¢ € S, H,(M(y)) est de rang 1 sur E. Choisissons une base ¢,
de chaque H,(M(y)). Outre sa structure de E-module, la somme des H,(M( ) ®C
a une structure naturelle de ¥ ® € = CS-module —au total, une structure de ¥ ®
E ® C-module libre de rang 1, pour laquelle e = }e, est une base.

8.7. La réalisation de de Rham Hpr(M(y)) est un k @ E-module libre de rang 1.
Choisissons en une base . La somme des I,: H,(M(y)) ® C -~ Hpr(M(x))
®,.0 C est 'isomorphisme (0.4) de k ® E @ C-module

I: @ HM(y) ® C = Hpr(M(y)) @ C.

Soit w une base du k ® E-module Hpz(M(y)), et posons p'(y) = w/l(e) €
(k ® E ® C)*. Cette période dépend de y, w et e. Prise modulo (E ® F)* et E*S,
elle ne dépend que de y. Nous notdrons p'(y; ¢, 7)—ou simplement p'{s, 7)—la
composante d’indice (g, 7) de son image par I'isomorphisme E® F ® C —»~ Cs*J,

3.8. Soit A comme en 8.3 et calculons les périodes p'(o, 7), modulo @*, pour le
motif H1(A4). On commence par étendre les scalaires de k a 0%, a I'aide de ¢. Si
n(s, 7) = 1, il existe alors une 1-forme holomorphe « définie sur 0 telle que
u*e = {u)w pour u € E, et, pour Z & H,(4(C)), onap'(s, 1) ~ | ®. On peut passer
de 14 au cas général a ’aide de la formule p'(g, 7} - p'(s, c7) ~ 2xi.

8.9. La conjecture 8.1(ii) affirme en particulier que si deux motifs vérifient la
condition de 8.1(i}, ils ont méme période p. Pour les motifs 8.4, les périodes s’expri-
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ment en terme de valeurs de la fonction I et, si on travaille mod @*, 8.1 suggére la
conjecture de B. Gross [7] reliant certaine périodes & des produits de valeurs de la
fonction F°

La comparaison de 8.4 et 8.5 méne a la Conjecture 8.11, 8.13 suivante. Le résultat
annoncé aprés 0.10 permet de la démontrer.

8.10. Soient N un entier, £ = QG(exp(2zifN)), 2 un idéal premier de k&, premier
A N, k5 le corps résiduel et ¢ = N2 = |k,|. On notera ¢ I'inverse de la réduction
mod 2, des racines Nitme de | dans k, a celles de k.

Pour ¢ € N-1 Z/Z, a # 0, considérons la somme de Gauss g{#, a, ¥) =
— 5 t{x—eWw ¥ (x). La somme est étendue a k% et ¥: k; — C* est un caractére
additif non trivial.

Soita = Y n(a)d, dans le groupe abélien libre de base N-1Z/Z — {0}. Si Ln(a)a
=0, le produit des g(#, a, ¥)*‘@ est indépendant de ¥ et on pose g(#, a) =
2(P, a, Ty*@). Weil [16] a montré que, comme fonction de £, g(#, a) est un
caractére de Hecke algébrique y, de k & valeurs dans k. Notons {a) le représentant
entre 0 et | de ¢ dans Z/N. Sia = Y n(a)d, verifie

(%) Pout tout v € (Z/N)*, on a X n(a) {ua) = 0,

il résulte la détermination par Weil de la partie algébrique de y, que y, est d’ordre
fini; on note encore y, le caractére de Gal(Q/k) valant xo(?) sur le Frobenius
géométrique en £,

Posons ['(a) = I'({a))*'@, Une premiére partie de la conjecture: algébraicité de
I'(a) lorsque @ vérifie (), a £té prouvée par Koblitz et Ogus: voir 'appendice. On
désire avoir, plus précisément:

Conjecture 8.11. Si a vérifie (x), on a al'(a) = y,(0)- I'(a) pour tout ¢ € Gal(Q/k).

Si 4 est invariant par un sous-groupe H de {Z{N)*, on peut préciser 8.11 en rem-
plagant Gal(Q/k) par Gal(Q/k#), et en utilisant SGA 41/2 6.5 pour définir un
caractére de ce groupe, 4 valeur dans les racines de 'unité de k9. Cest ce que nous
faisons ci-dessous.

8.12. Soient A un sous-groupe de (Z/N)*, £ un idéal premier de A, premier a
N, k son corps résiduel et ¥: ¥ - C* un caractére additif non trivial. Pour g e
N1 Z|Z — {0}, soient 2, ; les idéaux premiers de k#(exp(2zia)) au-dessus de 2.
Si &’ est le corps résiduel en 2, ,, et que 4’| = ¢’, on note g(2, ,, a, ¥') 1a somme
de Gauss — Xt(x—o% ¥ (Tr,.,x) (somme étendue & £'*). Le produit g(, a, ¥)
= [[; 2(2, ., a. ¥) ne dépend que de I'orbite de a sous H.

Soit a = Xm(a)d,, invariant par H, et vérifiant 3> n(a)a = 0. Pour chaque orbite
0de H dans N-! Z{Z — {0}, on note #(0) la valeur constante de n(q) sur 0. On
pose

g2.a= [l g a0y,
a mod A

Comme fonction de 2, g(#, a) est un caractére de Hecke algébrique y, de k¥ a
valeurs dans &#. Pour le prouver, on se rameéne par additivité a supposer les n{g) =
0. On applique alors [3, 6.5] pour F = kf, F = @, k = notre k, et I = une somme
disjointes de copies d’orbites H: n(0) copies de 0; pour i e I, d'image a/N dans
N-1Z(Z, on prend pour 1; le composé Z(1)z — (ZINX1)p = un() == k*; le
caractére de Hecke obtenu est le produit de y, par le caractére “‘signature de la
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représentation de permutation de H sur . Un cas particulier de ce résultat figure
déja dans Weil [17]. Le caractére y, de 8.10 est le composé de x, ci-dessus avec la
norme Ny .

Conjecture 8.13. Soient % un idéal premier de kH, premier a N et Fy un Frobenius
géométrique en P. Si a invariant sous H vérifie (+), on a

Fol'(a) = g(2,0) - ['(a).

En particulier, si le groupe des racines de l'unité de k" est d'ordre N', on a @V e kA,
On peut de 8.13 déduire la variante suivante, apparemment plus générale. On
remplace la condition (*) par

(') Yma)uad = k est un entier indépendant de v € (Z/N)*.

Le caractére de Hecke N2~ . g(2, a) est alors d’ordre fini. On I'identifie 2 un
caractére y de Gal(Q/k#), et on espére avoir

o(Qri)* I'@) = x(o)-(Qzy™ I'(a)).

8.14. Si k est un corps extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
totalement réel, soit, comme nous dirons, un corps de type CM, Shimura [13] a
déterminé les valeurs critiques des fonctions L des caractéres de Hecke algébriques
de k, au produit prés par un nombre algébrique. Il les exprime en terme de pério-
des de variétés abéliennes de type CM, a multiplication complexe par k. Dans la
fin du paragraphe, nous montrons que son théoréme est compatible a la Conjecture
2.8, qui les exprime en terme de périodes de motifs sur k, de rang 1.

8.15. Soient y et M(y) comme en 8.1. Excluons le cas 8.5, et supposons que
Ry M(y) vérifie 1.7. Le corps k est alors totalement imaginaire, et les nombres de
Hodge /## sont nuls: avec les notations de 8.1 et 8.2, aucun »,; n’est égal a wi2.
Notre premiére tache est de calculer ¢* Ry oM(y) en terme des périodes p'(y; o, 7).
Rappelons que c’est le déterminant de I'isomorphisme de £ ® C-module

It Hf RyoM(y) @ C = HipRyqM(y) ® C,

calculé dans des bases définies sur E.

Choisissons les e, de 8.6 de sorte que F.e, = ¢,,. Les ¢, + e., forment alors
une base de HFR,,oM(y) = HgRyq M, = @,esH,M(y). Notons au passage que
d+ = d- = [k: Q]. Soit § le quotient de S par Gal(C/R). Pour calculer ¢* =
det(I+), nous utiliserons la base (e, + e.,) de Hj. Elle est indexée par S.

D’aprés 8.1(iv), la filtration de Hodge de HppRyoM(y) = HpeM(y) se lit sur
sa structure de & ® E-module: si on note (k ® E)* le facteur direct de k ® E pro-
duit des K; tels que n; < w2, le quotient HpoR,oM(y) de HppRyoM(y) est le
facteur direct correspondant:

HipRiaM(y) = HppM(y) @wee (k @ EY*.

Soit w comme en 8.7, et utilisons la structure de A @ E® C = Cs*J-module
de HppM(y) pour décomposer @: w = Lw,.. On a par définition I(e,) =
er'(gsf)_lwo.r, et done

I +(€, + eca) = 2_'.. P’(G’, ) \w,, e + Z P'(CO‘ s f)-la’w.t;
nie, ) <w/2 (e, Ty <w/2
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c'est la somme, indexée par r € J, de termes égaux 4 p'{(g, ) Sw,.. pour n(g, 7) <
wf2, et & p'(ca, 7) " \w,,.. pour m{g, 7) > w/2. Pour & € §, de représentant g, posons
Wy = Z Wo,r + Z Weg,c-
o, ) <ws2 #(ce, Ty <ull
Les I't(e, + e.,) sont des multiples des w; par des éléments de E @ C; les w; for-
ment donc une base de H3,. Dans les bases ¢, + ¢, et w;, la matrice de I+ est
diagonale; son déterminant det'(I*) e (E x €)* = C*/ a pour coordonnées
det'(’), = I pllo, o)
n (e, T)<w/2

Soient les applications ES — ES: 1; = 1, + 1, pour # image de ¢, ES @ C =~
k ® E ® C, déduit de I'isomorphisme de k ® C avec €5, et la projection de £ @
E sur (k ® E)*. Par composition, on obtient un isomorphisme de £ @ C-modules:

EE@C . k®@EY®C.

Nous noterons D(y) son déterminant, calculé dans des bases définies sur E des deux
membres. Identifiant Hyp 4 £ ® E 4 laide de la base w, on voit que c’est le déter-
minant de I’application identique de Hj, ® C, calculé dans la base w;, a la source,
¢t une base définie sur E, au but. Notant D,(x) ses composantes dans C/, on trouve
pour ¢t = det'(I*) - D{y¥) la formule suivante.

PROPOSITION 8.16. Ona

c+Rk/QM(x) = (n(cr ll)_Lw/Z _P‘(O', T)—l ) Dz'(X))rej .

REMARQUE 8.17. Supposons k de type CM, extension quadratique de k; totale-
ment réel. Le quotient § de S s’identifie alors 4 I'ensemble des plongements com-
plexes de kq, et le diagramme

ES@C—" -k®R®E®RC

iy r
EBSQC——k@E®C (kQ@EY®C

est commutatif. L’application composée kg ® E — (k ® E)* est donc un isomor-
phisme, et D(y) est encore le déterminant de ES®C-~ky® E® C, déduit par
extension des scalaires de @ a E de 'isomorphisme C° —»~ ko ® C. Ceci fournit
pour D(y), bien défini mod E*, un représentant dans (@ @ C)* = C* < (E @ ()%,
A savoir le déterminant de I'inverse de la matrice (¢a), pour g € § et a parcourant
une base de k, sur Q. L'isomorphisme C5 —~ k; ® C transforme la forme qua-
dratique X x2 en la forme Tr(xy). Ceci permet d'identifier (det(¢a))? au discriminant
de &y

D(y) ~ racine carrée du discriminant de ko

8.18. Notons p"(x; o, t) Fimage de p'(x; o, 7) dans C*/0*. Elle ne dépend que
de y, o et 7. Si un homomorphisme algébrique »: k* — E* vérifie (8.2.1), une de
ses puissance est la partie algébrique d’un caractére de Hecke: 9V = y,,. De plus,
siyue = Yo x €t x" ne différent que par un caractére d’ordre fini et '™ = y"™
pour M convenable. On déduit de (8.1.1) que p"(x™; o, 7} = p"(x; o, T)™, et ceci
permet de poser sans ambiguité
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Py o,7) = ply; o, VY, pour gV = y,..

Ces périodes obéissent au formalisme suivant:

(8.18.1) p(o’ %"; @, ) = p(y'; 0, ) p(y"; &, 7).

(8.18.2) p(y; o, ©) ne change pas quand on remplace E par une extension E’ de
E, et 7 par un de ses prolongements 4 E'.

(8.18.3) p(%; o, 7) ne change pas quand on remplace k par une extension k' de &,
o par un de ses prolongements a &', et y par y « Ny .

(8.18.4) Si « est un automorphisme de £, et @ un automorphisme de E, on a
p(y;0,7) = p(Bpa, ca !, 787).

(8.18.5) Le complexe conjugué de p(y; o, 7) est p(y; &, 7).

(8.18.6) Pour k = F = Q, p(Id; 1d, 1d) = 2zi.

Les formules (8.15.1) 4 (8.15.3) résultent de (8.1.1) 4 (8.1.3), (8.18.4) et (8.18.5)
se voient par transport de structure, et (8.18.6) résulte de (8.5).

8.19. Scit » : k* - E* un homomorphisme vérifiant (8.2.1). On suppose aussi
que n(»; ¢, 7) ne vaut jamais wf2, ce qui permet de définir (¢ ® E)* comme en 8.15.
Définissons »* : E* — k* par

7*(y) = det{l ® y, (k @ E)).
Cet homomorphisme vérifie encore (8.2.1), et

n(p*;0,7) =1 sin(p;o,7) < wf2,
=0 sin(y; o, 1) > w2

Si »* est la partie algébrique d’un caractére de Hecke y*, M(y*) est le H! d’une
variété abélienne sur E, & multiplication complexe par k, dont I'algébre de Lie,
comme k @ E-module, est isomorphe & (k @ E)*.

PROPOSITION 8.20. Avec les hypothéses et notations de 8.19, prenons pour E un

sous corps de C, et notons | l'inclusion identique de E dans C. On a
p(p; 0, 1) = [1 p(n*; 1, o)"@e 0,
nlo, 1 <wi2 3

Si¢: E — E' < C est une extension finie de E, le membre de gauche ne change
pas quand on remplace » par ¢5 (8.18.2). On a (¢p)* = 5* « Ngg et, par (8.18.3),
le membre de droite ne change pas non plus,

Si¢:k — k' est une extension finie de degré 4 de k, le membre de gauche est
élevé ala puissance d quand on remplace k par k', et % par 9 o N.,,: un plongement
complexe de k est induit par d plongements de X', et on applique (8.18.3). De méme
pour le membre de droite, par (8.18.2) et I'égalité (y o Ny )* = p*.

Ces compatibilités nous raménent a supposer que E est galoisien et que k est
isomorphe & E. Pour chaque isomorphisme w de &k dans E, posons nlw) =
#(n; 1 o w, w). Notant additivement le groupe des homomorphismes de £* dans E*,
onay = 3 nlw) w. Puisque p(y; 1 s w, 1} = p(y o w™1;1,1) (8.15.4), on a

820y Il pepio. = 11 p(pow1;1,1)=p( Y ool 1,1)_

nle, 1)<w/2 a{w)<wet2 7 () <u/2

Par ailleurs,
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pow™ = 3] mlwwg o ot = Jon(wg) D5 wgowi’
() <wi2 nlwy) <wi2; wz wp nlan) <w/2

= 2 n(wp) wp o 7%
g
Ceci permet de continuer (8.20.1) par
= owop*s 1, 2@ = [T ply*; 1, 12wy = [l p(g*; 1, oy 0,

{(nouvelle application de 8.15.4), et prouve 8.20.
8.21. Combinant 8.16 et 8.20, on trouve pour la composante d’indice 1 de
¢* Ryo M(y) € (E @ C)*/E* = C*I[E*, 'expression suivante, mod 0o*

ef Ryo My} ~ [T oxlig; 1, o) 72D
Si y (i.e., M(y)) est critique, la Conjecture 2.8 affirme donc que
Ll oy, 0) ~ ITp(xdies 1, ) @20 (mod @%).

Pour E assez grand, 3, est la partie algébrique d’un caractére de Hecke y*, et les
périodes S'interprétent comme périodes d’intégrales abéliennes (8.19), (8.3).
L’énoncé obtenu est celui que Shimura a prouvé pour k de type CM, ou abélien sur
un corps de type CM (avec une restriction sur le poids).

REMARQUE 8.22. 8i 7 : k* — E* vérifie (8.2.1), il existe des sous-corps k'deket
¢ : E' - Ede E, soit de type CM, soit égaux & @, et une factorisation y = ¢'Ny,.
Onaalors p(n; 0,7t } = p(y'; o 1K', T | &)

Si maintenant k et E sont de type CM (ou @), et qu’on note encore ¢ leur con-
jugaison complexe, on a cg = gc, ¢t = 7¢, et ¢ = ¢y, d’old

p(o; 6,7~ = ply; co, cr) = ply; o¢, 7¢)= plene™t; 0, 7) = ply; 7, 7):

les périodes, a priori dans C*/(0*, sont réelles, i.e., dans R*/(Q* | R¥).

REMARQUE 8.23. Soient G le groupe de Galois de la réunion des extensions de type
CM de Q dans @ = C, et ¢ € G la conjugaison complexe. C’est un élément central
de G. Si ¢ est une fonction localement constante 4 valeurs entiéres sur G, nous
poserons p*(x) = g(xc). Supposons que ¢ + ¢* est constante. Soient G; un quo-
tient fini de G tel que ¢ se factorise par une fonction ¢; sur G, et k le corps cor-
respondant. L’hypothése faite signifie que lendomorphisme Zp,(s)o de k* vérifie
(8.2.1). La période p(Zpi(¢)a; 1,1) ne dépend pas du choix de G;; on pose Plp) =
2(Zpi{o) o5 1,1). La fonctionnelle P est un homomorphisme dans C*/0* du groupe
des fonctions localement constante 4 valeurs entiéres sur G qui vérifient p + ¢* =
constante.

Appendix by N. Koblitz and A. Ogus. Algebraicity of some products of values of
the " function, Let Ay = N-1 Z/Z — {0}, and let Uy = (Z/NZ)* operate on Ay
in the obvious way. If /:4,, — C, define {f>:Uy —» Cby {(f/)(u) = X avla>f(ua),
where {a) denotes the representative of a between 0 and 1.

We first compute Hy = {f: Ay — @: {f) isconstant}.

ExaMeLE. If n is a divisor of N and a € Ay, consider the set S,,, = [{a + &/n:
k=0,1,+,n -1} U {~na}} | 4x. It is easy to seethat its characteristic func-
tion e, , is in Hy. Note that §;,, = {a, —a}.
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PROPOSITION. H,, is generated by {e,.,: n = 1 or nis prime and na # 0}.

PrOOF. The orbits of 4, under the action of Uy correspond to the divisors 4 of
N with 1 < d £ N: each orbit can be written uniquely in the form Uy(1/d). The
stabilizer subgroup I, of 1/dis {u e Uy: u =1 mod d} and the orbit of 1/d is canoni-
cally isomorphic to U,. Thus, a function fon Ay is determined by the collection of
functions f;:U,; — Q defined by f,(v) = f(v/d}.

To prove the proposition, we first complexify, so as to be able to work with
characters of Uy.

LemmMa, If f: Ay — Cand if y is a character of Uy, then the inner product of {f>
and y is given by:

=~ ZdL(0=Xd)|Id| U] )
where the sum is taken over those divisors d of N such that y is pulled back from a
character y, of U,.

ProoF. We have

W p= Z D e = X Z <a> f (ua) 3(u)

uelipy asAy usliy

L L L v dua) 3,

dtN vslly aslpy

where u,; € U, is the image of u.
Now if we choose a set U; = Uy of coset representatives for Uy — U,, we can
write:

E flup)zy = X ZI Sump@)pe) = X fup)pw) Z] 7).

u!—‘Ud ualy ’EUd

Of course, this sum is zero unless y is trivial on I, i.e., unless y is pulled back
from a character y, of Uy, in which caseitis

Ey Szl = % Tz M| = 2,0\ 1|(falxa)-

If we substitute this into the above expression for ({/>x) and note that {v/d) =
|vl/d, where |v} is the smallest positive representative of v € U, we find:

Pl =L 5 Mrlald=Lalxa
== § L{0, Xd)lfdl(fdlxci) as claimed. [

To prove the proposition, we let d; be the largest divisor of N such that f; # 0;
it suffices to prove that any fin H can be written as g + f*, with g a linear combina-
tion of the &’s and d,. < d;. Letd = d; we shall show below that 1, is a linear com-
bination of functions &, which factor through U, —» U,/{+1}, and functions A,
which factor through U, —» U, , for some prime divisor p of d, p # d. Any function
of the first type is invariant under + 1, and hence the corresponding function on the
orbit U(1/d) is a linear combination of ¢; ,'s. A function of the second type is
invariant under the kernel K of U, — Uy, ,, which has order p if p divides d/p and
order p — 1 otherwise. In the first case, K = {1 + kd/jp: k = 0,...,p — 1}, and in
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the second, it is this same set with one element deleted, namely, the value of
1 + kdfp which is divisible by p. Thus, the set S,,,,,, = (Kw)/d, with the addition of
one or two elements in the orbit Uy(p/d). Hence it is clear that the corresponding
function on the orbit Uy(1/d) can be written as a linear combination of ¢, ,’s and
functions supported on the orbit of p/d, and we have obtained our desired decom-
position f = g + f'.

It remains for us to prove the claim about f,. If dis twice an odd number the map
U; — U,z is an isomorphism, and the claim is trivial. In the other cases, choose a
primitive odd character y, of Uy, and let y be the pull-back of y, to Uy. Since y is
nontrivial and {f is constant, ({f>|y) = 0. Let us look at the expression for this
inner product provided by the lemma; the only nonzero terms come from those £,
such that f, # 0 and /, = Ker(y). But then Ker(y) contains 7, and I, hence also
LI, = I, where m = g.c.d.(d, ¢). Since y is primitive, m = d and d divides ¢, and
since f, = 0fore > d,0 = ({MHly) = — LO, x NI f4lxs)- Since y, is odd and primi-
tive, we conclude that (f;|x,) = 0, i.e., f; is orthogonal to every odd primitive char-
acter of U,. It follows that f, can be written as a linear combination of characters
which are even (factor through U,/{+1}) or imprimitive (factor through some
Uysp). When d = p, we should also remark that the constant functions on U, are
also invariant under + 1, and hence are already covered by the first case. [J

THEOREM. Suppose that f: Ay — Q is such that {f) is constant : 3 {a) f(ua) =
kforallue Uy. Then

'(f) =g n™ ];l ey

is an algebraic number,

PrOOF. The map { >: Hy — O sending any f to 3 .{a) f(a) is evidently linear,
and hence I'(f + g) = F'(f)I'(g), for f and g in H,. By the proposition, any fin H,
is a @-linear combination of the ¢&'s; hence nfis a sum of ¢’s for some ». Since
I(f)» = P(nf), we are reduced to checking the theorem for the £’s described in the
proposition. Noting that {(e;,,> = 1 and that {&;,> = (p + 1)/2 if pa # 0, one
has only to appeal to the identities:

k
P

ReEMARK. Kubert has recently obtained a much more precise result expressed in a
different terminology from which it follows that, if Hy is Z-valued, then 2fis a
Z-linear combination of the &'s (to appear).

P — x) = z(sin zx)~1, pﬁ x + ) = pl/2x2g) =11/ [(px). [J
£=1
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