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Introduction. Cet article fait suite a [5}, dont nous utiliserons les résultats essen-
tiels (ceux des paragraphes 4 et 5). Dans une premiére partie, nous tentons de
motiver les axiomes imposés aux systémes (G, X) (2.1.1) & partir desquels sont
définies les variéiés de Shimura. On montre que, grosso modo, ils correspondent
aux espaces de modules de structures de Hodge X* du type suivant.

{a) X+ est une composante connexe de I'espace de toutes les structures de Hodge
sur un espace vectoriel fixe ¥ relativement auxquelles certains tenseurs fy - f,,
sont de type (0, 0). Le groupe algébrique G est le sous-groupe de GL(¥) qui fixe
les 1, et X est I'orbite G(R) - X* de X+ sous G(R).
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(b) La famille de structure de Hodge sur V paramétrée par X vérifie certaines
conditions, vérifides par les familles de structures de Hodge qui apparaissent na-
turellement en géométrie algébrique: pour une structure complexe convenable
(et uniquement déterminée) sur X'+, c’est une variation de structure de Hodge
polarisable,

L’espace Xt est automatiquement un domaine hermitien symétrigue (= espace
hermitien symétrique a courbure < 0). Les domaines hermitiens symétriques
peuvent tous étre ainsi décrits comme des espaces de modules de structures de
Hodge (1.1.17), et je crois cette description trés utile. Par exemple: le plongement
d’un domaine hermitien symétrique D dans son dual D (une variété de drapeaux)
correspond A P'application (une structure de Hodge) — (la filtration de Hodge
correspondante). Les descriptions comme “domaine de Siegel de 3¢ espéce” s'inter-
prétent en disant que, sous certaines hypothéses, si on superimpose & une structure
de Hodge une filtration par le poids, on obtient une structure de Hodge mixte,
d’ol une application de D dans un espace de modules de structures de Hodge
mixtes (cf. les constructions de [1, III, 4.1]). Ce dernier point ne sera ni mentionné,
ni utilisé dans article,

Ce point de vue, et la description de certaines variétés de Shimura comme es-
paces de modules de variétés abéliennes, sont liés par le dictionnaire: il revient
au méme (équivalence de catégorie 4 —» H,(A4, Z)) de se donner une variété abé-
lienne ou une structure de Hodge polarisable de type {(— I, 0), (0, — 1)} (il s’agit ici
de Z-structures de Hodge sans torsion; par passage au dual (4 —» HY4, Z)), on
peut remplacer {(—1, 0), (0, — 1)} par {(1, 0), (0, 1)}). Polariser la variété abélienne
revient a polariser son H;. Avec paramétres, de méme, il revient au méme de se
donner un schéma abélien polarisé sur une variété complexe lisse S, ou une varia-
tion de structures de Hodge polarisée de type {(— 1, 0), (0, — 1)} sur I'espace analy-
tique S*. Une famille analytique de variétés abéliennes, paramétrée par S, est
auntomatiquement algébrique (ceci résulte de [3]). Pour interpréter des structures de
Hodge de type plus compliqué, on aimerait remplacer les variétés abéliennes par
des “motifs” convenables, mais il ne s’agit encore que d’un réve,

Au numéro 1.2, nous donnons une description commode basée sur le formalisme
précédent de la classification des domaines hermitiens symétriques, en terme de
diagrammes de Dynkin et de leurs sommets spéciaux. Au numéro 1.3, nous clas-
stfions un certain type de plongements de domaines hermitiens symétrigues dans
le demi-espace de Siegel. Les résultats sont paralléles & ceux de Satake [11]. Une
application de P'astuce unitaire de Weyl, pour laquelle nous renvoyons a [7], ra-
méne la classification 4 la connaissance d’un fragment de la table, donnée par
exemple dans Bourbaki [4], donnant ’expression des poids fondamentaux comme
combinaison linaire de racines simples.

Le lecteur désireux d’en savoir plus sur les variations de structure de Hodge, et
la fagon dont elles apparaissent en géométrie algébrique, pourra consulter [6]
(dont nous ne suivons pas les conventions de signes); certains faits, énoncés dans
[6), sont démontrés dans [7].

Aux numéros 2.1 et 2.2 nous définissons, dans un tangage adélique, les variétés de
Shimura MG, X) (notées x M (G, k) dans [5], pour / un quelconque élément de
X), leur limite projective M¢(G, X) et la notion de modéle canonigue. Je renvoie
au texte pour ces définitions, et dirai seulement qu'un modéle canonique de
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MG, X)est un modéle de M (G, X) sur le corps dual (2.2.1) E(G, X), i.e. un schéma
M(G, X)sur E(G, X)muni d'un isomorphisme M(G, X) ®g.x C = MG, X),
cette facon de définir M (G, X)sur E(G, X)ayant des propriétés convenables (G(A/)-
équivariance, et propriétés galoisiennes des points spéciaux (2.2.4)). On définit
aussi la notion de modéle faiblement canonique (méme définition que les modéles
canoniques, avec E(G, X) remplacé par une extension finie £ = C). Iis jouent un
réle technique dans la construction de modéles canoniques. Les différences ap-
parentes entre les définitions de 2.1, 2.2 et celles de [5] proviennent d’un autre choix
de conventions de signes (action a droite contre action a gauche, loi de réciprocité
en théorie du corps de classes global...).

Pour une description heuristique, je renvoie a lintroduction de [3). Pour une
bréve description, sur des exemples, de comment on passe du langage adélique
4 un langage plus classique, je renvoie a [5, 1.6—1.11, 3.14—3.16, 4.11—4.16).

Dans {5], nous avions systématisé les méthodes introduites par Shimura pour
construire des modéles canoniques. Dans la seconde partie du présent article, nous
perfectionnons les résultats de [5). Au numéro 2.6, nous déterminons I'action du
groupe de Galois Gal(Q/E) sur I'ensemble des composantes connexes géométri-
ques d'un modéle faiblement canonique (supposé exister) de M (G, X) sur E, sans
supposer, comme dans [5], que le groupe dérivé de G est simplement connexe. Le
point essentiel est la construction, donnée au numéro 2.4, d’'un morphisme du type
suivant. Soient G un groupe réductif (connexe) sur @, p: G = G le revétement
universel de son groupe dérivé G3 et M une classe de conjugaison, définie sur un
corps de nombres E, de morphismes de G,, dans . On construit un morphisme
gur du groupe des classes d’idéles de E dans le quotient abélien G(A)[pG(A) - G(Q)
de G(A). Ce morphisme est fonctoriel en (G, M), et, si F est une extension de E, le
diagramme

C(F)
\ B
Nee 1 G(A)[pG(A4) - G(Q)
/

C(E)

est commutatif. Si G n’a pas de facteur G' sur Q tel que G'(R) soit compact, on
déduit du théoréme d’approximation forte que

7o(G(A)/eG(AG(Q)) = mo(G(A)/G(2)),

et g4 fournit une action sur zy(G(A)/G(Q)) de 7¢C(E), le groupe de Galois rendu
abélien Gal(Q/E)Y*® d’aprés la théorie du corps de classes global.

La seconde idée nouvelie—en fait un retour au point de vue de Shimura—est
'observation suivante: les résultats de 2.6 permettent de reconstruire un modéle
faiblement canonique Mg(G, X) de M (G, X} a partir de sa composante neutre
M%(G, X*) (une composante connexe géométrique, dépendant du choix d’une com-
posante connexe X+ de X), munie de I'action (semi-linéaire) du sous-groupe H de
G(A4f) x Gal(Q/E) qui la stabilise. Soient Z le centre de G, G* le groupe adjoint,
G*(R)* la composante neutre topologique de G*(R), et G*(Q)+=G*(Q) N G*(R)*.
L’adhérence Z(Q)~ de Z(Q) dans G(A’) agissant trivialement sur M (G, X), I'ac-
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tion de H sur M%(G, X*) se factorise par H/Z{(Q)~. On peut en fait faire agir un
groupe un peu plus gros, extension de Gal(Q/E) par le complété de G*4(@)* pour
la topologie des images des sous-groupes de congruence de G25(Q).

A isomorphisme unique prés, cette extension ne dépend que de G*, G¥r et de la
projection X **¢ de X+ dans G (2.5). On la note £5(G*, Géer, X+2d), La composante
neutre MYG, X*) est la limite projective des quotients de X+#d par les sous-groupes
arithmétiques de G*4(Q)*, images de sous-groupes de congruence de G*r(Q). On
vérifie enfin que les conditions que doivent vérifier son modéle Mg(G. X+ysur @,
et I'action de #£(G, G¥r, X +2d), pour correspondre i un modéle faiblement canoni-
que, ne dépendent que du groupe adjoint G*4, de X+, du revétement G de G~
et de 'extension finie E (contenue dans C) de E(G®, X+28), Ces conditions définis-
sent les modéles faiblement canoniques (resp. canoniques, pour E = E(G*, X *29))
connexes (2.7.10).

Le probléme de I'existence d’'un modéle canonique ne dépend donc, en gros,
que du groupe dérivé. Cette réduction au groupe dérivé est une version beaucoup
plus commode de la maladroite méthode de modification centrale de /1 dans {5,
5.11].

En 2.3, nous construisons une provision de modeles canoniques 4 I'aide de plon-
gements symplectiques, en invoquant [5, 4.21 et 5.7]. Les résultats de 1.3 nous per-
mettent d’obtenir les plongements symplectiques désirés avec trés peu de calculs.
En 2.7, nous expliquons la réduction au groupe dérivé esquissée ci-dessus et nous
déduisons de 2.3 un critére d’existence de modéles canoniques qui couvre tous les
cas connus {Shimura, Miyake et Shih).

Dans I'article, nous utilisons Péquivalence entre modéles faiblement canoniques
et modéles faiblement canoniques connexes pour transporter i ces derniers des
résultats de [5] (unicité, construction d’un modéle canonique a partir d'une famille
de modéles faiblement canoniques). 1l eut été plus naturel de transposer les démon-
strations, et de transposer de méme la fonctorialité [5, 5.4, et le passage a un sous-
groupe [5, 5.7] (évitant par 1a la sybilline proposition (5, 1.15]). Le manque de
temps, et la lassitude, m’en ont empéché.

Jai récemment démontré qu’on pouvait donner un sens purement algébrique a la
notion de cycle rationnel de type (p, p), sur une variété abélienne A (sur un corps
de caractéristique 0}. On peut retrouver i partir de 1 le critére d’existence 2.3.1
de modéles canoniques, et donner une description modulaire des modéles obtenus
avec son aide (cf. [9]). Cette description ne se préte malheureusement pas 4 la réduc-
tion modulo p. Cette méthode évite le recours a [5, 5.7], (et par 1a & [5, 1.15]) et
fournit des renseignements partiels sur la conjugaison des variétés de Shimura.

0. Rappels, terminologie et notations.

0.1. Nous aurons a faire usage du théoréme d’approximation forte, du théoréme
d’approximation réelle, du principe de Hasse et de la nullité de H!(K, G) pour G
semi-simple simplement connexe sur un corps local non archimédien. Des indica-
tions bibliographiques sur ces théorémes sont données dans [3, (0.1) 4 (0.4)]. Signa-
lons en outre I'article de G. Prasad (Strong approximation for semi-simple groups
over function fields, Ann. of Math. (2) 105 (1977), 553-572) prouvant le théoréme
d’approximation forte sur un corps global quelconque. Soit G un groupe sermi-
simple simplement connexe, de centre Z, sur un corps global K. Nous n’utiliserons
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le principe de Hasse pour H(K, G) que pour les classes dans I'image de H\(X; Z).
En particulier, les facteurs Eg nous indifférent.

0.2. Groupe réductif signifiera toujours groupe réductif connexe. Un revétement
d’un groupe réductif est un revétement connexe. Groupe adjoint signifiera groupe
réductif adjoint. Si G est un groupe réductif, nous noterons G* son groupe adjoint,
Gd son groupe dérivé, et p: G — G le revétement universel de Gi. Nous
noterons souvent Z (ou Z(G)) le centre de G, et (conflit de notation) Z celui de .

0.3. Nous noterons par un exposant ° une composante connexe algébrique (par
exemple : Z9 est la composante neutre du centre Z de G). L'exposant + désignera
une composante connexe topologique (par exemple: G(R)* est la composante neutre
topologique du groupe des points réels d’un groupe G). On notera aussi G(@)* la
trace de G(R)* sur G(Q). Pour G réductif réel, nous noterons par un indice , I'image
inverse de G*(R)* dans G(R). Méme notation , pour la trace sur un groupe de
points rationnels.

Pour X un espace topologique, nous notons zy(X) I'ensemble de ses composantes
connexes, muni de la topologie quotient de celle de X. Dans Particle, I'espace zy(X)
sera toujours discret, ou compact totalement discontinu.

0.4. Un domaine hermitien symétrique est un espace hermitien symétrique a cour-
bure < 0 (i.e. sans facteur euclidien ou compact).

0.5. Sauf mention expresse du contraire, un espace vectoriel est supposé de di-
mension finie, et un corps de nombres est supposé de degré fini sur Q. Les corps de
nombres que nous aurons a considérer seront le plus souvent contenus dans C; @
désigne la cloture algébrique de @ dans C.

0.6. On pose Z = projlim ZjnZ=<[1,z, A’'=Q® Z =1, 0, (produit restreint)
etonnote 4 = R x A/ 'anneau des adéles de Q. On désignera parfois encore par
Alanneau des adéles d’un corps global quelconque.

0.7. G(K), G @r K, Gx : pour G un schéma sur F (par exemple un groupe algé-
brique sur F) et K une F-aigébre, on désigne par G(K) I'ensemble des points de G 4
valeur dans K, et par Gy ou par G ® ¢ K le schéma sur K déduit de G par extension
des scalaires.

0.8. Nous normaliserons I'isomorphisme de réciprocité de la théorie du corps
de classes global (= choisirons Ini ou son inverse)

noAE/E* _~_, Gal(Q/E)y*

de telle sorte que la classe de I'idéle égal & une uniformisante en v et & 1 aux autres
places corresponde 4 un Frobenius géométrique (I'inverse d'une substitution de
Frobenius) (cf. 1.1.6 et la justification loc. cit. 3.6, 8.12).

1. Domaines hermitiens symétriques,

1.1. Espaces de modules de structures de Hodge.

L.1.1. Rappelons qu’une structure de Hodge sur un espace vectoriel réel ¥ est
une bigraduation V; = @ ¥#¢ du complexifié de V, telle que V' s0it le complexe
conjugué de Ve,

Définissons une action & de C* sur ¥, par la formule

(1.1.1.1) h(z)v = z7#z-wv pour ve Voo,

Les A(z) commutent a la conjugaison complexe de ¥, donc se déduisent par ex-
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tension des scalaires d’une action, encore notée h, de C* sur V. Regardons C
comme une extension de R, et soit § son groupe multiplicatif, considéré comme
groupe algébrique réel (autrement dit, § = R G,, (restriction des scalaires a la
Weil)); on a S(R) = C*, et A est une action du groupe algebrique §. On vérifie que
cette construction définit une équivalence de catégories: (espaces vectoriels réels
munis d’une structure de Hodge) — (espaces vectoriels réels munis d’une action
du groupe algébrique réel §).

A Yinclusion R* < C* correspond une inclusion de groupes algébriques réels
G,, = S. Nous noterons w, (ou simplement w) la restriction de #714 G,,, et Pappel-
lerons le poids w : G,, » GL(¥). On dit que V est homogéne de poids nsi V2 = 0
pour p + g # n,i.e. w(d) est 'homothétie de rapport A7,

Nous noterons g, (ou simplement z) I'action de G, sur ¥, définie par u(z)v =
z~#v pour v € ¥#. Cest un composé G,, — S =* GL(Ve).

La filtration de Hodge F, (ou simplement F) est définie par F? = @,, V. On
ditque Vestdetyped = Z x Zsi Ve = Opour(p, 9 ¢¢&.

Plus généralement, si 4 est un sous-anneau de R tel que 4 @ Q soit un corps (en
pratique, A = Z, Q ou R), une A-structure de Hodge est A-module de type fini V,
muni d’une structure de Hodge sur V @, R.

ExempLE 1.1.2. L’exemple fondamental est celui ou ¥V = H#(X, R), pour X une
variété kahlérienne compacte, et ol ¥#9 ¢ Hn(X, C) est I'espace des classes de
cohomologie représentées par une forme fermée de type (p, ¢). D’autres exemples
utiles s’en dduisent par des opérations de produits tensoriels, passage 4 une struc-
ture de Hodge facteur direct, ou passage au dual. Ainsi, le dual H, (X, R) de
H"(X, R) est muni d’une struciure de Hodge de poids —»n. L’homologie, ou la coho-
mologie, entiéres fournissent des Z-structures de Hodge.

ExemPLE 1.1.3. Les structures de Hodge de type {(—1, 0), (0, — 1)} sont celles
pour lesquelles Paction # de C* = S(R) est induite par une structure complexe sur
V; pour V de ce type, la projection pr de V sur V=10 = ¥V, est bijective, et vérifie
pr{i(z)v) = z pr(v).

ExeMPLE 1.1.4. Soit 4 un tore complexe; c’est le quotient L/I" de son algébre de
Lie L par unréseau . Ona "® R = L, d’ol1 une structure complexe sur '@ R.
Considérons celle-ci comme une structure de Hodge (1.1.3). Via I'isomorphisme
= H\{(A, Z),cestcellede 1.1.2.

ExeMPLE 1.1.5. La structure de Hodge de Tate Z(1) est la Z-structure de Hodge
de type (= 1, — 1) de réseau entier 27iZ <= C. L'exponentielle identifie C* a C/Z(1),
d’oul un isomorphisme Z(1) = H,(C*). La structure de Hodge Z(n) = 4, Z(1)®"
(n e Z) est la Z-structure de Hodge de type{—n, —n) de réseau entier (2z{)*Z. On
note ...(x) le produit tensoriel de ... par Z{(n) (rwist & la Tate).

1.1.6. REMARQUE. La régle A(z)v = z~#z9v pour ve V' est celle que jutilise
dans (Les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L, Anvers II, Lecture
Notes in Math., vol. 349, pp. 501-597) et I'inverse de celle de [6]. Elle est justifiée
d’une part par exemple 1.1.4 ci-dessus, d’autre part par le désir que C* agisse
sur R(1) par multiplication par la norme (cf. loc. cit., fin de 8.12).

1.1.7. Une variation de structure de Hodge sur une variété analytique complexe
S consiste en

(a) un systéme local ¥ d’espaces vectoriels réels;
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(b) en chaque point de S, une structure de Hodge sur la fibre de ¥ en s, variant
continliment avec 5.

On exige que la filtration de Hodge varie holomorphiquement avec s, et vérifie
I'axiome dit de fransversalité: la dérivée d’une section de F? est dans Fr1,

1l sera souvent donné un systéme local V; de Z-modules de type fini, tel que
V = ¥z ® R. On parlera alors de variation de Z-structure de Hodge. De méme
pour Z remplacé par un anneau 4 commeen 1.1.1.

REMARQUE 1.1.8. Regardons S comme étant une variété réelle, dont I'espace
tangent en chaque point est muni d’une structure complexe, i.e. d’une structure de
Hodge de type {(—1, 0), (0, — 1)}. L’intégrabilité de la structure presque complexe
de S s’exprime en disant que le ¢crochet des champs de vecteurs est compatible 2 la
filtration de Hodge du complexifié du fibré tangent: [79-1, T%7 1] = T0-1 De
méme, 'axiome des variations de structure de Hodge exprime que la dérivation
(fibre tangent) ® p (sections C* de V) — (sections C= de V) (ou plutdt le complexifié
de cette application) est compatible aux filtrations de Hodge : 9,F? ¢ F? pour D
dans 79-1 (holomorphie) et 9p,F# = Ff~! pour D arbitraire (transversalité).

PRINCIPE 1.1.9. En géométrie algébrique, chaque fois qu’apparait une structure
de Hodge dépendant de paramétres complexes, c'est une variation de structure de
Hodge sur l'espace des paramétres. L’exemple fondamental est 1.1.2, avec para-
métres : si f : X - § est un morphisme propre et lisse, de fibres X kahlériennes,
les H*(X,, Z) forment un systéme local sur S, et la filiration de Hodge sur le com-
plexifié H»(X,, C) varie holomorphiquement avec s et vérifie I'axiome de transver-
salité.

1.1.10. Une pelarisation d’une structure de Hodge réelle, de poids », ¥ est un
morphisme ¥ : ¥V ® V — R(—n)tel que la forme 2zi)y ¥(x, h(i)y) soit symétrique
et définie positive. De méme pour les Z-structures de Hodge, en remplagant R(—n)
par Z(—n), ... . Puisque ¥(h(i)x, y) = ¥(x, A(—)y) (h{) est trivial sur R(—n)}, et
que A(—1i)y = (= D)"k(i)y, la condition de symétrie revient 4 : ¥ symétrique pour »
pair, alterné pour » impair.

Les structures de Hodge qui apparaissent en géométrie algébrique sont des Z-
structures de Hodge homogénes et polarisables. Exemple fondamental : les théo-
rémes de positivité de Hodge assurent que H7(X, Z), pour X une variété projective
et lisse, est polarisable (noter que /(i) est I'opération notée C par Weil dans son livre
sur les variétés kihlériennes).

1.1.11. Soient des espaces vectoriels réels (V;),<; et une famille de tenseurs (5;),=;
dans des produits tensoriels de puissances tensorielles des V; et de leurs duaux. On
s’intéresse aux familles de structures de Hodge sur les ¥}, pour lesqueiles les 5; sont
de type (0, 0). Pour interpréier cette condition “type (0, 0)” dans des cas particu-
liers, noter que f : V' — W est un morphisme si et seulement si, en tant qu’élément
de Hom(F, W) = V* @ W, il est de type (0, 0).

Soit G le sous-groupe algébrique de [] GL(V}) qui fixe les s5;. D’aprés 111,
une famille de structures de Hodge sur les ¥; s’identifie & un morphisme 4 : § —
1T GL(¥)). Pour que les s, soient de type (0, 0), il faut et il suffit que / se factorise
par G : il s’agit de considérer les morphismes algébriques & : § - G.

On peut regarder G, plutdt que le systéme des ¥} et s;, comme I'objet primordial:
si G est un groupe algébrique linéaire réei, il revient au méme de se donner 4 : § —
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G, ou de se donner sur chaque représentation ¥ de G une structure de Hodge,
fonctorielle pour les G-morphismes et compatible aux produits tensoriels (cf.
Saavedra, [10, VI, §2]). Les morphismes w), et g, de 1.1.1 deviennent des mor-
phismes de G,, dans G, et de G, dans G, respectivement,

1.1.12. La construction 1.1.11 améne & considérer les espaces de modules de
structures de Hodge du type suivant : on fixe un groupe algébrique linéaire réel
G, et on considére une composante connexe (topologique) X de I'espace des mor-
phismes (= homomorphismes de groupes algébriques sur R) de S dans G.

Soit G, le plus petit sous-groupe algébrique de G par lequel se factorisent les
he X : X est encore une composante connexe de I'espace des morphismes de §
dans G,. Puisque § est de type multiplicatif, deux éléments quelconques de X
sont conjugués : 'espace X est une classe de Gy(R)*-conjugaison de morphismes
de 5 dans G. C’est aussi une classe de G(R)"-conjugaison, et G, est un sous-groupe
invariant de la composante neutre de G.

1.1.13. Vu 1.1.9 et 1.1.10, nous ne considérons que les X tels que, pour une famille
fidéle V; de représentations de G, on ait

(a) Pour tout i, la graduation par le poids de ¥; (de complexifiée la graduation
de Vi par les Vi = @40 V29 est indépendante de h e X. Conditions équiva-
lentes: A(R*) est central dans G(R)?; la représentation adjointe est de poids 0.

(8) Pour une structure complexe convenable sur X, et tout i, la famille de struc-
tures de Hodge définie par les h € X est une variation de structure de Hodge sur
X.

{r) Si V est la composante homogéne d’'un poidsn d'un ¥, ilexiste ¥ : ¥ @ V —
R(—n} qui, pour tout / € X, soit une polarisation de V.

ProPOSITION 1.1.14. Supposons vérifié («) ci-dessus.

(1) Il existe une et une seule structure complexe sur X telle que les filtrations de
Hodge des V; varient holomorphiguement avec he X.

(i) La condition 1.1.13(p) est vérifice si et seulement si la représentation adjointe
est de rype {(—1, 1), (0, 0), (1, —1)}.

(iii) La condition 1.1.13(y) est vérifiée si et seulement si G (défini en 1.1.12) est
réductif et que, pour h € X, l'automorphisme intérieur int k(i) induit une involution de
Cartan de son groupe adjoint.

(i) Soit ¥ la somme des V;. C’est une représentation fidéle de G. Une structure de
Hodge est déterminée par la filtration de Hodge correspondante (plus la graduation
par le poids si on n'est pas dans le cas homogéne):en poids n=p + g, 0ona
V# = Fr (| Fa. L’application ¢ de X dans la grassmannienne de Vy, : 4 + la filtra-
tion de Hodge correspondante, est donc injective. Nous allons vérifier qu’elle
identifie X & une sous-variété complexe de cette grassmannienne; ceci prouvera (i):
la structure complexe sur X induite de celle de la grassmannienne est la seule pour
laquelle ¢ soit holomorphe.,

Soient L I’algébre de Lie de G et p : L — End(V) son action sur V. L’action p
est un morphisme de G-modules, injectif par hypothése. Pour tout /# € X, c’est aussi
un morphisme de structures de Hodge. L’espace tangent 3 X en 4 est le quotient de
L par ’algébre de Lie du stabilisateur de ~—4 savoir le sous-espace L® de L pour
la structure de Hodge de L définie par 4. L’espace tangent a la grassmannienne en
@(h) est End(V)/ FO(End(V)). Enfin, dp est le composé
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L{L%® 2 End(V)/End(V)®

1 1
Lo/ PPL—2 End(V,)/ FPEnd(¥y)

Puisque p est un morphisme injectif de structures de Hodge, dp est injectif; son
image est celle de L/ FPL., un sous-espace complexe, d’olt I'assertion.

(ii) L’axiome de transversalité signific que I'image de dp est dans
F1End(Vg)/ FEnd(V), ie. que Lp = F7lL,.

Pour prouver (iii), nous ferons usage de {7, 2.8], rappelé ci-dessous. Rappelons
qu'une involution de Cartan d'un groupe algébrique linéaire réel (non nécessaire-
ment connexe) G est une involution ¢ de G telle que la forme réelle G7 de G (de
conjugaison complexe g — ¢(g)) soit compacte: G°(R)} est compact et rencontre
toutes les composantes connexes de G7(C) = G(C). Pour C € G(R) de carré central,
une C-polarisation d’une représentation V de G est une forme bilinéaire ¥ G-invari-
ante, telle que ¥(x, Cy) soit symétrique et défini > 0. Pour tout g € G(R), on a alors
¥(x, gCgly) = W(g x, Cgly) : la notion de C-polarisation ne dépend que de la
class de G(R)-conjugaison de C.

Rappel. 1.1.15 [7, 2.8). Soient G algébrique réel et Ce G(R) de carré central.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Int C est une involution de Cartan de G,

{il} toute représeniation réelle de G est C-polarisable;

(i) G admer une représentation réelle C-polarisable fidéle.

On notera que la condition 1.1.15(i) entraine que G* est réductif—pour avoir une
forme compacte. Elle ne dépend que de la classe de conjugaison de C.

Prouvons 1.1.14(iii}. Soit G; le plus petit sous-groupe algébrique de G par lequel
se factorisent les restrictions des ~e X a Ul = C*. Pour qu’une forme bilinéaire
U:V® V- R(—n) vérifie 1.1.13(y), il faut et il suffit que Qziy¥: V@ V> R
soit invariant par les A{(U/\)—donc par G;—(ceci exprime que ¥ est un morphisme),
et une A(i)-polarisation. D’aprés 1.1.15, 1.1.13(y) équivaut &: int k(i) est une involu-
tion de Cartan de G,.

On en déduit d’abord que G est réductif: G; I’est, pour avoir une forme com-
pacte, et G, est un quotient du produit G,, x G,. Puisque G, est engendré par des
sous-groupes compacts, son centre connexe est compact: il est isogéne au quotient
de G, par son groupe dérivé. L’involution § = int k(i) est donc une involution de
Cartan de G, si et seulement si ¢’en est une de son groupe adjoint, et on conclut en
notant que G, et G, ont méme groupe adjoint.

Les conditions en 1.1.14 ne dépendant que de (G, X),onale

COROLLAIRE 1.1.16. Les conditions 1.1.13(a), (B), (1) ne dépendent pas de ia famille
fidéle choisie de représentations V;.

CorROLLAIRE 1.1.17. Les espaces X de 1.1.13 sont les domaines hermitiens
symétrigques.

A. Prouvons X de ce type. On se raméne successivement & supposer:
(1) Que G = G : remplacer G par &, ne modifie ni X, ni les conditions 1.1.13.
{2) Que G est adjoint: par(l), G est réductif, et son quotient par un sous-groupe
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central fini est le produit d’un tore T par son groupe adjoint G*. L’espace X
s’identifie encore 4 une composante connexe de I'espace des morphismes de $/G,
dans G* : si un tel morphisme se reléve en un morphisme de § dans G, avec une
projection donnée dans T, le relévement est unique. Les conditions énoncées en
1.1.14 restent par ailleurs vérifiées.

(3) Que G est simple : décomposer G en produit de groupes simples G; ; ceci
décompose X en un produits d’espaces X; relatifs aux G;.

Soit donc G un groupe simple adjoint, et X une G(R)*-classe de conjugaison de
morphismes non triviaux 4 : $/G,, — G, vérifiant les conditions de 1.1.14(ii), (iii).
Le groupe G est non compact: sinon, int A(f) serait trivial (par (iii)), Lie G serait
de type (0, 0) (par (ii)) et & serait trivial. Soit # € X. D’apreés (iii), son centralisateur
est compact; il existe donc sur X une structure riemannienne G(R)*-équivariante.
Draprés (i), (i) agit sur 'espace tangent Lie(G)/Lie(G)" de X en / par — 1: I'espace
X est riemannien symétrique. On vérifie enfin qu'il est hermitien symétrique pour
la structure complexe 1.1.14(i). Il est du type non compact {courbure < 0) car G
est non compact.

B. Réciproquement, si X est un espace hermitien symétrique, et que x € X, on
sait que la multiplication par « (Ju| = 1) sur Pespace tangent T, 2 X'en x se prolonge
en un automorphisme m. () de X. Soient A4 le groupe des automorphismes de X,
et h(z) = m(z/Z) pour z € C*. Le centralisateur 4, de x commute 3 A, et la condition
de 1.1.14(ii) est donc vérifiée: Lie(4,) est de type (0,0), et T, = Lie(4)/Lie(4,) de
type {(~1, 1), (1, —1)}. Enfin, on sait que 4 est la composante neutre de G(R),
pour G adjoint, et gue I'espace riemannien symétrique X est 4 courbure < O siet
seulement si la symétrie 4(i) fournit une involution de Cartan de G (voir Helgason
(8D).

1.1.18. Indiquons deux variantes de 1.1.15 (cf. [7, 2.11]).

(a) On donne un groupe algébrique réel réductif (0.2) G, et une classe de G(R)-
conjugaison de morphismes / : § — G. On suppose que w,—noté w—est central,
donc indépendant de A (condition 1.1.13(a)), et que int (i) est une involution de
Cartan de G/w(G,,).

Puisque G est réductif, w(&7,,) admet un supplément G; : un sous-groupe in-
variant connexe tel que G soit quotient de w(G,,) x G par un sous-groupe central
fini. [l est unique: engendré par le groupe dérivé et le plus grand sous-tore compact
du centre. [l contient les 2(U,) (2 € X), et int A(i) en est une involution de Cartan.
Si I est une représentation de G, sa restriction & G; admet donc une h(i)-polarisa-
tion . Si V est de poids n, w(G,,) agit par similitudes, donc G de méme : pour une
représentation convenable de G sur R, ¢ est covariant. Pour cette representation,
R est de type (n, n); ceci permet de faire agir G sur R(n), de fagon compatible a sa
structure de Hodge, et de voir ¥ = (2zi)y @ comme une forme de polarisation G-
invariante: V@ V — R(—n).

(b) Supposons que G se déduise par extension des scalaires & R de G, sur @,
et que w soit défini sur @. Le groupe G est alors défini sur Q, car c’est I'unique
supplément de w(G,,), et tout caractére de G/G; est défini sur @, car ce groupe est
trivial ou isomorphe, sur @, & G,,. Si une représentation (rationnelle} V' de G, est
de poids », les formes bilinéaires G-invariantes ¥ ® V' — @(— n) forment un espace
vectoriel F sur Q. L’ensemble de celles qui sont de polarisation (rel. 2 e X) est la
trace sur F d’un ouvert de Fg, et cet ouvert est non vide d’aprés (a). Il existe donc
des formes de polarisation ¥ : V ® V — ((n) G-invariantes.
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On prendra garde que les formes en (a) et (b) ne sont pas toujours de polariza-
tion pour tout &' € X: si &' = int(g)(%), la formule ¥(x, #'(i)y) = g¥(g~x, A(i)g1y)
montre que la forme Qziy"¥ (x, #'(i)p) est symétrique et définie—mais définie posi-
tive ou négative selon I'action de g sur R(—n).

1.2. Classification.

Dans la suite de ce paragraphe, nous utilisons la relation 1.1.17 entre do-
maines hermitiens symétriques et espaces de modules de structures de Hodge, pour
reformuler certains résultats de [1] et [8], et donner quelques compléments.

1.2.1. Considérons les systémes (G, X) formés d’un groupe algébrique réel simple
adjoint G, et d’une classe de G(R)-conjugaison X de morphismes de groupes al-
gébriques réels & : § — G, vérifiant (les notations sont celles de 1.1.1, 1.1.11).

(i) La représentation adjointe Lie(G) est de type {(-1, 1), (0, 0), (1, — 1)} (en
particulier, A est trivial sur G,, <= §5);

(ii) int A(7) est une involution de Cartan;

{iii) / est non trivial ou—ce qui revient au méme (cf. 1.1.17)—-G est non compact.

D’aprés 1.1.17, les composantes connexes des espaces X ainsi obtenus sont les
domaines hermitiens symétriques irréductibles.

L’hypothése (ii) assure que les involutions de Cartan de G sont des automor-
phismes intérieurs, donc que G est une forme intéricure de sa forme compacte (cf.
1.2.3). En particulier, G, étant simple, est absolument simple.

La classe de G(C)-conjugaison de g,: G, — G, ne dépend pas du choix de
h e X. Nous la noterons M .

PROPOSITION 1.2.2. Soit G, un groupe algébrique complexe simple adjoint. A
chaque systéme (G, X) formé d'une forme réelle G de G, et de X vérifiant 1.2.1¢i),
(ii), (iii) associons M y. On obtient ainsi une bijection entre classes de G(C)-con-
Jjugaison de systémes (G, X), et classes de Go(C)-conjugaison de morphismes non-
triviaux p: G,, — Gg vérifiant la condition suivante.

(¥) Dans la représentation ad p de G, sur Lie(Gy), seuls apparaissent les caractéres
z, et z7l.

Pour vérifier 1.2.2, nous utiliserons la dualité entre domaines hermitiens symé-
triques, et espaces hermitiens symétriques compacts:

1.2.3. Soient G une forme réelle de G, X une classe de G(R)-conjugaison de mor-
phismes de $/G,, dans G, et & € X. La forme réelle G correspond a une conjugaison
complexe g sur G, ; definissons G* comme la forme réelle de conjugaison complexe
int(h{i))o :

G*R) = {g€(O)|g = int(h(i))a(g)}-

Le morphisme # est encore défini sur R, de §/G,, dans G* :on a h(C*/R*) =
G*(R); définissons X* comme la classe de G*(R)-conjugaison de /. La construction
(G, X) = (G*, X*) est une involution sur 'ensemble des classes de G(C)-conjugai-
son des systémes (G, X) formés d’une forme réelle G de G, et d’une classe de G(R)-
conjugaison de morphismes non triviaux de S/G,, dans G. Elle échange les (G, X }
comme en 1.2.2, et les (G, X) tels que G soit compact et que X vérifie 1.2.1(i).

On sait que les formes réelles compactes de G, sont toutes conjuguées entre elles.
Puisque si g € G, normalise une forme réelle G, on a g € G(R) (ceci parce que G
est adjoint), la dualité raméne 1.2.2 & I’énoncé suivant:
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LeMME 1.2.4. Soit G une forme compacte de Gg. La construction h — g, induit
une bijection entre

(a) classes de G(R)-conjugaison de morphismes h : 8/G,, — G, vérifiant 1.2.1(),
et

(b) classes de Go(C)-conjugaison de morphismes u: G,, — G, vérifiant 1.2.2(x).

Soient T un tore maximal de G, et T, son complexifié. On vérifie d’abord que
Iapplication s = u,: Hom(S/G,, T) > Hom(G,, T,) est bijective. Si W est le
groupe de Weil de 7, on sait que

Hom(U\, T)/W _=_, Hom{U!, G){G(R)
et
Hom(G,,, To)/W _~_, Hom(G,,, Go)/G(C).
L’application # — g, induit donc une bijection
Hom($/G,,, G)/G(R) ——, Hom(G,,, G){GAC),

et, pour que A vérifie 1.2.1(i), il faut et il suffit que g, vérifie 1.2.2(x).

1.2.5. Soit G un groupe algébrique complexe simple adjoint. Nous allons énumé-
rer les classes de conjugaison de morphismes non triviaux u: G, — G vérifiant
1.2.2(x), en terme du diagramme de Dynkin D de G. Rappelons que ce dernier est
canoniquement attaché 4 G—en particulier, les automorphismes de G agissent sur
D—On peut identifier ses sommets aux classes de conjugaison de sous-groupes
paraboliques maximaux.

Soient T un tore maximal, X(7) = Hom(T, G,)), Y(T) = Hom(G,,, T) (le dual
de X(T') pour l'accouplement X(T) x ¥(T) »%Hom(G,, G,) = Z), R = X(T)
I'ensemble des racines, B un systéme de racines simples, oy 'opposé de la plus
grande racine et B* = B |J {a}. Les sommets de D sont paramétrés par B, et ceux
du diagramme de Dynkin étendu D* par B+.

Une classe de conjugaison de morphismes de G,, dans G a un unique représentant
€ Y(T)dans la chambre fondamentale {a, x> = 0 poura € B. Il est uniquement
déterminé par les entiers positifs {a, u) (& € B) et, G étant adjoint, ceux-ci peuvent
étre prescrits arbitrairement. La condition 1.2.2(s), pour g non trivial, se récrit

(Y et

Ecrivons la plus grande racine comme combinaison linéaire de racines simples,
Deepthi{a)a = 0, avec n(ay) = 1, et appelons spéciaux les sommets de Dt tels que,
pour la racine correspondante « € B¥, on ait #(e) = 1. On sait que [e quotient du
groupe des copoids par celui des coracines agit sur DF, et de fagon simplement
transitive sur I’ensemble des sommets spéciaux. Les sommets spéciaux sont donc
les conjugués sous Aut(D+) du sommet correspondant A ay, et leur nombre est I'in-
dice de connexion |7 {G)| de G (cf. Bourbaki [4, VI, 2 ex 2 et 5a)]).

La condition (*)" se récrit

(*)" Pour une racine simple o € B correspondant & un sommet spécial de D,
on a {a, > = L. Pour les autres racines simples, {a, x> = 0.

1.2.6. Au total, les classes de G(C)-conjugaison de systémes (G, X) comme en
1.2.2 sont paramétrées par les sommets spéciaux du diagramme de Dynkin D de
Ge. En particulier, pour G une forme réelle donnée de G, X est déterminé par le
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sommet spécial s(X) correspondant (G(R) < G(C) est en effet son propre normali-
sateur). Le sommet correspondant 3 X-1 = {#~1{h e X} est le transformé de s(X)
par 'involution d’opposition.

Dans 1.2.3, G et G* sont des formes intérieures 'un de I'autre. S'il existe X
vérifiant 1.2.1(i), (ii), (iii), G est donc une forme intérieure de sa forme compacte.
En d’autres termes, la conjugaison complexe agit sur le diagramme de Dynkin de
G, par l'involution d’opposition.

ProposITION 1.2.7. Soit G un groupe algébrique réel simple adjoint, et supposons
qu'il existe des morphismes b : C*{R* — G vérifiant 1.2.1(1), (1), (iii). L’ensemble de
ces morphismes a alors deux composantes connexes, échangées par h — h~t, Chacune
a pour stabilisateur la composante neutre G(R)* de G.

L’hypothése (ii) assure que le centralisateur X de A({f) est un sous-groupe compact
maximal de G{R). En particulier, z¢(K) -= myG(R). Il 2 méme algébre de Lie que
le centralisateur de . Ce dernier est un groupe algébrique connexe—en tant que
centralisateur d’un tore—et compact—en tant que sous-groupe du centralisateur
de /(i). Il est donc topologiquement connexe et Centr{#) = Kt = K ( G(R)*. Le
centre de K est de dimension 1: le complexifié de KT est le centralisateur de y, donc,
d’apreés (*)", un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique maximal. On
peut aussi le déduire de ce que la représentation de K+ sur Lie(G)/Lie(K*) est ir-
réductible (cf. [8, preuve de V, 1.1]). Le morphisme £ est donc un isomorphisme de
S/G,, avec le centre connexe de K+, et, K+ détermine A au signe prés. A fortiori,
h(i) détermine / au signe prés. Dés lors

(a) L'application /1~ h(i) est 2 : 1.

(b) Elle envoie isomorphiquement 'orbite G(RYT/Kt de A sous G(R)* sur I'en-
semble G(R)/K de toutes les involutions de Cartan dans G(R).

La proposition en résulte.

CoroLLAIRE 1.2.8. Soit (G, X) comme en 1.2.1, et 5 le sommet correspondant du
diagramme de Dynkin de G,

(1) Sis n'est pas fixe par Uinvolution d’opposition, G(R) et X sont connexes.

(ii) Si s est fixe par involution d’opposition, G(R) et X ont deux composantes con-
nexes; les composantes de X sont échangées par h— h~1, et par les g e G(R) — G(R)*.

Signalons que le cas (i) est encore caractérisé par les conditions équivalentes

(i’ le systéme de racines relatif de G est de type C (plutdt que BC);

(i") X est un domaine tube,

1.3. Plongements symplectiques.

1.3.1. Soit ¥ un espace vectoriel réel, muni d'une forme alternée non dégénérée
¥ Le demi-espace de Siegel S* correspondent admet la description suivante: c’est
I'espace des structures complexes 2 sur ¥, telles que ¥ soit de type (1,1) (pour
I’identification (1.1.3) entre structures complexes et structures de Hodge de type
{(—1, 0), (0, —1}}) et que la forme ¥ (x, 4(i)x) soit symétrique et définie positive.

Si on remplace “défini positif” par “défini”, le double demi-espace de Siegel S*
obtenu est une classe de conjugaison de morphismes h: § — CSp(V) (CSp =
similitudes symplectiques; dans [5], ce groupe est noté Gp).

1.3.2. Soient G un groupe algébrique réel adjoint (0.2) et X une classe de conjugai-
son de morphismes ~: § — G. On suppose vérifiées les conditions (i), (i1) de 1.2.1,
et on remplace (iii) par
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(iii") G est sans facteur compact.

Le systéme (G, X) est donc un produit de systémes (G, X,) comme en 1.2.1, et
X, correspond 3 un sommet spécial du diagramme de Dynkin de G (1.2.6).

Considérons les diagrammes

(G’ X) S (Gl’ Xl) B (CSP(V)s Si):

ot G est le groupe adjoint du groupe réductif G,, et olt X est une classe de
GI(R)-conJugalson de morphismes de § dans G, On dispose d’une section
G — Gy, de sorte que I est une représentation de G. Notre but est la détermina-
tion 1.3.8 des représentations complexes irréductibles nontriviales W de G, qui
est essentiellement équivalent a figurent dans la complexifiée d’une représentation
ainsi obtenue, Ce probléme celui résolu par Satake dans [11].

Lemue 1.3.3. Il suffit gu'existe (G, X} — (G, X}, comme ci-dessus, et une repié-
sentation linéaire (V, p) de type {(—1, 0), (0, — 1)} de Gy, telle que W figure dans V.

Remplagant G, par le sous-groupe engendré par le groupe dérivé G et par I'image
de A, on se raméne 4 supposer que int #(i) est une involution de Cartan de G,/w(G,,).
1l existe alors sur ¥ une forme de polarisation ¥ (1.18(a)), telle que p soit un mor-
phisme de (G}, X)) dans (CSp(V), §%}.

1.3.4. Considérons [e systéme projectif (H,),=y suivant: N est ordonné par
divisibilité, H, = &, et le morphisme de transition de H,, dans H, est x— x4
{lim proj H, est le revétement universel—au sens algébrique—de G,,). Un morphisme
Jfractionnaire de G,, dans un groupe H est un élément de lim inj Hom(H,, H). De
méme pour le groupe §. Pour u: G, — H fractionnaire, défini par y»: H, = G, =
H, et V une représentation linéaire de H, V est somme des sous-espaces V,
(a € (1/n)Z) tels que, via ", G, agisse sur ¥, par multiplication par x"+. Les a tels
que ¥, # 0 sont les poids de y dans V. De méme, un morphisme fractionnaire A:
§ — H détermine une décomposition de Hodge fractionnaire ¥rsde V(r, s Q).

LeMME 1.3.5. Pour h e X, soit i, le relévement fractionnaire de y, a G.. Les re-
présentations W de 1.3.2 sont celles telles que [iy n'ait que deux poidsaeta + 1.

La condition est nécessaire: Relevant s en Ay € X, on a g, = -V, avec v cen-
tral. Sur ¥, u, a les poids O et 1. Si —a est 'unique poids de v sur W irréductible
dans ¥, les seuls poids de G, sur W sontaet @ + 1. Pour W non trivial, I'action
de G, via iz} (n assez divisible) est non triviale (car G, est simple), donc non centrale,
et les deux poidsaeta + 1 apparaissent.

La condition est suffisante: Prenons pour V¥ I'espace vectoriel réel sous-jacent
a W, et pour groupe G, le groupe engendré par I'image de G, et par le groupe
des homothéties. Pour /e X, de relévement fractionnaire £ a G, soit hy(z) =
h(z)z-ez17a. Si W, et W,,, sont les sous-espaces de poids a et a + 1 de W, # agit
sur W, (resp. W) par (z/2) (resp. (z/2)1+2), et iy par 2 (resp. z): / est un vrai mor-
phisme de § dans G, de projection / dans G, et V est de type {{(—1, 0) (0, —1}}
rel. A;. Il ne reste qu’a appliquer 1.3.3.

1.3.6. Traduisons la condition 1.3.5 en terme de racines, Soient T un tore maximal
de G, T son image inverse dans G, B un systéme de racines simples de 7, et u €
¥(T) le représentant dans la chambre fondamentale de la classe de conjugaison de
uy (he X). Si a est le poids dominant de W, le plus petit poids est —z (a), pour ¢
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involution d’opposition. H s’agit d’exprimer que {g, 8> ne prend que deux valeurs
aeta + 1, pour fun poids de W. Ces poids étant tous de la forme (@ + une com-
binaison Z-linéaire de racine), et les {g, z), pour r une racine, étant entiers, la con-
dition s’exprime par {g, —z(a)) = {u, a) —1, soit

(1.3.6.1) (s a + wla))y = 1.

Déterminons les solutions de (1.3.6.1). Pour tout poids dominant a, {g, & + t(a))
est un entier, car o + 7{a) est combinaison Z-linéaire de racines. Sia # 0, il
est > 0, sans quoi x4 annulerait tous les poids de la représentation correspondante.
Un poids dominant g vérifiant (1.3.6.1) ne peut donc étre somme de deux poids:

LeMME 1.3.7. Seuls les poids fondamentaux peuvent vérifier 1.3.6.1.

1.3.8. D’aprés 1.3.7, les représentations W cherchées se factorisent par un facteur
simple G, de G, et leur poids dominant est un poids fondamental; il correspond 2
un sommet du diagramme de Dynkin D, de G,.. La condition nécessaire et suf-
fisante (1.3.6.1) ne dépend que de la projection de g dans Gy¢; celle-ci correspond a
un sommet spécial s de D, (1.2.6), et 5 & racine simple @,. Le nombre {g, ), pour
w un poids, est le coefficient de a, dans I'expression de @ comme combinaison Q-
linéaire de racines simples. Pour o fondamental, ces coefficients sont donnés dans
les tables de Bourbaki [4]. IIs sont donnés par la table suivante, oll sont énumérés
les diagrammes de Dynkin munis d’un sommet spécial (entouré). Chaque sommet
correspond 4 un poids fondamental w, et on I'a affecté du nombre {u, w). Les
sommets correspondant aux poids qui vérifient (1.3.6.1) sont soulignés.

TasLE 1.3.9. Dans la table, ... indique une progression arithmétique.

Apye—1 (sommet spécial en p*™ position)

do+q--- pafetad --- plp+q
s B e —
1 12
B, T, 4
12 .- 2
G _}:,_ ................................................... —==x
1 1 4172
D}'R P ———— —<
4172
. ki4
b, If_ ................................................... ik *k+2>5)
1! kf4 + 1/2
213 4/3 2 5/3 43
Eﬁ [ t (D
T3/2
1 2 sp a2 32
E-] F + . / l: (é
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REMARQUES 1.3.10. (i) Pour G simple exceptionnel, aucune représentation W ne
vérifie 1.3.2.

(ii) Pour G simple classique, sauf le cas D¥ (/ = 5), les représentations W de 1.3.2
forment un systéme fidéle de représentations de G. Pour D, on obtient seulement
une représentation fidéle d’un revétement double de G (a savoir, la composante
connexe algébrique du groupe des automorphismes d’un espace vectoriel sur H
muni d’une forme antihermitienne non dégénérée—une forme intérieure de
S0(2m)).

2. Variétés de Shimura,

2.0. Préliminaires.

2.0.1. Soient G un groupe, I" un sous-groupe et ¢: I’ — 4 un morphisme. Sup-
posons donnée une action r de 4 sur G, qui stabilise T, et telle que

(a) r(p(y)) est automorphisme intérieur int, de G;

(b) ¢ est compatible aux actions de 4, sur " par r, et sur lui-méme par automor-
phismes intérieurs: p(r(é)(1)) = ints{p(y)).

Formons le produit semi-direct G ® 4. Les conditions (a), (b) reviennent 4 dire
que I’ensemble des 7 - @(y)~! est un sous-groupe distingué, et on définit G4 comme
le quotient de G x A4 par ce sous-groupe.

On notera que les hypothéses entrainent que Z = Ker(p) est central dans G, et
que Im(p) est un sous-groupe distingué de 4. Les lignes du diagramme

0 z '— 4 » AN—-—0
(2.0.1.) I & £ I
0 Z—G Grp A= 47— 0

sont exactes, d’oll un isomorphisme

(2.0.1.2) NG _ = NG 4

et, mise en évidence, une action éldroite de G »p4 sur MG. Pour cette action, G agit
par translations a droite, et 4 par 'action & droite r—1.

Si G est un groupe topologique, que A4 est discret, et que I'action r est continue,
la groupe G *p 4, muni de la topologie quotient de celle de G x 4, est un groupe
topologique, G/Ker(p) en est un sous-groupe ouvert, et 'application (2.0.1.2) est
un homéomorphisme.

La construction 2.0.1 garde un sens dans Ja catégorie des groupes algébriques
sur un corps. Si G est un groupe réductif sur k£, on a un isomorphisme canonique
G=6 *z& Z(G) (pour Iaction triviale de Z(G) sur G).

2.0.2. Soient G un groupe algébrigue sur un corps k, et G* le quotient de G par
son centre Z. L’action par automorphismes intérieurs de G sur lui-méme (x, y) —
xyx~1: G x G — G est invariante par Z x {e} agissant par translation, donc se
factorise par une action de G* sur G. Prendre garde que I'action de y € G*(k) sur
G(k) n’est pas nécessairement un automorphisme intérieur de G(k) (la projection
de G(k) dans G*4(k) n’est pas toujours surjective). Un exemple typique est Paction
de PGL(n, k) sur SL(n, k).

De méme, lapplication “commutateur” (x, y) = xpx~ly™1: G x G - G est
invariante par Z x Z agissant par translation, et se factorise par une application
“commutateur” ( , ):G® x G4 - G.
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Tout ceci, et le fait que ces ‘“‘commutateurs™ et “automorphismes intérieurs”
vérifient les identités usuelles se voit au mieux par descente, i.e. en interprétant G
comme un faisceau en groupes sur un site convenable, et G* comme le quotient de
ce faisceau en groupes par son centre. En caractéristique 0, si on s’intéresse seule-
ment aux points de G sur des extensions de k, il suffit d’utiliser la descente galoi-
sienne—cf. 2.4.1, 2.4.2,

Variante. Pour G réductif sur k&, les groupes G et G ont méme groupe adjoint, et
les constructions précédentes pour G et G sont compatibles. En particulier, I'ap-
plication commutateur ( , ): G x G — G a une factorisation canonique

(, )26 XG—Gidx GI—G—G.

On en déduit gue le quotient de G(k) par le sous-groupe distingué pG(k) est abélien.

2.0.3. Soient k un corps global de caractéristique 0, 4 I'anneau de ses adéles, G
un groupe semi-simple sur k et N = Ker{p: G — G). Soient S un ensemble fini
de places de k, A5 'anneau des S-adéles (produit restreint étendu aux v ¢ S) et
posons s = pG(4s) N G(k) (intersection dans G(4s)). C'est le groupe des élé-
ments de G(k) qui, en toute place v ¢ S, peuvent se relever dans G(k,) (se rappeler
que p: G(A4) — G(A) est propre).

La suite exacte longue de cohomologie identifie G(k)/oG (k)  un sous-groupe de
H\(Gal(k/k), N(k)), et I's/pG(k) aux éléments localement nul, en les places v ¢ S,
de ce sous-groupe. En particulier, Is/pG(k) est contenu dans le sous-groupe
HY(Gal(k/k), N(k)) des classes dont la restriction & tout sous-groupe monogene
est triviale (argument et notations de [12]). Si Im Gal(k/k) est I'image de Galois
dans Aut N(£), on a HY(Gal(k/k), N(k)) = H'(Im Gal(kjk), N(k)) (loc. cit.); en
particulier, Is/pG(k) est fini.

PrOPOSITION 2.0.4. (i) I's ne dépend que de I'ensemble des places v € S ou le groupe
de décomposition D, = Im Gal(k/k) est non cycligue. En particulier, il ne change pas
si on gjoute & S Ies places & P'infini.

(i) Fs/pG(k) s'identifie au sous-groupe du groupe fini H'(Im Gal(k/k), N(k))

formé des classes de restriction nulle & tout sous-groupe de décomposition D, v ¢ S.
En particulier, pour S grand, on a I'sfpG(k) = HY(Im Gal(k/k), N(k)).

La restriction d"un élément de H'(Im Gal(k/k), N(k)) & un groupe de décom-
position cyclique est automatiquement nulle, d’oti (i). Pour (ii), on peut supposer
que S contient les places & I'infini. Le principe de Hasse pour G (pour des classes
venant du centre) assure alors que tous les éléments du groupe (ii) sont effective-
ment réalisés comnse classe d’obstruction.

COROLLAIRE 2.0.5. Tout sous-groupe de S-congruence assez petit de G(k) est dans
Is.

Si U est un sous-groupe de S-congruence, U/U () pG(k) est fini: Pobstruction a
relever dans G(k) meurt dans une extension galoisienne de degré et de ramification
bornées, donc est dans H(Gal, N(k)) pour Gal un quotient fini de Gal(k/k). Des
conditions de S-congruence permettent alors de passer de ce H! a I'g/pG(k), cf.
(12].

REMARQUE 2.0.6. On notera par ailleurs que si G vérifie le théoréme d’approxi-
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mation forte rel. S, tout sous—grouﬁe de S-congruence U = I'; de G(k) s’envoie
sur I5fpG(k).

CoROLLAIRE 2.0.7. Pour toute place archimédienne v, un sous-groupe de S-con-
gruence assez petit U de G(k) est dans la composante connexe topologique G(k,)*
de G(k,).

Puisque G(k,) est connexe, on a G(k,)t = pGk,) et U = ['s = I'gyin = Glk,)*
(2.0.4 et 2.0.5).

COROLLAIRE 2.0.8. Le sous-groupe G(k)pG(As) de G(Ag) est fermé, topologique-
ment isomorphe @ pG(Ag) . G(k) (i.e. pG(As) en est un sous-groupe ouvert).

C’est un sous-groupe parce que, vu 2.0.2, pG(A;) est distingué dans G(4s), avec
un quotient commutatif. Soit T > § assez grand pour que G(k) soit dense dans
G(Ay) (approximation forte). Notons kp_g le produit des k, pour ve T — 5. Pour
K un sous-groupe compact ouvert de G(4r), on a

G(k)oG(As) = G(k)p(Gk)-Gler—s) x p7'K) = Glk)(pGlkr—s) x K).

D’aprés 2.0.5, pour K assez petit, on a dans G(4r): G(k) (| K < [, d’on dans
G(ds): Gk N (pGlkr—s) x K) < s = pG(A4s). Lintersection de G(k)pG{As)
avec le sous-groupe ouvert pG(kr_g) x K est donc contenue dans pG(dy), et le
corollaire en résulte.

CoROLLAIRE 2.0.9. Si G vérifie le théoréme d'approximation forte rel. S, Padhérence
de G(k) dans G(As) est G(k) - pG(As).

2.0.10. Soit T un tore sur k et § un ensemble fini de places contenant les places
archimédiennes. Soit U = T(k) le groupe de S-unités. D’aprés un théoréme de
Chevaelly, tout sous-groupe d'indice fini de U est un sous-groupe de congruence
(voir [12] pour une démonstration élégante). Il en résulte que si 7' — T est une iso-
génie, 'image d’un sous-groupe de congruence pour 7~ est un sous-groupe de con-

gruence pour 7. B
2.0.11. Soient G réductif sur k, p: G — G4* le revétement universel de son groupe

dérivé, et Z° la composante neutre de son centre Z. Voici quelques corollaires de
2.0.10 (on suppose que 'ensemble fini S de places contient les places archimédien-

nes).

COROLLAIRE 2.0.12. Pour U d’indice fini dans le groupe des S-unités de Z(k) il
existe un sous-groupe compact ouvert K de G(As) tel que '

G(k) N (K - Gier(ds)) < Goer (k) - U.

Appliquons 2.0.10 a Pisogénie Z° — G/G¥: pour X petit, un élément y de G(k)
dans K-G%(4s) a dans (G/Gr)(k) une image petite, pour la topologie des sous-
groupes de S-congruence, donc peut se relever un petit élément z de Z(k), et y =
(yz71) -z

COROLLAIRE 2.0.13. Le produit d'un sous-groupe de congruence de G et d'un
sous-groupe d’indice fini du groupe des S-unités de Z%k) est un sous-groupe de S-
congruence de G(k).
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COROLLAIRE 2.0.14. Tout sous-groupe de S-congruence assez petit de G(k) est
contenu dans la composante neutre topologique G(R)* de G(R).

Appliquer 2.0.13, 2.0.7 & G4, et 2.0.10 & Z0.

2.0.15. On sait que G¥*(k)oG(A) est ouvert dans G(k)pG(A) (car image inverse
de {e} < le sous-groupe discret G/G(k) de (G/G*)(A)). D’aprés 2.0.8, G(k)oG(4)
est donc un sous-groupe fermé de G(A). On pose

(2.0.15.1) #(G) = G(A) GG (A).

L’existence de commutateurs 2.0.2 montre que ’action de G*(k) sur #z(G), déduite
de laction 2.0.2 de G* sur G, est triviale.

2.1, Variétés de Shimura.

2.1.1. Soient G un groupe réductif, défini sur @, et X une classe de G(R)-conjugai-
son de morphismes de groupes algébriques réels de S dans Gg. On suppose vérifiés
les axiomes suivant (les notations sont celles de 1.1.1 et 1.1.11):

(2.1.1.1) Pour /1 € X, Lie(Gy) est de type {(— 1, 1), (0, 0). (1, — 1)}

(2.1.1.2) L’involution int /(i) est une involution de Cartan du groupe adjoint
Gy

(2.1.1.3) Le groupe adjoint n’admet pas de facteur G’ défini sur @ sur lequel la
projection de h soit triviale.

L’axiome 2.1.1 assure que le morphisme w, (h € X) est 4 valeurs dans le centre de
G, donc est indépendant de /. On le note wy, ou simplement w. Quelques simpli-
fications apparaissent lorsqu’on suppose que:

(2.1.1.4) Le morphisme w : G,, —+ Ggest défini sur @.

(2.1.1.5) int A({) est une involution de Cartan du groupe (GIW(G )

Draprés 1.1.14(i), X admet une unique structure complexe telle que, pour toute
représentation ¥ de G, la filtration de Hodge F, de V' varie holomorphiquement
avec h. Pour cette structure complexe, les composantes connexes de X sont des
domaines hermitiens symétriques. La preuve de 1.1.17 montre aussi que si Pon
décompose G en facteurs simples, & se projette trivialement sur les facteurs com-
pacts, et que chaque composante connexe de X est le produit d’espaces hermitiens
symétriques correspondant aux facteurs non compacts. L’axiome 2.1.1.3 peut en-
core s’exprimer en disant que G* (resp. G, cela revient au méme) n'a pas de facteur
G’ (défini sur Q) tel que G'(R) soit compact, et le théoréme d’approximation forte
assure que G(Q) est dense dans G(4/).

2.1.2. Les variétés de Shimura xM,(G, X)—ou simplement xMc—sont les quo-
tients x MG, X) = G(O\X x (G(4/)/K) pour K un sous-groupe compact ouvert
de G(A/). D’aprés 1.2.7, et avec les notations de 0.3, 1’action de G(R) sur X fait de
zo(X) un espace principal homogéne sous G(R)/G(R)},. Puisque G(Q) est dense
dans G(R) (théoréme d’approximation réel), on a G(Q)/G(Q)+ = G(R)/G(R),, et,si
X+ est une composante connexe de X, ona

kMG, X) = G@),\X x (G(4))/K).

Ce quotient est la somme disjointe, indexée par Pensemble fini G(Q),\G(A4f)/K de
doubles classes, des quotients I\ X" du domaine hermitien symétrique X+ par les
images I, = G*R)* des sous-groupes [}, = gkg™' | G(Q); de G(Q).. Les [}
sont des groupes arithmétiques, d’ol une structure d’espace analytique sur [\X*.
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L’article [2] fournit une structure naturelle de variété algébrique quasi-projective
sur ces quotients, donc sur xM(G, X). Si I'; est sans torsion (tel est le cas pour K
assez petit); il résulte de [3] que cette structure est unique. Plus précisément, pour
tout schéma réduit Z, un morphisme analytique de Z dans [,\X'* est automatique-
ment algébrique.

2.1.3.0na

o kM = GQ\mo(X) x (G(4)/K) = GIONG(N/G(R), x K = GO \G(A)/K.
Puisque G(A")/K est discret, on peut remplacer G(@), par son adhérence dans
G(A’). La connexité de G(R) assure que pG(Q)  G(Q),. Par le théoréme d’approxi-
mation forte pour G, pG(Q) est dense dans pG(A!), et G(Q)z > pG(A’). Dés lors,
o kMc = G(Q)pG(ANG(A)/K

= G(4NfeG(4') - G(Q); - K = G(4)/G(Q). - K,
puisque pG(A’) est un sous-groupe distingué, avec un quotient abélien. De méme,
posant #w(G) = mgn(G)/mgG(R),., on a
Ty kM = G(A)/pG(4) - G(Q) - G(R), x K

= z(G)/G(R), x K = 7n(G)/K.

(2.1.3.1)

(2.1.3.2)

En particulier, my x M, ne dépend que de 'image de K dans G(A)/pG(A).

2.1.4. Pour K variable (de plus en plus petit), les x M, forment un systéme pro-
jectif. Il est muni d’'une action & droite de G(A4/):un systéme d’isomorphismes
g: kMg > g1, Me. 1l est commode de considérer plutét le schéma My (G, X)
—ou simplement M —limite projective des xM,. La limite projective existe parce
que les morphismes de transition sont finis. Ce schéma est muni d’une action
a droite de G(A7), et il redonne les y M. x My = MK

Nous nous proposons de déterminer M, et sa décomposition en composantes
connexes,

DerINITION 2.1.5. Fixons une composante connexe X* de X. La composante
neutre M2 de Mg est la composante connexe qui contient l'image de X+ x {e}
X x G(A1).

DEFINITION 2.1.6. Soient Gy un groupe adjoint sur Q, sans facteur Gy défini sur @
tel que Gi(R) soit compact et G, un revétement de G,. La topologie t(G,) sur Go(Q)
est celle admettant pour sysiéme fondamental de voisinages de I'origine les images des
Sous-groupes de congruence de G,(Q).

Nous noterons * (rel. G,), ou simplement #, la complétion pour cette topologie.
Soit p : Gy » G, I'application naturelle, notons — I'adhérence dans G,(4/), et
posons I = pGy(A) | Gi(Q). Puisque Gy(R) est connexe, /' < Gi(Q)*. On a
{2.0.9,2.0.14)

(2.1.6.1) G@)\(rel. Gy) = Gi(Q) *¢ 10y Go(Q) = pG( A7) %, Go(Q),
(2.1.6.2) Go(@)t/(rel. G)) = G\(Q)F #6,q), GQ)' = pGo( A7) »r Go(Q)*.

PropPoSITION 2.1.7. La composante neutre M3 est la limite projective des quotients
I\X+, pour ' un sous-groupe arithmétique de G*4(Q)", ouvert pour la topologie
7(Geer).
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D’aprés 2.1.2, c’est la limite des /X9, pour ['I'image d’un sous-groupe de con-
gruence de G(Q),. Le Corollaire 2.0.13 permet de remplacer G par G&-.

2.1.8. La projection de G dans G* induit un isomorphisme de X avec une classe
de G(R)*-conjugaison de morphismes de S dans Gy et, daprés 2.1.7, MYG, X)
ne dépend que de G*4, G¥ et de cette classe. Formalisons cette remarque. Soient
G un groupe adjoint, X+ une classe de G(R)*-conjugaison de morphismes de S dans
G(R) qui vérifie (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) et G, un revétement de G. Les variétés con-
nexes de Shimura (rel. G, G, X*) sont les quotients [N\ X*, pour /" un sous-groupe
arithmétique de G(@)*, ouvert pour la topologie 7(G;). On note M¥G, G, &1
leur limite projective, pour I’ de plus en plus petit. On notera que I’action par
transport de structure de G(Q)* sur MYG, G;, X*) se prolonge par continuité en
une action du complété G(@Y™ (rel. G)).

Avec les notations de 2.1.7, et I'identification ci-dessus de X+ avec une classe de
G(R)*-conjugaison de morphismes de S dans G, ona

MG, X) = MYG™, G, X+).

2.1.9. Soient Z le centre de G, et Z(Q)~ I'adhérence de Z(Q) dans Z(A/). D’apres
Chevalley (2.0.10), c’est le complété de Z(@Q) pour la topologie des sous-groupes
d’indice fini du groupe des unités; il recoit isomorphiquement adhérence de Z(Q)
dans 7o Z(R) x Z(A).

Pour K = G(Af) compact ouvert, on a Z(@) - K = Z(Q)™ - K (dans Z(4/)), et

Mo = G x (GANIK) = ZEIN\X < (6(4)/2@)-K)

_ G(@) -
- Z_(QT\X x (G(ANZ(Q)~ - K).

L’action de G(Q)/Z(Q) sur X x {G(A4"){Z(Q)") est propre. Ceci permet le pas-
sage 4 la limite sur X:

ProposITION 2.1.10. On a

MAG, X) = %\x x (G(ANZ(@Y).

COROLLAIRE 2.1.11. Si les conditions 2.1.4 et 2.1.5 sont vérifiées, on a MG, X) =
G(ONX x G(AT).

Dans ce cas, Z(Q) est discret-dans Z(4/) et Z(Q)~ = Z(Q)-
COROLLAIRE 2.1.12. L’action @ droite de G(A') se factorise par G(ANZ(Q) .

2.1.13. Soient G*4(R), 'image de G(R) dans G*{(R), et GH{0), = GO N
G*(R),. L’action 2.0.2 de G* sur G induit une action (2 gauche) de G*4(Q), sur le
systéme des oM,

lnt(T) KMC —_ rKr'iMC:

et 4 la limite sur M,. Pour y € G*(Q)*, cette action stabilise la composante neutre
(donc toutes les composantes, cf. ci-aprés) et y induit I'action 2.1.6.
Convertissons cette action en une action 2 droite, notée -7. Si y est I'image de
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de G(0Q), l'action -y coincide avec I'action de §, vu comme élément de G(4/): pour
ue Myimage de (x, g) € X x G(A), u- 7 est image de

(y~'(x), int;}(g)) = (671(x), 67128) ~ (x, £d) mod G(Q) & gauche.
Au total, nous obtenons ainsi une action a droite sur M, du groupe

eLsn  FEL wane GUOL = Gl ¢ covzo CUO

ProrosiTiON 2.1.14. L’action a droite de G(Af) sur wyM, fait de moM, un espace
principal homogéne sous son guotient abélien G(ANG(Q); = For(G).

Cela résulte aussitét par passage & la limite des formules 2.1.3.

2.1.15. Puisque G*4Q) agit trivialement sur z(G) (2.0.15), et que G*Q)* sta-
bilise au moins une composante connexe (2.1.13), le groupe G*4(Q)* les stabilise
toutes. Pour I'action 2.1.13 du groupe (2.1.13.1) sur M., le stabilisateur de chaque
composante connexe est donc

(2.1.15.1) % *o@srz@ TUQY = 2013 GUQ)Arel. G*).

Résumé 2.1.16. Le groupe G(AN[Z(0) *ciqizi) C*HQ) agit & droite sur M.
L’ensemble profini mgM_ est un espace principal homogéne sous I'action du quotient
abélien G(A{G(Q)T = Ton(G) de ce groupe par adhérence de G*(Q)*. Cette ad-
hérence est le complété de G*(QY pour la topologie des images des sous-groupes de
congruence de G¥(Q). L'action de ce complété sur la composante neutre, une fois
convertie en une action 4 gauche, est laction 2.1.8.

2.2, Modéles canoniques.

2.2.1. Soient G et X comme en 2.1.1. Pour /s € X, le morphisme g, (1.1.1, com-
plété par 1.1.11) est un morphisme sur € de groupes algébriques définis sur Q:
tnt G = Ge. Le corps dual (= reflex field) E(G, X) « Cde (G, X)est le corps de
définition de sa classe de conjugaison. Si X+ est une composante connexe de X, on
le notera parfois £(G, X).

Soient (G, X') et (G, X”) comme en 2.1.1. Si un morphisme f: G' - G”
envoie X' dans X", ona E(G', X") = E(G", X").

2.2.2. Soient T un tore, E un corps de nombres, et x un morphisme, défini sur
E, de G,, dans Tg. Le groupe £*, vu comme groupe algébrique sur @, est la restric-
tion des scalaires 4 la Weil Rz4(G,). Appliquant.Rgq 4 u, on obtient Rg,q(y):
E* o 4 RE/QTE'

On dispose aussi du morphisme norme Ngg @ RgoTe — T (sur les points ra-
tionnels, c’est la norme, 7(E) — T()). Dol par composition un morphisme
Ngo Rp(p) 1 E* — T. Nous le noterons simplement NRg(u), ou méme NR(p).
Si £’ est une extension de E, 4 est encore défini sur E’, et

(2.2.2.1) NREf(JU) = N.RE(#) ] NE'/E‘

2.2.3. Soient en particulier T un tore, 1 : § - Tpet X = {h}. Si E < C contient
E(T, X), le morphisme g, est défini sur E, d’olt un morphisme NR(y,) : E* — T.
Passant aux points adéliques modulo les points rationnels, on en déduit un homo-
morphisme du groupe des classes d’idéles C(E) de E dans T(Q)/T(A), et, par pas-
sage aux ensembles de composantes connexes, un morphisme
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ToNR(pzy) : mgC(E) = wo(T(Q)/T(A)).

La théorie du corps de classe global identifie z,C(E) au groupe de Galois rendu
abélien de E.

Le groupe =o{T(@N\T(A)) est un groupe profini, limite projective des
groupes finis T(O\T(4)/T(R)* x K pour K compact ouvert dans T(A4/). Clest
woT(R) % T(ANT(Q)~. Les variétés de Shimura xM (T, X) sont les ensembles
finis T(O\{#} x T(4)/K = T(Q\T(4/)/K. Leur limite projective T(47)/T(Q),
calculée en 2.1.10 est le quotient de zo( T(QNT(A4)) par moT(R).

Nous appellerons morphisme de réciprocité le morphisme rg(T, X): GalQ/Ey®
- T(AN|T(Q)~ inverse du composé de I'isomorphisme de la théorie du corps de
classe global (0.8), de moNR(u,) et de la projection de 7o T(4)/T(@) sur T(4/)/T(Q)~.
It définit une action rg de Gal(@/E)® sur les x M(T, X) : ¢ ~ la translation a droite
par rg(T, X) (o).

Le cas universel (en E) est celui ot £ = E(T, X): il résulte de (2.2.2.1) que l'ac-
tion rg de Gal(@/E) est la restriction 3 Gal@/E) = Gal(Q/E(T, X)) de reqr,x-

2.2.4. Soient G et X comme en 2.1.1. Un point A€ X est dit spécial, ou de type
CM, si h: § — G(R) se factorise par un tore T = G défini sur @, On notera que si
T est un tel tore, l'involution de Cartan int A(7) est triviale sur I'image de T(R) dans
le groupe adjoint, et que cette image est donc compacte. Le corps E(T, {#}) ne dé-
pend que de /4. C'est le corps dual E(h) de h.

Nous transporterons cette terminologie aux points de x Mo(G, X) et de M (G, X):
pour x € ¢ MJG, X) (resp. MG, X)), classe de (s, g)e X x G(4'), la classe de
G(Q)-conjugaison de 4 ne dépend que de x. Nous dirons que x est spécial si h T'est,
que E(h) est le corps dual E(x) de x, et que la classe de G(Q)-conjugaison de / est
le type de x.

Sur 'ensemble des points spéciaux de x MG, X) (resp. de M (G, X )) de type
donné, correspondant a4 un corps dual E, nous allons définir une action r
de Gal(@/E). Soient donc xe xM(G, X) (resp. MAG, X)), classe de {h, g)e
X x G(47), T G un tore défini sur @ par lequel se factorise 4, g € Gal(Q/E),
et #(¢) un représentant dans 7(A/) de rg(T, {h})}o) € T(A){T(Q)". On pose r(o)x =
classe de (i1, (c)g). Le lecteur vérifiera que ceite classe ne dépend que de x et de g.
L’action ainsi définie commute a P’action & droite de G(A/) sur MG, X).

2.2.5. Un modeéle canonique M(G, X) de M(G, X) est une forme sur E(G, X) de
MG, X), muni de I'action a droite de G{(4/), telle que

() les points spéciaux sont algébriques;

(b) sur 'ensemble des points spéciaux de type 7 donné, correspondant a un corps
dual E(7), le groupe de Galois Gal(Q/E(z)) Gal(@/E(G, X)} agit par Paction
2.24.

Par “forme” nous entendons: un schéma M sur £(G, X), muni d’une action 4
droite de G(A/), et d’un isomorphisme équivariant M @g,x) C = MG, X).

Soit £ < € un corps de nombres qui contient E(G, X). Un modeéle faiblement
canonique de MG, X) sur E est une forme sur E de MG, X ), muni de Faction 4
droite de G(4/), qui vérifie (a) et

(b*) méme condition que (b), avec Gal(Q/E(r)) remplacé par Gal(Q/E(D) N
Gal(@/E).

2.2.6. Dans [8, 5.4, 5.5, nous inspirant de méthodes de Shimura, nous avons
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montré que My(G, X) admet au plus un modeéle faiblement canonique sur E (pour
E(G, X) € E = C), et que, lorsqu’il existe, il est fonctoriel en {G, X).

2.3, Construction de modéles canoniques.

Dans ce numéro, nous déterminons des cas ou s'applique le critére suivant,
démontré dans [5, 4.21, 5.7], pour construire des modéles canoniques.

Critére 2.3.1. Soient (G, X'y comme en 2.1.1, V un espace vectoriel rationnel, muni
d'une forme alternée non dégénérée ¥, et S* le double demi-espace de Siegel cor-
respondant (cf. 1.3.1). S'il existe un plongement G o CSp(V), qui envoie X dans
S*, alors MG, X) admet un modéle canonigue M(G, X).

ProposiTION 2.3.2. Soient (G, X) comme en 2.1.1, w = w, (he X) et (V, p) une
représentation fidéle de type {(—1,0), (0, — 1)} de G. Si int k(i) est une involution
de Cartan de Gp/W(G,,), il existe une forme alternée ¥ sur V, telle que p induise
(G, X) o (CSp(V), S%).

Par hypothése, la représentation fidéle ¥ est homogéne de poids — 1. Le poids
w est donc défini sur @, et on prend pour ¥ une forme de polarisation comme en
1.1.18(b).

COROLLAIRE 2.3.3. Sojent (G, X) commeen 2.1.1, w = w, (he X), et (V, p) une
représentation fidéle de type {(— 1, 0), (0, — 1)} de G. Si le centre Z° de G se déploye
sur un corps de type CM, il existe un sous-groupe G, de G, de méme groupe dérivé er
par lequel se factorise X, et une forme alternée U sur V, telle que p induise (G, X) &
(CSp(V), 52)).

L’hypothése sur Z0 revient a dire que le plus grand sous-tore compact de Z3
est défini sur @. On prend &, engendré par le groupe dérivé, ce tore, et I'image de
w, et on applique 2.3.2.

2.3.4. Soit (G, X) comme en 2.1.1, avec G @-simple adjoint. L’axiome (2.1.1.2)
assure que Gy, est forme intérieure de sa forme compacte. Exploitons ce fait.

{a) Les composantes simples de G sont absolument simples. Si on écrit G comme
obtenu par restriction des scalaires a la Weil: G = Rp,Gs avec G* absolument
simple sur F, cela signifie que F est totalement réel. Posons les notations: f =
I’ensemble des plongements réels de F, et, pour ve I, G, = G°®p,, R, D, = dia-
gramme de Dynkin de G,¢. On a G = [[G,, G, = [[G,¢, et le diagramme de
Dynkin D de G, est 1a somme disjointe des D,. Le groupe de Galois Gal(@/Q)
agit sur D et I, de fagon compatible 2 la projection de D sur 1.

{b) La conjugaison complexe agit sur D par I'involution d’opposition. Celle-ci
est centrale dans Aut(D). Dés lors, Gal(Q/Q) agit sur D via une action fidéle de
Gal(K,/Q), avec K totalement réel si involution d’opposition est triviale, quad-
ratique totalement imaginaire sur un corps totalement réel sinon.

2.3.5. On a X = [[X,, pour X, une classe de G,(R)-conjugaison de morphismes
de S dans G,. Pour G, compact, X, est trivial. Pour G, noncompact, X, est décrit
par un sommet 5, du diagramme de Dynkin D, de G, (1.2.6).

Quelques notations: f, = 'ensemble des ve I tels que G, soit compact, [, =
I-1,D, (resp. D,) = la réuniondes D,pourve I, (resp. ve I,,), G. (resp. G,,.) =
le produit des G, pour ve I (resp. ve I,); de méme pour les revétements univer-
sels; enfin, J(X) = 'ensemble des s, pour v € [,.. La définition 2.2.1 donne:
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ProrosiTION 2.3.6. Le corps dual de (G, X) est le sous-corps de Kp fixé par le
sous-groupe de Gal(Kp/Q) qui stabilise J(X).

2.3.7. Supposons qu'il existe un diagramme
(23.7.1) (G, X) — (Gy, X)) & (CSp(¥), §%).

Le revétement univeisel G de G se reléve dans Gy, ce qui permet de restreindre la
représentation ¥ 4 G. Le quotient de G qui agit fidélement est par hypothése le
groupe dérivé de G,. Appliquons 1.3.2, 1.3.8 au diagramme

(G,er X) —— (Ker(Gz — G, X}) — (CSp(F), S1).

On trouve que les composantes irréductibles non triviales de la représentation Vg
de G, se factorisent par 'un des G, (ve I,,), et que leur poids dominant est
fondamental, de 'un des types permis par la Table 1.3.9. L’ensemble des poids
dominants des composantes irréductibles de la représentation ¥, de G, est stable
par Gal(@/Q). Puisque Gal{Q/Q) agit transitivement sur 7, et que I,. # @, on
trouve que

(a) Toute composante irréductible Wde V, est de la forme ®),r W,, avec W,
une représentation fondamentale de G, (ve T < [), correspondant & un sommet
7(v) de D,. Nous noterons s°( V) I’ensemble des t(T) = D pour W < ¥ irréducti-
ble,

(b) Si Se &(V), S D,. est vide ou réduit & un seul point ss€ D, (ve I,.),et,
dans la Table £.3.9 pour (D,, 5,), 55 est I'un des sommets soulignés.

(c) & est stable par Gal(@/@). Ona & ¢ {@}.

Siun ensemble de parties & de D vérifie (b) et (c), nous noterons G(%); le
quotient de G, qui agit fidélement dans la représentation correspondante de G.
La condition (c) assure qu’il est défini sur @. Le cas le plus intéressant est celui ot

{(d) & est formé de parties 4 un élément.

Si & vérifie (b), {c), 'ensemble &’ des {s} pour s S e & vérifie (b), (c}, (d), et
G(%") domine G(&).

Dans la table ci-dessous—déduite de 1.3.9—nous donnons

La liste des cas oli il existe 5 vérifiant (b), (c). D’aprés 1.3.10, ce ne peut étre le
cas que si G est de 'un des types A, B, C, D, et ces types seront successivement
passés en revue.

L’ensemble & vérifiant (b), (c), (d) maximal, et le groupe G(%) correspondant
(il domine tous les G(&), pour & vérifiant (b), (c)).

TaBLE 2.3.8. :

Types A, B, C. Le seul & vérifiant (b), (c), (d) est 'ensemble des {s}, pour s une
extrémité—correspondant 4 une racine courte pour les types B, C—d’un dia-
gramme D, (v € I). Le revétement G(&°) est le revétement universel.

Type D, (I Z 5). Pour qu’il existe & vérifiant (b), (c), il faut et il suffit que les
(G,, X,) (ve I,) soient ou bien tous de type D¥, ou bien tous de type Dff. Dis-
tinguons ces cas :

Sous-cas Df. Le & vérifiant (b), (¢}, (d) maxima! est 'ensemble des {s} pour s
a Pextrémité “droite” d’un D,. Le revétement G(&) est le revétement universel.

Sous-cas DZ. L’unique & vérifiant (b), (c), (d) est I'ensemble des {s} pour s
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Pextrémité “gauche” d’un D,. Le revétement G(5) de G est de la forme RF,,;,@*,
pour G* le revétement double de G forme de SO(2)), cf. 1.3.10.

Type Dy. Remplagons &, vérifiant (d), par S = {s|{s}e%}. La condition (b)
sur & devient: S est contenu dans 'ensemble E des extrémités de D, et S
2(X)= @. Pour la définition de Z(X)voir 2.3.5. La partie de E stable par Gal(Q/Q)
maximale pour cette propriété est le complément de Gal{@/Q) - Z( X). Elle rencontre
chaque D, en 0, 1 ou 2 points. Dans le premier cas, il n’existe pas & vérifiant (b),
(c). Dans le second (resp. 3&), elle (resp. son complément) est 'image d’une section
7 de X — [, invariante par Galois ; 7([} est disjoint de (resp. contient) Z(X). Ap-
pelant z(v) le sommet “gauche” de D,, on retrouve la situation de D,(/ < 5) :

Sous-cas DF. 1l existe une section v de X — [ avec t(J) o 3(X). Cette section est
alors unique, et la situation est la méme qu'en D}, | = 5.

Sous-cas D¥. On donne une section 7 de X — F avec z(I) [} Z(X) = . Sion
n’est pas dans le cas D¥, cette section est unique, et Punique & vérifiant (b), (c), (d)
est I’ensemble des {s} pour s I'extrémité “gauche” d’un D,. Le revétement G(&)
de G est de la forme Rp,Gs, pour G* un revétement double de G* qui se décrit en
terme de 7.

Pour la suite de ce travail, il nous sera commode de redéfinir le cas D comme
excluant Df. Avec cette terminologie, il existe & vérifiant (b), (c) si et seulement si
(G, X) est de U'un des types A, B, C, DE, D¥ et, sauf pour le type D7, il existe &
vérifiant (b), (c), (d) tel que G(&) soit le revétement universel de G.

2.3.9. Nous aurons a considérer des extensions quadratigues totalement imagi-
naires K de F, munies d’un ensemble T de plongements complexes: un au-dessus
de chaque plongement réel ve I.. Un tel T définit une structure de Hodge Ar :
8§ — K} sur K(considéré comme un espace vectoriel rationnel, et sur lequel K* agit
par multiplication): si J est Pensemble des plongements complexes de K, on a
K @ C = €/, et on définit s en exigeant gue le facteur d'indice ¢ & J soit de type
(-1,0) pour ¢eT, (0, —1) pourde T, et (0, 0) si ¢ est au-dessus de I,.. Le
résultat principal de ce numéro est la

ProrosiTiON 2.3.10. Soit (G, X) comme en 2.1.1, avec G Q-simple adjoint, et de
f'un des types A, B, C, D®, D®, Pour toute extension quadratique totalement imagi-
naire K de F, munie de T comme en 2.3.9, il existe un diagramme

(G, X) — (G1. X)) —— (CSp(V), §*)

pour lequel

(1) E(G,, X)) est fe composé de F(G, X'} et de E(K*, hy).

(ii) Le groupe dérivé G, est simplement connexe pour G de type A, B, C, DF, et
le revétement de G décrit en 2.3.8 pour le type DY,

Soit § le plus grand ensemble de sommets du diagramme de Dynkin D de G¢
tel que {{s}|se S} vérifie 2.3.7(b), (c). Nous I’avons déterminé en 2.3.8. Le groupe
de Galois Gal(Q/Q) agit sur S, et on peut identifier § 4 Hom(Kj, C), pour K5 un
produit convenable d’extension de @, isomorphes 4 des sous-corps de K puisque
Gal(Q/Kp) agit trivialement sur D, donc sur S. En particulier, K est un produit
de corps totalement réels ou CM. A la projection S — [ correspond un morphisme
F— Ks.

Pour s € S, soit V(s) la représentation complexe de G de poids dominant le
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poids fondamental correspondant 4 s. La classe d’isomorphie de la représentation
P V(s) est définie sur @. Ceci ne suffit pas 4 ce qu’on puisse la définir sur @ ; 'obstruc-
tion est dans un groupe de Brauer convenable. Toutefois, un multiple de cette
représentation peut toujours étre défini sur Q. Soit donc V une représentation de
G sur Q, avec ¥, ~ @ F(s)", pour n convenable. Nous noterons ¥, 'unique facteur
de ¥, isomorphe & V(s)". Ces facteurs sont permutés par Gal(@/Q) de fagon com-
patible & 'action de Gal(Q/Q) sur S, et la décomposition Vg ~ @ V, correspond
donc 4 une structure de Kg-module sur V: sur V,, K agit par multiplication par
homomorphisme correspondant de K dans C.

Notons G’ le quotient de G qui agit fidélement sur ¥. C’est le revéiement de G
considéré en (ii).

Soit A € X, et relevons 4 en un morphisme fractionnaire (1.3.4) de S dans Gy.
On en déduit une structure de Hodge fractionnaire sur V, de poids 0. Soit s §,
et v son image dans . Le type de la décomposition de ¥ est donné par la Table
1.3.9:

{a)sive I, V,estdetype(0,0);

(bysivel,, V,est de type {(r, —r),(r — 1, 1 — r)} ol1 r est donné par 1.3.9:
c’est le nombre qui affecte le sommet s de D,, muni du sommet spécial qui définit
X,.

On définit une structure de Hodge 4, de V, en gardant ¥, de type (0, 0) pour
ve I,, et, pour v € I,., en renommant la partie de type (r, —r) (resp. (r — 1,1 — r))
de ¥, comme étant de type (0, — 1) (resp. (—1, 0)}. Si G; est le sous-groupe algébri-
que de GL(¥) engendré par G' et KZ, la structure de Hodge 4 est un morphisme
S = G, Notant X; sa classe de Go(R)-conjugaison, on dispose de (Gy, X2) —
(G, X), et E(Gy, X3) = E(G, X).

Munissons K @z V de la structure de Hodge h produit tensoriel de celle de V
etdecellede K(239).0na (K @ V)R R = B /(K Qr, R) ®p (V @, R).
Cette décomposition est compatible a la structure de Hodge, et sur le facteur cor-
respondant 4 ve I, (resp, ve I,.), 1a structure de Hodge est le produit tensoriel
d’une structure de type {{—1, 0}, (0, — 1)} sur X @, R (resp. V ®,, R) par une
de type {(0, 0)} sur ¥ ®p,, R (resp. K ®p,, R). Au total, hy est de type {(—1, 0),
(0, —1}}. Si G; est le sous-groupe algébrique de GL(K ®p V) engendré par K*
et Gy, la structure de Hodge A3 est un morphisme § — Gy

Si X; est la clasgse de conjugaison de /3, on dispose de (Gs, X3) — (G, X). Le
groupe dérivé de G; est G, et E(Gs, X3) est le composé de E(G,, X») = E(G, X)
et de E(K*, h7). Pour obtenir (G, X)) cherché, il ne reste plus qu’a appliquer 2.3.3
a (G, X3) et 4 sa représentation linéaire fidéle K ® V.

ReMARQUE 2.3.11. La construction donnée se généralise pour fournir un dia-
gramme (2.3.7.1) oh (V) est n'imporie quel ensemble de parties de D vérifiant
2.3.7(b), (c). En gros :

(a) si & vérifie 2.3.7(b), (), on définit K, par Hom(Ky, C} = &, on construit
une représentation ¥ de G telle que (V) =, et la décomposition ¥V, = @ Vs
{S e %) fournit sur ¥ une structure de K,-module;

{b) la structure de Hodge fractionnaire de Vs est de type (0, 0) pour S au-dessus
de I, de type {{r, —r), (r — 1, 1 — r)} avec r décrit—comme ci-dessus—par le
point de S au-dessus de 7, sinon;

(¢) on convertit {(r, —r), (r — 1,1 — r)} en {(0, — 1), (I, 0)} comme plus haut;
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(d) pour convertir le {0, 0) en {(—1, 0), (0, — 1)}, on tensorise V, sur K,,, avec
K, de type CM muni d’une structure de Hodge convenable /.

Par cette méthode, on obtient pour (G;, X;) un groupe dérivé G(&), et un corps
dual composé de E(G, X) et E(K_*, h). Noter que, méme pour & vérifiant (b), {c),
(d), la conversion indiquée de (0, 0) =st plus générale que celle de 2.3.10.

REMARQUE 2.3.12. Pour les types A, avec 3(X) fixe par I'involution d’opposition,
B, C et DE, le corps dual E(G, X) est le sous-corps (totalement réel) de K, fixe par
le sous-groupe de Gal(K/Q) qui siabilise I,. Si [, = @, c’est Q. Si I, (resp. I,,)) est
réduit a un élément v, c’est v(F). Les E(K, h;) sont des extensions de E(G, X).

REMARQUE 2.3.13. Pour ces types, et DZ, les V, de 2.3.10, pour ve I, sont de
type {(—1, 1), (3, —3)}. Ceci permet, dans 2.3.10, de remplacer G, par le sous-
groupe de GL(V)engendré par F*et . Si I, = @, on peut méme le remplacer par
le sous-groupe de GL(¥) engendré par Q* et G, et le critére 2.3.2 s’applique direc-
tement 4 ce groupe, d’oli (G, X|) avec E(G|, X;) = E(G, X) (= Q hors le cas D¥).

2.4, Lois de réciprocité: préliminaires.

Les constructions de ce numéro nous permettrons, au numéro 2.6, de calculer la
loi de réciprocité des modéles canoniques, i.e. 'action du groupe de Galois sur
Fensemble des composantes connexes géométriques.

Bien qu’elles s’expriment mieux dans le langage de la descente fppf, nous les
avons exprimées dans celui de la descente galoisienne, le croyant plus familier aux
non-géometres. Ceci expose 4 quelques redites et inconséquences, et introduit des
hypothéses parasites de séparabilité ou de caractéristique 0.

Soit & un groupe réductif sur un corps global k. Avec la notation de 2.0.15,
notre but est de construire des morphismes canoniques des deux types suivant.

a. Pour &’ une extension finie (qu’on supposera séparable) de k, et G' déduit de
G par extension des scalaires 4 k’, un morphisme norme

(2.4.0.1) Nk'/k: E(G') —_— TZ.'(G).

b. Pour T un tore, et M une classe de conjugaison, définie sur &, de morphisms
de T dans G, un morphisme

(2.40.2) gy - 7(T) — n(G).

Si me M(k), gu sera le morphisme g, induit par m; la difficulté est de montrer
que ce morphisme ne dépend pas du choix de m, et de construire g, méme si M
n’a pas de représentant défini sur k.

Les propriétés de fonctorialité de ces morphismes seront évidentes sur leur
définition.

2.4.1. Nous utiliserons systématiquement le langage des torseurs (que je préfére
a celui des cocycles), et celui de la descente galoisienne, sous la forme que lui a
donnée Grothendieck (cf. SGA 1, ou SGA 43 Arcata]).

Descente galoisienne: Soit K une extension séparable finie d’un corps k. Pour
construire un objet X sur k (par exemple un torseur), il suffit de construire (a)
pour toute extension séparable k' de k, telle qu’il existe un morphisme de k-algébre
de K dans k', un objet X, sur &’; (b) pour k" une extension de k', un isomorphisme
Yot X @ k" = X,; et de vérifier (c) une compatibilité gy = Yurrw-

En pratique, cela signifie que pour construire X, on peut supposer l'existence
d’objets auxiliaires qui n’existent que sur une extension séparable K de k—a charge
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de montrer le X construit ne dépend pas—3a isomorphisme unique prés—du choix
d’un tel objet auxiliaire.

REMARQUE 1. La descente galoisienne est un cas particulier de la localisation en
topologie étale; une construction comme en (a), (b), (c) ci-dessus sera souvent
introduite par I’adverbe “localement™.

ExeMPLE 2.4.2. Expliquons le relévement canonique utilisé en 2.0.2 de I'applica-
tion commutateur. L'usage de la descente galoisienne—plutdt que fppf—nous
oblige A supposer que la projection de G sur G est lisse, et a ne considérer que
(,):GH(k) x G*(k)y - G(k), plutdt que le morphisme G* x G* — G. Si xy,
X, € G*(k), on peut, localement, écrire x; = p(%;)z; avec z; dans le centre de G.
L’élément % est unique, & multiplication par un élément du centre de G prés. Le
commutateur de %, et %; ne dépend pas de I'arbitraire dans le choix des %;, et on
pose (xl, xz) = J‘Elfz.?-(i_lfz_l.

2.4.3. Pour G un groupe algébrique sur un corps k, un G-forseur est un schéma
P sur k, muni d’une action a droite de G qui en fasse un espace principal homogéne.
Le G-torseur frivial G, est G muni de I'action de G par translations a droite. On
identifie les points x € P(k) aux trivialisations de P (isomorphismes ¢: G, = P)
par ¢(g) = xg.

Si f: G; — Gy est un morphisme, et P un Gj-torseur, il existe un Gp-torseur AP
muni de f: P — f(P) vérifiant f(pg) = f(p)f(g), et il est unique & isomorphisme
unique prés. Nous nous intéresserons a la catégorie (G — G3] des Gy-torseurs P
munis d’une trivialisation de f(P). Pour morphismes, on prend les isomorphismes
de G,-torseurs, compatibles & la Gy-trivialisation. On note HYG; — G3) le groupe
des automorphismes de (Gy,, €) (c’est Ker(Gy(k) = G(k))) et HNG, — G3) l'en-
semble (pointé par (G, €)) des classes disomorphie d’objets.

Chaque x € Gy(k) définit un objet [x] de [G) — G} : le Gy-forseur trivial Gy,
muni de la trivialisation x de f{G,;) = Gz4 Quand cela ne préte pas & confusion,
nous le noterons simplement x. L’ensemble des morphismes de [x] dans [y] s’iden-
tifie 3 {g e Gi(k)|f(g)x = y}: a g, associer u — gu: Gz — Gys. Un objet est de
la forme [x) si et seulement si, en tant que G;-torseur, il est trivial—d’oll une
suite exacte

1 HYG, Gp) — Gy(k) Gy(k)

(2.4.3.1)
— HYG, — Gy} —= HY(G)) — HY G

(ceci ne décrit pas 'image inverse de p e H'(G)) : pour la décrire, il faut procéder
par torsion, comme dans [13]).

2.4.4. Si fest un épimorphisme, de noyau X, il revient au méme de se donner le
G,-torseur P Gy-trivialisé par x € f(P)(k), ou le K-torseur f~}(x)  P: le foncteur
naturel [K = {e}] = [G) — G.] est une équivalence.

Plus généralement, si g: G; — H induit un épimorphisme de G, sur H, et que
K; = Ker(G; - H), le foncteur naturel est une équivalence [K; —» K3] - [G; —
Gs).

2.4.5. Si G est commutatif, la somme s: G x G — G est un morphisme, et on
définit la somme de deux G-torseurs par P + @ = s(P x (). 5i G; et G sont com-
mutatifs, on additionne de méme les objets de [G; — G5), qui devient une catégorie
de Picard (strictement commutative) (SGA 4, XVIII, 1.4).
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Tout ce qui précéde vaut pour des faisceaux en groupes sur un topos quelconque.

2.4.6. Si k' est une extension finie de k (le cas ou k'/k est séparable nous suffit)
et G’ un groupe algébrique sur &', le foncteur de restriction des scalaires a la Weil
Ry ;. est une équivalence de la catégorie des G'-torseurs avec celle des R, ,G'-
torseurs. Ceci correspond au lemme de Shapiro HI(k', ¢') = HYk, R, ,G). Si G
se déduit par extension des scalaires de G-commutatif—sur &, on dispose d’un
morphisme trace R.,G' — G—d’out un foncteur trace Tr,., des G'-torseurs dans
les G-torseurs. Plus généralement, pour G; — G, un morphisme de groupes com-
mutatifs on trouve un foncteur additif

(244#6#1) Trkr;k: [(;:;r i G;] ek [Gl —# Gz]¢

De tels foncteurs sont décrits avec une grande généralité dans [SGA 4, XVII, 6.3].
Pour k’fk séparable, on peut donner une définition simple par descente: locale-
ment, k' est somme [k': k] copies de k, [G; — G:] s’'identifie a la catégorie des
[k’ : k]wles d’objets de [G, = G5, et Tr,, 3 la somme.

Quand les groupes sont notés multiplicativement, on parlera plutot de foncteur
norme Ny 3.

2.4.7. Soient G un groupe réductif (0.2) sur &, et p : G — G le revétement uni-
versel de son groupe dérivé. Le cas particulier de 2.4.3 qui nous importe est
[G — G)]. Soient G¥ le groupe adjoint de G, Z le centre de G, et Z celui de G. Le
morphisme G — G* est un épimorphisme, d’oli une équivalence (2.4.4)

(2.4.7.1) [Z—s. 2] — [ —= G},

Puisque Z et Z sont commutatifs, [Z — Z]est une catégorie de Picard strictement
commutative (2.4.5). Utilisant I’équivalence (2.4.7.1), on fait de [ — G] aussi une
telle catégorie. Nous allons calculer [x;] + [x;] dans [G — G], et les données d’as-
sociativité et de commutativité. On suppose p: G — G séparable pour pouvoir
procéder par descente galoisienne. Ecrivant (localement) x; = o(g,)z;, avec z;
central. on a des isomorphismes g;: [z;] — [x;] et 2122 [2:25] = [x1Xx3}, d’ol un
isomorphisme

2 1] + [z2] = [7125] 22 [x,35).

(2.4.1.2) x] + [x]
Si on change de décomposition: x; = o(g;)z;, avec g; = g-u; (u; € Z), le diagramme

[z1) + [z2] = [z;22]

y \

[x1] + [x2] wytus o [x1X5]

h A'

(2] + [z} = [zi2))

est commutatif. L’isomorphisme (2.4.7.2).
(2.4.7.3) [x1] + [xg] = [x1x2]

est donc indépendant des choix faits. Le lecteur vérifiera facilement que, via cet
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isomorphisme, la donnée d’associativité est déduite de I'associativité du produit,
et que la donnée de commutativité est (x, x5): [xpx] = [x(x2]. 1 vérifiera aussi
que si y; = po{g)x; (i = 1, 2), la somme des g;: {x;] — [y] est

g1 + &2 = & int, (g2): Dxyxg) — briyal,

oll int désigne I’action de G sur G (définie par transport de structure, ou via I'action
2.0.2 de G = G#d),

La catégorie [G - G} étant de Picard, I'ensemble H(G — G) des classes d’iso-
morphie d’objets est un groupe abélien. Les formules ci-dessus montrent que
Tinjection G{k)/o(G(k)) = HYG — G) est un homomorphisme. D’aprés (2.4.3.1),
c’est un isomorphisme si HY(G) = 0.

Soient &k’ une extension finie de k, et notons par un ' 'extension des scalaires &
k', L’équivalence (2.4.7.1) permet de déduire de 2.4.6.1 un foncteur trace (que nous
baptiserons norme)

(2.4.7.4) Nk’lk: [G’ e G‘] _— [G —"’G].

PrOPOSITION 2.4.8. Si k est un corps local ou global, le morphisme déduit de
(2.4.7.4) par passage G l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets induit un mor-
phisme de G(k")pG" (k") dans G(k)pG(k):

G(k")/oG(k') G(k)[oG (k)
(2.4.8.1) f [‘
H(G'—— G'Y——HG— G).

Si HI(G) = 0, la fléche verticale droite est un isomorphisme, et 'assertion est
évidente. Cette nullité vaut pour k local non archimédien. Pour k local archimédien,
le seul cas intéressant est k = R, k¥’ = C, et le diagramme commutatif

Z(C) HYGe—Gy)
1”0/3 I
Z(R) H{(G — G)

montre que (2.4.8.1) est encore défini—a valeurs dans 'image de Z(R) (et méme
de sa composante neutre).

Pour k global, et x € G{k')/p(G(k")), I'image de Nj.,(x) € H(G — G) dans HY(G)
est donc localement nulle. D’aprés le principe de Hasse, elle est nulle. Nous n’utili-
sons ici le principe de Hasse que pour les classes de cohomologie dans P'image de
HY(Z), de sorte que les facteurs Eg ne créent aucun trouble. L'image N, ,(x) est
donc dans G(k){pG(k), comme promis.

2.4.9. Pour k local non archimédien d’anneau des entiers V, &’ non ramifié sur k,
d’anneau des entiers V', et G réductif sur ¥, le morphisme 2.4.8 induit un morphisme
de G(V')/oG(¥): on le voit en répétant les arguments qui précédent sur V, la des-
cente galoisienne étant remplacée par la localisation étale (ici, formellement identi-
que 3 une descente galoisienne sur le corps résiduel).

On peut donc adéliser 2.4.8: pour k global, le produit restreint des morphismes
2.4.8, pour les complétés de k, est un morphisme

New: G(A)[pG(A') — G(A)[pG(A).
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Divisant par le morphisme trace global, on obtient enfin le morphisme (2.4.0.1)
Nyﬂ,: T (G’) — ﬂ.'(G).

De méme que la construction du morphisme (2.4.0.1) repose sur celle du foncteur
(2.4.7.1), celle de (2.4.0.2) reposera sur la

Construction 2.4.10. Soient G réductif connexe sur k, p: G — G le revétement
universel du groupe dérivé, T un tore sur k, et M une classe de confugaison, définie
sur k, de morphisme de T dans G. On définira un foncteur additif

gu: [{e} — 71 [6 — G].
Nous donnerons de la construction deux variantes.
1ére méthode. Localement, il existe m dans M. Posons X(m) = Z - m(T) < G et
Y(m) = p~1X(m) = Z- (6! m(T)). Les groupes X(m) et Y(mn), extensions de tores
par un sous-groupe central de type multiplicatif, sont commutatifs. Ils donnent
lieu 4 un diagramme

zZ Y(m)
7
7 X(m) T

Si g dans G conjugue m en »?', il conjugue (1), en (1), (on le fait agir sur G par
Paction de G*¢ = G*d). De plus, I'isomorphisme int(g) de (1),, avec (1), ne dépend
pas du choix de g: si g centralise m, il centralise Z, m(T), Z, ainsi que (o~1(T))°
(un tore isogéne & un sous-tore de T), donc X(m) et Y(m). Deux m dans M étant
localement conjugués, ceci permet d’identifier entre eux les diagrammes (1), et
d’en déduire un diagramme unique

Z Y
N
z X

défini sur k.
On définit g, comme étant le foncteur composé

T

gu :l{e} — TI— ¥ — X 57 [Z2— 21— [6 —G].

2éme méthode. On suppose p: G — G séparable, pour procéder par descente
galoisienne. Les objets de [{e} - T] n'ayant pas d’automorphismes, un foncteur
de [{e} — T] dans [G ~ G] est simplement une loi qui a 7€ T(k) assigne un G-
torseur G-trivialisé gu([t}). Procédons par descente galoisienne. Localement il
existe me M(k). Soit gq,, le foncteur [¢] = [#(t)]. Nous allons définir un systéme
transitif d’isomorphismes entre les g,,. Ceci fait, nous pourrons définir g comme
étant I'un quelconque des g,,.

Pour définir ¢, % G = ge» ON choisit g tel que m' = gmg~1(nouvelle applica-
tion de la méthode de descente) et on pose ¢, ([{]): [m(1)] — [’ (¢)] est (g, m(2))
e G(k). On a bien m'(¢) = (o((g, m(1)))m(?t), et il reste & vérifier que (g, m(r)) est
indépendant de g.

L’espace C des g qui conjuguent m en m’ est connexe et réduit, en tant que tor-
seur sous le centralisateur du tore m(T). La fonction (g, m(f)) de C dans G a une
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projection p((m, m(t))) = m'(t)m(z)~! dans G constante. La fibre de p étant dis-
crete, elle est constante.
La construction est récapitulée dans le diagramme commutatif

QM([I]__)
(2.4.10.1) / (g.([1]) = [m(1)), m' = gmg™).
gn(l1]) &2 0 ([1])

Construisons la donnée d’additivité de g, C’est la donnée, pour chaque ¢, f; €
T(k), d’un isomorphisme gp([t;22]} = gu([1:]) + gar([22]), ces isomorphismes étant
compatibles aux données d’associativité et de commutativité pour la somme dans
[G — G). On les définit par descente: pour me M, et m’ = gmg™l, le diagramme
suivant est commutatif

(1)) == ()] + (1))

gues
gymis
./

' (t1t2)] 2% [ ()] + [’ (2]

(fleches obliques 2.4.10.1), et définit Pisomorphisme cherché indépendamment de
m. Sa commutativité exprime une certaine identité, dans G, entre commutateurs
(2.4.2), et la projection de cette identité dans G résulte de ce que les fléches écrites
ont un sens. Pour la prouver, on note que localement (descente) c’est la projection
d’une identité analogue pour G x Z°--de projection vraie dans G x Z° donc
vraie dans G.

La compatibilité & Passociativité et a la commutativité se voit par descente, en
fixant m; on utilise que le commutateur 2.4.2 est trivial sur m(T).

2.4.11. Compléments. (i) La construction 2.4.10 est compatible a I'extension des
scalaires: notant par un ’ Uextension des scalaires de k 2 une extension k' de X, on
définit de facon évidente un isomorphisme de foncteurs additifs rendant commutatif
le diagramme

(g, mityfa))

T . a(]) + qua((2)

[{e}——l—»ﬂ ki [GTG]
[{e} — T ] —2—[6"— G']

(ii) On peut répéter la construction 2.4.10 sur une base quelconque; la descente
galoisienne est a remplacer par la localisation etale.

(iii) La construction 2.4.10 est compatible aux foncteurs normes. Pour définir
I'isomorphisme de foncteurs additifs rendant commutatif le diagramme

[{e} — T —%— (¢’ — G']
l IZ. 4.7.4
[{e} — T]—2— 6 — G

(notations de (i), avec k'/k fini séparable), et vérifier ses propriétés, le plus simple
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est de procéder par descente: localement, k* devient une somme k! de copies de k,
[6" — G'ldevient [¢" = GJ, la norme (trace) devient la somme, et tout est trivial.

2.4.12. Pour k local non archimédien, HY(G) = 0 et, passant aux ensembles
de classes d’isomorphie d’objets, on déduit de 2.4.10 un morphisme g,,: T(k) —
G(k)/pG (k). Pour G réductif sur ’anneau des entiers ¥ de k, T un tore sur Vet M
sur ¥, il induit un morphisme de (V') dans G(V)/pG(V) (2.4.11(ii)).

Pour & archimédien, on peut rencontrer une obstruction dans HY(G), mais elle
disparait pour x dans la composante neutre (topologique) T(k)* de T(k): par
2.4.11(ii}, elle dépend continument de x, et est nulle pour x = e. On a donc encore
un morphisme T(k)* — G(k)/pG(k).

Pour k global, prenant le produit restreint de ces morphismes pour les compiétés
de k, on trouve

(2.4.12.1) @r: T(A) — G(A)/pG(A).

Si T(k)t = {x e T(k) | pour v réel, x est dans T(k,)*}, le principe de Hasse, utilisé
comme en 2.4.8, fournit

(2.4.12.2) gu: Ty —— G(k)/pG (k).

Puisque T(A)*/T(ky* = T(A)/T(k) (théoréme d’approximation réel pour les tores),
on obtient finalement par passage au quotient le morphisme (2.4.0.2) promis:
gu: (T) = x(G).

2.5. Application: une extension canonigue.

2.5.1. Soit G un groupe réductif sur Q. On suppose que G n’a pas de facteur G’
(défini sur Q@) tel que G'(R) soit compact, Le théoréme d’approximation forte assure
dés lors que G(Q) est dense dans G(4/). Le cas qui nous importe est celui d’un
groupe comme en 2.1.1.

Reprenons le calcul de 2.1.3. Pour K compact ouvert dans G(4/),

wo(G(@\G(4)/K) = G@)\mo(G(R)) x (G(4)/K) = G(@NG(A)/G(RY* x K
=G(OMG(4)/K

et on peut remplacer G(Q) (resp. G(@)*) par son adhérence dans G(A47). Celle-ci
contient pG(A/), un sous-groupe distingué a quotient abélien de G(A4"), et, avec les
notations de 2.0.15,

(2512)  mo(GI@N\G(4)/K) = n(G)/G(R)* x K= mon(G)/K = G(A")|G(Q)* - K.
Passant 4 Ia limite sur X, on en déduit que
Zo(GIONG(4)) = mon(G) = G(41)/G(@).
Soit Ter(G) le quotient G(A9)/G(Q); de Tpn(G) par myG(R). (0.3). La suite
25.13) 0 — G()F/Z(Q)" — G(A)Z(Q)~ — Ton(G) — 0

est exacte. L’action de G* sur G induit une action de G*4(Q) sur cette suite exacte.
L’existence du commutateur (2.0.2) montre que 'action de G*(A) sur G(A)/pG(A)
est triviale—a fortiori celle de G*4(Q) sur Zyn(G). L'application du sous-groupe
G(0Q),/Z(Q) de G(Q)3/Z(0)~ dans G*(Q)* vérifie les conditions de 2.0.1. Le groupe
G(O):/Z(Q) * )z Q)+ n'est autre que le complété de G24(Q)* pour la

(25.1.1)
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topologie 7(G¥) (2.1.6). Appliquant de méme la construction *G*(0)* au terme
central de 2.5.1.3, on obtient finalement une extension

(2.5.1.4) 0— GH(Q)*A(rel. G*r)—»%(‘é% *@aiz@ FUQY— Tom(G)—0.

2.5.2. Du fait que G* n’est pas fonctoriel en G, la fonctorialité de cette suite est
pénible 2 expliciter. Nous nous contenterons des deux cas suivant:

(a) Lorsqu’on ne considére que des groupes extension centrale d’un groupe ad-
Joint donné, et des morphismes compatibles 4 la projection sur ce groupe adjoint,
(2.5.1.4) est fonctoriel en G en un sens évident.

(b) Soit H = G un tore et, contrairement aux conventions générales, notons
H™ son image dans G*. Tel étant le cas dans les applications, on suppose H*(R)
compact—donc connexe puisque H*d est connexe. Cette hypothése assure que
H%(Q) est discret dans H*¥(A4f), et que H(Q) = G(Q),. Posons Z' = Z [} H. Le
diagramme commutatif

G(4!) — G(4){G(Q); = Ton(G)

H(A")— H(AN/H(Q)™ = Ton(H)
fournit un morphisme de suites exactes
0—>G“(Q)+’\(rel.Gd")—>%A)? *e@vzi@ FHQ)Y —T(G)——0
(2.5.2.1) T I ]

0— He(Q) P @ HUQ——Ton(H)—0

2.5.3. Soient G comme en 2.5.1, E une extension finie de @, T un tore sur E et
M une classe de conjugaison définie sur E de morphismes de T'dans G: M: T'— Gp.
Par passage aux my, le morphisme composé de (2.4.0.1) et (2.4.0.2)

Negdu: w (T) — n(Gg) — n(G)

fournit un morphisme zyn(T) — myw(G) —» Ten(G). Nous noterons (G, M) son
inverse, et &g(G, M) U'extension image inverse par r(G, M) de I'extension (2.5.1.4):

0—G*(Q)*\(rel. G4)—— (G, M) zr(T)—0

: f
0—G4@)rel. 60— Zd) sc0.1200

G*(Q) —T(G)—
Soient #: H — G un morphisme comme en 2.5.2(a) (H* = G*), et N une classe
de conjugaison, définie sur £, de morphismes de T dans H. On suppose que u
envoie N dans M. Par fonctorialité, ¥ définit alors un isomorphisme du quotient de
&e(H, N) par Ker(G*(Q)*(rel. G4*) — G*(Q)t\(rel. H¥r)) avec &€x(G, M).
Pour H — G un tore comme en 2.5.2(b), muni de m: T — H dans M, on trouve
un morphisme d’extensions
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0 — GO Nrel. Gie) —— FHGM) — gou(T) — 0

J T |
0 — H*(Q) v —— mm(T) — 0

2.5.4. Soient E, G, T, M comme ci-dessus, avec & adjoint. Considérons les sys-
témes (G, M), u) formés d’une extension centrale u; G, - G de G (G§? = G), dé-
finie sur @, et d’une classe de conjugaison de morphismes M, de T dans Gy, définie
sur E, qui reléve M. Sur @, pour m; dans M, d’image m dans M, le centralisateur
de m; est I'image inverse du centralisateur de m: c’est vrai pour leurs algébres de
Lie, ils sont connexes en tant que centralisateurs de tores, et le centralisateur de m
contient le centre de G,. On a donc M; = M.

LEMME 2.5.5. Il existe des systémes (Gy, M\, u) pour lesquels G est un revétement
arbitraivement prescrit de G.

Il suffit de montrer qu’on peut obtenir le revétement universel G. Sur @, pour
tout m dans M, la composante neutre de 'image inverse par m du revétement G de
G est un revétement 7: T — T de T. Il ne dépend pas de m, donc est défini sur E, et
M se reléve en une classe de conjugaison M de morphismes de T dans Gg. Par
passage au quotient par Ker(z), on déduvitde M x Id: T — Gz x T un relévement
M;: T —» (Gg x T)/Ker(r). Ce relévement est A valeurs dans un groupe G, défini
sur E, de groupe adjoint Gg. H reste 4 remplacer G par un groupe défini sur Q.
Ecrivons Gg = Gp» 2;Z¢. L'idée est de remplacer Z; par le coproduit, sur Zg, de
ses conjugués: si on pose

Z = Reo(Zp)/Ker(Trgq: RE!Q(ZE) — 2)

et G, = G +; Z, on a Gg = Gy, et M, fournit le relévement voulu.

Construction 2.5.6. A isomorphisme unique prés, l'extension &'(G,, M,) ne dépend
que de M et Gie.

Soient deux systémes (G;, M;) et (G;, M7), de méme groupe dérivé. Considé-
rons la composante neutre G; du produit fibré de Gy et G] sur G, et al classe M; =
M x 3 M7. Le diagramme d’extensions

~

éﬂ(GI’ M{) — éD'(Gl’ Ml) * éw(G;‘.’s M;)

fournit I'isomorphisme cherché.

DEFINITION 2.5.7. Soient G un groupe adjoint, G' un revétement de G et M une
classe de conjugaison, définie sur E, de morphismes de T dans G. L’extension
& (G, G, M) de myn(T) par le complété G(Q)V (rel. G') est l'extension &Gy, M),
pour un quelconque systéme (G, M) comme en 2.54, tel que G = G'.

Pour F une extension de E, la classe M fournit, par extension des scalaires de
E a F, une classe de conjugaison M de morphismes de T dans Gp; I'extension
&G, G', M)correspondante est image inverse de £z(G, G, M) par la norme Ng,g:
wow(Tr) = mon(T):

0 — GOYNMrel. ') — &G, G', M) — mor(Tr)— 0
l Nr/E
0 — G(@)™Nrel. G') — €((G, G', M) — zgn(T) — 0
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Les extensions £{(G, G', M) se déduisent toute de &z(G, G, M) par passage au
quotient: remplacer G(@)*" (rel. G) par son quotient G(@)*" (rel. G").

2.5.8. Soient H — G un tore, avec H(R) compact, et m € M, défini sur E, qui se
factorise par H. Pour tout sysiéme (G, M;) — (G, M) comme ci-dessus, soient H;
la composante neutre de I'image inverse de / dans G, et m) 'élément de M, au-
dessus de m (2.5.4.) Prenons I'image inverse par r(H;, {m;}) du morphisme d’ex-
tensions (2.5.2.1):

G(Q)*" (rel. G') — &4(G, G, M) — mon(T)

| | Il
H(@) = mon(T)

On voit comme en 2.5.6 que, 4 isomorphisme unique prés, ce diagramme ne dépend
pas du choix de (G, M;). Comme en 2.5.7, ce diagramme, rel. un revétement G
de G, se déduit du méme diagramme, rel. G, par passage au quotient. On a aussi
la méme fonctorialité en E qu’en 2.5.7. En particulier, pour m dans M, défini sur
une extension F de E, qui se factorise par H on trouve un morphisme d’extensions

0 — G(O)"Nrel. G') —> E4(G,G'\M) — mqa(T) — 0
(2.58.1) I ] [Nm
0 H(Q)

Nous utiliserons ce diagramme de la fagon suivante: si £g(G, G, M) agit sur un
ensemble ¥, et qu’un point x € V est fixe sous H(Q) = G(Q), il a un sens de de-
mander qu’il soit fixe “par zor(TF)" i.e. par le sous-groupe image de Pextension
en 2éme ligne.

2.5.9. Spécialisons les hypothéses au cas qui nous intéresse. On part d’un systéme
(G, X) comme en 2.1.1, avec G adjoint, et on fixe une composante connexe X+ de
X. On prend pour £ une extension finie, contenue dans C, de E(G, X), et on fait
T = G,, M = laclasse de conjugaison de y;, pour 4 € X. Elle est définie sur E.

Le groupe n(T) est le groupe des classes d’idéles de E, et la théorie du corps de
classe global identifie zoz(T) & Gal(Q/E)®. Si G’ est un revétement de G, I'image
inverse par le morphisme Gal(Q/E) — Gal(Q/E)® de Fextension ££(G, G', M) est
une extension

(2.59.1)  0— G*(Q)*Nrel. G) — &4(G, G', X) — Gal(J/E) —0.

Le cas universel est celui oit E= E(G, X), et ob G'=G:d’aprés 2.5.7, (G, G', M)
est I'image inverse de Gal(Q/E) = Gal(Q/E(G, X)) dans &g,x) (0, G, X), et
&:(G, G', X) est un quotient de #(G, G, X).

2.5.10. Soit 4 € X+ un point spécial: 4 se factorise par H < G, un tore défini sur
Q. Puisque int /(i) est une involution de Cartan, H(R) est compact. On peut donc
appliquer 2.5.8 3 H et & 1, (défini sur extension E(H, k) de E(G, X)). Par image
inverse, on déduit de (2.5.8.1) un morphisme d’extensions

G(Q)*" (rel. G') — &(G, G', X) — Gal(Q/E)

(2.5.10.1) ] W
H(Q) —Gal(Q/E- E(H,h))

xom(Tp) — 0
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2.6. La loi de réciprocité des modéles canonigues.

2.6.1. Soient (G, X) comme en 2.1.1 et £ = C un corps de nombres qui contient
E(G, X). Supposons que MG, X) admette un modéle faiblement canonique
Mg(G, X) sur E. Le groupe de Galois Gal(Q/E) agit alors sur I'ensemble profini
mo{ MG, X)) des composantes connexes géométriques de Mz(G, X). Cette action
commute a celle de G(4/), par hypothése définie que E. D’aprés 2.1.14, P'action
(2 droite) de G(4/) fait de zyM(G, X') un espace principal homogéne sous le quo-
tient abélien TG = G(4)/G(Q);. L'action de Galois est donc définie par un
homomorphisme r¢, y de Ga{(@/E) dans 7,z(G), dit de réciprocité. Convention de
signe: P'action (a4 gauche) de ¢ coincide avec I'action (A droite) de rs (). Ce
morphisme se factorise par le groupe de Galois rendu abélien, identifié par la
théorie du corps de classe global 4 7y7(G,,z), d’ot

(2.6.1.1 ro.x: TG gy — Ton(G).

2.6.2. Soit M la classe de conjugaison de g, pour ke X. Puisque £ > E(G, X),
elle est définite sur E. Composant les morphismes 2.4.0, on obtient Ngqqs:
(G ne) > 7{Gg) - x(G).

Par passage au 7y, on en déduit

(2.6.2.1) ToNE gy : T (G pe) — mpn(G) — Tyn(G).

THEOREME 2.6.3. Le morphisme (2.6.1.1), donnent I'action de Gal(Q/E) sur I'en-
semble des composantes connexes géométriques d'un modéle faiblement canonigue
Me(G, X) de M(G, X) sur E, est l'inverse du morphisme woNg,qqy de 2.6.2.

L’idée de la démonstration est que, pour chaque type r de points spéciaux
{2.2.4), on connait I'action d’un sous-groupe d’indice fini Gal, de Gal(Q/E) sur les
points spéciaux de ce type (par définition des modeéles faiblement canoniques)—
donc sur I'ensemble des composantes connexes puisque I'application qui 4 chaque
point associe sa composante connexe est compatible 4 I'action de Galois. Que
Paction de Gal, obtenue soit la restriction & Gal, de P'action définie par I'inverse
de 7o(Ngedy) est vérifié en 2.6.4 ci-dessous, et il reste 4 vérifier que les Gal,
engendrent Gal(G/E).

Un type © de points spéciaux est défini par he X se factorisant par un tore

: T— G défini sur Q. Le sous-groupe Gal, correspondant est Gal(Q/E)
Gal(Q/E(T m) = Gal(Q/E - E(T, h)). D’aprés [5, 5.1}, pour toute extension finie
Fde E(G, X), il existe (T, ) tel que 'extension E(T,, k) de E(G, X) soit linéairement
disjointe de F. Ceci est plus qu’assez pour assurer que les Gal, engendrent Gal(Q/E).

2.6.4. Soient T et & comme ci-dessus, et g = g,. Le morphisme u:G,, — T est
défini sur E(T, h) et le morphisme zoNR(y,) de 2.2.3 se déduit, par application du
foncteur mo, de Npir,msg © 94t T(Grpir,i) — (7). On en déduit que I'action de
Gal(@/E) N Gal(Q/E(T, h)) sur les points spéciaux de type 7 est compatible a
Paction de Gal(Q/E(T, h))™® = y7e(G g cr.m ) SUr mo( MG, X }) déduite, par applica-
tion du foncteur z,, de I'inverse de

¢° Neawm o 9yt #(Grean) — o{T) — =(G).

De la fonctorialité de N et de g, il résulte que ce composé est Nea o du:
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Gz cr.n) —— 2(Tean) — #(T)

N

#{(Ggir.m) — 7(G)
égal & Np oo G o Nearmrewe o

TG r.m) —2 2(Grr.) — 7(G)

H

G . 10) —2— 2(GeG,10) — 7(6)

Puisque la norme Nger.p /5 x) correspond, via la théorie du corps de classe a
Vinclusion de Gal(@/E(T, k) dans Gal(Q/E(G, X)), on a bien ’action promise.

2.7. Réduction au groupe dérivé, ef théoréme d'existence.

Dans ce numéro, schéma signifie “schéma admettant un faisceau inversible
ample”. Ceci nous permettra de passer sans scrupules au quotient par un groupe
fini. La stabilité de cette condition sera évidente dans les applications, et je ne la
vérifierai pas a chaque pas. Tout ceci n’est d’ailleurs qu’une question de commoditeé.

2.7.1. Soit { un groupe localement compact totalement discontinu. Nous nous
intéresserons & des systémes projectifs, munis d’une action 4 gauche de I, du type
suivant.

(a) Un systéme projectif, indexé par les sous-groupes compacts ouverts K de [},
de schémas Sy.

{b) Une action p de ["sur ce systéme (définie par des isomorphismes pg(g) : Sx—
SgKg-l)-

(c) On suppose que pg{k) est 'identité pour k € K. Pour L distingué dans K, les
pr(k) définissent une action sur S, du groupe fini quotient K/L, et on suppose que
(KJENS =8k

Un tel systéme est déterminé par sa limite projective S = lim proj Sk, munie de
I'action de I':on a S, = K\S. Nous appelerons § un schéma muni d'une action a
gauche continue de [7. On définit de méme la continuité d’une action a droite par la
condition § = lim proj S/K.

2.7.2. Soit z un ensemble profini, muni d’une action continue de . On suppose
que I'action est transitive, et que les orbites d’un sous-groupe compact ouvert sont
ouvertes: pour e € x, de stabilisateur 4, la bijection [f4 — = est un homéomor-
phisme.

Si I agit contindment sur un schéma S, muni d’une application continue équi-
variante dans z, la fibre S, est munie d’une action continue de 4: pour X compact
ouvert dans [, K[ 4\S, est la fibre en I'image de ¢ de K\S — K\x, et S, est la limite
de ces quotients.

Lemme 2.7.3. Le foncteur S — S, est une équivalence de la catégorie des schémas
S, munis d’une action continue de I' et d'une application continue équivariante dans
xt, avec la catégorie des schémas munis d'une action continue de 4.

Le foncteur inverse est le foncteur d’induction de 4 4 I : formellement, ind 4(T)
est le quotient de /” x T par 4 agissant par &y, t) = (yé~!, ¢); ceci a un sens
parce que I'action de A sur [ est propre; pour K compact ouvert dans I, on a
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K\Ind(T) = K\I" x T divisé par 4

I GKr ' N T

reK\d=Kwr

La vérification détaillée est laissée au lecteur.

2.7.4. Soient E un corps, et F une extension galoisienne de E. Le groupe
de Galois Gal(F/E) agit continliment sur Spec(F). Plus généralement, si X est
un schéma sur E, il agit continiiment (par transport de structure) sur Xp =
X X gpecezy Spec(F). On a (descente galoisienne)

LeMME 2.7.5. Le foncteur X — Xr est une équivalence de la catégorie des schémas
sur E avec la catégorie des schémas sur F, munis d’une action continue de Gal(F/E)
compatible @ l'action de ce groupe de Galois sur F.

2.7.6. Soient £ & @ un corps de nombres, /" un groupe localement compact
totalement discontinu, = un ensemble profini, muni d’une action de /" comme
en 2.7.2, sauf qu'on prend ici une action a droite, et ¢ € z. On se donne aussi une
action a gauche de Gal(@/E), commutant a P’action de I Soit [, le stabilisateur
de e. Si on convertit I'action & droite de /" en une action & gauche, on obtient une
action a gauche de " x Gal(Q/E). Le stabilisateur de e, pour cette action, est une
extension & de Gal(Q/E) par I'..

0— I, £ Gal(@/E) — 0

L II

0 — '— ] x Gal(J/E)— Gal(@/E)—0

2.7.7. Lorsque 'action de I fait de = un espace principal homogéne sous un
quotient abélien z(/") de [, 'action de Galois est définie par un morphisime r :
Gal(Q/E) - n(["), tel que 5 - x = x - r(0), & ne dépend pas de e: I, est le noyau
de la projection de I'sur n(["), et extension & est 'image inverse, par r, de I'exten-
sion ['de =([I") par [,.

2.7.8. Considérons les schémas § sur E, munis d'une action & droite continue de
T et d’une application Gal(@/E) et “équivariante de Sz dans 7. On note S, la
fibre en e. C’est un schéma sur @, muni d’une action continue (2 gauche) de I'exten-
sion &, et 'action de & sur S, est compatible 4 son action, via Gal(Q/E), sur 0.
Combinant 2.7.3 et 2.7.5, on trouve

LEMME 2.7.9. Le foncteur S — S, est une équivalence de catégories.

Le cas qui nous intéresse est celui o les $/K sont de type fini sur E, pour K com-
pact ouvert dans [, et ol "application de S sur = identifie £ & mo(Sg). Ces condi-
tions correspondent i: les K\S,, pour K compact ouvert dans [, sont connexes
et de type fini sur 9.

2.7.10. Soient G un groupe adjoint, ¢’ un revétement de G, X+ une G(R)* —
classe de conjugaison de morphismes de § dans Gp, vérifiant les conditions de
2.1.1, et E < @ une extension finie de E(G, X+). Un modéle faiblement canonique
(connexe) de MYG, G', XT) sur E consiste en

(a) un modéle M3 de MYG, G', X*) sur @, i.¢. un schéma M§sur @, muni d’un
isomorphisme du schéma sur C qui s’en déduit par extension des scalaires avec
MYG, G', X1);
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(b) une action continue de £¢(G, G', X*)(2.5.9.1) sur le schéma M}, compatible
a l’action du quotient Gal(Q/E) de &g sur @, et telle que I'action du sous-groupe
G(Q)*" (rel. G') (une action Q-linéaire cette fois) fournisse par extension des
scalaires & C I'action 2.1.8;

(¢) on exige que pour tout point spécial # e X', se factorisant par un tore - G
défini sur @, le point de MG, G’, X+) défini par h—fixe par H(Q)—soit défini sur
@ et (en tant que point fermé de Mg) fixe par 'image de I'extension en deuxiéme
ligne de (2.5.10.1) (rel. g,).

Lorsque E = E(G, X), on parle de modéle canonique (connexe).

2.7.11. Les propriétés de fonctorialité suivantes sont immédiates.

(a) Soient des systémes (G,, G,, X1) comme en 2.7.10, en nombre fini, et E 0
un corps de nombres contenant les E(G,, X). Siles Mg, sont des modéles faible-
ment canoniques, sur E, des MYG,, G., X1), leur produit est un modéle faiblement
canonique de MYT16G., [1G,, [TXH sur E.

(b) Soient (G, ', X*) comme en 2.7.10, et G” un revétement de G, quotient de
G’ 81 Mg est un modéle faiblement canonique, sur E, de MY G, G', X1), son quo-
tient par Ker(G(Q)*" (rel. G') — G(@)*" (rel. G")) est un modéle faiblement cano-
nique, sur E, de MG, G", X™).

2.7.12. Soient G un groupe réductif sur @, X commeen 2.1.1, X+ une composante
connexe de X et £ = @ une extension finie de @, contenant E(G, X). Si MG, X)
admet un modéle faiblement canonique MG, X) sur E, ce dernier est unique a
isomorphisme unique prés [5, 3.5). L’action (2.0.2) de G* sur G induit donc une
action, par transport de structure, de G*4(Q), sur Mz(G, X). Convertissons cette
action en une action a droite. Combinée  P'action de G(4/), elle fournit une action
a droite de

—"—g((gil *oizw 0UQ) = gfg;l ro@z@ U

Aprés extension des scalaires & C, c’est 'action (2.1.13).

Soit # ’ensemble profini 7o(Mg(G, X)) = mo(M (G, X)), et ¢ € & la composante
neutre (2.1.7) rel. X*. Le foncteur 2.7.9 transforme M {G, X), muni de la projec-
tion naturelle de Mz(G, X) dans z, en un schéma M%G, X) sur @, muni d’une
action continue de I'extension (2.5.9.1).

ProposITION 2.7.13. L'éguivalence de catégories 2.1.9 fait se correspondre les
modeles faiblement canoniques de M(G, X) sur E et les modéles faiblement canonigues
de MYG™, Gi=, X+) sur E.

Dans la définition 2.2.5 des modéles faiblement canconiques, nous avons imposé
P’action d’un sous-groupe Gal(Q/E(z)) N Gal(Q/E) de Gal(@/E) sur I'ensemble
des points spéciaux de type 7. Ceux-ci forment une seule orbite sous G(AY), et I'ac-
tion prescrite commute 4 'action de G(A4/). Dans la définition 2.2.5, on peut donc se
contenter d’exiger que pour un point spécial de type 7 ses conjugués par Galois
soient comme prescrit. En particulier, il suffit de considérer les systémes (H, %)
formés d’un point spécial s € X+ se factorisant par un tore H défini sur @, et, pour
chaque systéme de ce type, de prescrire les conjugués sous Gal{@/E(H{h})) 1
GaYQ/E) de 'image de (h, e) e X x G(A/) dans M (G, X). On retrouve ainsi la
variante [5, 3.13} de la définition: M (H{h}) a trivialement un modéle cano-
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nique (c’est un ensemble profini, et on prend le modéle sur E (H,{#}) pour lequel
I'action de Galois sur ces points est I’action prescrite), et on impose au mor-
phisme naturel M(H, {h}) - MG, X) d’étre défini sur E - E(H, {h}).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que I'équivalence de catégorie 2.7.9
transforme cette condition de fonctorialité en celle qui définit les modéles faible-
ment canoniques connexes.

2.7.14. Soient G un groupe algébrique réel adjoint, et X+ une classe de G(R)*-
conjugaison de morphismes de S/G,, dans Gx. Notons M la classe de conjugaison
de p, pour ke X+: une classe de conjugaison de morphismes de G,, dans Ge. Si
G, est un groupe réductif de groupe adjoint G, un relévement X;” de X+ en une
classe de G(R)*-conjugaison de morphismes de § dans Gg définit un relévement
M(X{) de M: la classe de conjugaison de y,, pour he X7 (cf. 2.5.4).

LEMME 2.7.15. La construction Xit — M(Xi) met en bijection les relévements de
X+ ef ceux de M.

La construction s — g, est une bijection de Fensemble des morphismes 4 de §
dans un groupe réel G avec I'ensemble des morphismes i de &, dans G, qui com-
mutent a leur complexe conjugué: on a h(z) = u(z) (2). Via ce dictionnaire, le
probléme devient de vérifier que si y,: G,, » G, commute a ji;. Cela résulte de la
rigidité des tores: le morphisme int 7 (z)(y) coincide avec 4 pour z = 1, et reléve
1 pour toute valeur de z. Il est donc constamment égal & ;.

Ce dictionnaire permet de traduire 2.5.5 en le

LEMME 2.7.16. Soient G, G et X+ comme en 2.7.10. 1l existe un groupe réductif G,,
le groupe adjoint G et de groupe dérivé G', et une classe de G\(R)? conjugaison X1
de morphismes de 8 dans G qui reléve X+ et telle que E(G, X*) = E(G), Xi).

2.7.17. Ce lemme, et I’équivalence 2.7.13, permettent de transporter aux modéles
faiblement canoniques des variétés de Shimura connexes les résultats de [5] sur les
modéles faiblement canoniques de variétés de Shimura, et établissent une équi-
valence entre les problémes de construction correspondant.

COROLLAIRE 2.7.18. Soient (G, X) comme en 2.1.1, X+ une composante connexe de
X et E = Q une extension finie de E(G, X). Pour que M(G, X) admette un modéle
Saiblement canonique sur E, il faut et il suffit que MYG*, G, X¥) en admette un. En
particulier, lexistence d'un tel modéle ne dépend que de (G¥, G4, X+, E).

CoROLLAIRE 2.7.19. (Cf. [5, 5.5, 5.10, 5.10.2]). Soienr G, G', Xt et E comme en
2.7.10.

(i) MYG, G', X*) admet au plus un modéle faiblement canonique sur E (unicité &
isomorphisme unigue prés).

(i) Supposons que, pour toute extension finie F de E, il existe une extension
finie F' de E dans Q, linéairement disjointe de F, et un modéle faiblement canoni-
que de MG, G', X*) sur F'. Alors, il existe un modéle faiblement canonique de
MYG, G', X)) sur E.

Le corollaire 2.7.19 et 2.3.1, 2.3.10 fournissent de nombreux modéles canoniques.

THEOREME 2.7.20. Soient G un groupe Q-simple adjoint, G' un revétement de G,
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et X+ une G(R)™-classe de conjugaison de morphismes de S dans Gg, vérifiant (2.1.1.1),
(2.1.1.2), (2.1.1.3). Dans les cas suivants, MYG, G', X*) admet un modéle canonique
(a) G est de type A, B, C et G’ est le revétement universel de G.
(b) (G, X) est de type D et G’ est le revétement universel de G.
(©) (G, X) est de type DF, et G’ est le revétement 2.3.8 de G.

Appliquant 2.7.11, 2.7.18, on en déduit le

COROLLAIRE 2.7.21. Soient G un groupe réductif, X une G(R)-classe de conjugai-
son de morphisme de S dans Gy, vérifiant les conditions de 2.1.1, et X+ une compo-
sante connexe de X. Pour que M(G, X) admette un modéle canonique, il suffit que,
(G, X+) soit un produit de systéme (G,, X}) du type considéré en 2.7.20, et que le
revétement G de G* soit un quotient du produit des revétements des G, considérés en
2.7.20.
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