UN THEOREME DE FINITUDE POUR LA MONODROMIE

par P. Deligne

0. Introduction.

Soit 5 une variete algebrique complexe lisse (i.e. sans
singularité) connexe et soit (KS)SES une famille algéb;ique, para-
métrisée par S, de variétés projectives lisses X, c P (§). Par
définition, c'est la donnée d'un morphisme projectif et lisse

f + X=- 8, muni d'une factorisation
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et les KS sont les fibres de f : X5:= f-l(s). Quel que soit 1,
les groupes de cohomologie Hl(xs,ij forment un systeme local sur §.
Si on choisit un point base o € S, le groupe fondamental nl(S,o)

agit donc sur Hl(XD,E). C'est la représentation de monodromie

o, t 1(5,0) = Aut(Hi(KD,E’}).

L'indice 3 rappelle que nl(S,o) agit sur un Z-module de type fini.
Nous considérerons surtout la représentation correspondante sur le
@-espace vectoriel Hl(xﬂ,@) = Hi(KD,E)<% @, encore dite de monodro-

mie, et notee simplement
o my(S,0) * GL(H" (X,,®)) -

On ignore a peu prés tout de quels groupes peuvent etre groupes
fondamentaux de variétés algebriques, et de quelles représentations
linéaires peuvent Stre obtenue comme monodromie. Par exemple, on ne
connait pas la response a la question de Serre: ﬂl(s,o) peut=il etre
non-trivial, et n'aveir aucon quotient fini non-trivial? Une condi-
tion nécessaire pour qu'un groupe soit groupe fondamental de variété

algébrique a été donnée par J. Morgan [B].



L'adhérence de Zariski M du groupe de monodromie

M := Im(g) dans le groupe linéaire GL ;= GL(Hi(XO,Q)) est souvent
plus facile 2 calculer que 1Im{g). On sait que c'est un groupe algé-
brique semi-simple ([2], 4.2.9a)). Par abus de notation, notons
M () le sous-groupe de M—(Q) qui respecte le réseau entier
Hi(XO,ZD/corsion c Hi(xo,Q). Ona McM (2). On connait des exem-
ples o0 M est d'indice infini dans M (2) (Mostow-Deligne [3],
M. Nori [9]). Dans l'exemple de Nori, le groupe M n'est pas de
présentation finie. Que, initialement, les exemples qu'en avait pu
calculer fournissaient tous des groupes M d'indice fini dans M (@)
provient peut-étre de ce qu'on manque de critére pour reconnaitre le
contraire. On ignore si, pour v € MH(EO, la question de savoir si
¥ € M est décidable.

Cet article expose quelques résultats de finitude sur les

représentations de monodromie. Le plus frappant est le

Théoreme 0.1. Fixons S, o € § et un entier N. Les représentations

de monodromie o de nl(S,o) (pour i et X wvariables) qui sont de

dimension N ne forment qu'un nombre fini de classes d' isomorphie.

Nous prouvercons ausi le resultat plus precis:

Variante 0.2. Fixons S, ¢ € § et un entier N. Les représentations

rationnelles de dimensicn N de nl(S,o), qui sont facteurs directs

d'une représentation de monodromie ne forment qu'un nombre fini de

classes d'isomorphie.

Ces énoncés sont pour les représentations ratiomnelles fournie
par la monodromie. Les lemmes bien connus suivant permettent de traiter

aussi de représentations sur les entiers.

Lemme 0.3. Soit o:T - GL{V) une représentation semi-simple d'un

groupe [ Sur un espace vectoriel ratiomnel de dimension finie V.

Les représentations [ -+ Aut(L), pour L ¢V un réseau entier stable

par T, ne forment qu'un nombre fini de classes d'isomorphie.

La preuve est rappelée en 2.6.

Lemma 0.4. Soient H un Z-module de type fini, T son sous-groupe

de torsion, L = H/T et o:I' - Aut(L) une représentation d'un groupe

I' sur L. Si T est de type fini,il n'y a qu'un nombre fini de

relévements de o en une action de T sur H.

Preuve. TLe noyau de Aut H = Aut L est fini, car contenu dans



{'ensemble fini 1 + Hom(E,T). Pour chaque générateur vy de T,
o(y) n'a donc qu'un nombre fini de relevements dans Aut H.
gi f :+ X =+ 3 est un morphisme projectif et lisse, on dispose
pour chaque X_ d'une décomposition de Hodge
dxpoe=0E,.0 = o 7%
S s aut

Le sous-espace R de Hi(xs,ﬂ) est 1'espace des classes de coho-
nologie c représentables par une forme fermée de type (p,q). Pour
toute structure kahlérienne sur X, 11 revient au meme d'exiger que
le représentant harmonique de ¢ soit de type (p,q). Quand s varie,
les Hi(xs,t) forment un systéme local sur S, et la décomposition
Je Hodge varie de facon analytique réelle. P.A. Griffiths a dégagé
des prnpriétés essentielles de comment la décomposition de Hodge varie
avec S. Si on les prend comme axiomes, on obtient la notion de
nyariation polarisable de structures de Hodge de poids 1i": un
systeme local de Z-modules de type fini, de complexifiés munis d’'une
décomposition ''de Hodge" variant continument et satisfaisant a des
axiomes convenables ([6], 12). Nous considérerons surtout le systéme
local de ®-espaces vectoriels de dimension finie déduit du systéme
local de Z-modules de type fini en tensorisant avec 0. MNous dirons
qu'il est sous-jacent a la variation.

Le théeoreme 0.1 et sa variante 0.2 resultent du

Theoreme 0.5. Fixons S et un entier N. Les systemes locaux sur

S de Q-espaces vectoriels de dimension N, facteurs directs d'un

systéeme local sous-—jacent 3 une variation de structures de Hodge

nolarisable, ne forment qu'un nombre finl de classes d'isomorphie.

La preuve est donnée au paragraphe 2. Le lecteur intéressé
seulement par 0.1, ou ne tenant pas dans 0.5 a pouvoir prendre des
facteurs directs, peut omettre la fin du paragraphe 1, a partir de
1 1L,

Le présent travail est le fruit d'un effort pour comprendre
1'article [4] de G. Faltings. Au paragraphe 3 onm explique brievement
comment, dans le cas ou S est une courbe, ou X est un schéma
abélien sur S et ou i =1, I1le théoreme 0.1 peut etre obtenu par
les méthodes de [4]. On obtient aussi un théoreme "uniforme en 8"
pour S une courbe de type topologique donne (3.10). J'ignore si ce
théoreme vaut pour des variations de structures de Hodge polarisables

de type plus général que ((0,1),(1,0)}.



T Variations Complexes.

115 Seit S une variéte analytique complexe lisse. Une variation
complexe de poids O sur S est la donnée d'un systeme local complexe

V sur S, de fibres v, (s € 3) munies d'une décomposition

vV = @& Vz, satisfaisant aux axiomes suivants.
pEZ 2 5
(V.C.1) Les sous-espaces P o= v (resp. les [ Vl) de
izp ° ig-q

Vs varient holomorphiquement (resp. antiholomorphiquement) avec s.
(V.C.2) S$i une section locale différentiable v de V est en chaque
point dans FP (resp. fq), sa dérivée par rapporr 2 un champ de

vecteurs sur $ est dans Fp—l (resp. fq_l).

Si V est le faisceau des sections C de V et que ¥ est
la comnexion, vue comme morphisme de faisceaux V : V = Ql(U), les
décompositions des VS en les Vz fournissent une dacompoesition
v=mlP de V, et (V.C.1), (V,C,2) eéquivalent 3 ce que V envoie
vt ogans 20w @ olewly @ 01wt

Dans la suite, nous ne considérerons que des variations complexes
de poid O et omettrons de préciser "de poids 0".

Pour S connexe, les nombres de Hodge uP sont les dimensions

bP i= dim Vz, indépendantes de s € 5. De méme, la dimension de V
est celle des Vs.

Une polarisation de la variation complexe V est une forme
hermitienne horizontale § sur V telle qu'en chaque point s € §
la décomposition V =& Vz soit orthogonale, et que la restriction de
¥ a Vz soit définie positive pour p pair et définie négative pour
p impair. On posera & = 2(—1)pw|Vp, C'est une forme hermitienne

définie positive sur le fibré vectoriel V.

1.2. Exemple: Soient H wune variation de structures de Hodge de
poids w sur S et ¥V le complexifié du systéme local d'espaces

vectoriels rationnels H_ sous-jacent a H. Par définition, il est

Q

muni de décompositions

vV = ® v‘;q (s € 5).
pq=u

Si on pose VE i= Vz.w-p’ V, muni de ces décompositions, est une

variation complexe. Une polarisation WD de H est une forme bili-
= ~ Ly ~W By

neaire horizontale sur HQ a valeurs dans (2wi) @ wvérifiant des

axiomes convenables. Si ¥ est le prolongement sesquilinéaire de Vo a

; . - AW : ;
V, ces axiomes equivalent a ce que (2mi) ¥ soit une polarisation de la



variation complexe V.,

1.3. Specialisons 1.1 au cas on § est réduit a un point: une

structure de Hodge complexe sur un espace vectoriel complexe H est

une décomposition H = ?Z P.  ses nombres de Hodge sont les
wP = dim Hp; une Eolarlsation est une forme hermitiemme § pour
laguelle les P  sont deux a deux orthogonaux et de restriction ER L
définie positive pour p pair, définie négative pour p impair.
Sojent H un espace vectoriel complexe, { une forme hermi-
tienne sur H et (hp) une famille d'entiers = 0. On suppose que
din B = 2P et que sgn@) = 2(-1)PhP. On notera M(H,y, (b)) ou
simplement M 1'espace des structures de Hodge complexes sur H, de
nombres de Hodge hP polarlsees par V. L' application qui a un

point de ¥ associe la fileration de Hodge de H par les

Fp :—ééle est une injection de M dans une variété de drapeaux de
H. En eifet, 71 .= ® H® est 1'orthogonal de F1 " et

e i=-q
g = FFnfF P cette injection identifie M a un ouvert de cette

variete de drapeaux. On munit M de la structure complexe induite.
En chaque point de M, End (H) herite d'une décomposition de
Hodge, et d'une filtration de Hodge correspondante, avec

PEnd H = {£:H = H!f(Fi) c r¥Py,

L'espace tangent a M (i.e. 3 la varieté de drapeaux) s'identifie a
End(H) /EPEnd(H), et hérite de la filtraticn image de F. C'est une
filtration holomorphe F du fibré tangent, avec ¥° = 0.

Soit U le groupe unitaire U(H,¥). Il agit transitivement
sur M. Si m € M correspond a une décomposition H =& P de H,

le stabilisateur de m est le sous-groupe compact
K =1 uHP ¥ 8Py < v,

La compacité de K assure 1'existence sur M« U/K de métriques

riemanniennes (voire hermitiennes) U-invariantes.

1 Remarque: Si (H',¢') est isomorphe a (H,y), une metrique
U-invariante sur M en détermine une sur M' := M(H',W',(hp)):
transporter la métrique donnée par 1'isomorphisme M = M' induit par
un isomerphisme u: (H,y) ~ (H',¢'). La U-invariance assure que la

métrique obtenue sur M' ne dépend pas du choix de wu.

1.5. Remarque: FPour toute métrigue riemannienne U-invariante d sur



M, 1a variete riemannienne (M,d) est homogéne; elle est donc
compléte et ses boules fermées sont compactes. Si o0 é M et gque C
est une constante, 1'ensemble des g € U tels que d{go,o0) = C est

compact.

1.6 Soient (V,y) une variation complexe polarisée sur S, supposé
connexe, et (hp) ses nombres de Hodge. Choisissons un point base

o€ S8 et soit (E,o) le revétement universel de (S,0). Notons Vo

la fibre du systéme local V en o et Wo la forme hermitienne sur
VO induite par . L'image inverse sur § de la variation complexe

V est une variation complexe gur 5. Le systeme local sous-jacent est
constant. Il s'identifie au systeme local constant de fibres VD

et cette identification permet de regarder la variation comme une famille,
paramétrisde par 3, de structures de Hodge complexes sur 1'espace
vectoriel fixe Vo. Elles sont polarisées par vo et de nombres de

Hodge (hp). On attache ainsi 2 (V,¥) une application
Por S+ MOV ¥, . (7).

L'axiome (V.C.1) signifie que P est une application holomorphe, et
(V.C.2) que dP prend ses valeurs dans le sous-fibré F_l(tangent)
du fibré tangent (cf. 1.3).

On dispose d'une action de nl(S,o) sur § et sur Vo
(monodromie) - donme sur M :i= M(Vo,wo,(hp)) - et l'application P est
gquivariante. L'application P détermine la variation complexe image
inverse de (V,{) sur E, et la variation complexe (V,¥) sur 8
s'en déduit par passage au quotient par ﬂl(S,O).

Notre outil essentiel est le théoreéme suivant de P.A. Griffiths
(5], 10.1).

1.7. Théorgme. (P.A. Griffiths). Supposcn3 que § est le disque

unité, et munissons-le de sa métrique de Poincaré (courbure constante

-1). Alors, pour une m&crique riemannienne U-invariante convenable

sur M, ne dépendant que des nombres de Hodge hP (cf. 1.4),

1'application P décro%t les distances.

Reprencns les hypoth2ses et notations de 1.6, et soit
c:nl(s,o) -+ GL(VO) la représentation de monodromie. Nous diroms
. -
qu'une base e de Vo est adaptée 2 la décomposition de Hodge
P(o) : VO =® Vg de V0 si elle est la réunion de bases orthonormées

pour (—l)PW des VE.



1.8. Corollaire. Fixons (S,0) et les nombres de Hodge (hp). Pour

chaque ¥ € ﬂl(S,O), 11 existe C tel que, pour toute variation

Eolarisée ¥ sur S, de nombres de Hodge (hp), et pour toute base

adaptée ¢ de VO, les coefficients de la matrice ofy), dans la

base e, sont bornés en valeur absolue par C.
base

preuve. Soient H =& Ehp, ¥ la forme hermitienne sur H sommedes
formes hermitiennes (-l)PEui\_ri sur les Ehp, M = M(H,w,(hp)) et o
le point de M correspendant A la décomposition de H en les ghP,
Pour toute variation Vv comme en 1.7, le choix d'une base adaptée de
vo identifie Vo i3 H et permet de regarder 1'application P

définie par V comme une application

Py ¥ M

vérifiant PV(O) = o.

Soit dK la pseudo-metrique de Kobayashi sur S: la plus
grande pseudo—métrique d telle que pour toute application holomorphe
w du disque unité dans S, dfe(x),p(y)) soit inférieur ou égal a la
distance de Poincaré de x & V. Puisque 3§ est connexe, dK(x,y)
est fini pour tout x et y. Pour M muni d'une métrique rieman-
nienne U-invariante dM convenable, indépendante de (S,0) et de v,

il résulte de 1.7 que
dy(oly)o,0) = dM(PV(Y-O),PV(O)) = dp(y.a;0).

Dlaprés 1.5, o(y) est donc dans un compact de U indépendant de V¥,

ce qui prouve 1.8.

1.9. Corollaire. Fixons (§,0) et un entier N. Pour chaque

v € nl(S,o), ;1 existe C tel que, pour toute variationm polarisée

V sur S, de dimension N, et toute base adaptée e de V., les

coefficients de la matrice of(y), dans la base e, sont bornés en

valeur absolue par G

Preuve. Procédons par récurrence sur N. Le cas N =0 est trivial.
Si p est tel gque nP = s soit V< (resp. V>P) la somme des Vi
pour 1 < p (resp. i> p). 11 résulte de (V.C.1){V.C.2) que les sous-
f%brés v et ¥> sont horizontaux. S'il existe i <p <j avec
n* 40, bF =0, hd # 0, on obtient ainsi une décomposition de 1la
variation complexe V en la somme de deux variations complexes de
dimensions strictement plus petites que celle de V. Une base adaptée

de V est réunion de bases adaptées de (Vv ) et (V. ) , et on
o <p 0 >p’o



conclut par recurrence.

I1 reste & traiter le cas ou les i tels que hi # o forment
un intervalle. Soit V(n) 1la variation complexe de meme systeme
local sous-jacent que V, déduite de V par la renumérotation:
(V(n)s)P 1= V§+n. Elle est polarisée par (—l)nw, une base adapcée
de V0 est encore une base adaptée de V(n)o. et les coefficients de
la matrice o{y) sont les memes pour V et V(n). On ne restréint
donc par la généralité en ne traitant que des V tels que
{pihP # 0} soit un intervalle commencant em 0. Il n'y a alors qu'un
nombre fini de possibilités pour le systeme des hp, et on conclut

par 1.8.

1.10 Corollaire. Fixons (S,0) et un entier N, Pour ¢ha

¥ € nl(S,o), il existe C tel que, pour Loute variation complexe

poelarisable V sur S, de dimension N, on ait

[Tr(olv))| < C .

1.11. Dans la fin de ce paragraphe, on suppose que S est le complé-
ment, dans une variété analytigne compacte 3, d'un sous-espace ana-
lytique. Cette hypoth2se implique que sur § toute fonction plurisub-
harmonique bornée supérieurement est constante. Soit V une varia-
tion complexe polarisable de structures de Hodge sur S. Si U est un
ouvert de 8, et v une section horizontale de V sur U, W.
Schmid [10] montre que ¢(v,v) est borné sur la trace sur U de tout
compact de 3. Mise en garde: le cadre dans lequel travaille W.
Schmid est différent du notre, mais ses preuves s'adaptent sans
difficultz: il travaille avec des 'variations réelles"”; chaque varia-
tion complexe dé&finit une variation réelle de dimension double, et
on applique [10] 2 cette dernmidre; il suppose les moncdromies locales
quasi-unipotentes, mais ne se sert pas réellement de cette hypothése.
Ceci acquis, les arguments de [6], 7.1 (ef. [10], §7) montrent que si
v est une section globale de V sur S, les composantes de Vv dans

les VP sont encore horizontales.

1.12. Soit Vo un gysteme local complexe sur 5. On suppose Vo

semi-simple: il admet une décomposition

1.12.1) v = @ 5, ® W
i1€I

ou les Si sont des systemes locaux irréductibles deux 4 deux non

i



jsomorphes et ou les wi sont des espaces vectoriels complexes nonm
nuls. L'hypothése que vo est semi-simple est automatiquement remplie
si Vo est sous-jacent 3 une variation polarisable de structures de
fiodge (par. 1.11, tes arguments de [2], 4.2.6 s'appliquent). M. Nori
(non publié) a montré qu'elle 1'est aussi si VO est sous-jacent 3
une variation complexe polarisable et que S est kahlérienne ou algé-
brique (ou plus généralement si chague classe a € H (S,R) est

représentable par une l-forme a +a avec a holomorphe).

1.13. Proposition. Sous les hypothéses de 1.11 et 1.12, si Vo est

sous-jacent & une variatiom complexe polarisable,

(i) Chaque S

est sous—jacent a une variation complexe

b
polarisable, unique 3 une renumérotation p* p +n pres.

(ii) Choisissons sur chaque Si une variation complexe polar-

jsable., Via (1.12.1), des structures de Hodge complexes sur les Wi

fournissent alors une variation complexe polarisable sur VD. Toute

variation complexe polarisable sur Vo est ainsi cbtenue.

Preuve. La décomposition (1.12.1) fournit un isomorphisme
(1.13.1) End(vo) =1 End(wi).

L'espace vectoriel End(Vo) est 1'espace des sections globales hori-
zontales du systéme local EBQ(VO). Pour V_ sous-jacent 2 une
variation polarisable V, End(vo) hérite de la décomposition de
Hodge des EEQ(VS) (s € 8 (L.11}:

= P
End(Vo) L) End(Vo) 5

Lemma 1.14. Toute graduation de Tl End(Wi), compatible & la

structure d'algdbre, provient de graduations des W .

Preuve. Regardons une graduation comme une action du groupe multipli-
catif Gm. A€ sm(c) = C agissant par multiplication par A" sur la
composante de degré n (S5GA314.7.3). La composante neutre du groupe
des automorphismes de 1'alg2bre I End(wi) est le quotient du groupe
TGL (W, ) par son centre GI. Tonte extension centrale de Gm par

G; étant triviale (SGABIXB 2), un morphisme & - Aut(HEnd(Wi)) se
reldve en un morphisme de Gm dans UGL(Wi),i.e. en une graduatiom
des Wi.

Preuve de 1.13 (suite). Pour VD sous-jacent 2 une variation polari-
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sable V, choisissons (1.14) des graduations des Hi telles que

1'isomorphisme (1.13.1) soit compatible aux graduations. S5i la droite

i

homogene de degré 0 et Si o0 Li c Vo’ isomorphe & Si’ est 1'image

d'un projecteur e ¢ End(V) = End(Vo)o. C'est donc une sous-variation

L, C Wi est homogeéne, c'est 1'image d'un projecteur e € End(W)

complexe de V, un facteur direct en fait, et on en déduit 1'existence
d'une variation complexe polarisable & laquelle Si soit sous—jacent.

Choisissons sur chaque Si unie variation complexe polarisable.
Pour toute variation polarisable V sur VD,

Wi = Hom(Si,VD)
hérite de la variation polarisable Hom(si,V) d'une décomposition de
Hodge (1.11 appliqué a Hom(Si,V)). L'isomorphisme

msi [ Hom(Si,Vo) - VO
respecte les structures de Hodge, et {il) en résulte. L'assertion

d'unicité dans (i) est (ii) pour Vo = 8.

1.15 Corollaire. Soient S un ouvert de Zariski de 5 compact,

o€ § et un entier N. Pour tout v € ﬂl(S,O) il existe € tel que,

pour toute variation de structures de Hodge polarisable W sur 5

et tout facteur direct V du systEme local rationnel sous-—jacent, si

dim(V) = N, 1la monodromie o(y) vérifie |Tr(c(y))| <C.

Résulte de 1.10 et 1.13.

2o Preuve du théoréme 0.5.

Nous nous appuierons aur le théoréme classique suivant.

2.1. Théoreme. Soient T wun groupe de pénération finie et N wun

entier. Il existe une partie finie F de T telle que si deux

représentations linfaires de dimension N de T sur un cerps k de

caractéristigue o, de caractéres X, et X, vérifient Xl(T) =

XZ(Y) pour y € F, alors X; =X,.

Preuve. Un groupe de génération finie est de génération finie en tant
que monoide. TI1 suffit donc de prower 2.l dans le cas plus général

o T est un monoide de génération finie et ol les représentations
sont & valeurs dans les matrices N x N, non nécessairement inversi-
ble. Seit T une partie finie de T qui engendre T. On ne

restreint pas la généralité en supposant que [ est le monoide libre
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engendré par T. Dans ce cas, la donnde d'une représentation de T
équivaut & celle d'une famille de matrices N x N indexée par T:
& p, attacher la famille des o(t) (t € T).

Soient xi,j (i,j ¢ [1,N],t ¢ T) des indéterminées et A
1'algébre de polynomes a N2|T| variables Q[Xi’j]. C'est 1'algébre
des fonctions polyndmes sur la variété algébrique (un espace affine)
qui paramétre les familles indexées par T de matrices N x N. Soit
T la représentation P_I MN(A) pour laquelle ~<(t) = (xg,j)i,je[l,N]'
L'action par X > g X g du groupe linéaire GLN sur les matrices
N x N fourmit une action sur la Q-algébre A du groupe algébrique
GLN {sur @). Soit A . 1'algébre des invariants. PoEr tout espace
vectoriel V de dimension N sur k, la k-algébre A . ﬂb k
s'identifie 4 1'algébre des fonctions polyndmes GL(V)-invariantes de
|T| endomorphismes de V. Les éléments Tr{t(y)) (y € T) de A sont

invariants.

2.2 Lemme (C. Procesi [13]). L'algébre des invariants de GLN dans
A est engendrée par les Tr(t{(y)) (v € T').

La preuve consiste a se ramemer par polarisation 4 1'étude des
invariants multilindaires de n endomorphismes, a les interpréter
comme invariants multilinéaires de n vecteurs et n covecteurs et a

utiliser la descripticn que H. Weyl donne de ceux-ci.

Preuve de 2.1 (fin). D'aprés Hilbert, 1'algdbre des invariants de
GLN dans A est de type fini. Il existe donc une partie finie F
de T telle que tout invariant soit un polynOme en les Tr{z(f))

pour £ € F. En particulier, pour tout ¥ € I', i1l existe un polyndme
3 coefficients rationnels PT en des indéterminées Xg (f ¢ F), tel

que
Tr ©(y) = PY((Tr T(f))feF)'

Pour tout corps k de caractéristique 0 et toute représenta-

tion de I’ dans MN(k), de caractére X, on a par spécialisation,

Xy} = PY((x(f)>f€F)°
Le théoréme en résulte.

2.3 Remarque. Soit s = s(N) le plus petit entier t tel que toute
Q-algébre associative sans unité vérifiant l'identicé 2N - 0 vérifie

aussi l'idenéité ++«z =0, Dans [13], C. Procesi montre que

z
1 t
1'algebre A de 2.2 est engendrée par les Tr{t(y)) pour v de
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longueur = s, et que cette borne est optimale: si |T| > 5 et que
v € T est un produit de s générateurs distincts, Tr(z(n)) n'est
pas dans l'algébre engendrée par les Tr(t(y)) pour y de longueur
< s, Dans 2.1, on peut donc prendre pour F l'ensemble des mots de
longueur < s en les &éléments d'un syst2me générateur symétrique T.
La restriction "symétrique' est en fait inutile cas un caractére sur
un groupe T est déterminé par sa restriction a un gous-monoide qui
engendre [,

Highman a montré que s = ZN— 1. Pour une preuve trés courte,
vois N, Jacobson, Structure of rings (an ed.), p. 274. Cette borne a
&té améliorée par Yu. P. Razmislov en s = N2 (Izvestia A.N. 38 4
(1974), p. 756).

9.4 Preuve de 0.5. Fixons o € S, Si V est une variation polari-

sable de structures de Hodge sur S, et que W est un facteur direct
de dimension N de la représentation de monodromie o correspondante,
la représentation rationnelle Oy de nl(S,o) sur W vérifie (A)(B)
(C) ci-dessous.

(A) Pour tout « € ﬂl(S,o), Tr(c“(y)) ¢ 2.

Preuve. La représentation ¢ respecte par hypothése un réseau entier.
La sous-représentation o, aussi.

W
(B) Pour tout « € ﬁl(S,D) il existe C(y,N) tel que

e (0, (1)) < ClrsN).

C'est une application de 1.15.
(C) La représentation o est semi-simple.
En effet, o 1'est (cf. [2] 4.2.6, dont la méthode s'applique par LX1)
A N fixé, par (A)(B), il n'y a qu'un nombre fini de possi-
bilités pour la valeur de chaque Tr(uw($)). D'aprés 2.1, il n'y a
qu'un nombre fini de possibilités pour le caractere de Oy donc,

d'apreés (C), pour sa classe d'isomorphie.

2.5 Remarque. Dans 0.5, on suppose que S est une variété algébrique.

La preuve s'applique encore si S est un ouvert de Zariski d'une
variété analytique compacte. Si on suppose seulement que S est une
variété analytique dont le groupe fondamental est de génération finie,
les mémes arguments donnent encore que les variations de structures de
Hodge polarisables de dimension N sur § ne donnent lieu qu’a

un nombre fini de caractéres de nl(S,o).
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Il s'agit de prouver l'énoncé suivant.

Lemme: Soient H = ZN, T umn groupe, O une représentation

I' = Aut(H)

et supposons que l'action de T

sur H

complétement réductible. Seit

= H® i
) H z @ soit

G le groupe des automorphismesde H

qui catmutent & l'action de T.

Alors, les réseaux H' c H_ stables

I' ne forment qu'un nombre

€

fini de G-orbites.

par

Preuve. Soient A <€ End(H) 1a
off) (y €T), et AQ A0 Q.
gquivaut a ce que AQ solit une

un ordre maximal contenant A.

gtude locale montre que G(Qs)

de H® QZ stables par Al R Z,.

Soit Mf

sous-algkbre engendrée par les

La complate réductibilité de HQ

Al c AQ

une

algdbre semi-simple. Soit
Pour tout nombre premier £,

agit transitivement sur les Zs-réseaux

1'anneau des adéles finis, produit restreint des Q&'

On sait que pour tout sous-groupe ouvert K de G(&f), 1'ensemble

des doubles classes K\GOAf)/G(Q) est fini (A. Borel, Some finiteness

properties of adeéle groups over
(1963), p. 5-30 -théorzme 5.1).

number fields. Publ. Math. IHES 16

Cette finitude implique que G(%)

n'a qu'un nombre fini d'orbites dans l'ensemble des réseaux H' C HQ

stables sous Al. Tout réseau A-stable H' est contenu dans un

réseau Al-stable H" avec un indice [H":H'] qui divise {Al:A]N:

prendre H" = AH',

et on conclut en observant qu'un réseau n'a qu'un

nombre fini de sous-réseaux d'indice donné.

3.

Relarion avec G. Faltings [4].

2 & I
[4].

Le presént article a été

inspiré par la lecture de G. Faltings

On peut regarder [4] comme étant une autre preuve du théordme

0.1 dans le cas particulier ol
que les schémas abéliens X

n = N/2,

sur

; 1
et la représentation de monodromie sur le H

§ est une courbe et olt on ne considéra
S, d'une dimension relative fixe

des fibres.

La restriction au cas des courbes est sans importance, car pour toute

variété algébrique lisse S
sur S telle que, pour ¢ € C,
pour U un ouvert dense de §,

P, il suffit de prendre pour

espace lindaire assez général de dimension

ﬂl(C) **ﬂl(U)

il existe une courbe lisse C

C l'intersection de

tracee

ﬁl(C,o)
plongeable dans un espace projectif

s'envoie sur ﬂl(S,O):

U avec un sous-

dim P - dim S + 1; on aura

(Bertini) et nl(U) ~»rrl(S).
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Soient S une courbe projective et lisse, T wun ensemble fini

de points de S et S :=S-T. Soient X un schéma abelien sur 8
dont on suppose qu'il se prolonge en un schéma semi-abélien X sur S
(réduction semi-stable). Soient n 1a dimension relative de X sur

S, e la section nulle et posons i< eﬂﬁnifg. C'est le faisceau
inversible sur S dont la fibre en s € S est la puissance extérieure
maximale du dual de 1'algebre de Lie de la fibre is de X/S. Dans
(4], 6. Faltings commence par borner le degré de «, indépendamment

de X. Si on simplifie son argument par une référence 2 S. Zucker [11],

on obtient 1l'estimation suivante.

Lemme 3.2. Avec les notations précédentes, si - x(8) = o, on a

deg w = %ﬂ-(JX(S)).

Dans cette formule, X(8) est la caractéristique d'Euler-

Poincaré topologique: pour S de penre 8 Xx(s) =28 - 2 + |1T|.

Preuve. Soit H 1la variation de structures de Hodge sur S de
fibres les Hl(xs) (s € S). Elle donne lieu 2 un systémé local
complexe Hg, et % un fibré vectoriel complexe H muni d'une connec-
tion V, dont H, est le systeme local des sections horizontales.
sur H, on dispose de la filtration de Hodge F, réduite ici a un
sous-fibré Fl(H) de H. La fibre HO(XS,Rl) de Fl(H) en S
s'identifie au dual de 1l’algébre de Lie de XE.

L'hypothese que X est 2 réduction semi-stable &quivaut 2

1'unipotence de la monodromie locale de H¢ en chaque t € T. BSoit

Hcan le prolongement canonique ([7], 5.2) du fibré vectoriel H a

S et soit Fl(Hcan) le sous-fibré localement facteur direct de
qui prolonge FiH. Toute polarisation de X (donc de H)
induit une dualité parfaite entre H/FlH et FlH, et cette dualité
se prolonge en une dualite parfaite entre H /FlH et FlH :
can can can
Nous admettrons de la théorie des modeles de Néron que
x 1 = FH
& »RI5
Nous traiterons d'abord du cas ol X/S est sans partie fixe.
Ceci equivaut 2 HD(S,HE) = (0 et implique que Hi(S,HG) = () pour

i# 1, d'ol.

can

(3.2.1) dim HE(S,H) = X(S,Hp) = -rang(Hg).X(5) = -20X(S).

%
La cohomologie H (S8,H) peut se caleculer comme l'hypercoho-—

mologie, sur S, du complexe de De Rham
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v .1
can RS(T) " Hcan'

H

Ce complexe, noté K, est fileré par les scus-complexes

i 1 i-
FK i= (F‘Hcan—» R3(M) ® F LT

can
et, d'aprds 5. Zucker [11], §13, la suite spectrale correspondante
dégénere en E En particulier,

L
(3.2.2) dim Eg’l + dim Ei"l < dim HL(S,H).
H

2,-1 _ 0,1 __1
ona Ej @3 Liry » FlH o) € B = (Hcan/Fchan)’ de dual
de Serre H (Rg @ F1H Y Bi FlH est de degré d, i.e. si
can can
d := deg(w), on a donc
: 0,1 . 2,1 1
dim E, + dim Ey zx(sa &« FH ) + X2 (T)@FHcan)
e [n(g—1)+d1 2 [n(g-1+ |T[) + d}
= -nX (8) + 2d.

Combiné avec (3.2.1) et (3.2.2), ceci domnme
X (8) + 2d = -2nX(8),

i.e, l'asertion de 3.2.

Un schéma abélien X sur 5 est isogéne 2 la somme d'un
schéma ab&lien constant $ x B et d'un schéma ab&lien Y sans
partie fixe. Si X est 2 réduction semi-stable, Y 1'est aussi.

On a
w pour X = (@ pour S x B) ® (» pour Y),

et le premier facteur est trivial. Ceci ramine 3.2 pour X 2 3.2

pour Y, et termine la preuve de 3.2.

Remarque 3.3. Si -X(S) < 0, le groupe fondamental de § est
abélien et tout schéma abdlien sur § devient constant sur un revé-
tement fini &étale de 5. §$'il a réduction semi-stable, il a bonmne

réduction, devient constant sur un revétement fini étale de S5 et on
a deg@) = 0.

Remarque 3.4. Dans le cag ot X est une famille de courbes ellip-
tiques (n=1), on dispose d'un morphisme "de Kodaira-Spencer"

(3.3:.0F @2 + sz%(r).

§'il est trivial, l'invariant meodulaire } est constant et deg (w}=0
(X est toujours supposé a réduction semi-stable-donc, en 1'occurence,

4 bonne réduction). $'il est non trivial, son existence Téprouve 3.2.¢
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elle implique que 2 deg(w) = deg(Ré(T)) et on a
X(8) = deg eé(r).

Pour X une famille modulaire, (3.3.1) est un isomorphisme et on a
8galité dans(3.2).

Remarque 3.5. Supposons que X(8) < 0, i.e. que le revitement
universel de § est le disque unité D. C'est le cas intéressant

{¢f. 3.3). Une polarisation du schéma abélien i/s définit une
polarisation de la variation de structures de Hodge H (H1 des fibres),
et en particulier une métrique hermitienne sur le fibré vectoriel

F1H = E*R;IS'
périodes P : D+ M comme en 1.7. Le théortme de Griffiths 1.7 que

La variation H donne lieu & une application de

P décrolt les distances entraine ume majoration du tenseur de courbure

; ¥l
du fibré métrisé e RX/S’

Une étude locale & l'infini montre que l'intégrale de cette 2-forme

et en particulier de sa 2-forme de Chern.

est le degré de © sur 5 (C. Peters [12]). Intégrant la majoration
ci-dessus, on retrouve 3.2.

Bemarque 3.6. Scient H une variation complexe de structures de
Hodge polarisable sur une courbe § = $-T, (H,v) 1le fibré vecto-
riel 3 connection correspondant, Hcan ie prolongement canonique de H,
et F la filtration de Hodge de H__ : FH est le sous-fibré

can can i
lecalement facteur direct de Hcan qui prolonge le sous-fibré FH
de H. Le théor2me de Griffiths 1.7.et une étude locale 3 1'infini (12])

permettent encore de majorer les | deg Gr;Hcan| en fonction du genre

de S, de |T| et des nombres de Hodge de la variation H.

3.7. Seient n wun entier = 3 et Md n 1'espace des modules des

variétés abéliennes principalement polarisées de dimension d munies
d'une structure de niveau n. C'est un espgke fin de modules: la donnée
d'un schéma abélien principalement polarisé X S, de dimension relative
d, muni d'une structure de niveau n, é&quivaut & celle d'un mor-
phisme f : § - Md,n' Pour S =5 - T comme en 3.1, ce morphisme se
prolonge en un morphisme f de § dans la compactification de Satake
ﬁd,n_ de Md,n' Faltings déduit de 3.2 que le graphe T(f) c §x ﬁd,n
de T est de degré borné indépendamment de X/$, pour un plongement
projectif convenable de § = ﬁd,n' De 13 résulte que les schémas
ab&liens du type considéré sont paramétrés par un schéma de type fini
Y: il existe un schéma abélien XY sur § x Y tel que chaque schéma

abélien du type dit sur § soit isomorphe & la restriction Ky de
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%, 3 §x {y} ~8. La monodromie &tant un invariant discrét, la classe
dtisomorphie de la représentation de monodromie de nl(S) définie par
x ne dépend que de la composante connexe de Y ou se trouve V.

ceci reprouve le théoreme 0.1, restreint au cas particulier des schémas
abéliens de dimension relative d, principalement polarisés et munis

d'une structure de niveau n.

3.8. Soient 2 un schéma connexe de type fini et wu : Sz -+ Z une

famille de gourbes paramétrisée par Z. On suppose que Sz = §z - 'I‘z
avec Sz propre et lisse sur Z, de fibres des courbes de genre g,
et avec Tz fini étale sur Ei de fibres des ensembles de t points.
Pour 2z € Z, posons Sz = u (z). Pour x € Sz, les groupes
fondamentauXx nl(Su(x),x) des fibres de wu £forment un systéme local
sur SZ. Un chemin de x & y dé&finit donc un isomorphisme de
ﬂl(Su(x),x) a ﬂl(Su(y),y). $i, pour i =1,2, S, est le complément
dans une courbe Si de genre g d'un ensemble Ti de t points, et
que X, € §;» unm isomorphisme de ﬁl(Sl,xl) avec "1(52’x2) sera dit
permis o'il existe une famille comme ci-dessus,dont les Si soient

des fibres et pour laquelle 1'isomorphisme soit déduit d'un chemin de
Xy a Xye L.'espace de modules des courbes de genre g &tant connexe,
11 existe toujours un isomorphisme permis de nl(Sl,xl) avec

nl(Sz,xz).

3.9. Les arguments 3.6 s'appliquent encore avec paramétres., Pour
une famille u @ Sz 5> 72 comme en 3.7 et d= 0, n=z 3, 1] existe un
schéma de type fini Y sur Z et un schéma abélien X sur

Sy 1= 5, %y Y ayant la propriété suivante: pour tcut z € 2 et

tout schéma abé&lien principalement polarisé de dimension d, A, sur
Sz, nuni d'une structure de niveau n, il existe Yy € Y au-dessus de
z tel que A soit 1'image inverse de X par Sz 4 SY : 8+ (8,¥).

Prepant une famille universelle SZ’ on en déduit le résultat suivant.

3.10. Proposition. Soit T le groupe fondamental d'une courbe de

genre g avec t points atés. Fixons et n = 3. Pour toute courbe

de genre g avec t points Jtés §, pour tout schéma abélien A

sur S, principalement polarisé, de dimension d, muni d'une

structure de niveau n, et pour tout isomorphisme permis vy de r

avec nl(s,o), la représentation de monodromie o de nl(s,n) Surt

1
H (AO,E) fournit une représentation oy de T'. Les classes
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d'isomorphie de représentations de T ainsi obtenues ne forment qu’un

aombre fini d'orbites sous les automorphismes permis de T.

3.11 Remarque. L'analogue de 3.9, sans structure de niveau imposée,

est encore vrai. Tout schéma abélien de dimension d sur une courbe
§ acquiert une structure de niveau 3 sur un revétement de S de
degré < 3ﬂd , et on décrit un schéma abélien sur S par la donnée
d'un revétement 8S' de S, de degré < 3hd2, d'un schéma abélien
avee structure de niveau 3 sur s', et d'une donnée de descente de

g' a § pour ce schéma abélien.

3.12 Remarque. ©On en déduit que 1'analogue de 3.10, sans structure de

niveau imposée, est encore vrai. On peut aussi se passer des polarisa-
tioms en utilisant le théoréme de zarhin que pour tcut schéma abélien
polarisable A, il existe une polarisation principale sur

(A x Adual)& (voir par exemple Astérisque 127 (séminaire sur les
pinceaux arithmétiques: la conjecture de Mordell, dirigé par L. Szpiro)

VIiI 1.)

3.13 Question. Si on remplace "gchéma abélien"” par ''variation de

structures de Hodge", 1'énoncé 3.10 reste-t-il valable?
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