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A quoi servent les motifs?

PIERRE DELIGNE

La premiére des “conjectures standard” (Grothendieck {19], Kleiman [20]),
celle de type Lefschetz, demande que certaines classes de cohomologie soient
algébriques. De toute fagon, si les motifs sont les “facteurs directs” de
variétés algébriques X définis par des projecteurs, cycles algébriques sur
X x X, leur définition n’est raisonnable que si on dispose d’assez de cy-
cles algébriques. Sur ce probleéme: la construction de cycles algébriques
intéressants, les progrés ont été maigres.

Grothendieck a tenté de dresser un catalogue de constructions projectives
de cycles (contours apparents ... ), cf. [19, p. 197]. Pour ceux dont on a
calculé la classe de cohomologie, cette classe s’exprime en terme de classes de
Chern de fibrés vectoriels évidents. Bien que je ne connaisse pas de contre-
exemple, il me semble peu probable que 'anneau des classes de cycles sur
X x X engendré par la diagonale, les diviseurs et les images inverses des
classes de Chern de X par les pr; (i =1, 2) contienne toujours les cycles
requis par la premiére conjecture standard, par exemple les composantes de
Kiinneth de la diagonale.

Plutét que de chercher a construire des cycles, on peut chercher & construire
des fibrés vectoriels, pour ensuite prendre leurs classes de Chern. Clest ainsi
en fait que K. Kodaira et D. C. Spencer (1953) prouvent la conjecture de
Hodge pour les diviseurs (un théoréme de Lefschetz), le groupe Pic(X) =
H! (X, &") étant accessible, sur C, par la suite exacte exponentielle

0= 2iZ -8 =& —0.

De méme, sur une variété abélienne, il est plus facile d’écrire I'équation fonc-
tionnelle des fonctions © (un cocycle pour un fibré en droites) que de définir
une fonction O, elle-méme fournissant le diviseur 8 = 0.
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Malheureusement, en rang supérieur, on ne sait pas plus construire des
fibrés vectoriels dont les classes de Chern soient intéressantes qu’on ne sait
construire des cycles intéressants.

Sur C, la conjecture de Hodge fournirait les cycles voulus. En direction
de cette conjecture, deux difficultés ont été découvertes. La premigre: Atiyah
et Hirzebruch ont montré qu’elle ne pouvait étre vraie que rationnellement
(cf. Atiyah-Hirzebruch (1]).

La seconde: du point de vue de la théorie de Hodge, la classe d’un cycle
Z de codimension 4 sur X projectif et lisse vit naturellement non dans
Hg B fe4 H, , mais dans une extension E 4 de ce groupe par la jaco-
bienne intermédiaire

2d -1 2d—1

JAxys= H2'(x, O/ + B (x, B,

ou F? désigne le d-ieme terme de la filtration de Hodge de HM"I(X €.
Dans la catégorie des structures de Hodge mixtes, il s’agit respectivement de
Hom(Z(d), H**(X)) et de Ext'(Z(d), H* '(X)). La conjecture de Hodge
demande que le groupe des classes de cycles s’envoie sur un sous-groupe
d’indice fimi du quotient Hg 4 Par contre, on n’a aucune idée de ce que
devrait étre 'image dans E,. Outre I'inconfort esthétique que cause cette
ignorance, elle rend généralement inapplicable la méthode de P. A. Griffiths
pour prouver la conjecture de Hodge par récurrence sur la dimension de la
variété X . Cette méthode est inspirée de celle que Lefschetz utilise pour
les surfaces, Lefschetz [24]. L’idée est que, si (H) cp! €St un pinceau de
sections hyperplanes, construire le cycle Z sur X revient a construire les
cycles Z, = Z N H,. Dans des bons cas (a) la classe de cohomologie ¢ €

sz ’d(X ) qu’on veut étre celle d’un cycle Z a une restriction nulle sur les
H, (b) si Z existe, sa classe de cohomologie ¢ détermine la classe des

Z, dans les jacobiennes intermédiaires .Id(HI) , et (c¢) la construction de Z
revient a celle de cycles Z, de classes définissant une section donnée de

la famille des Jd(H‘). On peut alors conclure si tout élément de Jd(HI)
est la classe d’un cycle de codimension 4 cohomologue a zéro. Par cette
méthode, Zucker [32] prouve la conjecture de Hodge pour les hypersurfaces
cubiques dans P°. Noter toutefois que, si tout élément de Jd(Ht) est la
classe d’un cycle cohomologue 2 zéro, alors H**™! (H,) est de type de Hodge
{(d,d-1)(d-1,d)} (voir §1.6), la réciproque étant une conséquence de la
conjecture de Hodge appliquée au produit de H, par une variété abélienne
convenable. De plus, cette surjectivité implique I’existence d’une courbe C "
et d'un cycle algébrique W, sur H, x C, envoyant H ’(CI) sur HM*I(HI).
On peut alors s’attendre a ce que HZd(X )} soit contrdlé par le H* dela

surface fibrée sur P' de fibres les C,,etpourun H ’ la conjecture de Hodge
est de toute facon disponible.
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Le but de ces notes est de montrer que, malgré cette absence de progres
sur le probleme de la construction de cycles, 1a philosophie des motifs est un
outil puissant.

Je remercie S. Bloch de ses commentaires sur une premiére version de ces
notes.

1. Motifs

Selon ce qu’on peut et veut faire, on dispose de plusieurs définitions des
motifs—ou d’aucune. Il y a lieu de distinguer les motifs purs, typiquement
fournis par la cohomologie de variétés projectives non singulieres, et les mo-
tifs mixtes, ou des variétés ouvertes et singuliéres sont permises. La notion de
motif sur .S (famille de motifs paramétrée par S) pose d’autres problemes
encore.

1.1. Pour k un corps, on voudrait dans tous les cas que la catégorie des
motifs sur k£ soit une catégorie abélienne Q-linéaire .# (k) avec des groupes
Hom de dimension finie. Dans le cas pur, on la voudrait semi-simple et
graduée (par le poids). Dans le cas mixte, chaque motif M devrait admettre
une filtration finie croissante W, avec Gr:f(M ) pur de poids n. Autres
structures essenticlles:

(a) Chaque variété algébrique X sur k doit avoir des groupes de coho-
mologie motiviques H__(X), objets de .# (k). Dans le cas pur, on
se limite aux variétés X projectives non singulieres, et H__(X) est
un motif pur de poids i.

(b) Pour chacune des théories de cohomologie usuelles H, on doit dis-
poser d’un foncteur “réalisation” real et d’isomorphismes

H'(X) =real H (X).

(c) Un produit tensoriel ®, auquels les foncteurs de réalisation sont
compatibles.

1.2. La structure (c) permet d’appliquer la théorie des catégories tannaki-
ennes, inventée par Grothendieck pour étudier le formalisme des motifs.
Références: Saavedra [28], Deligne—Milne [12], Deligne [15].

Pour k de caractéristique 0, cette théorie dit que la catégorie des motifs sur
k , avec son produit tensoriel, doit étre équivalente a celle des représentations
linéaires d’un schéma en groupes affine G sur Q. Noter que deux groupes G,
et G, formes intérieures 'un de Iautre ont meémes catégories de représenta-
tions. Le groupe de Galois motivigue G n’est donc pas uniquement déterminé
par # (k). La théorie indique que le choix de G et d’une équivalence
M (k) ~ Rep(G) équivaut a celui d’un foncteur exact compatible au produit
tensoriel de .# (k) dans les Q-espaces vectoriels: un foncteur fibre . A @
correspond G := Aut®(w), le schéma en groupes des ®-automorphismes de
w . On peut voir @, ou plutdét wo H comme une théorie de cohomologie

mot *
a valeurs dans les Q-espaces vectoriels.
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Pour & muni d’un plongement dans C, une théorie de cohomologie pos-
sible est: “cohomologie singuliere de I’espace topologique des points com-
plexes”. Pour k = Q, un autre choix possible est: “cohomologie de de
Rham”.

En caractéristique p, un exemple de Serre montre qu’il ne peut pas y avoir
de théorie de cohomologie raisonnable a valeurs dans les Q-espaces vectoriels:
si E est une courbe elliptique supersinguliere, I’algtbre End(E) @ Q est une
algebre de quaternions, donc n’a pas de représentation linéaire de dimension
deux sur Q. De I’existence d’une théorie de cohomologie 4 valeurs dans les
espaces vectoriels sur une extension de Q résulte que .# (k) doit toutefois
étre la catégorie des représentations d’une gerbe convenable.

La théorie tannakienne est un analogue /inéaire d’une théorie ensembliste,
celle du = -profini, également due a Grothendieck (SGA1). Analogie: si %
est la catégone des revétements étales finis d’'un schéma connexe S (resp.
une catégorie tannakienne sur K) et w un foncteur fibre, i valeurs dans les
ensembles finis (resp. dans les K-espaces vectoriels de dimension finie), %
est naturellement équivalente a la catégorie des G-ensembles finis (resp. des
représentations de G), pour G le groupe profini Aut(w) (resp. le schéma
en groupes affine Aut®(w)). De la la terminologie “groupe de Galois mo-

tivique”, la théorie du n, devenant dans le cas des spectres de corps celle de
Galois.

1.3. En général, le groupe de Galois motivique G est énorme. Sauf pour
k algébrique sur un corps fini, on s’attend par exemple a ce qu’il admette
comme quotient PGL(Z)Wd(k) . Il ne “sait pas” que des motifs M, peuvent
former une famille dépendant algébriquement d’un parameétre ¢.

Bien que G soit énorme, son existence facilite le maniement d’objets “mo-
tiviques”™.

EXEMPLE. La catégorie ind.# (k) des ind-objets de la catégorie # (k) des
motifs sur k& hérite du produit tensoriel de .#'(k). Ceci permet de définir
une algebre de Hopf commutative dans ind.# (k) comme étant un objet H
muni d’un produit et coproduitt H® H — H et H — H ® H, ainsi que
d’unité, counité et antipode: 1 - H, H — 1, H — H vérifiant des axiomes
convenables. On déhinit la catégorie des schémas en groupes affines motivigues
comme €tant I'opposée de la catégorie des algébres de Hopf commutatives de
ind.# (k). Si w est un foncteur fibre, a valeurs dans les espaces vectoriels sur
Q, de groupe de Galois motivique G := Aut®(w), le foncteur @ induit une
équivalence de ind.#'(k) avec la catégorie des représentations linéaires—
non nécessairement de dimension finie—de G, et H — Spec w(H) est une
équivalence de la catégorie des schémas en groupes affines motiviques avec
celle des schémas en groupes affines sur Q, munis d’une action de G.

Voici trois exemples de tels objets.

1.3.1. La version motivique de n, (X, x) rendu unipotent, cf. Deligne
[14], spécialement les §§5,7, et 10 a 13.
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1.3.2. Le groupe de Galois motivique: il admet une version motivique
G, telle que pour tout foncteur fibre @, le groupe de Galois motivique
correspondant soit déduit de G, par application de @. 1l s’agit d’une
construction valable dans toute catégorie tannakienne, cf. Deligne [15, §8].
Dans 'analogie avec la théorie du =, profini, son analogue est le suivant:
pour x variable, les =,(X, x) forment un systéme local sur X, ou plus
précisément un objet en groupes dans la catégorie des pro-objets de celle des
revétements étales de X . Le m; en x s’obtient en en prenant la fibre en x.

1.3.3. Soit .# une sous-catégorie pleine de celle des motifs mixtes sur k,
stable par @, dual et sous-quotients, et soit .,lpur la sous-catégorie pleine
des sommes directes de motifs purs dans .# . On dispose du foncteur exact
et compatible au produit tensoriel: M — GrW(M }, de .# dans .lpur. Il

existe dans .lpur un schéma en groupes pro-unipotent motivique U, agissant

fonctoriellement sur GrW(M) pour M dans .# ,ettel que M — GrW(M)
soit une équivalence de # avec la catégorie des représentaiions (dans A;m)
de U. Cest une conséquence de Deligne [15, 8.17].

On peut de méme définir et manier schémas, torseurs, ... motiviques.

1.4. Le groupe de Galois motivique rendu abélien G™ a une taille plus
raisonnable. II est indépendant du foncteur réalisation choisi (et de son
existence). Conjecturalement, si k, C k, sont deux corps algébriquement
clos, G™ est le méme pour k, et k, etla sous-catégorie correspondante de
motifs est engendrée par les H ! de variétés abéliennes de type CM.

En caractéristique 0, si on ;:?':nd les motifs au sens des cycles de Hodge
absolus et qu’on se limite 2 la sous-catégorie engendrée par les H ! de variétés
abéliennes, on sait calculer G®™. Pour .#(Q), on sait méme calculer le
quotient de G par le groupe dérivé de Ker(G — Gal(Q/Q)). Voir Deligne
[13] ou I'exposé de Schappacher & cette conférence.

Pour #(F,), tout motif devrait étre somme directe de motifs purs et le
groupe de Galois motivique G devrait contenir un élément F , le Frobenius,
dont les puissances soient denses dans G. En particulier, G devrait étre
commutatif. Le calcul conjectural de .4 (]Fq) a été fait par Grothendieck
(non publié). Voir Langlands-Rapoport [23] et I'exposé de Milne 2 cette
conférence.

1.5. Une source de 1.1.(a), (b) est I'exemple suivant. Une courbe projec-
tive et lisse X définit sa jacobienne J(X) = Pico(X ). Les variétés abéliennes
a isogénie prés sur k forment une catégorie abélienne semi-simple avec des
Hom(A, B) de dimension finie sur Q et pour chaque théorie de cohomolo-
gie usuelle H , le dual H,(X) de H'(X), se déduit de J(X) par application
d’un foncteur “réalisation”. Noter que H,(X) est aussi le twist a la Tate
H l(X 1) de H l(X ). Pour la cohomologie ¢-adique, real,(4) est le mod-
ule de Tate V,(4) = T,(4)®Q, . Pour k de caractéristique 0 et la théorie de
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de Rham, realp(A) est I'algébre de Lie de I’extension additive universelle
ded.

On veut donc pouvoir identifier les variétés abéliennes 4 des motifs de
poids —1 particuliers. Pour certaines applications (par exemple I’étude des
variétés de Shimura), on serait déja content de disposer d’une catégorie de
motifs contenant les variétés abéliennes et stable par ® . En caractéristique
0, la théorie des cycles de Hodge absolus fournit une telle théorie (Deligne-
Brylinski [11], Deligne-Milne [12], ou ’exposé de Panchishkin 4 cette con-
férence). Si on ne se limite pas aux motifs pur, un autre exemple clé est
celui des courbes lisses non nécessairement complétes. Plus généralement, on
peut considérer une courbe connexe projective et lisse X, S et T disjoints
dans X et la cohomologie H'(X — S, rel T). Un l-motif K* est un com-
plexe de schémas en groupes réduit aux degrés —1 et 0, avec, sur la cloture
algébrique, K~' un Z-module libre de type fini et X ® une extension d’une
variété abélienne par un tore. Supposons pour simplifier k algébriquement
clos. Pour chaque théorie de cohomologie usuelle, le H ! considéré, ou plutdt
son twist a la Tate H 1(7 —~ 8, rel T)1), se déduit alors du 1-motif suivant
par application d’un foncteur réalisation.

Soit J-(X) la jacobienne généralisée classifiant les faisceaux inversibles de
degré O sur X ftrivialisés sur 7. C’est une extension de la variété abélienne
Pic°(7) par le tore de groupe de caractéres Ker(zT R4 Z). Chaque s € §
définit le faisceau inversible &(s), trivialisé sur T et de degré |, d’oi
(1.5.1) Ker(z® — Z) — J.(X).

C’est le 1-motif promis. Voir Deligne [9, §10].

REMARQUE. Pour S, T # &, le 1-motif (1.5.1) détermine aussi la caté-
gorie des faisceaux inversibles sur X — S, trivialisés sur T: un point x €
Jr(X) définit un tel faisceau inversible %, , et un isomorphisme de .Z, avec
..?; qui soit I'identité sur 7T s’identifiea k & Ker(ZS — Z),avec y—x =dk.

A nouveau, on veut pouvoir identifier les I-motifs 4 des motifs (mixtes)
particuliers. Pour certaines applications (I’é¢tude a I'infini des variétés de
Shimura) on serait déja content de disposer d’une catégorie de motifs con-

tenant les 1-motifs et stable par ®. En caractéristigue O, on sait le faire
(Brylinski [7]).

1.6. Les variéiés abéliennes ont des espaces de modules et ceux-ci per-
mettent d’interpréter algébriquement certains quotients d’espaces hermitiens
symétriques par des groupes arithmétiques. Le cas des motifs est plus com-
pliqué. Si S est un schéma sur C et M une famille de motifs purs para-
métrée par §, M fournit en réalisation de Hodge une variation de struc-
tures de Hodge M, sur S(C), polarisée si M I’est. De 14, une application
¢ de S(C) dans I'espace % classifiant les structures de Hodge polarisées de
nombres de Hodge ceux de M.

La variation M, fournit en particulier un systéme local d’espaces vecto-
riels complexes M, muni d’une filtration de Hodge F variant continiment.
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L’holomorphie de F et la condition de “transversalité” découvertes par Grif-
fiths [17] (voir aussi Griffiths [18]) peuvent s’exprimer comme suit. Soit T
le fibré tangent de S, S étant vue comme une variété C . La structure
complexe de § fournit une structure complexe sur 7. Soit ¢: T@,C—~ T
le prolongement C-linéaire de I'identité de T etsoit 7' C T ®, C le noyau
de ¢ . Définissons le filtration de Hodge de T ® C par

Fl=rgec, F=1", F'=0.

Pour ¢ et m des sections C° de T®C etde M, , la structure plate de M
permet de définir V,m . La condition est que ¢, m — V m est compatible
aux filtrations de Hodge:

tdans T, m dans F f , V,mdans F s holomorphie;
tdans T, m dans F’, V,m dans F =1 transversalité.

Sur ’espace classifiant & il existe une structure complexe et une distribu-
tion holomorphe 7 C T telles que holomorphie et transversalité se traduisent
comme holomorphie de 'application classifiante ¢: S(C) — % et tangence
de ¢(S) a 7.

La distribution 7 est en général non intégrable. L’ensemble des points
de % qui correspondent 4 un facteur direct d’'un H'(X), X projectif non
singulier, est la réunion dénombrable de sous-variétés tangentes 2 7. Pour
7 différent du fibré tangent tout entier, on n’en a aucune description, méme
conjecturale.

Un argument analogue, également di a Griffiths, explique pourquoi les
points de la jacobienne intermédiaire J d(X ) ne peuvent pas tous étre classes
de cycles algébriques, sauf lorsque sz_l(X ) est de type {(d - 1,d),
(d,d—-1)}. Soit f: X — S une famille de variétés projectives non singu-
licres. On pose X, = [ l(:r). Les jacobiennes intermédiaires J d(X ) =
HY 'Y(x_,C)/H* ! (X,, Z)+ F forment un fibré holomorphe J* en tores
complexes et I’axiome de transversalité assure que la connexion de Gauss—
Manin (exprimant que les H e (X,, C) forment un systéme local) passe au
quotient pour définir un opérateur différentiel D, défini sur le faisceau de
sections de J° et a valeur dans celui des 1-formes a valeur dans le fibré holo-
morphe des Hz‘f'l(Xs, C)/F 4=1 Une famille algébrique (Z,), ¢ de cycles
algébriques cohomologues a zéro sur les X définit une section holomorphe
z de J?. Le résultat de Griffiths est que Dz = 0. La section z définit
une famille holomorphe de structures de Hodge mixtes extension de Z (type
(0, 0)) par H*'(X)(d), et Dz =0 équivaut a ce que cette famille vérifie
’axiome de transversalité.

1.7. Quand la distribution 7 est le fibré tangent tout entier, % est un
quotient arithmétique d’un domaine hermitien symétrique. Cette description
des points complexes des variétés de Shimura comme modules de structures
de Hodge suggeére que ces variétés sont des espaces de modules de motifs.
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Soit S le R-groupe algébrique C: S = Rex(G,,) . Se donner une action
de S sur I'espace vectoriel réel ¥ revient a _sﬂ%er une décomposition
de ¥V ®C en somme directe de V”'? avec V79 =W7? 7z ¢ SR)=C"
agissant sur ¥”'? par multiplication par z7?z"?. On définit w:G,, — §
(resp. u: G, — §, défini sur C) par la condition que pour tout V, w(d)
(resp. u(1)) agisse sur ¥”*¢ par multiplication par A**7 (resp. A%).

Les données définissant une variété de Shimura Sh, (G, X} sont un groupe
réductif G sur Q, une G(R)-classe de conjugaison de morphismes A: S —
Gy, avec w, = how central (donc indépendant de #) et un sous-groupe

compact cuvert K de G(Af ). Plagons-nous dans le cas oli w, est défini
sur @ et ol int/(i) est une involution de Cartan du quotient G/w,(G,,).
Le corps dual E(G, X) est le corps de définition de la classe de conju-
gaison de Au (h quelconque dans X). Cest un sous-corps de €. La
variété de Shimura est définie sur E(G, X), avec pour points complexes
K\X x G(Af )/G(Q). Sa construction dans le cas général est due a Borovoi
[6].

Un point de la variété de Shimura sur un corps F contenant E(G, X)
devrait correspondre 4

(a) un ®-foncteur exact x de la catégoric Rep(G) des représentations
de G dans celle des motifs purs sur F;

(b) une structure enti¢re. En terme de la réalisation adélique finie, pro-
duit restreint des réalisations £-adiques, on peut la décrire comme
un isomorphisme de ®-foncteurs

x(V)y S Ve,

donné a composition prés avec un élément de X .

La condition suivante doit &tre vérifi¢e, On y suppose pour simplifier F
plongeable dans C.

(¢) Soit 1 un plongement de F dans C, prolongeant le plongement
identique de E(G, X) dans C. Il doit exister » € X tel que les
®-foncteurs suivants de Rep(G) dans les structures de Hodge soient
isomorphes:

(1} (V, p)— V muni de la structure de Hodge définie par poh,
(2) (V, p) — réalisation de Hodge de x(V'}, aprés extension de
corps de base & C par .

Que cette condition (¢) soit indépendante du plongement complexe : choisi—
supposé prolonger I'inclusion de E(G, X) dans C—n’est pas évident. Par-
fois elle résulte toutefois de (b) et des conditions (d), (e) plus algébriques,
conséquence de (¢), qui suivent.

(d) Laréalisation de de Rham définit un foncteur fibre sur Rep(G): V —
X(V)pg » correspondant a un G-torseur P sur F. La filiration de
Hodge des X(V)pp est exacte et compatible au produit tensoriel,
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donc provient d’un parabolique Q de G’ etde dpg: G, — centre
de Q/%, Q, se relevant en une classe de conjugaison de morphismes
de G,, dans Q, Saavedra [28,1V, 2.4, p. 229]. Parce que F contient
E(G, X), il a un sens de demander que la classe de conjugaison
correspondante d’applications de G,, dans G coincide avec celle des
hou (h € X). La condition (c) 'implique. Ceci explique I'apparition
du corps dual.

{(e) Pour (¥, p) une représentation de poids 0: pow trivial et V ®
V — @ une forme bilinéaire invariante symétrique telle que sur ¥,
B(v, h()w) soit symétrique défini positif, on demande que x(V}®
x(V) — 1 soit positive, pour la polarisation (loc. cit. V, 2.4, p. 276)
espérée de la catégorie des motifs.

1.8. Cette interprétation motivique des variétés de Shimura a été un guide
pour I’élaboration des axiomes qui les caractérisent, ainsi que pour la déter-
mination de leur conjuguées (Borovoi, [6]).

Soit p un nombre premier tel gque G‘ se prolonge en un groupe réductif

sur Z,, avec K produit de G(Z ) par un sous-groupe du produit restreint
des G(Qt) ¢ # p. Le corps dual E(G, X) est alors non ramifié en p.
On espére que la variété de Shimura a une réduction mod p naturelle, et on
peut essayer de paraphraser la description conjecturale motivique qui précéde
pour conjecturer la structure de 'ensemble de ses points sur un corps fini de
caractéristique p. Il y a des difficultés: comment interpréter (c) et la p-
partie de (b), a traiter conjointement avec (d)? Voir dans cette direction,
Langlands-Rapoport [23].

2. Théories de cohomologie

2.1. Principle. Une construction géométrique, possible dans 'une des
théories de cohomologie usuelles, doit avoir un sens motivique et donc avoir
un analogue dans les autres théories usuelles.

Ce principe a été crucial pour développer la théorie de Hodge mixte.
Grothendieck a vu que chaque H'(X) doit se dévisser en terme de sous-
quotients de cohomologie de variétés projectives non singulieres. Le motif
mixte Hmm(X ) doit donc avoir une classe dans le groupe de Grothendieck des
motifs purs. En caractéristique 0, le nombre de Hodge ™ de la réalisation
de Hodge d’un motif pur défini un homomorpmsmc de ce groupe de Grothen-
dieck dans Z. Des nombres de Hodge #°?(H' (X)) doivent donc avoir un
sens.

Pour aller plus loin, il fallait se convaincre que tout motif a une filtration
par le poids W , croissante, av? GrW(M } pur de poids i (— facteur direct

mot (

de H +(X) pour X projectif non singulier). Clest sur le H' des courbes,
i.e., sur les 1-motifs, que je m’en suis convaincu, et le premier test qu’a di
passer la définition des structures de Hodge mixtes est qu’elles redonnent
comme cas particulier les 1-motifs sur C (Deligne [9, §10]).



152 PIERRE DELIGNE

Le méme principe de transfert a permis de conjecturer le comportement
asymptotique d’une variation de structures de Hodge sur un disque épointé,
ou un produit de disques épointés.

Mise en garde. Soit (S, #, s) un trait, avec .S spectre d’un anneau de
valuation discréte complet. D’aprés Raynaud, une variété abélienne sur le
point générique 7, a réduction semi-stable, admet une description rigide ana-
lytique comme conoyau d’une fleche définissant un 1-motif. Parallélement,
en théorie de Hodge, s1 # est une variation de structures de Hodge polarisée
de type {(1, 0), (0, 1)} sur un disque épointé D", la monodromie fournit
sur ?Z"Q une filtration par le poids W qui, jointe a la filtration de Hodge origi-
nelle, fait de # une variation de structures de Hodge mixtes au voisinage
épointé de 0.

Il ne faut pas s’attendre & un comportement analogue pour les motifs,
lorsque la condition de transversalité est non triviale en théorie de Hodge.
En général, un objet décrivant le comportement asymptotique doit exister
seulement sur I’espace tangent de Zariski épointé (on suppose réduction semi-
stable), et 1l ne doit pas suffire a reconstruire I’objet de départ. Par exemple,
pour # une variation de structures de Hodge polarisées sur D* = D — {0},
I’orbite nilpotente asymptotique de W. Schmid est une variation de structures
de Hodge mixtes sur I’espace tangent épointé en 0 et, pour # se prolongeant
sur D, c’est la variation constante de valeur la fibre en 0 du prolongement.

La théorie de Morihiko Saito (Saito [29]) qui fournit les six opérations (et
les cycles évanescents) en théorie de Hodge mixte est en partie inspirée par
la théorie f-adique et le point de vue motivique. Inversement, elle suggere
que st on veut considérer des motifs sur une base S, plutét que de vouloir
disposer de motifs A de réalisations £-adiques des faisceaux £-adiques sur
S, 1l peut étre préférable de disposer de motifs de réalisations des faisceaux
pervers. En tout cas, ce n’est que dans un tel cadre qu’on peut espérer une
filtration par le poids.

C’est encore la philosophie des motifs qui a amené Grothendieck a con-
jecturer I’existence du foncteur “mystérieux” reliant la cohomologie étale p-
adique d’une variété définie sur Q_, supposée 2 bonne réduction, et sa coho-

mologie de de Rham: existant pour le H : , 1.e., pour les motifs que sont les
variétés abéliennes, il devait exister toujours, de facon compatible au produit
tensoriel.

2.2. Soit X, une variété algé€brique sur k et X déduit de X, par ex-
tension des scalaires a une cloture algébrique k de k. Pour x € X,(k), le

groupe fondamental profini z, (X, x) est muni d’une action de Gal(k/k).
Supposons pour simplifier X normal. Le foncteur “fibre en x ” est alors une
equivalence de catégories: (Q,-faisceaux lisses sur X,) — (représentations

¢-adiques de Gal(k/k), munies d’une action équivariante de 7,(X, x)).
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Je ne connais pas de sens en lequel 7, (X, x) soit motivique. La situation
change pour son pro-{-complété 7, (X, x), . Ce groupe rendu abélien est
H(X,Z,), et son H, est contenu dans celui de X . Il devrait exister un
schéma en groupes motiviques # (X, x)  sur k tel que

(a) Pour chaque théorie de cohomologie usuelle H, la réalisation corres-
pondante de n, (X, x) _ sur k a pour représentations linéaires les
“systemes locaux™ (au sens de H) sur X, qui sont unipotents.

(b) Le foncteur “fibre en x ” est une équivalence de catégories: (motifs
lisses sur X,, extensions itérées d’images universes de motifs sur
k) — (motifs sur k&, munis d’une actionde =, (X, x}_ ).

Dans (a), les systemes locaux considérés ne sont pas supposés motiviques.
D’aprés (b), ceux qui le sont forment toutefois un systeme fidéle de représen-
tations.

Cette philosophie a inspiré la théorie de Hodge du =, : voir Steenbrink-
Zucker [30].

Plus généralement, supposons donné un ensemble A4 de motifs purs sur
X,- Ce qui précede correspond a 4 = < ou, ce qui revient au meme,
A réduit au motif unité. Il devrait exister sur £ un schéma en groupes
motivique 7,(X, x),, le 7, motivique relatif 2 A4, tel que

(a') Sur k, sa réalisation relative a la théorie H a pour représentations les
“systémes locaux” sur X qui sont extensions itérées de sous-quotients
de produits tensoriels de réalisations d’objets de A4 et de leurs duaux.

(b') Le foncteur “fibre en x > est une équivalence: (motifs lisses sur X,
extensions itérées de sous-quotients (motiviques) de produits ten-
soriels d’objets de A4, de leurs duaux et d’images inverses de motifs
sur k) — (motifs sur X, munis d’une action de #,(X, x) /).

Dans (a'), les sous-quotients sont 4 prendre sur X et ne sont pas supposés
motiviques.

En théorie de Hodge, ceci suggeére la question suivante. Soit X lisse et
connexe sur C et x € X. Soit 4 un ensemble de variations de structures de
Hodge polarisables sur X . Soit & la catégorie tannakienne de Q-systemes
locaux sur X engendrée (par ®, dual, sous-quotients et extensions), par les
systemes locaux sous-jacents aux objets de 4. Soit &, la catégorie tannaki-
enne des variations de structures de Hodge mixtes sur X, admissibles au
sens de Steenbrink-Zucker [30], engendrée (par ®, dual, sous-quotients et
extensions) par A et les variations constantes de gradué par le poids polar-
1sable.

Sur &, on dispose du foncteur fibre “fibreen x” w. .. Soit G = Aut® (@, ).
C’est I'adhérence de Zariski de n,(X, x) dans le produit des GL(H, ), H
objet de & . Soit #(G) I'algebre de Hopf dont G est le spectre.
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Pour M dans &, le systéeme local sous-jacent M, est dans & , de sorte
que G agit sur sa fibre (MQ)x en Xx: cette fibre est un #(G)-comodule:

(2.2.21) (M), = (M), ® #(G).

L’algébre de Hopf #(G) devrait admettre une structure de ind-structure
de Hodge mixte, i.e., & devrait étre un schéma en groupes affine dans la
catégorie tannakienne des structures de Hodge mixtes, de sorte que (a) les
fleches (2.2.1) sont des morphismes de Hodge mixte, (b} le foncteur M — M
est une équivalence de &% avec la catégorie des structures de Hodge mixtes
H 3 gradué polarisable, munies d’une structure de comodule H — H®#(G)
qui soit un morphisme de Hodge mixte.

3. Cohomologie absolue

3.1. Dans chacune des théories de cohomologie usuelles, les foncteurs
H'(X) proviennent d’un foncteur RI'(X) a valeurs dans une catégorie trian-
gulée & . Celle-ci est munie d’une ¢-structure (la donnée de sous-catégories

S , vérifiant des axiomes convenables: Beilinson-Bernstein—
Deligne [3, 1.3]), de coeur (la sous-catégorie abélienne intersection de & <0

et & 20) la catégorie dans laquelle H™ prend ses valeurs, et
H'(X) = H'RI'(X)
au sens de cette ¢-structure.

On peut espérer que ces foncteurs RI” soient les “réalisations” d’un fonc-
teur RI" motivique: on espére 'existence d’une catégorie triangulée Z(k),
avec t-structure, de coeur la catégorie .4 (k) des motifs mixtes sur &, et celle
d’un foncteur RI"_, & valeurs dans & (k), dont les RI' dans les diverses
théories se déduisent par application de foncteurs réalisations.

Une catégorie triangulée & avec f-structure n’est pas toujours la catégorie
dérivée de son coeur % . Exemple: soient X un CW-complexe fini connexe
et I C Db(X , Q@) la sous-catégorie de la catégorie dérivée formée des com-
plexes a faisceaux de cohomologie localement constants. Son coeur est la
catégorie abélienne des faisceaux localement constants de Q-espaces vecto-
riels sur X . On dispose d’un foncteur naturel Db(%’) — Z , mais ce foncteur
n’est une équivalence que si X estun K{zn, 1).

Dans ce paragraphe, nous supposerons 'existence de Z'(k) et celle de
foncteurs “réalisations”. Nous supposerons aussi ’existence dans &' (k) d’un
“twist a la Tate” qui soit une auto-équivalence de catégorie, et corresponde
par les foncteurs réalisations au twist a la Tate usuel. Nous supposerons enfin
que la catégorie # (k) est tannakienne et que la cohomologie £-adique est
un foncteur fibre. Ceci implique que si ¢: M; — M, est un morphisme
de motifs dont la réalisation £-adique est un isomorphisme, alors ¢ est un
isomorphisme.

Pour M, , M, dans .#(k), posons

Ext' (M, , M) = Homg, ,,(M, , M,[i]).
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Ce sont les Hom et Ext' usuels pour i =0, 1 maispour i > 1,ils pourralent
différer des Ext de Yoneda, qui sont les Hom(M, , M,[i]) dans Db (A (k).

Pour chacune des théories de cohomologie usuelles, ces Ext' motiviques
doivent s’envoyer dans les Ext' entre les réalisations correspondantes de M,
et M,.

3.2. Pour X une variété algébrique sur k , appelons groupes de cohomolo-
gie absolue de X les

H, (X) := Homg, (1, RT . (X)[),

oi 1 est le motif unité. Nous aurons aussi a considérer les
Hy (X, Q(f)) := Homg, (1, RT  (X)(NID).

Ces groupes sont souvent appelés groupes de cohomologie motivigues. Ce
sont des espaces vectoriels sur Q. On veillera a ne pas les confondre avec
les H. ot(X) s qui sont des motifs sur k. Les deux sont liés par une suite
spectrale

(3.2.1) EM = Ext’(1, HY, (X)) = HL (X).

Pour M un motif, on écrira encore H:M(M) pour Ext(1, M) =
Hom_@(k)(l MI[p]). Avec ceite notation, la suite spectrale (3. 2.1) se récrit

(3.2.2) EY = HY (H2 (X)) = Hp (X).

L’analogue ¢-adique est le suivant: une variété X sur k, de clowre
algébrique k , définit des groupes de cohomologle ¢-adique H' (X ®kk Q).
qu’'on espére réalisations de moufs mot(X ). La variété X a aussi une
cohomologie étale absolue H' (X , @,), qui est I'aboutissement d'une suite
spectrale .

H (Gal(k/k), H (X ®, k,Q,)) = H (X, Q,).
Pour X projectif et lisse sur k, on espere que R (X) est (non canon-

iquement) isomorphe a la somme directe dans (X} des mm(X J[—i]. Cela
résulterait de I'hypothése suivante:

Pour % un faisceau inversible sur X , on dispose de ¢,(.Z):
T (X) = RO (X)(DI2] qui, en réalisation £-adique,
() fourmt le cup-produit avec la classe de Chern ¢ (&) de

FH(Xe k,Q,)—H? Xk, Q)
Prenons en effet .%° ample. Le foncteur réalisation £-adique étant un

foncteur fibre, il résulte de (x) et du théoreme de Lefscheiz difficile que
pour X purement de dimension N, les

(&) HY-H(0) = Haxl (X))

mot mot

sont des isomorphismes. On peut alors appliquer Deligne [8].
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Analysant la démonstration, on peut en déduire, pour chaque faisceau
inversible ample %, une décomposition canonique (et méme plusieurs)

9o RT, (X)) o @ H, o (X1
Voir Deligne, “Décompositions dans la catégorie dérivée”, dans ce volume.

Mise en garde. Dépendant du théoreme de Lefschetz difficile, ces argu-
ments sont essentiellement rationnels. Si on disposait d’une variante entiére
de (X), on devrait s'attendre a ce que dans ce cadre RI'(X) ne soit pas
toujours somme des H'(X)[-i].

3.3. Soit X lisse sur k. Les diverses “classes” d’un cycle algébrique Z
de codimension d doivent provenir d’'une classe motivique
(3.3.1) cl(Z) e Hom(l, RI"

mot

(X)[2d1(d)) = Ha(X, Q(d)).

La classe {3.3.1) ne doit dépendre que de la classe d’équivalence linéaire de
Z.
Si X est projectif et lisse et qu'on a choisi une décomposition

RT 0 (X) = €D Hyp o (X)I-1]
(cf. 3.2), 1a classe (3.3.1) équivaut a une série de classes

(3.3.2) ¢l (Z) € Ext"(1, HA™"(X)(d)) = H (H2-"(X)(d)) .

La premiére de ces classes qui est non nulle ne dépend pas de 1a décomposition
choisie.

EXeEMPLE 3.4. En théorie de Hodge, Z définit tout d’abord une classe
de cohomologie enti¢re de type (d, d), i.e., un morphisme de structures de
Hodge

Z — H¥(X)(d).
Si cette classe est nulle, Z a une classe dans la jacobienne intermédiaire
Lx)=H""x,c)/F e H" ' (X, 2),

groupe qui n’est auire que
Ext'(z, "' (X)(d))

dans la catégorie des structures de Hodge mixte. La s’arréte I’histoire car
la catégorie abélienne des Q-structures de Hodge mixtes est de dimension
cochomologique 1.

ExeMPLE 3.5. Soient X projectif et lisse purement de dimension N sur
k algébriquement clos, &(1) un faisceau inversible ample et montrons com-
ment on peut attacher a un diviseur D une classe c/(D) dans Pico(X 19Q,
groupe que la théorie des motifs interpréte comme étant Halbs(X (1.
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D’aprés un théoréme de A. Weil [31, Théoréme 7), 'application des classes
d’équivalence linéaire de diviseurs dans les classes d’équivalences linéaires de
O-cycles:

E—E-c (@)
induit une isogénie
¢: Pic’(X) — J(X),
donc une bijection de PicO(X Y®Q avec J(X)®Q. On prend
n-1_ deg(D-c, (@)™
deg(c,(F(1))")
EXEMPLE 3.6. Placons-nous non plus sur le spectre d’un corps mais sur une
base S, lisse sur un corps algébriquement clos k. Soit f: X — S projectif

et lisse sur S et Z un cycle de codimension d . Travaillons en cohomologie
¢£-adique, ¢ inversible sur S. Le cycle Z a une classe dans

H™(X, 2,(d)) = Hom g, (2, , R, Z,(2d)(d)).

cl(D)=9 el (D e (1) -c,(eﬁ'(n)"’)

Si on choisit une décomposition
(3.6.1) RAQ, =Y R£,Ql-1,
cette classe donne lieu comme une série de classes
d-—n of —
(362) ¢l (Z)cExt"(Z, R""£,Q,d) = H'(S, R“7"£,Q,(d)).

Lorsque X est de la forme X, X S pectk) S, et que la décomposition (3.6.1)
provient de 'unique décomposition analogue de la cohomologie de X, ces
classes s’identifient aux composantes de Kiinneth de la classe de cohomologie
de Z.

3.7. Supposons X lisse sur un corps. Décomposons le groupe de K-
théorie K, (X) ® Q par les valeurs propres des opérations d’Adams:

K, (X)9Q=PK,x)

ob sur K, (X )U), opération d’Adams ¥, agit par multiplication par k.
Rappelons que Ky(X )(J ) est le groupe de Chow des cycles de codimension
j » modulo équivalence rationnelle, tensorisé avec Q.
L’exemple des théories de cohomologie usuelles incite & espérer des classes
de Chern ) )
ch’: K,(X)®Q — Hy (X, Q()))

abs

se factorisant par K, (X )U) .
Une conjecture optimiste est que les morphismes “classe de Chern” soient
des isomorphismes

(3.7.1) ok’ K,(x)V S HZT'(X, QUj)) := Hom(1, RT(X)(/)[2j — n)).
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Cette conjecture sous-tend la terminologie “groupe de cohomologie mo-
tivique absolue” pour les K, (X )m , et 1a notation

HI (X, Q) =K, ().

Bloch [4] a proposé une interprétation des K (X )(’ ) comme “groupes de
Chow supérieurs” Ch’/ (X; n). Son argument a un trou (moving lemma in-
suffisant) qu’il promet de réparer. Cette interprétation rend plus naturelle la
définition de ch’ , mais ’interprétation en terme de K-théorie reste nécessaire
pour le calcul explicite dans le cas des corps de nombres. Les groupes de
Chow supérieurs ont I’avantage d’avoir une structure entiére naturelle.

3.8. D’apres Beilinson, la conjecture (3.7.1) peut se déduire d’hypothéses
dont les essentielles sont que (a) le foncteur X — K.(X) se factorise par
RT_ ., (b) la catégoriec Z'(k) est la catégorie dérivée de celle des motifs. La
conjecture a des conséquences frappantes pour les deux membres de (3.7.1).
Ils s’annulent pour des raisons triviales dans des régions différentes du plan
(n, Jj):

(a) Pour M un motif, Exti(l, M)y=0 pour i <0, et Exto(l , M) =
Hom(1, M). De la, Hom(l, R['(X)(j){N]) = 0 pour N < 0 ou
pour N =0 et j # 0. En K-théoric cela donne la conjecture de
Beilinson et Soulé que K, (X )(") = (0 pour 2j < n ainsi que pour
2j<nsi j#£0. _

(b) Le groupe de Chow Ch'(X) des cycles algébriques de codimension
j est nul pour j > dimX et, de méme, Ch’(X; n) est nul pour
j > dim(X)+ n. De plus, Ch’(X; n} =0 pour n < 0.

Appliquant {3.7.1), on en déduirait les

NuLLITEs 3.8.1. )

(i) Pour M un motif pur de poids w, Hom'(l, M) =0 pour i > —w.

(ii) Pour M effectif de poids w, et b >0, Hom'(1, M(w + b)) = 0 pour
i>w+b.

Pour (i), on suppose M facteur direct de H:m(X Jc),avec ¢ >0, X
une variété projective et lisse. Le Ext'(l, M) est alors facteur direct de
Ch°(X;2c—i—a),et,silestnonnul,ona 2c—i-a>0,ie, i<2c-a=
—-w.

Pour (ii), on utilise de plus le théoréme de Lefschetz faible (£-adique,
donc motivique si la cohomologie £-adique est un foncteur fibre) pour sup-
poser que dim(X) < a. On suppose ¢ > a et il faut prouver la nullité de
Ext'(1, H. (X)(c)} pour i > (¢ —a)+ a = c. Cette inégalité équivaut a
c¢>a+(2c—-i-a)>dim(X)+(2c—i-a).

Que 3.7.1 soit un isomoprhisme impliquerait aussi des théoremes de Lef-
schetz faibles pour les groupes de Chow, et les conjectures sur les groupes de
Chow présentées i cette conférence par J. P. Murre.
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3.9. Pour M le motif unite, (3.8.1) (ii) demande que

(3.9.1) H:M(Spec(k), QUN=0 pourn>j.

1l n’est pas clair pour moi si on doit espérer un analgoue sur Z a (3.9.1).
Si on définit les H lls(Spec( ), Z(j)) comme étant des groupes de Chow
supérieurs, (3.9.1) est trivialement vrai.

Une question plus concréte : supposons qu’on ait pu définir de fagon
“indépendante de £”, des classes de cohomologie galoisienne dans les
H"(Gal(k/k), Z,(j)). Si n > j, (3.9.1) demande que ces classes soient
de torsion. Doit-on méme les espérer nulles?

ExeMPLE 3.10. Soit G un groupe algébrique absolument simple et sim-
plement connexe sur un corps k. Sur la cloture algébrique k de k, les
relations entre cohomologie de G, BG, et BT, pour T un tore maxlmal
montrent dans chacune des théories de cohomologie usuelles que H' (Gp) =

pour i =1,2 et que H3( G¢)(2) a un générateur naturel 4. Plagons-nous
en cohomeologie £-adique. Sur k , 1a cohomologie £-adique absolue de G est
somme directe de celle du point et d’une cohomologie réduite H,liée a celle
de Gy par une suite exacte d'Hochschild-Serre. On a donc H (G,Z,(2)) =

pour i <2 et )i (G, Z,(2)) estisomorphe 2 Z,, avec un générateur naturel
a. Ce générateur est primitif, donc définit un homomorphisme

G(k) — H’(Spec(k), Z,(2)).
On peut vérifier que, comme prévu par 3.9, cette fleche est nulle: par
Mercurev-Suslin [27] le H? est sans torsion, et un argument de trace montre
que I'image est de torsion: G se déploie sur une extension finie k' de k et
G(k') est éqal a son groupe dérivé, du moins si |k| > 4.

Le méme cercle d’idée permet de construire une extension centrale
canonique de G(k) par H*(Spec(k), Z/n(2)), égal a K,(k)/nK,(k) par
Mercurjev-Suslin [27]. Rappelons que pour G déployé, une extension cen-
trale canonique de G(k) par K,(k) a été construite par Matsumoto [25,
5.11].

3.11. Pour M un motif sur @, H (M) apparait dans la conjecture de
Beilinson sur le comportement en § = O de la fonction L de M : Beilinson
[2] et les exposés de Soulé, Nekovar et Scholl a cette conférence. Je renvoie
a ces exposés pour une description de la conjecture et de ce qui en est connu.

3.12. Si F est un corps de nombres, (3.7.1) prédit que dans la catégorie
des motifs sur F,ona

(3.12.1) Ext (Q(0), QU)) = Ky;_(F) ® Q,

avec nullité des Ext”, n > 2. L’assertion (3.12.1) impose des restrictions
séveres a la catégoric des motifs extensions itérées de motifs de Tate, et
pour les systeémes de réalisations attachés a un objet de cette catégorie. Voir
Deligne [14] ol un exemple considéré en détail est celui de I'algébre de Lie
du #, rendu unipotent de la droite projective moins trois points.
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Voici un programme pour prouver des conséquences de (3.12.1) pour de
tels systémes de réalisations.

(A) Définir une catégorie tannakienne %, avec pour objets simples les
puissances tensorielles Q(n), n € Z, d’un objet de rang un Q(1),
pour laquelle (3.12.1) soit vrai “par définition”.

L’idée est que les groupes de Chow supérieurs de Bloch Ch"(Spec(F), i)
sont donnés par un complexe simplicial gradué par la codimension n des
cycles et que le produit est presque donné par une structure d’algébre com-
mutative simpliciale graduée. “Presque” car 'intersection de deux cycles n’est
pas toujours définie, seulement “en général”. Rationnellement, il devrait étre
possible de remplacer cette presque algébre par une vraie algébre différentielle
bigraduée commutative, avec d de degré (1, 0), et

A" =0sim<0,
A™° réduit a Q en degré 0,
H(A"") réduit 2 K, _ (F)® Q en degré 1.

On peut alors définir & comme une catégorie convenable de modules diffé-
rentiels bigradués et de morphismes 4 homotopie prés.

Cette partie du programme a été essentiellement réalisée par May, [26].
Pour une variante cubique, voir I’exposé de Bloch dans ce volume.

(B) Définir, pour chacune des théories cohomologiques usuelles, un fonc-
teur fibre “réalisation” sur la catégorie tannakienne .7~ de (A),

(C) Montrer que les motifs de Tate mixtes auxquels on s’intéresse, par
exemple, Lie EI(PI — {0, 1, co})—ou plutét les systemes de leurs
réalisations—proviennent d’un objet de 5 .
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