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Interprétation motivique de la conjecture de Zagier
reliant polylogarithmes et régulateurs

A. BEILINSON ET P. DELIGNE

Cet article est une version remaniée d’un preprint du méme titre, dont les
idées ont motivé certaines des constructions de ’article “motivic polyloga-
rithm and Zagier conjecture”, cité [BD], a paraitre. Nous espérons qu’il peut
encore rester utile comme introduction 4 [BD]. Nous remercions D. Zagier
de conversations ol se sont dégagées les idées essentielles.

Au §1, aprés avoir énoncé la conjecture de D. Zagier, nous donnons un
formalisme motivique qui I'implique. La preuve est donnée au §2. Son
principe est expliqué plus concrétement au §3. Enfin, au §4, nous montrons
que la conjecture de D. Zagier est la partie réelle d’'une conjecture complexe,
elle aussi impliquée par le formalisme motivique.

1. Enoncés

1.1. Rappelons quelques propriétés des fonctions polylogarithme, définies
pour |z| <1 par

n

. =~z
(1.1.1) le(z)-—-E;lT k=1).
]
Ce sont des intégrales itérées de formes différentielles & poles logarith-

miques a I'infini sur ]PI(C) —-{0,1, c0}:

. :odt
Lij(z) = —log(l - z) = A -
. tde . k
Li,,(2)= T Li, (¢) (k=1).
Cette expression comme intégrale itérée montre que Li, (z), défini par (1.1.1)
pour |z| < 1, se prolonge comme une fonction multivaluée sur lPl—{O, 1,00}.

(1.1.2)
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98 A. BEILINSON ET P. DELIGNE

Fixons N > k. Les propriétés de monodromie de Li, [BD, (0.7.1)]
s'expriment au mieux en considérant cette fonction comme un coefficient
de la matrice L(z) suivante, de lignes et colonnes indexées par 'ensemble
[0, N] des entierde 0 & N:

(1 \

—Li(z) I O
(1.1.3) L{z):= | ~Liy(z) logz 1
11—"32!—2)1 logz 1

Posons
(1.1.4)
(0 o o |
i 0 ? o O
€y = 1 ’ € = .
1 o O L
\ O 1 0/

L’algebre de Lie engendrée par ¢, et e, a pour base ¢, et les (ad eo)‘ (e,) (1
en position (£+1,0), Qailleurs) (0 < £ < N). Les (ad eo)‘(e,) commutent
entre eux et ad (eO)N (e,) = 0. Lalgébre de Lie engendrée par ¢, ct e, est
définie sur Q et correspond i un sous-groupe unipotent définie sur Q@ ¥ de
GL,,, . La matrice L(z) fait partie du sous-groupe V(C) de GL,_,(C) =
GL(C'O'N]). Le mineur {1, N]x [1, N]de L(z) est exp (logz - &) et

(1.1.5) L(z) = exp (E —~Li,,,(z)(ade)’ (e, )) -exp (log 2 - &)
Soit 7(4) la matrice diagonale de diagonale (1, 4, F R i ). Elle nor-
malise V. Nous poserons
A(z) := L(z)t(2ni).

Une détermination de A(z) ou L(z) dépend du choix d’un chemin y, dans
]P'(C) - {0, 1, o}, d’un point de 10, I[ & z. Si ce chemin est préfixé par
un tour positif y, (resp. y,) autour de O (resp. 1), la détermination A (z)
est changée en

(1.1.6) Am(z) =A,(z)exp (e)

(1.1.7) Aﬂ,l(z) = A (z)exp (e)).
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En conséquence, deux déterminations de A(z) diftérent par multiplication
a droite par un élément de ¥(Q) C GL,,,,(Q) et le Q-sous-espace vectoriel

A(z)tQ[0 M %M ne dépend pas de la détermination choisie de A(z). I
ne dépend pas non plus du choix de i: changer i en —i remplace (2ni)
par t(-2mi) = t(2ni)t(—1) et (-1) € GL,, (Q).

La matrice L(z) vérifie

(1.1.8) dL(z) = (dz 0+%e,) L(z).

1.2. Appelons Q- (resp. R-) variation de Tate mixte sur une variété an-
alytique S une Q- (resp. R-) variation de structures de Hodge mixtes sur
S, de seuls nombres de Hodge non nuls les h?? (p € Z), et de gradué Gr”
constant sur chaque composante connexe de S. Une Q (resp. R) variation
de Tate mixte sur S est simplement la donnée de (a), (b), (c):

(a) Un systeme local Hy, (resp. Hy) de Q (resp. R) espaces vectoriels de
dimension finie;

(b} Une filtration finie croissante W de H (resp Hg) par des sous-

systemes locaux, indexée par les entiers pairs, avec Gr" (H } (resp. G H, R/
constant sur chaque composante connexe de S. On note encore W la ﬁltra-
tion du systéme local complexifié Hc qui s’en déduit.

(c) Chaque fibre ( Hg), est munie d’une filtration finie décroissante F,
opposée 4 W en ce sens que

(He), = PH); « avec

(1.2.1) W_p = ED(H), ,»
tzk
—k
F™ =@He);,.-
[£4%

Cette filtration dépend holomorphiquement de s et vérifie 'axiome de trans-
versahte si x(s) € (H), dépend différentiablement de s, et est pour tout s

dans F* , sa dérivée par rapport A un champ de vecteurs est dans F*~

Soit H le fibré vectoriel holomorphe défini par H.. Si on 1dent1ﬁe
H, (resp. H;) au faisceau de ses sections holomorphes (resp. localement
constantes), on a

Hy,=H.®:. 8
et H, estle faiscean des sections honzontales de H, pour une conne-
xion mtegrable holomorphe ¥. On peut regarder W comme une filtra-
tion horizontale de H,, F comme une filtration holomorphe, et on a une
décomposition
(12.2) H, = (D(H,),
k

comme en (c). L’axiome de transversalité équivaut a

(1.2.3) VHg C Q'e (Hy & Hg (1)
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Pour § réduit 4 un point, on parlera de structure (de Hodge mixte) de Tate
mixte. On a alors H, = @, (H),.

1.3. Les propriétés (1.1.6) a (1.1.8) permettent d’attacher 2 la matrice A
la Q-variation de Tate mixte suivante .#" sur P! — {0, 1, 00}:

¢ fibré vectoriel holomorphe sous-jacent: I;N) = gl ;
o filtrations par le poids et de Hodge: dans la décomposition (1.2.2)
(£ . estle facteur d’indice k& de #1*";

Wy =" k20,

F =6 (k<m;

s réseau rationnel: ,léN Vo= A(z)Q"”N].
D’apres 1.1.8, la connection pour laquelle le réseau rationnel est horizontal

est
v=4 _(%,, &,
@ \Zzht7T14)

L’axiome de transversalité (1.2.3) exprime que e, €t e, envoient c!®* dans
clo e+l

La définition de .#) ne dépend pas du choix de i € C; elle garde un
sens sur P'(C) — {0, 1, 00} pour C une cloture algébrique de R, et est
fonctorielle en C.

Les .#% forment un systéme projectif en N. Quand N est fixé, nous
nous permettrons d’écrire .# pour .# M)

Notre philosophie est qu’il y a intérét 4 exprimer les propriétés de la fonc-
tion Li, en terme de la variation .# )

1.4. La variation #® est Ia composante en théorie de Hodge d’un
systeme de réalisations au sens de [D] H, qui admet une description géomé-
trique en terme du groupoide fondamental de la droite projective moins trois
points.

Fixons un nombre premier ¢ et décrivons la composante £-adique. Soit
X =P —{0, 1, o0} =G, ~{1}. Pour tout point base &, soit n(X, b), le
plus grand pro- ¢ quotient de n,(X, b). Cestlafibreen & d’un pro-systeme
local sur la droite projective, privée de 0, 1, oo, au-dessus de Spec (Z[1 /€1 .
Soit 7 (X, b)EN) le quotient de =z, (X, b), par le sous-groupe d’indice N+1
de sa série centrale descendante. C’est un groupe de Lie £-adique, d’algzbre
de Lie le quotient d’une algebre de Lie libre a 2 générateurs par la sous-algébre
d’indice N + 1 de sa série centrale descendante.

Pour N> 1, = (X, b)gN) s'envoie sur 7,(G,,, b), = Z,(1). Soit K(N)(b)
le noyau et soit V(b)(N ) le plus grand quotient de # (X, b)EN ) dans lequel
image de KV ’(b) soit abélienne. C’est une extension

L= KMBy - vp)™ S z,01) - 1.
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Soit #(z) le vecteur tangent non nul z en 0. Prenons le comme point base
[D, §15). Dans G, , il existe une classe d’homotopie de chemins canonique
du vecteur tangent {(z) au point z de méme coordonnée.

Pour z # 1,le 7, (X, t(z)),-torseur des (classes d’homotopie de) chemins
de t(z) 2 z se trivialise donc en poussant & x,(G,,, #(2)),, et fournit un
torseur sous

Ker(z, (X, t(2)), — =,(G,,, 1(2)},):
le torseur des (classes de) chemms de projection sur G, le chemin canonique.
Le noyau ci-dessus s’envoie dans kW )( {(z)), d’on enﬁn un torseur P

sous KV )(t(z))ab. A ce torseur correspond une extension E™ de Z, par

(N) (t( z))

Parce que #(z) est un vecteur tangent en 0, on dispose de la monodromie
autour de 0:

9y Z,(1) = (X, (2)),.

Le Z,(1) & la source est a voir comme le =,, de T; , I’espace tangent
épointé en 0. Faisons z = 1. Soit f; un vecteur tangent non nul en {.
Le chemin canonique, dans G,,, de (1) a ! fournit dans X une classe
mod Ker (7, (X, #(1)), — Z,(1)) de chemins de #(1) a 1, , et une classe de
conjugasion, sous ce noyau, de monodromie en 1:

0,1 Z,(1) - =, (X, Hz2)),.

Ces morphismes p, sont a valeurs dans Ker (z (X, ¢(1)), = Z,(1)) . Si
on les compose avec la projection sur K ) (¢(1 ))a" , ils deviennent tous égaux:
on a obtenu - . )

ai
9, :Z,(1) = K™ (1(1))" c v («(1))°

Via ¢,, Z,(1) agit par conjugaison sur KM (t(l))ab. On vérifie I'existence

et I'unicilé d’une décomposition

N
KV (1) e, ~ GBQ,(:')

telle que (a) ¢, est I'inclusion du facteur d’mdlce 1 et que (b) 'action de
Lie de Lie(Z,(1)) = @,(1) est la somme des multiplications Q,(1®Q,(i) »

Q(i+1).
Pour £(z) un autre vecteur tangent non nul en 0: t(v) e T, , les chemins
dans T, de #(1) a #(z) formant un = [Ty, (1)) = Z,(1)-torseur. Cest le

torseur de Kummer K(z). Le groupe fondamental n (X 1(z)) . est déduit
de =, (X, #(1)), par torsion par ce torseur, Z,(1) agissant sur 7 (X, t(l))

par automorphismes mteneurs, via ¢,. Il en résuite que K™ (¢(z) ) est
déduit de K™ (t(l)) par torsion kummerienne, et

K(z)
K(m(t(z) oQ, ~ [@Q,(z] )
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Tensorisée avec Q,, I'extension E™) est donc une extension de Q, par
[GB‘;v Q,(i)]K(z) . Cest Panalogue f-adique de la variation .#'") . Une fois
acquis le formalisme motivique du groupe fondamental [D, §13], la construc-
tion, présentée ci-dessus dans le cadre ¢-adique, vaut uniformément dans les
diverses théorie de cohomologie.

Que, en théorie de Hodge, on retrouve bien .# %" . beut soit se vérifier par
un calcul direct, soit se déduire du résultat d’unicité [BD].

L.5. La structure de Hodge mixte réelle sous-jacente a 4, ne dépend que
de I'image de A(z) dans GL,,,(C)/GL,, +1(R) soit,ce qui revient au méme,

que de A(2)A(z) ' Ona
A(2)A(z) | = (L(2)erd) (z(-22) " "T(Z) ")
= L(z)- intt(-1)(Z(Z) ) 1(~1)

Posons

(1.5.1) B(z) = L(z) int 1(-1)(Z(2)) .
Cette matrice appartient 3 ¥V C GL,, ,(C) et vérifie
(1.5.2) B(z) = int t(-1)(B(z2))”".

Elle est caractérisée par cette propriété et le fait que sa racine carrée B'?
dans V vérifie
(1.5.3) A(z)t(2mi) = B'?(2)t(2ri) dans GL,,(C)/GLy, ,(R).

Prenant le logarithme de (1.5.2), on trouve que le logarithme de B(z)
vérifie
log B(z) = —adt(-1)(log B(z)) :
le coefficient (logB(z))!.j est purement imaginaire pour [ — j pair et réel
pour i — j impair.
Parce que les (ad eo)' (e,) commutent entre eux, on a (Bourbaki, Lie II,
§5 n°5, Proposition 5)

exp (El“l(ad eo)t(el) + aeo) = exp (Z . (ad eo)z (‘31)) exp(ae;)

aT
(1.5.4) avec 2;;,1‘=%Zl,1‘.

Le mineur [1, N]x[1, N] de log B(z) est log(z2)-e,. Soit (0, D\(z),...,
D, (z)) la premiére colonne de —log (B(z)” 2 Utilisant (1.5.4), on vérifie

facilement que
b, Fm(Li,_,(z))  pour k pair,

Dk(z) = {
> b, '—°5%—’-th (Li,_,(2)) pour k impair,
ou les b, sont les nombres de Bernouilli 1, -1,1,0,-4,0,....
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1.6. Rappelons que la Q-structure de Hodge de Tate Q(k) est celle de type
(—k, —k), d"espace vectoriel complexe sous-jacent C et de réseau rationnel
(Zni)kQ cC.Ona Qk)= Q(l)m et on note (k) un produit tensoriel avec
Q(k).

Dans la catégorie abélienne des Q-structures de Hodge mixtes, on a pour
k21

.k
Ext' (Q(0), Q(k)) = C/(220) Q.
Si E est une extension de Q(0) par Q(1), la décomposition (1.2.1) de E,
est
E; = (C en degré 0) © (C en degré 1)

(s @ur)@

a E on attache @ modulo (27/)*Q.
Soit R(k) la R-structure de Hodge sous-jacente & Q(k). Dans la catégorie
abélienne des R-structures de Hodge mixtes, on a de méme pour k > 1

Ext' (R(0), R(k)) = C/(2mi)*R.

et EQ est de la forme

On identifiera le membre de droite 2 IR par linclusion de 'R dans
C.

Pour S un schéma lisse sur @, notons (K, (S)® Q)(m) le facteur direct
de K,(S)® Q sur lequel chaque opération d’Adams y, agit par £" . On
dispose d’une application régulateur a valeur dans un Ext ! dans la catégorie
abélienne des Q-structures de Hodge mixtes sur S(C):

reg : (Ky (S) ® Q" — Extg, (Q(0), Q(k)).

Par exemple, pour k¥ = 1, on attache 2 f € &"(S) D'extension [f] de
Q(0) par Q(!) donnée par:
o décomposition (1.2.2) du fibré holomorphe sous-jacent: & en degré
0@ & endegré 1;
. . 1 0
e réseau rationnel : (los £ 2ni
choisie localement de log f).
Pour S le spectre d’un corps de nombre F, S(C) est 'ensemble des

plongements complexes de F et le régulateur devient la donnée, pour chaque
o € S(C) de

)Q2 (indépendant de la détermination

reg’ : K,,_,(F) — C/(2n)*Q.

Ces constructions ne dépendent pas du choix de i € C et on a donc
reg’ (x) = reg”(x)”.
Si on passe aux R-structures de Hodge mixtes, on obtient

regg : (Ky_,(5) ® Q)% — Extg, (R(0), R(k))
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qui, pour § =Spec F, fournit, pour chaque plongement complexe ¢ de F,

reg; 1Ky ((F)— C/(Zni)kR(lik_l]R.

Notre convention: reg: a valeurs dans i*"'R , a Pavantage que

& =
regp(x) = regg(x) .
On sait que les reg; induisent un isomorphisme de K,, (F)®R avecle
sous-espace de i*'R%© formé des (x,) vénifiant x, = %_.

1,7. Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture de D. Zagier. Soit F
un corps de nombre (= une extension finie de ). Il y a une conjecture pour
chaque entier k, et la Kitme conjecture n'a de sens que si les précédentes
sont vraies.

Dans la méme induction, on énonce la &k
Q-espace vectoriel Z* | une application

{]’k:F—{Os 1}_’3’(’

tme  conjecture, on définit un

un homomorphisme

2 fk-1
d: &* - N\ (@3")
i
et

¢, : Ker(d,)— K, |(F)®Q.
(A) Pour k =1, &' est F* ®, @, on note (x) I'image dans & ' de
xeF*, {} est
{};y:x—(1-x),
d, =0 et ¢, est I'application identique de F "®Q.
(B) Pour k& > 2, soit F* 1e Q-espace vectoriel librement engendré par
des {x},, x € F — {0, 1}. Définissons

2 k-1
7P PP o \ (@y‘) ;

1
{x}e = {xheo ® () = {x}_ A ().
Pour k=2, 5’; est {x}; — (1 —x)A(x). Pour k > 2, le noyau de 5‘;
est celui de {x}, — {x},_, ® (x) AR Y
D. Zagier conjecture ’existence d’une application
k-1

5 2
¢, : Ker (dk:.g’jk—»/\(m)) - K, (F)®Q

1
tel que, pour tout plongement complexe ¢ de F et tout x = Ela{xa};'
dans le noyau de 4, ,

Dy(ox):=>_4,D(0x,)
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vérifie
o
(1.7.1) D, (x) = — regg (@,(x)) .

Noter que cette formule est vraie pour k =1, ot D, (x) = —# log(1l - x).
Noter aussi que @, est uniquement déterminé par (1.7.1).
Si 1a conjecture est vraie, on pose

F* = ,‘?’k/ Ker (qﬁk)

et on définit {},, d,, et ¢, par passage au quotient.
Si & estla somme des &, (£, d) est une co-algebre de Lie graduée.
D. Zagier conjecture de plus que les ¢, sont surjectifs, i.e. que

( Kerd), =K, (F)2Q.

Sur cette conjecture additionnelle, nous n’avons rien a dire.

REMARQUE 1.8. Inductivement, la condition que }_A_{x_ }; soit dans
Ker (d ) est que
(1.8.1) Quel que soit 'homomorphisme v : F'—=Q,ona

YA (1 -x)A(x,)=0  dans AF*®Q.
Forme polarisée: quels que soient v, ..., ¥, _,: F'—=Q,ona

S A 0x) vy ()1 = x ) Afx,) =0

(1.8.2) Pour 2 < £ < k et pour chaque plongement complexe &, quel que
soit v: F* - Q,ona

S 4,006, D, (0x,) =0
Forme polarisée: pour v,,...,v,_,: F' = Q,
Y A,0,(%,) vy (%,)Dy(0x,) =0
Dans (1.8.2), on peut aussi bien prendre v ou les v; a valeurs complexes.

1.9. Avant de donner Iinterprétation motivique de 1.7, quelgues remar-
ques sur le systéme projectif de variations .4 M) de 1.3.

Ona
(1.9.1) AN = " w M pour N< M,
(1.9.2) G, 4" =Qk) pourk <N
(1.9.3) #Y = extension [1 — z] de Q(0) par Q(1)

et W_,# (N) admet une description simple en terme de l’extension [z]. On
a
N N—1
w_p ™ = sym ™' (1z1)(0),
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avec des isomorphismes (1.9.2) donnés par
Gr” sym " ((z)(1) = sym VG (2))(1)
= sym "' (0@ P o) (1)

N N
(1.9.4) =Dek) |, o Dok
’ 1

1

Les morphismes de transition du systéme projectif des W_,.# ™ sont donnés

par la dérivation de degré —1 de Sym *([z]) qui sur Sym I estla projection
[2] — @(0) : Sym1 — Sym0 .

Dans le langage de [D], dont nous n’aurons pas besoin, la description est
peut-étre plus limpide: (z] définit un Q{1)-torseur, I'algtbre de Lie Q(1)
agit de sur @ Q(k) par les Q(1)®@Q(k) — Q(k + 1) et on tord @ Q(k) par
le Q(1)-torseur définit par [z].

1.10. Nous nous proposons de montrer que la conjecture de D. Zagier
(surjectivité des ¢, exclue) résulte des conjectures suivantes.

{A) Pour § un schéma lisse et connexe sur , on dispose d’une catégorie
tannakienne sur Q@ Z(S). Pour S vaniable, elles forment un champ: on
dispose de foncteurs image inverse, avec des propriétés convenables. On
appellera 7 (S) la catégorie des motifs de Tate mixtes sur S.

(B) On dispose d’un objet de rang un Q(1) dans .7 ( Spec (Q)), avec les
propriétés (B1), (B2) ci-dessous.

Notations: Pour tout 5, on note encore (1) Pimage inverse de Q(1)
dans 7 (S)}. On pose Q(k) := Q(l)‘g’k(k € Z) et on note (k) une tensorisa-
tion par Q(k).

(B1) Etant tannakienne, la catégorie .7 (S) est en particulier une catégorie
abélienne dont tous les objets sont de longueur finie. On suppose que ses
objets simples sont les Q(n), que les Q(n) sont deux a deux non isomorphes,
et que

pour n <0, Ext'(Q(0), Q(n)) =0

(d’ot Ext '(Q(n), Q(m)) = 0 pour n > m).

Cette hypothése équivaut a ce que chaque objet M de Z(S) ait une
unique filtration croissante finie W, qu'il est commode d’indexer par les
entiers pairs, avec Grf’z,c (M) somme de copies de Q(k), et que tout mor-
phisme f : M, — M, soit strictement compatible 2 W : le foncteur M —
GrW(M) est exact.

(B2) Notons (Km(S)®Q)(") le sous-espace de K, (S)®Q ot les opérations
d’Adams v, agissent par £". Pour k > 1, on suppose que

Ext' (Q(0), Q(K)) = (Ky_,(S) 8 Q)™

de fagon compatible aux changements de base S’ — . Pour f € #*(S), on
notera [f] I'extension correspondante de Q(0) par Q(1).
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(C) On dispose d’un ®-foncteur “réalisation”, compatible aux change-
ments de base S — S, de F(S) dans les Q-variations de structures de
Hodge mixtes sur S(C). Plus précisément, on veut une réalisation sur S(C},
pour C une cldture algébrique de R, fonctorielle en C . On suppose donné
un isomorphisme entre la réalisation de Q(1) et la structure de Hodge de
Tate Q(1).

(D) On suppose la commutativité du diagramme

(Ky—1(S) @ Q)" = Ext.l?'(S) (Q(0), Q(k))
reg ™\, / real
Ext}S(C) (Q(0), Q(k)).

(E) Sur P' — {0, 1, o0} identiﬁons Gr” sym® ' ([z])(1) a P Q(k) par
la formule (1.9.4). Les Sym V- ([z])(l) forment un systéme projectif en
N, comme en 1.9, et on demande I'existence d’un syst®me projectif .4 ()
d’extension de Q(0) par les Sym ¥ {[z])(1), avec o ) pextension [1 -z}

de Q(0) par Q(1), de réalisation le systéme projectif d’extensions analogue
A de 1.3, 1.9.

1.11. Nous n’avons pas besoin de toute la force de la conjecture ci-dessus.
Lecasoi S =P' - {0, 1, oo} ou le spectre d’un corps de nombres nous
suffit. Pour prouver la conjecture de Zagier pour un corps de nombres F , il
suffirait méme de disposer de:

{Ag) Une catégorie tannakienne 7 (F) sur Q.

(Bp) Un objet Q(1) de J(F), de rang un, vérifiant (B1) de 1.10 et des
isomorphismes

Ext! (Q(0), Q(k)) =K,,_(F)eQ pourk = 1

(Cg) Pour chaque plongement complexe ¢ de F, un ® foncteur exact:
reahsatlon de J (F) dans les Q-structures de Hodge mixtes. On suppose
donné un isomorphisme real (Q(1)) = Q(1) et vérifiée une compatibilité
(D) de 1.10.

(Eg) Enfin, pour x e P! (F)—{0, 1, 0} = F - {0, 1} on suppose donné
un systéme projectif 4 ™ gextensions de Q(0) par Sym N-1 ([xN(1), avec
oo - [1-x], de réalisation rel ¢ le systeme projectif analogue ., ™ fibre
de #™ en ox.

2. Preuve

Dans ce paragraphe, nous prouvons que la conjecture 1.11 implique la
conjecture de D. Zagier 1.7 (surjectivité des ¢, exclue).

2.1. Supposons donnés une catégorie tannakienne J sur Q, et un objet
de rang un Q(1), vérifiant la condition (B1) de 1.10. Dans la terminologie
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de [BD], c’est une “mixed Tate Q-category”. Les Q(k) := Q(l)®k (k € Z)
étant de rang un, on a End(Q(k)) = Q.

Pour tout objet X d’une catégorie additive Q-linéaire, le produit tensoriel
avec un Q-espace vectoriel de dimension finie ¥V est défini par

Hom (X ® V', Y)= Hom (V, Hom (X, T)).

Ona X@Q"=Xx".
Pour tout M dans &, Grﬂk(M ) est somme de copies de Q(k):

Gr_WZk(M) = Q(k) ® w(M), avec
w(M), = Hom (Q(k), Gr™, (M)).

Soit w(M) T'espace vectoriel gradué somme des w(M), , w(M), en degré
k. La filtration W est compatible au produit tensoriel, le foncteur M
GrW(M ) est exact et compatible au produit tensoriel et M — w(M) est
donc un @-functeur exact: c’est un foncteur fibre sur Q de la catégorie
tannakienne % .

Par la théorie générale des catégories tannakiennes, ce foncteur induit une
équivalence de .7~ avec la catégorie des représentations du schéma en groupes

(2.1.2) G := Aut®(w).
Pour M dans 7, la graduation de w(M) correspond & une action 7

du groupe multiplicatif G, : 1 agit par multiplication par A* sur w(M), .
Cette construction, compatible au produit tensoriel, définit

t:Gm—+G.

(2.1.1)

Tout automorphisme du ®-foncteur w respecte la filiration de w(M) par
les
w(W_y M) = PoM),.
2k
Soit U le schéma en groupe prounipotent des ®-automorphismes de @
qui induisent I’identité sur le gradué pour cette filtration. Si g dans G
agit sur wQ(1) par multiplication par i, g agit sur @Gr” M par T(A) et
gr(l)" est dans U : G est un produit semi-direct

G=G,xU.
Le schéma en groupes G est limite projective de quotients
G,=G, xU,

avec U, groupe algébrique unipotent. L’algébre de Lie Lie(U,) est graduée,
avec int (1) = A* sur Lie(U,), . On a Lie(U ), = 0 pour £ < 0.

Les représentations de G, s’identifient aux espaces vectoriels gradués V
munis d’une action homogéne de Lie (U ): la graduation définit I'action de
G,, » et 'action de Lie(U ) est automatiquement nilpotente.



INTERPRETATION MOTIVIQUE DE LA CONJECTURE DE ZAGIER 109

En particulier, une extension E de Q par Q(k), telle que la représentation
w(E) de G se factorise par G, , s’identific 2 une action homogeéne de
Lie(U,) sur

Q en degré 0 © Q en degré k,
i.e. 2 une forme linéaire e sur Lie(U,), , nuile sur [Lie U , Lie U], -

Pour passer 2 la limite sur o, il est commgde de se dualiser et de considérer
plutdt Lie(U,)", gradué par les (Lie U,) k.= (Lie U,)" et I'opposé du
transposé de [ I

2
d:(Lie U)" - A\(Lie U,)".
C’est la différentielle extérieure du compiexe de de Rham des formes différen-
tielles invariantes a gauche sur U_ .
Passant 2 la limite inductive, on obtient une coalgtbre de Lie graduée a

degrés >0
(Lie U)" = lim (Lie Uy,
et une extension de Q par Q(k) s’identifie &
e € (Lie UV)”c tel que de = 0.
Soient M dans ,x € Hom(Q(i), Gr_j(M)) = w(M);, y €
Hom(Gr_,,(M), Q())) = w(M)] etk =j—i.
Si 'action de G sur (M) se factorise par G, =G, x U, le coeflicient

C, )=, ux) BeU,)
et une fonction sur U_, de différentielle a 'origine la forme linéaire

cy’x(u) =(y,ux) (u€ LieU).

Cette forme linéaire est dans (Lie U_,)" et définit
¢, » € (Lie uvy-,

Notre idée essentielle est que si une combinaison linéaire de tels coefficients
est annulée par d , elle fournit une extension de Q(0) par Q(k).

Admettons 1.11. Pour la conjecture de Zagier, les coefficients considérés
sont ceux définis par les o.lz(N ) , 'isomorphisme Grg’ (OA’Z(N ’) = Q(0) et
I'isomorphisme Gr TM(OA;‘N )) = Q(N) (comme en 1.9). L’action de Lie
U sur WO—Z.IZ(N ) = SymN ~Y([z])(1) se factorise par le quotient (Lie U}, .
C’est ce qui permet d’étudier les coefficients considérés dans le formalisme
des groupes de Bloch (cf. 3.4). Cela implique aussi que l'action de Lie U
sur O.IZ(N } est triviale sur [Lie U22, Lie UZZ].

99, Soient F un corps de nombres, admettons 1.11 et faisons dans 2.1
F = F(Spec F). Pour z € F", soit [z] dans T (F) := T (Spec (F))
Pextension de Q par Q(1) de classe z (l.11 (Bg)). On identifie
Gr¥ Sym Mlzp) a @{v Q(k) par la formule 1.9.4. Comme en 1.9, les
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Sym N _1([z])(1) forment un systéme projectif en N. Par I'hypothése 1.11
(E) on dispose pour chaque z € F — {0, 1} d’un systeme projectif d’exten-
s?ons O.IZ(N ) de Q(0) par SymN "([z])(l), avec oflz(” = {1-z], de réalisa-
tion dans le plongement complexe o le systeme projectif analogue d’exten-
sions .la(f ),

Soient k > 1 et N > k. Ecrivons simplement .#, pour UIZ(N }. Soit x
I'isomorphisme Q(O)-ﬁGrgV {(#,), y l'isomorphisme Grf;k (#,)Q(k) et
posons

{z}, :=c, € (Lie U
k- Y. X
(indépendant de N).
Parce que Lie U est 2 degré >0, 0ona d =0 sur (Lie U")! et

(Lie U")' = Ext' (Q(0), Q(1)) = F* Q.
Puisque .lz“) =[l-=z],0ona
{z}, =(1-2).

ProPosITION 2.3. Pour k=22, 0na

2
d{z}, = {z};_, A(z) dans [\Lie (U)".

PREUVE. On a N

w(#,) = Po(Qk)) ="
0
L'action de U sur w(W_,(#,)) = o(Sym” ~")[z])(11) est déduite de son
action sur w({z]). Il en résulte que I'action ¢ de U sur w(.#)) se factorise
par V CGL,,, (1.1).
Les coefficients ¢, , (1 < £ < N) et ¢, , forment une base duale de la

base (adeo)"l(eo) et g, de Lie V. On a donc dans A Lie )Y
de, o=Cp_1,0M6, -
Ona ¢’c, ,={z},, ¢'¢c, | = (z) et 2.3 en résulte.
24. Soit } A {x,} une combinaison linéaire formelle, a coefficients ra-
tionnels, d’éléments de F — {0, 1}. Si
2
pourk=2: Y A(l-z)A(z,) =0 dans AF'2Q.

pourk>2: Y A{l-z},  ®(z)=0 dans(LieU") ' oF",

il résulte de 2.3 que 3°A_{z_ }, est dans le noyau de 4, donc correspond 2
une extension de Q(0) par Q(k). Par 1.11 (Bg), cette extension correspond

a un élément -
r (A dx)e) € Koo PV

Soit ¢ un plongement complexe de F . Nous nous proposons de calculer
le régulateur reg; de (34 {z.},).
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2.5. Soit # la catégorie tannakienne sur R des R-structures de Hodge
mixtes dont les seuls nombres de Hodge non nuls sont les 77 .

Par 1.2, la donnée de H dans # équivant a celle d'un espace vectoriel
complexe gradué H, :

HC=®Hk’

W_,, = @H ,
2k

F* = PH,,
tz2k

plus une structure réelle Hy sur ¢p H, relativement a laquelle la filtration
W soit réelle. La structure réelle H, induit une structure réelle sur les

Gr’_"z‘,cHC = H,_. On dispose donc de deux structures réelles sur H = D H, :

la structurale, H, et sa graduée GrWHR . Pour faciliter la comparaison avec
les motifs de Tate mixte, il sera utile d’en considérer une troisi¢me:

o(H) = 1(1/2ri)Gr” Hy = @ i* Hyp -

Le donnée de Hy équivant a celle la structure réelle PH, de ©H,,
plus celle d’'une donnée (a), (b), (c), ou (d) comme ci-dessous. Soit X C
GL(H,) le sous-groupe qui respecte W et induit I’identité sur le gradué.
Soit X(R) sa structure réelle rel. la structure ®&f,p .

Donnée (a): une classe n € X/X(R) : (Hy) et n se déterminent mutuelle-

ment par
Hg=n (@ Hkn) .

Donnée (b): un élément b € X tel que bb = 1: b et n se déterminent

mutuellement par

b=nn"".

En terme de la structure réelle de X définie par GaikaR, ces formules se
récrivent b = n int 7(—1)(r)"', et b int t(—1)(B)=1.

Donnée (c): un élément purement imaginaire N de Lie X : N = ilogh.
Donnée (d): des éléments purement imaginaire de degré k N, e GL(D H,¢) ,

(k= 1):
N=)"N,.

En terme de la structure réelle w(H) = @ i*H,,, N, est réel pour k impair,
purement imaginaire pour k pair.

La construction H — (w(H)y, (N,)) est une ®-équivalence de catégories
de # avec la catégorie des espaces vectoriels réels gradués, munis de N, €
GL(w(H)R) ®C(k > 1), avec N, de degré k, réel pour k impair et pure-
ment imaginaire pour k pair. Pour @, l'action de N, est A traiter comme
une action de Lie.



112 A, BEILINSON ET P. DELIGNE

2.6. Fixons un plongement complexe o de F, donc une foncteur “réalisa-
tion” de 7 (SpecF) dans les Q-structures de Hodge mixtes. Le foncteur
réalisation est automatiquement a valeurs dans les structures de Hodge mixtes
dont les seuls nombres de Hodge non nuls sont les #°” . Si on passe a la R-
structure de Hodge mixte sous-jacente, on obtient real;, & valeur dans la
catégorie # de 2.5. Les définitions ont été ajustées pour que

o{M) ® R = w(realy(M))

et chaque N, fournit un élément de l'algébre de Lie de U sur C (réel pour
k impair, imaginaire pour k pair).

Si M est une extension de Q(0) par Q(k), d’ot w(M) = Q{O’k} , le
coefficient ¢, o de N est par hypothése le régulateur de reg; I’élément

correspondant de K,, | (F ¥ eQq.

Soit M dans F (Spec F). Sa réalisation real(M) a pour espace vectoriel
complexe sous-jacent w(M)®C. Si X ¢ GL{w(M)) est le sous-groupe qui
respecte W et agit trivialement sur le gradué, le réseau rationnel de real(M)
est de la forme

nt(2niw(M)

avec n € X(C). Soient x € w(M),, y une forme linéaire sur w(M), et

R coefficient correspondant. Par définition, on a

(N, C, )= coefficient , _ de }log (n int t(~1)(n)™").
Pour M =.#,(z€ F - {0, 1}), cela donne:
ProvposiTION 2.7. On a
(N, {z}) = —Dy(2).

PROPOSITION 2.8. Sous les hypotheses de 1.11, il existe un monomorphisme
de coalgebre de Lie ¢ : & < (Lie U)", compatible a { },. La conjecture
de Zagier vaut pour ¢, le composé

2 k=1 2
Ker(dk PR /\®3,z) ¥, Ker(d : Lie U¥ - /\ Lie Uv)k
1

= Ext' (Q(0), QUK)) = Ky, (F).
Définissons inductivement
P AR (Lie Uv)k
compatible 2 { }, et d. Pour k = 1, %' = FFoQ, (LeUY)' =

Ext’(Q, Q(1)) = F* ® Q et on prend pour ¢, P'application identique de
F'eQ.
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Supposons k > 1 et ¢, défini pour ¢ < k. Définissons ¢, . P
Lie (U")* par
7t () = {2} -
Draprés 2.3, le diagramme

F* . (Lie U

J I

1

/2\("5-‘?‘) g A@(Lie UV
1 1

est commutatif. L’application ¢ envoie donc Ker(gk) dans Ker (d)k =
Ext' (Q(0), Q(k)) = K,,_,(F) ® Q. Pour une extension £ de Q(0) par
Q(k), définissant x : Q(0) — Gryy (E), ie. x € 0(E), et y: Grg(E) —
Q(k), ie. y € w(E), (N, ¢, ) est le régulateur regy de la classe cor-
respondante dans K, | (F)®Q, et que la formule proposée pour ¢, est
correcte résulte de 2.7. On définit alors @, par passage au quotient a partir
de o, .

REMARQUE 2.9. Pour que le morphisme ¢ de 2.8 soit un isomorphisme en
degrés k& < N, il faut et il suffit que la sous-catégorie tannakienne de .7 (F)
engendrée (par @, ®, dual, sous-quotients) par les IZ(N ) (ze F-{0,1})
contienne tout les M dans F (F) telsque M = WM et W_,, .M =0.

Pour . (F) la catégorie conjecturale de tous les motifs de Tate mixte sur
F, ce devrait n’étre vrai que pour N =1 ou 2.

3. Extensions et coefficients

Le but de ce paragraphe est d’expliquer plus concrétement le sens de la
construction 2.1 d’extensions comme combinaison linéaire de coefficients.

3.1. Comme en 2.1, on supposé donnée une catégorie tannakienne 9 et
un objet de rang un Q(1), vérifiant la condition (B1) de 1.10 d’oli, comme
en 2.1, un foncteur fibre @ de groupe d’automorphismes G,, x U

L’algebre affine T'(U, &) de U est une bigébre commutative, de coproduit
caractérisé par

Af =3 f,98 <> fluw) =) f(u)gv).

L’action de G,, par automorphismes intérieurs fournit une graduation de
U, &), avec f de degré k si

SOy =25 r).
Pour M dans F, x € @(M),, y € o(M)] , et k = j — i, le coeflicient
C, . est de degré k. En particulier, une extension E de Q(0) par Q(k)

y X
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fournit un coefficient C(E) de degré k. Cette construction est une bijection
Ext' (Q(0), Q(k))>{e €T(U, &) Jae=10ec+e®1}.

Comme en 2.1, ceci fournit un moyen pour construire une extension
comme combinaison linéaire de coefficients. Prendre garde toutefois qu'il
sagit ici de coefficients au sens des représentations de groupes, plutot qu’an
sens des représentations d’algebres de Lie. La relation entre les deux con-
structions sera donnée en 3.3.

3.2. Soient M, x, y comme en 3.1. Soit M, le plus petit sous-objet de
M tel que x € w(M,),. L'espace vectoriel w(M) est une représentation de
U et w(M,) estla sous-représentation de (M) engendrée par x. Elle est
automatiquement stable par G, car x est homogene. Dualement, soit M,
le plus petit quotient de M tel que y € w(M,)] C (M N w(M,)" est
la sous-représentation de (M )Y engendrée par y. Soit M Vimage de M,
dans M,, % et 7 lesimages de x et y dans w(M), et w(M)].Ona

C,x=Cs 2

Pour i < k < j, soient e(k), une base de (M), et e(k)" la base duale
de w(M))c’. Les C‘,(k).,Ja sont linéairement indépendants, et les Cp, ek), SO0t
linéaircment indépendants. On a

AC, = S Crechy, ® Cetiya

Pour que Cp, . vérifie AC, o = 1®Cp, £ +C 2 ® 1, il faut et il suffit donc
que soit C; . =0, auquel cas M = 0, soit que M soit une extension de
Q(i) par Q(J).

Etant donnés des triples M_, x_, y,, avec X, € w(M);, v, € w(Ma)}' ,
si f=224,C, , vérifie Af =1® f+ f®1, extension correspondante est
donc obtenue comme suit.

(a) Si f =0, il existe dans ¢p M, un sous objet M, telque 14 x, € M,
et que Yy, soit nul sur w(M,),;.

(b) Sinon, 'extension cherchée est le sous-quotient (M)~ de DM,
muni de A X, et XV.; Gr_, (B M,)7) est identifié a Q(i) par
(3 A,x,) et Gr_zj((@Ma)_) est identifié & Q(j) par (3y,) -

Cette construction n’utilise guére le produit tensoriel de % . Il joue par
contre un role essentiel si on veut, comme en 2.1, utiliser plutdt des coefhi-
cients de Lie.

3.3. Pour toute fonction f sur un groupe unipotent U, posons f ll(u) =
{(df,logu). Si f estun coefficient, on peut comme suit écrire f ' comme
un coefficient. Soit (¥, ¢) une représentation, et €, ..., €, unc base telle
que le drapeau correspondant soit fixe par U. Pour le coefficient Cﬁ =
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j . .
(€', ue;) (i < j), on a alors

o n+
C;i(u) = (dei’ logu) = lngP(”) Z ——) (plu) — l);.',. :
1

vy (=D
Ci=2_—" > GG
n=1

i=ky<ogk =]

De plus, un produit de coefficients s’interpréte comme un coefficient d’un
produit tensoriel de représentations.
Pour que C, = vérifie Af = f® 1+ 1@ f, il faut et il suffit que

C .= Cﬁ < etaque ¢, € Lie (U)Y veérifie de, , =0 dans le complexe
A Lie (U)Y. Sides (M,, x,, y,) sont donnés, et que > Ac y - définit

comme en 2.1 une extension de Qi) par Q(j), alors Eﬂ.a e définit
la méme extension, d’oil finalement une description de P'extension Elu Y%
de 2.1 comme sous-quotient d’une somme de puissances tensorielles des M

3.4. Dans la situation de 1.11, les coefficients associés (cf. fin de 2.1) aux
O,lz(N } sont des fonctions S sur U, de degré N, ayant la propriété suivante.

(3.4.1). Pour u dans le sous-groupe UZ* de U d’algébre de Lie Lie U327,
ona

f(ug) = flu) + f(g).

Cela résulte de ce que O.IZ(N ) est extension de Q(0) par une représentation

de U triviale sur U2%. En d’autres termes, f est dans le groupe de Bloch
B, de J(F) ([BD]). Dans [BD], on évite la probleme de construire .7 (F)
en construisant directement, en terme de K-théorie, ce qui devrait étre ses
groupes de Bloch, et les éléments qui devraient étre les coefficients des O.IZ(N) .

4, Variante complexe

Au §2, nous avons vu que la conjecture 1.11 impligue une expression
comme somme de valeurs de D, pour I'image par

regy : Ky, (F) — c/(2mi)'R

des éléments de K, ,(F) dans I'image de ¢, . Ici, nous montrerons que ia
conjecture 1.10 fournit aussi une formule pour 'image de ces classes par

reg’ : K,,_,(F) - C/(2xi)‘Q

4.1. Fixons z € C. Appelons détermination généralisée de L{z) une
matrice de la forme L(2)1':(21ru')'u'1'(21ti)"1 avec v € V(Q), pour L(z) une
détermination de la matrice L(z) de 1.1, et détermination généralisée de
(logz, Li,(2), ..., Liy(z)) une suite de nombres (£, L,,...,Ly) telle



116 A. BEILINSON ET P. DELIGNE

que la matrice

(o \
L, 10O
L, ¢ 1 = exp (_ Y L(ad ey (e,)) exp(fe,)
£ ¢

\ )
soit une détermination généralisée de L(z).

Si (¢, L,,...,Ly) estune détermination généralisée, les autres détermi-
nations généralisées peuvent s’obtenir par une suite d’opérations des types
suivants, dans un ordre qu’on peut prescrire:

(a) remplacer £ par £ +a, a€ 2niQ etgarder L,,..., Ly:

(b), (1<k<N)garder £,L,...,L,_, etpour {2 0, remplacer L, ;
par L, +a% (ae (Zni)kQ).

Passons au logarithme. Soit A(z) :=log L(z) et définissonsles A, (z)(1 <
i < N) par
A(z) =logze, — ZAi(z)(ad e,) ().

Une détermination généralisée de A(z) ou de (logz, A((z), ... , Ay(2))
est définie de méme, en terme d’une détermination géneralisée de L(z).
Utilisant 1.5.4, on vérifie que

J
A2) = bjL"ﬁ.-,-z—)- Li,_(2).
Ej .

En particulier
A (z) = Lij(z) = —log(l - 2),
A,(z) = Li,(z) + $log(z)log(1 - z).

A nouveau, une détermination généralisée de logz, A (2),..., A, _(2)
définit celle de A, (z) a un multiple rationnel de (Zm‘)" pres.

4.2. Soient F un corps de nombre, et ¢ un plongement complexe. Dans
ce n’ , nous identifierons F a son image dans C par ¢, ¢ al'inclusion iden-
tique, et nous écrirons reg pour reg 7 . Supposons choisie une détermination
généralisée de logz pour z € F', qui soit un homomorphisme de F *

dans C. Par exemple, pour F C R, on peut prendre log|z|. Toute autre
détermination généralisée qui soit un homomorphisme est de la forme

z —logz + a(z)

pour @ un homomorphisme F* — 2#iQ.
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Nous aurons 4 considérer des familles finies (z,) ., d'éléments de F ",
Une telle famille étant fixée, nous n’aurons a considérer que les log(z,) et
les log(1 ~ z_), mais il sera essentiel les déterminations généralisées choisies
proviennent d’un homomorphisme log : F* — C, i.e. que chaque relation
multiplicative entre les z, et (1 —z_) en fournisse une, additive, entre les
log(z,) et log{l —z,).

Une détermination généralisée log: F* — C comme ci-dessus des log(z)
(z € F") en fournit une des Li,(z) = —log(l — z), d’or une détermination
généralisée des Li,(z) modulo (21:1‘)2Q. Fixons ze€ F, z# 0, 1 et choi-
sissons une détermination généralisée de L(z) adaptée a celles déja choisie

pour logz et Li,(z) = —log(l — z). Si on change la détermination choisie
de log en log +a, et celle de L(z) par
(4.2.1) L(z) ~ L{(z)exp (— a(l — 2)e, + a(z)e,),

A(2) est remplacé par un polyndme de Lieen A(z) et (—a(1-z)e,+a(z)e,) :
(4.2.2)
Az}~ A(2) + (—a(l - 2)e, + a(z)ey) + 4[A(2), —a(l — z)e, + a(z)ey] + -
(loi de Hausdorff). Les termes écrits suffisent au calcul de la nouvelle détermi-
nation de A,:
Ay(z) — Ay (2) + 4(a(z) log(1 - 2) — a(l - z)(log z).

Si une combinaison linéaire formelle 31 {z }; d'éléments z  de
F —{0, 1} vérifie dans AF* ®Q
(4.2.3) YA (l-z)Az, =0,
lasomme Y A _A,(z, ) estinvariante par le changement (4.2.1) de détermina-
tions: elle change par I'addition de I'image de % A1~z )A(z,) =0 par
I'application

2
ANFHI®Q - C:(2))A(zy) = a(z,)log(l — z,) — a(z,)log(1 — z,).
Ceci définit 3 4 _A,(z,) avec une ambiguité dans (27i )ZQ (changements
4.1 (b)) .
On verra que la conjecture 1.10 implique que si 354 (1 ~z,) A (z,)=0,

alors 3°4 A,(z,) € C/(2ni)*Q ainsi défini est reg (p,24,{z,};) (notations
de 1.8). En particulier ¢lle implique que
(4.2.4)

si Z/‘Lm{zm}2 =0 dans &, ie. siZAﬂ(l -z )A(z,)=0

etque p, 3 2,{z,}, =0, alors 31 Ay (z,) € 2ni)’Q.

Sans charger la détermination généralisée de log, nous pouvons changer
celle de L(z,) par

(4.2.5) L(z )~ L(z_)exp (- a,(z,) ad ey(e,)),
Az(za) = Az(za) +ay(z,)
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pour des a,(z,) € (21::')2@. Par (4.2.4), il existe donc une détermination
généralisée des L(z,), adaptée a celle choisie de log, telle que

(4.2.6) V)Y Az}, =0= Y A,A,(z,)=0.
La condition (4.2.6) est stable par le changement de déterminations (4.2.1),

qui change log. Elle est stable par le changement de déterminations (4.2.5)
si (et seulement si) les a,(z,) vérifient

(4.2.7) YAz} =023 Aa(z,)=0
On verra que si
(4.2.8) S a4z}, ®(z,)=0 dans.F’@F,

et que les déterminations choisies des L(z,), compatibles a celle de log,
vérifient (4.2.6), alors

(4.2.9) > A A (z,)

est invariant par les changements de déterminations (4.2.1) et par les change-
ments (4.2.5) vérifiant (4.2.7). La somme (4.2.9) est ainsi définie avec une
ambiguité dans (2zi )3Q . On verra que la conjecture 1.10 implique que cette
somme est reg @, >4 {z,}, donc que

S 4 {z,} =0dans &’ = YA A (z,) € (2n)°Q.
Il existe donc des déterminations vérifiant en outre
Y Az} =02 A A2,)=0,....

4.3. Précisons I'argument qui fait passer de (4.2.6) 4 une ambiguité dans
(23:1')30 pour (4.2.9), et les ... finaux de 4.2. Soit k > 2. Soit YAz}
une combinaison linéaire formelle d’éiéments de F —{0, 1}. Supposons que
quel que soit v : F* — @, on ait

(4.3.1), Sau(z) H(1-2,)A(z,) dans AFT®Q.
Forme polarisée: quels que soient v,, ..., v, _,: F —Q,
(4.3.2), A (z,) Uk-z(za)((l -2z, )A (za)) =0.

On notera que cette hypothése implique que quels que soient 2 < £ < k
etv,...,v_F -Q,

(4.3.3) S A0(2,) vy (2,){2,}, vérifie (4.3.1),.

Supposons choisies des déterminationsgénéraliséesdes L(z,), prolongeant
une détermination de log comme en 4.2 et telles que pour 2< £ < k-1 on
ait
(4.3.4), pour toute forme linéaire v: F~ — Q,

k—t
Z (Aav(zu) )At(za) =0.

Forme polarisée: quels que soient v,, ..., v, _,: F "= Q
(4.3.5), DA (2) v, (2 )A,(z,) = 0.
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PROPOSITION 4.4. Soient 3 A {z }; et des détermination généralisées
L(z,) prolongeant une de log. Si (4.3.2), et (434), 2 <t <k-1)
sont vérifiés, alors les changements de déterminations suivant respectent ces
conditions et ne modifient pas la valeur de Y A A, (z,):

(i) changement (4.2.1):

(i), 2<e<k-1)

L(z,) — L(z,)exp (a,(z,)ade) " (e,))

o a,(z,) € (21:1‘)’@ et oit quels que soient v, ..., Vp_,: F'=Q,

E).a'ul(za) v _,(z,)a,(z,) =0.

PREUVE. Prouvons (i). Il s’agit de remplacer A(z) par un polynome de
Lie (4.2.2) en A(z) et (—a(l — z)e, +a(z)ey). Ona

(4.4.1)
[A(z), —a(l — z)e, + a(z)ey) = —(a(z)log(l — z) — a(l — z)log z) ad gy(e,)

N
+ " A,_a(z)(ade) " (e)).
=3

Le crochet de (4.4.1) avec we, + Zweadeé_l(el) ne dépend que de w,. It
en résulte que A,(z,) se modifie par I'addition d’une combinaison linéaire
de termes de la forme suivante:

(a(z,)log(1 - z,) — a(l — z,)log z,)(log z,)’ (log z, + a(z,))°
avecb+c=£-2;

A (z )a(z,) log(za)c(log z, + a(zn))d
avecb+1+c+d=¢.

L’invariance du membre de gauche de (4.3.5),, 2 < £ < &, résulte alors
de (4.3.1), et (4.3.5),, 2< b < ¢, et (i) en résulte.

La preuve de (ii), est analogue, mais plus simple: A, (z,) est inchangé
pour m < £. Pour m = £, il se change par I’addition d’un multiple de

a,(z,)(log z)"".

L’invariance du membre de gauche de (4.3.5),,, 2 < m < k, résulte alors
de I’hypothese faite sur a,(z,) et (ii), en résulte.

4.5. Réciproquement, si 3,4 {z }; vérifie (4.3.2), et que deux systemes
de déterminations des L(z,) (chacun prolongeant un de log) vérifient (4.3.5),
pour 2 < £ < k—1, on passe de I'un a I'autre par les opérations 4.4 (i), (ii),
(2 € ¢ < k- 1), suivi d’opérations (ii), pour ¢ > k, sans contrainte sur
les a,. Une opération (i) rameéne au cas ol les log utilisés sont les mémes.
On retourne ensuite argument de 4.4 (ii) pour montrer que les opérations
(4.1) (b,) (k > 2) a effectuer pour passer d’un systéme & I'autre sont du type
voulu.
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Sous les hypothéses de 4.3, la somme
Z A’aAk ( za)
est donc définie avec une ambiguité dans (Zni)kQ.

4.6. PROPOSITION. Admettons la conjecture 1.10. Si une combinaison
linéaire formelle Y4 {z,}, d’'élémentsde F—{0, 1} vérifie d; (22,42, )
=0, alors
(1) (4.3.1), est vérifié.

(ii) Il existe des déterminations L(z_) prolongeant une de log vérifiant (4.3.5),
pour 2 < € < k—1. Pour celles-ci, on a
(i) TAA(z,) = reg o (TA(2,}e) dans C/(2ri)Q.

PrREUVE. Sur la catégorie tannakienne .7 (S), on dispose des deux fonc-
teurs fibres @ et M — real (M), . Parce que G =G, x U,son H' estnul
et, par la théorie générale des catégories tannakiennes, il existe un isomor-
phisme de foncteurs fibres o« : w= real { )q.

On définit comme suit un isomorphisme entre les complexifiés de ces fonc-
teurs fibres:

real (M) = €P) real (M), = @ Gr™, real (M) = €D real (Gr,M)¢
(4.6.1) = Do), real (Qi)e = (@ m(M),.) 8C.

Comparant ces isomorphismes, on obtient un automorphisme de M —
w(M)®C, ie., g € G(C), tel que real(M) (de complexifi¢ identifié a w(M)®
C par 4.6.1) soit d’espace vectoriel complexe gradué sous-jacent (cf. 1.2)
w{M) ® C, et de réseau rationnel gw(M). Cet élément g est unique 2
g — gy prés, ¥y € G(Q). Prenant M = Q(1), on voit que g se projette
dans le quotient G,, de G sur un multiple rationnel de 2zi. Changeant g
par y € G(Q), on peut supposer que g est de la forme

g = ut(2rni).

Le choix de u# détermine une détermination généralisée de log z (z €
F*): la matrice de u agissant sur @(E), pour E une extension de Q(0)
par Q(1), est de la forme (; ?) , avec g additifen E etonprend logz =4
pour E =[z].

De méme, le choix de u détermine une détermination généralisée de
L(z), pour z € F~ {0, 1}: la matrice de # agissant sur w(A,). Elle est
compatible 2 la détermination de log. De plus, chaque relation >-u {z,}, =
0 fournit une relation analogue entre les coefficients (£, 0) delog u agissant
sur les w{.#)).

Par hypothése, on a

S iz}, ®(z)=0 dans &' @F

2
(resp. 3 A (1-2z)A(z,)=0  dans AL sik=2),
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et (cf. 1.7) les hypotheses 4.3 sont donc vérifiées. On a

{logu, Y A {z,}) =D A A (2,);

YA {z,}, est le coefficient de l'extension ¢, (3°4.{z.,};) de Q(0) par
Q(k), et 4.6 en résulte.
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