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Les immeubles des groupes de tresses g6n6ralis6s 

Pierre Deligne (Bures-sur-Yvette) 

Introduction 

Le r6sultat principal de ce travail est le suivant. 

Th6or~me. Soit V un espace vectoriel r~el de dimension finie, J4 un 
ensemble fini d'hyperplans homog~nes de V,, Vr le complexifi~ de V et 
Y= Vr  U Me. On suppose que les composantes connexes de V -  U M 

M~d,l MeJd  

sont des c6nes simpliciaux ouverts. Alors, Y est un K(~z, 1). 

Soient V comme plus haut, et W c  GL(V) un groupe fini engendr6 
par des r6flexions. On suppose qu'aucun vecteur non nul de V n'est 
fixe sous W: 

vW=o.  

Soit �9 une quelconque structure euclidienne sur V, invariante par W, 
et soit de' l'ensemble des hyperplans M tels que la r6flexion orthogonale 
par rapport ~ M soit dans W. On sait alors que (V, J/C) v6rifie l'hypoth6se 
du th6or6me, et que W agit librement sur l'espace Yw correspondant. 
Le quotient X w = Yw/W est donc aussi un K(~, 1). 

Ce r6sultat avait 6t6 conjectur6 par Brieskorn. I1 n'est nouveau que 
pour W de type H 3, H 4, E 6, E v OU E 8 (Brieskorn [2]). Nous donnons 
aussi une nouvelle d6monstration de ce que le groupe fondamental 
de X wes t  le groupe de tresses g6n6ralis6 W correspondant ~ W(Bries- 
korn [3]). 

R6duit au cas particulier consid6r6 plus haut, le plan de la d6mon- 
stration est le suivant. 

a) On construit un immeuble I(W) sur lequel W agit, et un ensemble 
5~ de sph6res dans 1(I~), isomorphes ~, la sph6re unit6 de V. Le groupe 17v" 
agit de faqon strictement simplement transitive sur 5d. 

b) On montre qu'~ homotopie pr6s I(W) est le bouquet des sph6res 
SeS(. 

c) On relie X w et 1(I4"). 
La description de 5 ~ et la possibilit6 de c) 6taient apparues lors 

d'une conversation avec Brieskorn et Tits au printemps 1970. Les id6es 
requises pour 6tablir b) m'ont 6t6 fournies par Garside [4], que je suis 
souvent de tr6s pr6s. 
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Dans le paragraphe 4, on d6termine le centre de 1~ et on r6soud le 
probl6me des mots et le probl6me de conjugation dans I~. Ces r6sultats 
ont 6t6 obtenus ind6pendamment par E. Brieskorn et K. Saito, qui 
utilisent comme nous les m6thodes de Garside [4]. 

Le langage g6om6trique utilis6 et les techniques de d6monstration 
sont essentiellement dues h Tits, avec les id6es duquel j'ai pu me fami- 
liariser en assistant ~ un de ses s6minaires et lors de conversations. 

Je suis heureux de pouvoir lui dire ici ma reconnaissance. 

0. Notations 
(0.1) L+(D): monoide h unit6 libre engendr6 par un ensemble D. 

(0,2) L(D): groupe libre engendr6 par un ensemble D. 

(0.3) A -  : adh6rence d'une partie A d'un espace topologique. 

(0.4) Pour x, y dans un monoide h unit6 et n => 0, on pose prod (n; x, y) = 
x y x y . . .  (n facteurs); on a prod(2n;  x, y)=(x y)", 
prod (2 n + l ; x, y) = (x y)" x. 

w 1. Galeries 

(1.1) Soit ~ un ensemble fini d'hyperplans (les murs) dans un espace 
vectoriel r6el de dimension finie F.. Nous utiliserons la terminologie 
(tours, chambres, faces, facettes) de [1] V w (les facettes forment une 
partition de E). Le support P d'une facette F est l ' intersection des murs 
contenant F; F est ouverte dans P. Pour toute chambre A et tout mur M, 
on note DM(A ) l 'ensemble des chambres du m~me c6t6 de M que A. 
Si A et B sont deux chambres, on note D(A, B) l'intersection des DM(A) 
pour A et B du m~me c6t6 de M. Nous 6cartant de la terminologie de 
[1] IV 1 ex 15, nous dirons que deux chambres A e t  B sont mitoyennes si 
A + B  et que A e t  B ont une face en commun. Nous utiliserons con- 
stamment les faits triviaux suivants. 

(1.2) Lemme. (i) Soit M un mur d'une chambre B. II existe une et une 
seule chambre B', mitoyenne d B, ayant M pour tour. M est le seul tour 
qui sOpare B de B'. 

(ii) Soient Bl, B2, B 3 trois chambres, et Jt{(Bi, B j) l'ensemble des tours 
qui sdparent B i de Bj. On a 

~'(BI, Ba) = (J/(B~, B2)- dZ(B2, B3) ) u (J//(Bz, B3)- JZ(B,, B2) ). 

Une galerie de longeur n (n >_ 0) de source A et de but Bes t  une suite 
de chambres (Co, ... ,  Cn) avec A= C o, Ci+ 1 mitoyenne de C i (O~i<=n) 
et C, =B. Le composO de deux galeries G = ( C  o . . . . .  Cn) et G' = ( C  o . . . . .  C~,) 
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est d6fini si C .  = C o, et vaut  alors 

G G ' = ( C  o . . . .  , C,,  C', . . . . .  C'~). 

Si G est une galerie de source A, A.G d6signe son but. 

La galerie G* oppos6e fi une galerie G = ( C  o . . . . .  C,) est la galerie 
(C . . . . . .  Co). On a (GG')* = G'* G*. 

La galerie - G  antipodique d'une galerie G = ( C  o . . . . .  C,) est la suite 
des chambres  ant ipodiques - G = ( - C o . . . .  , - C,). 

On a - ( G G ' ) = ( - G ) ( - G ' ) ,  et - ( G * ) = ( - G ) * .  

La distance d(A, B) d'une chambre  A ~ une chambre  B e s t  la plus 
petite longueur  d 'une galerie de A fi B. Une galerie de A ~ B e s t  minimale 
si elle est de longueur  d(A, B). 

(1.3) Proposition. La distance d ( A, B) est le nombre de tours qui s~parent 
A de B. Pour qu'une galerie G de A fi B soit minimale, il faut  et suffit 
qu'elle traverse une fois les murs qui s~parent A de B e t  0 fois les autres. 

II est clair que toute  galerie de A ~t B traverse tout mur  qui s6pare A 
de B, et il suffit de prouver  l 'existence d 'une galerie G de A ~t B, de 
longueur 6gale au n o m b r e  k de murs qui s6parent A de B. On proc6de 
par  r6currence sur k. k ' intersection des DM(A) pour  M un mur  de A 
est r6duite ~ A. D6s lors, ou bien A =B,  auquel cas on prend G=(A) ,  
ou bien il existe un mur  M de A qui s6pare A de B. Soit A' la chambre  
mi toyenne  de A ayant  M pour  tour. M est le seul mur  qui s6pare A de A', 
de sorte qu 'un  mur  N s6pare A' de B si et seulement si M # N e t  que N 
s6pare A de B. D 'apr6s  l 'hypoth6se de r6currence, il existe une galerie G' 
de longueur  k -  1 allant de A' ~ B, et on prend G = (AA') G'. 

(1.4) Corollaire. Soient A, B, C trois chambres. Les conditions suivantes 
sont ~quivalentes. 

(i) d(A, C ) = d ( A , B ) + d ( B ,  C), i.e. il existe une galerie minimale de 
A fi C passant par B. 

(ii) Pour qu'un mur s~pare A de C, il faut  et suffit qu'il s~pare A de B 
ou B de C. En d'autres termes, ,g//(A, B ) ~ J r  C) (cf. 1.2(ii)). 

(iii) B e D ( A ,  C). 

(1.5) Proposition. Soient P une intersection de tours, Vp = V/P, pre: V---~ Vp 
la projection et oggp l'ensemble des hyperplans N de V e tels que p r p l ( N )  
soit un mur. On note ~'~ l'unique application des facettes de (V, ,l/g) dans 
ceUes de (Vp, ~/p) telle que prp(F)~  np (F). 

(i) rc~ respecte la relation d'incidence F 1 ~ F 2 : si F 1 ~ F2 , on a 

cod im(F  1 dans Fz-)>codim(n~[F1]  dans n'pEFz]). 
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~'~ transforme chambre en chambre: si A et B sont mitoyennes, soit 
7z'~(A) = ~'p (B), soit ~'p (A) et ~'p(B) sont mitoyennes. 

(ii) Soit F une facette de support P (1.1). La restriction de ~'p 
l'ensemble des facettes E de (V,~)  telles que F ~ E -  est bijective. Ainsi 
que son inverse 7zv, elle respecte la codimension, l'incidence E 1 ~ E~ et 
donc la mitoyennet~ des chambres. On notera encore ~v la bijection 
pr~7 ~ entre intersections de murs dans V e et intersections de tours dans V, 
contenant P. 

(iii) Si C=~e(C') ,  on a, pour route chambre X de (V, ~'), 

~ ' D( C, X ) =  D( C', tEe(X)) 

Pour X = ~F (X'), on a 

~F(D(C', X'))=D(C, X)  

e t  

et nF(ogF(C',X'))=J/g(C,X); 

nv induit alors une bijection entre galeries minimales de C' & X' et de C h X. 

La v6rification est laiss6e au lecteur ((iii) se d6duit de 1.4(ii)r 

(1.6) Notations. (i) Pour F une facette de support P, V~,, de' r, pr~, ~p se 
notent encore Vv, J l r ,  Pry, n~. 

(ii) Soient P une intersection de tours et C une chambre. On suppose 
qu'il existe une facette de C (i.e. dans C-)  de support P. Cette facette 
est alors unique. On la note F(P) et on pose 

c .  (P) = ( - ( c ) )  �9 

(1.7) Lemme. (i) Pour qu'un tour sdpare C de C.A(P), il faut et suffit 
qu'il contienne P ((1.5)(iii)). 

(ii) Pour M un tour de C, C.A(M) est l'unique chambre mitoyenne fi C 
ayant M pour tour (of. 1.5(iii), 1.20)). 

(iii) Soient M • N deux tours de C, dont l'intersection P contient une 
facette de C ouverte dans P. II existe exactement deux galeries minimales 
de C d C.A(P). Eune commence par (C, C.A(M)), l'autre par (C, C.A(N)). 

L'assertion (iii) se v6rifie par r6duction au rang deux, (cf. 1.5(iii)), 
off le dessin est 

(1.7.1) ~ c a t P )  
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Nous supposerons d~sormais remplie la condition suivante. 

(1.8) Hypoth6se. Les chambres sont des c6nes simpliciaux ouverts. 

En d'autres termes, chaque chambre est l 'ensemble des points 
coordonn6es > 0 dans une base convenable de V. 

(1.9.1) Remarque. Soit P une intersection de murs. 

(i) (Vp, J4 e) v6rifie encore (1.8); 

(ii) l 'ensemble ~#e des traces sur P des murs ne contenant  pas P 
v6rifie encore (1.8). 

Si de' est d6fini par un ~groupe de W e y l ,  W (voir l ' introduction), 
.~/e'e n'est plus en g6n6ral de ce type. 

(1.9.2) Remarque. L'hypoth6se (1.8) assure que si P est une intersection 
de murs d 'une chambre  C, la condition de (1.6) est v6rifi6e. La chambre 
C.A(P) est donc  d6finie. 

(1.10) D6finition. Deux galeries de mdmes extr~mit~s G e t  G' sont 
dquivalentes (notation: G~G' )  s'it existe une suite de galeries G= 
G O . . . . .  G,= G' (n>O) telle que Gj+ l se ddduise de Gj de lafagon suivante 
(O<j<n): 

a) on a des ddcompositions G j= E x FE 2, Gj+~ = E l F' E2;  

b) il existe une chambre C et deux murs M, N de C tels que F et F' 
soient les deux galeries minimales de C fi C.A (M n N), 

La composi t ion des galeries, les op6rations G--,  G* et G- - - , -  G, les 
applications source et but, la fonction ~dongueur ,  sont compatibles 
cette relation d'6quivalence et passent donc au quotient. On notera en 
principe par des minuscules les classes de galeries. On dit qu 'une classe 
de galeries e commence (resp. finit) par une classe de galeries f s'il existe g 
tel que e = f g  (resp. e=g f ) .  On v6rifie: 

(1.11) Proposition. Deux galeries ~quivalentes traversent le m~me hombre 
de lois chaque mur. 

(1.12) Proposition. Deux galeries minimales de m~mes extrOmitOs sont 
dquivalentes. 

Soient G = ( C  0 . . . . .  C,) et G'=(Co . . . . .  C',), d'extr6mit6s A et B. On 
proc6de par r6currence sur la longueur des galeries consid6r6es. Le cas 
n = 0  est trivial et l 'hypoth6se de r6currence permet de supposer que 
C a + C' a . Soient M e t  M'  les tours qui s6parent A = C O = C O de C aet  C'  1 , 
et C=A.A(Mc~M') .  Les murs M e t  M'  s6parent A de B. Par r6duction 
au rang deux (1.5)(iii), on en d6duit que tout mur  qui s6pare A de C 

s6pare A de B 
20 |nventiones math.,Vol. 17 
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(dessin dans V~t n ~' ; on omet  d'6crire g~  ~ M, ( ))- 

Soient F (resp. F') la galerie minimale de A ~t C qui passe par C 1 
(resp. C'1), et E une galerie minimale de C fi B. Les galeries FE et F'E 
sont minimales et 6quivalentes. Les galeries minimales G et FE (resp. 
G' et FE') commencent  par (A, Ct) (resp. par (A, C'1) ). L'hypoth6se de 
r6currence implique qu'elles sont 6quivalentes, et (1.12) en r6sulte. 

(1.13) Notation. (i) On d6signe par u(A, B) la classe d'6quivalence des 
galeries minimales de A fi B. 

(ii) Pour  1 un ensemble de murs d 'une chambre C, d'intersection P, 
on pose A(P)=u(C,  C.A(P))(cf. (1.9.2)). Pour  1 l 'ensemble de t ous l e s  
murs, on pose A =u(C, - C ) .  

L'int6r6t de la nota t ion r6side dans l 'ambiguit6 sur C. 

(1.14) Proposition. Soient A une chambre et ~ un ensemble de classes de 
galeries de longueur born~e de source A. Supposons que ~ vdr!fie la con- 
jonction (i) de 

(ia) ( A ) ~ .  
(ib) Si g h~(~, alors g6~.  

(ir Soient g de but B et M, N deux tours de B. Si g A(M) et g A(N) 
sont dans f~, alors g A(M c~ N ) ~ .  

On a alors 

(ii) I1 existe une (unique) classe de galeries x de source A telle que 

= {g[x commence par g}. 

L'unicit6 est claire: si x commence  par y e t  que x 4: y, y est de longueur 
strictement plus petite que x. Soit x de longueur maximale dans .ca. 
Pour  s'assurer que x convient, il suffit de prouver  l 'assertion suivante. 

(*) Soient g e t  M tels que (a) x commence  par g e t  (b) x ne commence 
pas par  g A (M), et g A (M)~ ~. I1 existe alors g' et M', v6rifiant encore 
(a) et (b), avec g' strictement plus long que g. 

Puisque g A (M)e if, la maximalit6 de x entraine que g 4: x, donc que x 
commence  par g A (N) pour  N convenable,  n6cessairement distinct de M. 
D'apr+s (it), on a alors g A ( M c ~ N ) ~ .  
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Puisque g A(M c~ N) commence par g A(M), x ne commence pas par 
g A(M c~N). 

Soit (C o, .. . ,  Cm) la galerie minimale de A.g h A . g A ( M n N )  qui 
commence par (A.g, A.gA(N)). Soit i ( 0 < i < m )  le plus grand i tel que x 
commence par g ' = g ( C  o . . . . .  Ci). Alors, g' et le mur M' entre C i et Ci+ 1 
v6rifient (a)(b). 

M' 

(projection dans VM~,N). 

(1.15) Proposition. Soient A une chambre et ~ un ensemble de chambres, 
Pour que ~3 v6rifie la conjonction (i) de 

(i~) A + ~ .  
(ib) Si B 6 ~ ,  alors D(A, B )=~ .  

(ir Soient M e t  N deux tours d'une chambre B. Si A et B sont du 
m~me c6t~ de M e t  de N et que B.A(M) et B.A(N) sont dans ~ ,  alors 
B .A(M c~ N)6 :~. 

1l ,faut et il suffit que 
(ii) II existe une (unique) chambre C telle que ~ = D ( A ,  C). 

On v6rifie facilement que ( i i )~  (i). Pour prouver que ( i ) =  (ii), on 
applique (1.14) h l'ensemble ~ des u(A, B) pour B ~  (rioter que d'apr6s 
(1.3) et (1.11) toute galerie G de classe g telle qu'un u(A, B) commence 
par g est automatiquement  minimale) et on applique (1.4)(i)r h la 
classe de gaieties x=u(A,  X) obtenue. 

Appliquant le crit6re (1.15), on trouve: 

(1.16) Corollaire. Soient A et B deux chambres mitoyennes s~parOes par 
lemur M, et C du mdme c6t~ de M que B. ll existe C' tel que 

D(A, C) ~ Du(B)= D(B, C'). 

(1.17) 

(1.17.1) 
20* 

Corollaire. (i) Soient A, C 1, C2 trois chambres. II existe C telle que 

D(A, C)=D(A, COnD(A,  C2). 
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(ii) Soient A et C 1 deux chambres, et M un mur de A. II existe C' 

telle que 

(1.17.2) D(A, C ' ) = D ( A ,  C1)•DM(A).  

En fait, (ii) est le cas particulier de (i) pour  C 2 = - ( A . A ( M ) ) .  

(1.18) Lemme.  Soient M,  M' ,  M"  trois tours distincts d'une chambre A, 
A 1 = A . A ( M ) ,  B = A . A ( M n M ' n M " ) ,  B ' = A . A ( M ~ M ' )  et B " =  
A .A(Mc~M") .  Pour toute chambre C, si B '~D(A1,  C) et B" 6 D ( A  l, C), 
on a B 6 D ( A  1, C). 

La facette F de A ouverte  darts M n M'  n M"es t  une facette de toutes 
les chambres  A, A~, B, B' et B". Appl iquant  (1.5)(iii), nous  pouvons  donc  
nous r amener  au cas off d im V =  3. Appl iquan t  (1.17)(ii), on peut  supposer  
de plus que A~ et C sont du mCme c6t6 de M. Faisons ces hypoth6ses,  et 
supposons  que B', B " ~ D ( A  1, C). Puisque M'  (resp. M")  s6pare A1 de B' 
(resp. B"), A~ et C sont  s6par6s par  M', M" (et du m6me c6t6 de M);  
A et C sont donc s6par6s par  M,  M'  et M", et C = - A = B. 

Le r6sultat clef suivant  est inspir6 de [4]. 

(1.19) Proposition. (i) Soient A,  B, C trois chambres, F une galerie de A 

d B et G 1, G z deux galeries de B d C. Si FG l ~ FG 2, alors G 1 ~ G z . 

(ii) De m6me, si G 1 E ~ G z E, alors G 1 ~ G z . 
(iii) Soit g une classe d'~quivalence de gaieties, de source A. II exis te  

une chambre C telle que g commence par u ( A, B) si et seulement si B ~ D( A, C). 
On d6duit (ii) de (i) par  passage aux gaieties oppos6es. 
Soient G = ( C  o, . . . ,  C n) et G ' = ( C  o . . . .  , C'n) deux galeries de longueur  

n e t  de m6mes extr6mit6s. Si n=> 1, on pose G 1 = ( C  l, . . . ,  C n) et G' 1 = 

(C' 1 . . . . .  C'n). Si de plus C 1 4= C'  1, on note  M e t  M'  les tours qui  s6parent 
C o = C  o de C 1 et C'  1, et on pose A = C o . A ( M c ~ M ' ) .  Consid6rons la 
relat ion R,(G,  G') suivante entre  galeries G, G' c o m m e  plus haut .  

Rn(G, G') r on a soit 
~) n = 0 :  
/~) n + 0 ,  C t = C'~ et Gt ~ G'I; 
7) n 4= 0, C 1 4= C'1 et il existe une galerie F de A /l C, = C', telle que 

G~ ,,~u(C x, A) .F  et G'x ,,,u(C'~, A).F.  

N o u s  prouverons  par  r6currence s u r n  rasser t ion  suivante 

(A,) R ,  est une relat ion d '6quivalence.  

A d m e t t o n s  (Ai) pou r  i < n ,  et p rouvons  (1.19.1)/t (1.19.3) ci-dessous. 

(1.19.1) Pou r  les galeries de longueur  i< n, Ri(G, G') ~ G,,, G'. 

I1 est trivial que Ri(G, G') =~ G ~  G', et, avec les no ta t ions  de (1.10), 
si G ~ G ' ,  on a Ri(Gj ,  Gj+x). 

(1.19.2) L 'asser t ion (i) pour  FG~ de longueur  < n e s t  vraie. 

Ceci r6sulte de (1.19.1) et de la seconde clause dans la d6finition des Ri. 
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(1.19.3) L'assertion (iii) est vraie pour g de longueur <n .  

Ceci r6sulte de (1.15) appliqu6 fi l 'ensemble ~ des chambres B telles 
que g commence  par u(A, B): L'hypoth6se (ic) de (1.15) se v6rifie ~ l'aide 
de (1.19.2), de (1.18) et de la troisi6me clause dans la d6finition des R i. 

I1 reste fi prouver que si G, G' et G" sont trois galeries de longueur n 
allant de A ~ C et que Rn(G, G') et R,(G, G"), on a Rn(G', G"). Si n = 0 ,  
ou que C~ = C' 1, ou que Ct = C'a', c'est trivial. 

Pour  n > 0, nous noterons M, M', M" les murs qui s6parent A = C O = 
t t~ t t !  C O = C O de C~, C~ et C~. Distinguons deux cas 

Cas 1. C~ # C'I = C'~. Soit B= A.A(M c~ M'). On a par hypoth6se 

( C 1 . . . . .  C , )~u(  C 1, B) F' ,,~u( C1, B) F", 

(C',, ..., C' . )~u(C ' l ,  B)F', 
r t  t !  pt (C~, ..., C,)~U(Cl ,  B) F". 

De (1.19.2), on tire alors que F ' ~  F", et donc que Rn(G', G"). 

Cas 2. C 1 4= C' l # C'1'+- Ct.Soient BI = A.A(M' c~ M"),B'= A.A(M ~M'),  
B"= A.A(M c~ M") et B= A.A(M c~ M' c~ M"). On a 

G t = ( C  t . . . . .  Cn)~u(C1, B') F' ~u (C  t, B") F" 

G', = ( C '  1 . . . . .  C'.)~u(C',, B')F' 
t t  re . ,  tr I t  H F t t  

G I = ( C  1 , . .  Cn)~U(Cl,B ) 

de sorte que la classe gx de G~ commence par u(C~, B') et u(C~, B"). I1 
r6sulte alors de (1.19.3) et du lemme (1.18) que gl commence par u(C~, B): 
G 1 ~ u(C 1, B)F.  D'apr6s (1.19.2), on a F' ~u(B',  B)F et F " ~  u(B", B)F, 
donc G l ~ u ( C  1, B)F, G' 1 ~u(C'l, B)F et G'~u(C'[,  B)F. D6s lors, 

O' x ~ u(C't, B~) u(B 1, B) F 

G' 1' ~u (  C~, B1) u(B l, B) F, 

de sorte que R,(G', G"). 

A C 

B1 

(dessin sur la sph6re unit6 de VUnU,nU,,). 
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(1.20) Corollaire. Les conditions (i) et (ii) de (1.14) sont ~quivalentes. 

Supposons (ii) et prouvons (it). Sous les hypoth6ses de (it), si x=gh  
(h de source B), il r6sulte de (1.19)0) que h commence par A(M) et A(N). 
Soit C la chambre garantie par (1.19)(iii) pour h. Puisque Me t  N s6parent 
B de C, rt~N(C) ne peut &re que rc'M~N(B).A et (ic) r6sulte de (1.5)(iii). 

(1.21) Corollaire. Pour toute chambre A, soit n(A, i) le nombre de classes 
de galeries de source A et de longueur i. Posons 

r 

fA = ~  n(A, i) tieTl[[t]]. 
o 

Pour toute chambre A, et pour P parcourant les intersections de murs de A 
(y compris {0} et V), on a 

E (-- 1)c~ tdtA" A.A,P))jA .A(p)= 1. 
P 

Ceci exprime que 

a) le nombre de classes de galeries de longueur i qui commencent par 
A(P) est n(A.A(P), i - d ( A ,  A.A(P))) ((1.19)(i)); 

b) les classes de galeries qui commencent par A(P) et A (Q) commen- 
cent par A (P c~ Q)(r6sulte de (1.19)(iii)). 

(1.22) Algorithme. Soient G =(A o . . . . .  An) une galerie de longueur n>  1, 
G 1 =(A 1 . . . . .  An), M l e m u r  qui s6pare A o de A 1, C la chambre dont 
l'existence est garantie par (1.19)(iii) (pour G) et C a la chambre analogue 
pour G r On peut calculer C par r6currence/~ l'aise de la formule suivante 
(cf. (1.16)) 

(1.22.1) D(A 1, C)=DM(A1)c~D(A t, Ct). 

Puisque A~eD(A, C), M s6pare en effet A de C et CeDM(Aa). D'apr6s 
(1.19)0), on a aussi D(A 1, C)cD(AI, C1) , d'ofi l'inclusion c .  Enfin, si 
BeDM(A1)c~D(A 1, C1), G 1 commence par u(A 1, B) et G commence par 
u(A, A~).u(A~, B)= u(A, B), d'ofl (1.22.1). 

(1.23) Corollaire. Soient G e t  H deux galeries composable. Soient A la 
source de G, B celle de H et C garantie par (1.19)(iii): on a H ~u(B, C).H'. 
Alors, pour toute chambre D, pour que la classe de GH commence par 
u(A, D), il faut (et il suffit) que celle de Gu(B, C) commence par u(A, D). 
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(1.24) Proposition. Soient A une chambre, P une intersection de murs de 
A, F = F(P) (1.6) et g une classe d'~quivalence de galeries de source A. II 
existe une classe de gaieties g' de (Vp, J/lp), de source 7zi l(A), telle que pour 
route galerie H de (Ve, JCp), g commence par nr (H ) si et seulement si g' 
commence par H. 

Soit ~ l 'ensemble des classes de galeries h de source ~zil(A) de 
(Vp, .t/p) telles que g commence par nF(h). Appliquons (1.14) & (Vp, dtp) 
et & ~. D'apr6s (1.19) la condition (i) est v6rifi6e (cfi la preuve de (1.20)), 
et (1.24) r6sulte de (1.14)(ii). 

(1.25) On peut regarder l 'ensemble des galeries comme 6tant l 'ensemble 
des fl6ches d'une cat6gorie Galo(V, ~??) ayant les chambres pour  objets. 
De m6me, les classes d'6quivalence de galeries sont les fl6ches d'une cat6- 
gorie quotient  Gal+(V,d/l). Soient A , B  et C trois chambres, E une 
galerie de A & B et F une galerie de B ~ C. Bien que les conventions 
g6n6rales dans les cat6gories soient autres, nous continuerons &note r  
EF le compos6 de E et F. ka  loi �9 (resp. G -~ - G) est une anti6quivalence 
(resp. une 6quivalence) de Galo(V, Jg) ou Gal+(V, Jr avec elle-m~me, 
induisant l'identit6 (resp. C ~ - C) sur l 'ensemble des objets. 

Quand aucune confusion ne sera / l  craindre, nous 6crirons simple- 
ment  Gal o et Gal+ pour  Galo(V, .~#) et Gal+ (V, J//) (ou pour  une cat6gorie 
Gal  o (lip, Jtp) ou Gal+ (V e, JCp)). Par abus de langage, nous appelerons 
souvent galeries les fl6ches de Gal+. 

(1.26) Lemme.  (i) Dans Gal+, pour toute galerie g, on a 

gA =A(-g). 

(ii) Quels que soient g e t  h de source A dans Gal+, il existe n tel que 
gA" commence par h. Si h est compos6 de k gaieties u(A i, Ai+x), on peut 

prendre n = k. 

ProcOdant par rhcurrence, on se ramhne ~ prouver (i) pour  g de 
longueur un. Pour  g = (B, C), on a 

gd  = u(B, C) u(C, - C)= u(B, C) u(C, - B) u ( - B ,  - C) 

=u(B,  - B ) u ( - B ,  - C ) = d ( - g ) .  

Quelle que soit la chambre B, d =u(A,  - A )  commence par u(A, B). 
D6s lors, (ii) se d6duit de (i) par r6currence sur k. 

La proposi t ion suivante r6sulte aussit6t de (1.26), de son transform6 

par * et de (1.19)(i), (ii). 

(1.27) Proposition. (i) Dans G a l .  I'ensemble de toutes les fl~ches donne 

lieu d u n  calcul de fractions d gauche et d droite. 
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(ii) Soit Gal(V, ~t'), ou simplement Gal, la catdgorie (un groupoide) 
ddduite de Gal+ en rendant inversibles toutes les fldches : appelons posi- 
tives les fldches de Gal dans l'image de Gal+. Le foncteur canonique de 
Gal+ dans Gal est fiddle, et toute flOche g de Gal peut se mettre sous les 
formes g = g l  A-"= A-" g2 avec gx et g2 positifs. 

Si une cat6gorie C n'a qu'un seul objet A et que le monoide Hom(A,A) 
est simplifiable, que l'ensemble de toutes les fl6ches de C donne lieu 
un calcul des fractions h gauche et h droite signifie que Hom(A,A) 
v6rifie la condition de Ore fi gauche et ~t droite, ka (( th6orie du calcul des 
fractions, utilis6e en (1.27) et ci-dessous est une g6n6ralisation imm6diate 
de la th6orie de Ore pour plonger un tel monoide dans un groupe. 

(1.28) Pour tout tour M, le nombre de fois que g dans Gal+ traverse M 
est bien d6fini (1.11). Cette fonction de g se prolonge par additivit6 pour 
g~Gal. Plus g6n6ralement, pour toute intersection de murs P, on 
pourrait utiliser la propri6t6 universelle de Gal pour d6finir des foncteurs 

'" Gal(E J4 ) - )  Gal(Vp, J4p). 7~p. 

(1.29) Soient A une chambre, P une intersection de murs de A et F = F(P) 
(1.6). La fonction n r induit un foncteur 

(1.29.1) nv: Galo (V P, .//ge)-) Galo (V, Jr'). 

L'image de ce foncteur est stable par 6quivalence, et il induit un foncteur 
fidJle 

(1.29.2) nv: Gal+ (lie, J f lp)~ Gal+ (V, ~/). 

De la th6orie du calcul des fractions et de (1.19)(i) r6sulte alors la 

(1.30) Proposition. Sous les hypotheses prJcOdentes, le foncteur dJduit 
de (1.29.2) 

nF: Gal(Vp, ,ire) --~ GaI(E ~ )  

est fid~le. 

(1.31) Proposition. Soient Cune chambre, 1 et J deux ensembles de murs 
de C, K = I  ~ J, P, Q et R les intersections des tours dans 1, J et K et 
F(P), F(Q) et F(R) les facettes correspondantes dans C (1.6). La facette 
F(R) est la plus petite facette contenant F(P) et F(Q). Dans le groupo'ide 
Gal(V, JQ,  on a 

ur(e) (Gal(Vp, d4e) ) c~ nF(e)(Gal(VQ, .//4e) ) ---- nr(R)(Gal (V~, d4R) ) . 

Une chambre admettant F(P) et F(Q) pour facettes admet aussi 
F(R) pour facette. Ceci prouve (1.31) pour les objets. 

Soit geHomoal(A, B), et supposons que 

g = nFw)(g'0 = n~te)(g2)" 
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D'apr6s  (1.27)(ii), on a 

t r - - n  t t  gl=A(P)-"g'l ' et g2=A(Q)  g2 

H v t  i r  avec gi positif, pour  n > 0 assez grand. Soient gl = ~r(P)gl et g2 = ~r~)g2-  

D'aprSs  (1.26)(ii) (transform6 par ,), A" A(P)-" est positif; on a dans 
Gal  +(V, ,/4) 

(1.31.1) (A" A(P)-') g, =(A" A(Q)-") g2. 

(1.31.2) Lemme.  Si h~HomGal+(A,B ) commence rant par (A"A(P) -n) 
que par (d" d (Q)-"), alors h commence par (A" A (R)-"). 

D6duisons  (1.31) de (1.31.2). D'apr6s (1.31.2), on a 

(A" A(P)-") gx =(A" A(Q)-") g2 =(A" A(R)-") g3 

avec g3 positif. On a donc g = d (R)-"  g3. La galerie positive g3 = d(R)"g 
appar t ient  h l ' image de rte(e) et de rtr(Q). Elle traverse (1.28) donc z6ro 
lois tout  mur  ne contenant  pas P ou Q, i.e. ne contenant  pas R. Elle 
appar t ien t  donc/~ l ' image de ~tFtR). 

Prouvons  (1.31.2). Soit A(P)=A.A.A(P), et de m6me pour  Q et R. 
La galerie AA(P) -1 de source A est u(A, A(P)); celle de source A(P) est 
u(A(P), A). De (1.26)(i) r6sulte que AA(P)=A(P)A. On a donc 

(1.31.3) A" A(P)-"=u(A,A(P)).u(A(P),A)u(A,A(P))... (n facteurs). 

(1.31.4) Lemme.  A(R)~D(A(P),A(Q)). 
Avec les nota t ions  de (1.2), J/(AA, A (P)) est l 'ensemble des tours qui 

conteniennent  P et Jg(AA,A(Q)) l 'ensemble de ceux qui contiennt  Q. 
D 'apr6s  (1.2), J/C'(A(P), A(Q)) est l 'ensemble de ceux qui contiennent  P ou 
Q, mais  non R, soit JI(A(P), A(R))u JI(A(Q), A(R)), et on applique (1.4). 

D 'apr6s  (1.19)(iii), une classe de galeries qui commence  par AA (p)-i 
et AA(Q) -~ commence  donc aussi par AA(R) -~, et (1.31.2) r6sulte par  
r6currence du 

(1.31.5) Lemme.  Soient Pet R des intersections de murs d'une chambre A, 
avec P ~ R. Soit h dans Gal  + de source A. Si h commence tant par A" A (P)-" 
(n > O) que par AA (R)-1, alors h commence par (AA (R)-1)(AA (P)-1).-1. 

On peut  supposer  que n > 2 .  Posons h=(AA(P)-I)h '. Avec les nota-  
tions prScSdentes, h' commence  alors tant par A A (p ) - i  = u(A(P), A) que 
par  u(A (P), A (R)). A ppliquons (1.19)(iii). 

l a  chambre  C de loc. cit. est alors s6par6e de A(P) par tout  mur  M 
qui s6pare A(P) de A (i.e. MqbP) ou A(P) de A(R) (i.e. M = P  et Mr~R). 
k a  chambre  C n'est  donc s6par6e de A(P)A que par des murs  M=R,  
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et C e D (A (P). A, A (P). A A (R)). D6s lors, h' commence tant par (A A (R)- 1) 
que par (AA (P)-l)"-l. Proc6dant par r6currence sur n, on en d6duit que 
h' commence par (AA (R)-')(AA (n)- ' ) ' -2,  de sorte que h commence par 
(AA(P)-') (AA(R)- ' ) (AA(p)-I)  "-2 et on conclut en notant que 

AA(P) -1 AA(R) - I=AA(R)  -1 AA(P) -x. 

(1.32) Proposition. Pour F une facette d'une chambre C, engendrant une 
intersection de murs P, on a 

~-  a (Gal + ( V, ,.#)) = Gal  + ( V v , J-r  c Gal (Vp, ,//it,). 

Supposons que z~r(A-"g)=h soit dans Gal+(V,Jr On a alors 
~r(g) = A (P)" h et, d'aprOs (1.28), toute galerie H reprOsentant h ne traverse 
que des murs passant par F. On a donc h=~r(hl) avec h i dans 
Gal+(Vv, Jlv) et on conclut par (1.30). 

w 2. lmmeubles  

(2.1) Soient (V, ~/) comme au w (v6rifiant (1.8)) et r = d i m  V. Soit S la 
sph6re de rayon un darts V, pour une quelconque structure euclidienne 
sur V (on pourrait plus intrins6quement poser S=  V-{0}/IR*). kes 
hyperplans M~dg  d6coupent une triangulation de S, et nous noterons 
encore S l'espace simplicial (sch6ma simplicial) correspondant, et sa 
r6alisation g6om&rique. Nous transporterons fi S la terminologie utilis6e 
pour V(chambres, facettes, mitoyennet6, galerie . . . .  ). 

(2.2) Choisissons une <<chambre fondamentale>~ A o dans S. Nous 
noterons I+ l'espace construit ci-dessous; il d6pend de V, Jr et A o, e tes t  
muni de q: 1 + --~ S. 

a) Soit ~q+ l'ensemble des classes d'6quivalence de galeries g de 
source A o, 

~+ = 1_I Homca~+ (Ao, B). 
B 

b) Soit Z la somme disjointe, index& par ge2~+, du simplexe ferm5 
de S, adh6rence du simplexe ouvert de dimension r -  1 qu'est le but de g 

Z+ = LI (but de g)-.  
g~Lr+ 

Soit q' l'application 6vidente de Z+ sur S. 

c) I+ (muni de q) est un quotient de Z+ (muni de q'). Si G est une 
galerie de A o fi B e t  C u n e  chambre mitoyenne h B, on recolle (but de g)- 
et (but de g(BC))- selon la face ferm6e commune de leurs images dans S. 

(2.3) k'espace 1+ est d6compos6 en facettes, images de facettes de Z+ 
et s'envoyant bijectivement sur une facette de S. Ses chambres (resp. 
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faces, resp. sommets) sont ses facettes de dimension r - 1  (resp, r - 2 ,  
resp. 0). 

Les sommets d'une facettes F sont les sommets contenus dans 
l 'adh6rence ]~ de F. Les chambres de 1 + sont index6es par ~e+ ; on note  
"4o.g celle d'indice g et 4 o celle d'indice (Ao). 

Soient g6HomG,l+(Ao,  A), A= '4o -g  et H = ( C  o . . . . .  C,) une galerie 
de A ~t B, de classe h. 

On pose ,&h = ~ o . g  h 

Les chambres J4.(C o . . . . .  Ci) (O<i<n)  forment une galerie dans 1+. On 
appellera positives les galeries ainsi obtenues. 

(2.4) Lemme. Soit F une facette de S, A et B deux chambres de S ayant 
F pour facette, g e HOmGal~ (A o, A) et h = HOmGal+(Ao, B). Les conditions 
suivantes sont Oquivalentes 

(a) dans 1+, les facettes q - I (F)  de Ao.g et ,4o.h coincident: 

(b) g - t  heHomGal(A ' B) est dans n~,(Gal); 

(c) il existe gl et h 1 dans nF(Gal+) tels que ggl = h h t .  

ka condit ion (b) est une relation d'6quivalence entre galeries de A o/~ 
une chambre dont  F est facette. On en d6duit que (a) =~ (b). Que (b) ~ (c) 
r6sulte de (1.26)(i). Enfin, (c) ~ (a) est trivial sur les d6finitions. 

De (2.4) (a) <=~ (b) et (1.31), on d6duit aussit6t le r6sultat suivant. 

(2.5) Proposition. Chaque facette de 1+ est uniquement d~termin~e par 
l'ensemble de ses sommets. On peut donc dOcrire 1+ comme la rOalisation 
g~om&rique du schema simplicial suivant. 

a) Pour x sommet de S, soit ~(x)  l'ensemble des g dans Gal+ de source 
A o et de but une chambre dont x est sommet. Soit ~ (x ) /n  x le quotient de 
~ (x )  par la relation d'Oquivalence (2.4)(b)(pour F= x ). A lors, l'ensemble 

des sommets est 

X 

b) Pour qu'un ensemble E de sommets tende un simplexe, il faut  et 
suffit qu'il existe une galerie g de source A o telle que pour y~E,  g soit dans 
fly (q y) et que y soit l'image de g dans ~ (q y)/nqy. 

(2.6) Proposition. Soit F une facette de 1+. 11 existe une classe de galeries 
g telle que, pour que F soit une facette d'une chambre B = A o . h  , il soit 
nOcessaire et suffisant que l'on ait 

h = g n F (h') 

pour h' convenable dans Gal+.  
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Prenons pour g une galerie de longueur minimum telle que F soit 
facette de A=Ao.g. Soit B=Ao.h une chambre dont F soit facette. 
D'apr6s (2.4)(a) ~ (c), il existe des galeries h 1 et h 2 dans (Vqr, JgqF), avec 

g rrv (h 1) = h 7z v (h2). 

Appliquons le transform6 par �9 de (1.24). Vu la minimalit6 de g, on 
trouve que h 1 finit par hz:h x =h'h 2. D'apr6s (1.19)(ii), on a 

g rc r (h')= h 

et ceci prouve (2.6). 

(2.7) Notation. Soit A une chambre de 1+. On d~signe par S(A) la r~union 
des chambres ferm~es (A.(q A, B))- pour B chambre de S. 

On v6rifie que q[S(A) est un isomorphisme entre S(A) et S. 

(2.8) D6finition. [+ est l'espace d~duit de 1+ en <<bouchant>> les spheres 
S(A). 

De faqon pr6cise, soit B' une boule dont S soit le bord. Quand on 
voudra travailler simplicialement, on prendra pour B r le c6ne sur l'espace 
simplicial S. On ddfinit [+ comme d6duit de 1+ par attachement d'une 
famille de copies b(A) de B r, famille index6e par l'ensemble des chambres 
de I+. Les applications d'attachements sont les 

t?b(A)~- .S  ~-S(A) .  

kes applications d'attachement sont simpliciales, de sorte que 1+ apparait 
encore comme la r6alisation g6om6trique d'un schOma simplicial (de 
sommets ceux de 1+ et les <<centres des boules>>). L'espace [+ est muni 
d'une application (simpliciale) 6vidente 

q: [+ ~ ,B  ~. 

(2.9) Proposition. Eespace f+ est contractile. 

k'espace 1+ est donc le bouquet des spheres S(A). 
Soient (1+). la r~union des chambres ferm~es (-'~o.g)- pour g de 

longueur __<n, et ([+), la r6union de (1+)~ et de l'ensemble des boules b(A) 
pour Ob(A)c(l+).. 

On a (f+)o=Ao (contractile), et 

La proposition r4sulte du 

(2.9.1) Lemme. (f+). est r~tracte par d~ybrmation de (f+).+p 
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Nous devons construire une famille continue (93o_<,_< ~ d'applications 
continues de 0"+),+1 dans lui-m~me, avec ~oo=Ia,-~o,l(f+),=Id et 

Soient A = Ao-g une chambre de (I+),+~ qui n'est pas dans (1+)., et F 
une facette de A. 

(2.9.2) Lemme. Supposons qu'il existe une chambre B = A o . h  dans 
(l+)n+~,distincte de A, dont F soit une facette. I I existe alors une chambre 
B' = A o . h' dans ( l + )n, et un tour M de q B', contenant q F, tel que A = B'.  A ( M). 

Soit go la galerie consid6r6e en (2.6). On a 

g=goltF(gl) et h=gorte(hl) .  

kes hypoth6ses impliquent que la longueur lg(gl)#0 (sinon, puisque 
A # B, on aurait lg (h) > lg (g) = n + 1). Pour un mur convenable M de q A, 
on a alors g~=h'A(M) ,  et on pose B'=7toh' .  

Pour la chambre ferm6e A-,  A - ~ ( I + ) ,  est donc r6union d'un 
ensemble (non vide) de faces ferm6es, et, dans (1+),+ 1, les points de 
A- - ( A - c ~  (l+)n) n'appartiennent qu'b, la seule chambre ferm6e A- .  

Distinguons deux cas 

Cas 1. A -  ~ ( I  § )~ 4:@A-. 

Dans ce cas, il n'existe pas de sphere S(B) avec 

A c S ( B ) c ( I + ) . + , .  

Nous prendrons pour ~p, IA- un effondrement de A- sur A-c~(l+), .  

Cas 2. A -  c~ (1+), = @A-. 
Posons A=,4o .g .  Pour tout mur M de qA,  il r6sulte alors de (2.7.2) 

que g finit par A (M), 
D'apr~s ((1.19)(iii)), g finit donc par A: on a A = B . A ,  avec B unique- 

ment d6fini par A, d'apr~s (1.19)(ii). Quand on passe de (/+),+t ~ ([+),, 
A et l'int6rieur de la boule b(B) disparaissent. On prend pour q~,lb(B) 
un effondrement de b(B) sur S ( B ) - A .  

D'apr6s ce qui a 6t6 vu au cas 1, toute boule qui disparait est du type 
pr6c6dent. Ceci ach6ve la construction de ~p, et prouve (2.7). 

(2.10) Eespace I, muni de q: 1 ~ S se d6finit comme 1+, en remplaqant 
Gal+ par Gal. 

a) On pose ~ = Ll HOmGal(Ao, B). 
B 

b) On pose Z = LI (but de g)-. 
geY' 

c) Soit q' l'application 6vidente de Z sur S. L'espace 1, muni de q, 
est un quotient de Z muni de q'. Pour g ~  de but B e t  C une chambre 
mitoyenne ~ B, on recolle (but de g)- et (but de g(BC))- selon la face 
ferm6e commune de leurs images dans S. En d'autres termes, si deux 
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chambres B et C ont une facette commune  F, si g~Homca~(A o, B) et 
que h~Homca~(A o, C), alors, dans 1, les facettes ferm6es q'-l(F)- de 
(but de g)-  et de (but de h)- sont identifi6es si et seulement si 

h g -  1 ~ lr v HOmG~l (Zr; x (B), zr; 1 (C)). 

(2.11) On d6finit comme pour  I+ les chambres, faces, facettes ouvertes 
ou fermOes de 1. On dOfinit A0, et A.h (pour A une chambre  et h dans 
Gal de source q,~) comme en (2.3). L 'analogue de (2.4)(a)~=~ (b) est ici 
trivialement vrai. Comme en (2.5), on dOduit alors de (1.31) que chaque 
facette de I e s t  uniquement  d6terminhe par l 'ensemble de ses sommets, 
et I apparai t  comme la rOalisation gOomOtrique d'un schOma simplicial 
qui admet  une description de type (2.5). Pour  toute chambre  A de l, 
on dOfinit comme en (2.7) une sph6re S(A); q induit un isomorphisme 
de S(A) sur S. Comme en (2.8) on d6finit un immeuble 1", muni de 
q: 1"-* B ~, en << bouchant))  routes les sph6res S(A). 

(2.12) Outre q et sa dOcomposition en chambres,  1 est muni de la 
structure additionnelle suivante: 
- Une (<composition>>/3.g est dOfinie qui ~i une chambre/~  de I d'image 
B dans S et ~ g~Hom~a~(B, C) associe une chambre de I d'image C 
dans S. La construct ion g w,[Lg dOfinit un isomorphisme de l'espace 
analogue h 1 obtenu en prenant  B pour  chambre fondamentale  avec 
l'espace I (pour A o = B, on trouve des automorphismes  de 1). En parti- 

culier, /~.(g h) = (/3.g).h. 

(2.13) Pour  toute chambre  A de 1 au-dessus de A o, on d6finit une 
application 

iA: 1+--~I (resp. i + ~ ) ' ) ,  

compatible ~ la projection sur S (resp. B r) en envoyant  la chambre  
ferm6e (A.g)- de I+ (resp. la boule b(A.g) de 1'+) sur la chambre (resp. 
la boule) de m~me nom de 1 (resp.)'). 

(2.14) P r o p o s i t i o n .  (i) iA identifie I+ dun sous-espace ferm~ de 1 et i+ 
un sous-espace ferm~ de "I. 

(ii) On a 
l=limi~o.a_2.(l+) et ) '=l imi~o. j -2 .0"+) .  

Les assertions (i) ou (ii) pour  )'+ et i r6sultent des assertions (i) ou (ii) 
pour  I+ et I. 

Prouvons  (i) pour  1+ et I. Soient B e t  C deux chambres de S ayant  
une facette commune  F. Soient g~ Homca  I + (A o , B) et he  HOmGa I + (A, C). 
Supposons que les facettes q -  1F de (A. g)-  et (A. h)- soient 6gales dans 1. 
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On a alors 

g - l h = n F ( e  ) pour eEHomGal(n~lB, n~lC) .  

D'apr6s (1.26), on peut 6crire e = e I e~ x avec e i dans Gal+.  D'apr6s (1.29), 
on a alors g~e(el)=hTrr(e2) dans Gal+,  et les facettes q-~F d e ( A . g ) -  
et (A.h) sont donc d6j/~ 6gales dans I+. 

Pour  prouver  (ii), il suffit de remarquer que toute galerie g de 
source A o dans Gal peut s'6crire g = A - 2 " g  ' avec g' dans Gal+ .  

De (2.14) on tire que r r i ( l ) = ~  rti(]+). Puisque I e s t  un CW-complexe, 
on d6duit de (2.9) le r6sultat suivant. 

(2.15) Th6or~me. Eespace "[ est contractile. 

L'espace 1 est donc le bouquet  des sph6res S(A) pour A parcourant  
les chambres de 1. 

w 3. Rev~tements 

(3.1) Soient V c le complexifi6 de V, M e le complexifi6 de M pour  
M c J r  et 

Y=V~-- U M c. 
M ~ , ~  

Dans ce paragraphe,  nous construisons par recollement un espace 
au-dessus de Y. La donn6e de recollement sera d6crite h l'aide de I e t  

de )'. Les facettes de S e t  les facettes de V autre que {0} sont en bijection 
canonique,  et nous aurons cons tamment  h passer des unes aux autres. 
En g6n6ral, nous noterons de mame les facettes correspondantes;  en 
cas de besoin la correspondance se notera F ~-~ [F] .  

(3.2) Lemme. Soient A, Be t  C trois chambres de I, avec C c S ( A ) ~ S ( B ) .  
Alors, q induit un isomorphisme de S(A)c~S(B) avec l'intersection de S 
et des demi-espaces fermOs D' M (q C) contenant q C limitOs par un tour M 
qui s~pare q A de q B. 

k' intersection des D'M( q C) est r6union de chambres ferm6es. Si C'  
est l 'une d'elles, q A et q B sont du m6me c6t6 de tout  mur  qui s6pare 
q C de C'. On en d6duit que les rel6vements sur S(A) ou S(B) d'une galerie 
minimale de q C / t  C' coincident, et (C ' ) -  c q(S(A)~  S(B)). 

R6ciproquement ,  si une facette F n'est pas dans l ' intersection des 
D'M(q C), il existe un mur  M tel que F C M  qui s6pare q A de qB et F 
de q C. Supposons  que par impossible F c q ( S ( A ) n S ( B ) ) .  Soient D u n e  
chambre  de S dont  F est facette et (C o, C a ... C,+1) une galerie de qC 
h D. Soit M i le mur  qui s6pare C i de Ci+ 1 et ~i (resp. fli)= +_ 1 selon que 
C~+1 et A (resp. B) sont ou ne sont pas du m6me c6t6 de M~. Par hypo-  
th6se, F est facette de CA(Mo)'~ A(M.) ~" et de C.A(Mo)a~ A(M,) ~". 
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D 'apr6s  (2.4) et (1.24), on a alors (puisque M :~ F) 

M i  = M M i  = M 

ce qui est absurde:  un membre  vaut  un, l 'autre - I. 

(3.3) Lemme,  Soit J! et J les applications ((partie r~elle>> et :(partie 
imaginaire >> de V C dans V. Soit v~ Vr et F la  facette de V telle que ~, v e F. 
Pour que w Y, il faut et suffit que prr  ( J r )  soit dans une chambre de ( V F, Jgr 

C'est  clair. 

Ce qui suit a pour  fondement  intuitif le fait qu'& toute << p romenade  >> 
dans 1 (accomplie en suivant une galerie de la forme A (Mly '  ... 3 (Mk)~L 
e i = + 1) cor respond un chemin ch (une classe de chemin) dans Y L ' image  
par  ~ de ch dans Vpasse  de chambre  en chambre ,  en t raversant  successi- 
vement  les murs  M 1 . . . . .  M ken  des points m i. Pour  e i=  1 (resp. - 1 )  le 
chemin passe par  l 'une des deux composan tes  R de ,~'-l(mi)c~ Y (en 
bijection par  J avec V - M ) :  celle telle que J R  contienne (resp. ne 
cont ienne pas) la chambre  pr6c6dente. 

(3.4) Notations.  (i) Soit C une chambre  de (V, ~ ' ) .  On note Y(C) l 'ouvert  
de Y form6 des x~  Vr v6rifiant la condit ion suivante:  

- si F est la facette de V telle que ~ x ~ F ,  alors preJx~n'~(C ). 

(ii) Soient A et B deux chambres  de 1. Si S (A)nS (B)  contient  une 
chambre  C, no tons  proviso i rement  Y'(A,B)  l ' intersection des demi- 
espaces ouverts  D'M(q C) ~ pour  M c o m m e  en 3.2. On pose 

Y(A, B ) =  Y(qA)n  Y (qB)ng t  -~ Y'(A, B)~  V~. 

Si S ( A ) n  S(B) ne contient  pas de chambre ,  on pose Y(A, B)=~ .  

(iii) Pour  F une facette de V, l'&oile Et(F) est la r6union des facettes 
(ouvertes) G de (V, ~ ' )  telles que F c  G - .  

(iv) Pour  F une facette de Ve t  C u n e  chambre  de (V e, J/gF), on pose 

V ( F , C ) = { v ~ V c I ~ v ~ E t ( F  ) et p r r J v ~ C } .  

(3.5) Lemme.  Soit G une facette de V. Les V(F, C) pour F une facette 
telle que G c F -  et C une chambre de V v forment un recouvrement ouvert 
de Y n 9~- I(E t G). En particulier (faire G = {0}), les V(F, C) recouvrent Y. 

Si x ~ Y n Y l - l ( E t G )  et que 9tx~F,  x est dans l 'un des V(F, C) (3.3). 

(3.6) Soit Y' la s o m m e  disjointe, index6e par  les boules b(A) de ], 

Y '=  LI Y(qA).  
b ( a )  
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On note Y'(b(A)) la composante d'indice b(A). On dispose d'une projec- 
tion 6vidente p': Y' ~ Y. Soit R la relation suivante sur Y': 

Pour xeY'(b(A)) et yeY'(b(B)), R(x,y) signifie que p'(x)=p'(y) et 
que p'(x), p'(y)~ Y(A, B). 

C'est une relation d'6quivalence car (cf. (3.2)) Y(A, B)c~ Y(B, C ) c  
Y(A, C). On a 

(3.6.1) I_e satur6 pour R d'un ouvert de Y' est encore ouvert. 

On pose Y= Y'/R. On dispose d'une projection 6vidente 

p: I?--~ Y. 

Pour toute boule b(A) de i, on note Y(b(A))l'image de Y'(b(A)) dans Y. 
Le th6or6me suivant implique celui par lequel d6bute l'introduction. 

(3.7) Th~or~me. ~" est un revFtement contractile de Y. 
A. ~" est un revFtement de Y. 

Nous montrerons, pour V(F, C) comme en (3.4)(iv), que p-1 V(F, C) 
est somme de copies de V(F, C). 

a) Soit b(A) une boule de L Pour B une chambre telle que F ~ B - ,  
soit la chambre de 1 

C B = A.u (A, B) u (x r (C), B)- ' .  

Par construction, B c q (S (A) n S (C~)) et en particulier, si F 4: {0} 

(3.7.1) [ F ] c  q(S (A)c~ S ( C'~)). 

Prouvons que 

(3.7.2) ~-(b(A))c~p -1 V(F, C ) c  U ~(b(C'~)). 
F c B -  

Soit x dans le membre de gauche. Soit G la facette de V ~ laquelle ~t p x 
appartient. On a F c G - .  Prenons pour B une chambre dont G est 
facette. Par hypoth6se, on a 

pr~Jpxen'a(A) et prvJpx~C.  

On a done n~(A)= n~(n v C). On d6duit alors de (3.2) que toute chambre 
dont G est facette est dans q(S(A)nS(C'n)), que px est dans Y(A, C'~) 
et que done x~Y(b(C'~)). 

b) Posons Y'(F, C)= U (Y'(b(C'))c~P'-l(v( F, C))). D'apr6s a), 
on a ensemblistement q~c,.)=c 

p- '  V(F, C)= Y'(F, C)/R. 

C'est m~me un isomorphisme d'espaces topologiques, d'apr6s (3.6.1), car 
Y'(F, C) est ouvert dans Y'. D'apr+s (3.2), la relation d'6quivalence 
21 Inventiones math.,Vol. 17 
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induite par  R sur U Y'(b(C')) est triviale. On conclut en r emarquan t  
q(C,)=c 

que, pour  tout  C' au-dessus de C, 

V(F, C) ~ Y(b (C')). 

B. Un recouvrement ouvert de 

(3.7.3) Notations.  (i) Pour  F une facette de 1, 

IT(F) = U ( ~ ' ( b ( C ) ) ~ P - ~ - ' E t ( q F ) )  �9 
FcS(C) 

(ii) Pour  o(A) centre d 'une boule b(A) de 1", 

Y(o(a)) = Y(b(A))~ p-1 V({0}, A). 

(3.7.4) Lemme.  (i) Les Y(s) pour s sommet de [ forment un recouvrement 
de Y dont i e s t  le nerf (i. e., une famille de Y(s) a une intersection non vide 
si et seulement si les s correspondant sont les sommets d'une facette de 1). 

(ii) Si une facette F de 1 a pour sommets s o . . . . .  sp, alors 

~'(F) = IZ(So) n ' "  c~ ~'(Sp). 

(iii) Si F~S(A) ,  alors ?(o(A))n~(F) est contractile; Y(o(A)) est 
contractile. 

(3.7.4.1) Soient F i ( i = 1 , 2 )  deux facettes de 1 et C i ( i = 1 , 2 )  deux 
chambres  de I telles que Fi~S(CI) et que 

( f ' (b(C1))np-t  J l - l  E t (qFO)n ( f (b (C2) )mp-X~- l  Et(qF2))=#ft. 

Alors, F 1 et F 2 tendent  une facette F de 1 (unique d 'apr6s (2.5)-(2.11)), 
F c S (Ci) et l ' intersection pr6c6dente coincide avec 

Y(b(CO) n f (b(C2))~ p- l  ~ - l  e t (F) .  

Par  hypoth6se 

Y(CI, C 2 ) n J l - l  E t ( q F O n ~ - ~  Et(qF2)+-~; 

Fx et F 2 sont dans S(COnS(C2)  et y tendent une facette F. De plus, 
E t (q F 1) n E t (q F2) = E t (q F), d'ofl la formule annonc6e.  

De  (3.7.4.1), on d6duit que I?(F 0 n Y(F2) est vide si F 1 et F 2 ne tendent 
pas de facette c o m m u n e  F, et vaut  

0 Y ( b C ) n P - ~ - ~ E t ( F ) = f ( F )  
F=S(C) 

sinon (faire q = Cz). Ceci prouve  (ii) et une part ie  de (i). 
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(3.7.4.2) Si o(A)+o(B), alors ~'(o(A))mY(o(B))=O. 

Si qA =qB, on a ~'(b(A))~ Y(b(B))=~. Si qA+qB,  on a 

p Y(o (A)) ~ p Y(o (B)) = ~. 

(3.7.4.3) Si FC-S(A), alors Y(o(A))c~I?(F)=O. 

Si F=S(B), on a FegS(A)c~S(B)et 

E t(q F) r~ Y(A, B) = E t(q F) c~ p(Y(b (A)) c~ Y(b (B))) = ~[. 

II est clair que: 

(3.7.4.4) Si FcS(A),  aiors p induit un isomorphisme de Y{o{A))m Y(F) 
avec Y ( q A ) n ~  -~ Et(qF). 

Le lemme (3.7.4) r6sulte alors de: 

(3.7.5) Lemme.  Pour route facette F de V, et toute chambre A, 

Y ( A ) c ~ - t  Et(F) 
est contractile. 

Soit v o un vecteur tel que ~ v o e F  et que JvoeA.  Alors pour  0_<t_< 1, 
qo,: v~-+ v o + t(v-Vo) est une application de Y(A) et de ~-~ Et(F) dans 
eux-m~mes. On a ~po(Y(A)c~ -1Et(F))= {%} et q)l = Id .  

C. Etude de Y(F) (F facette de l). 

D'apr6s (3.5), (3.7.1) et (3.7.2), on a 

(3.7.6) Y(F) = U Y(b (B)) c~ p- '  ~l- '  E t(F). 
F c B  - 

Choisissons une <<chambre fondamentale>> Av, o d a n s  ( V v , ~  v) et 
notons  I v l ' immeuble correspondant .  Choisissons aussi /ix v,o dans 1 
au-dessus de nv(Av, o). Pour  chaque chambre B = / i o . g  F de I v, nous 
noterons  nv(B) la chambre /i~,O.TZF(gF) de I. D'apr~s (2.10), (3.7.6) peut  
se r6crire 

17(F) = U ~'(b(Tzv(B)))c~P-'~l-'Et(F)" 
B dans I F  

Soient 
r~:(Vv)~- U Mr 

MEM' tF  

et I? v le rev&ement  de YF d6fini/~ l 'aide de 1 v. 

Quels que soient B et C dans 1 v, il r6sulte de (1.30) que les chambres 
de S dans Y(nv(B),nv(C))nEt(F) sont exactement les nv(D ), pour  D 
dans YF(B, C). 
21" 
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Les recollements qui d6finissent 12(F) et YF sont doric compatibles, 
et il existe un unique diagramme cart6sien 

12~, -12(F) 

(3.7.7) 

YF' p~F ~ l - l E t ( F ) c y  

qui envoie ~'(b(rrr(B)))c~p-1~-'Et(F) dans 12F(b(B)) pour B une 
chambre de I r .  La premiOre flOche verticale donc aussi la seconde sont 
des revOtements. 

On v6rifie facilement que l'application pr e de (3.?.?) est une 6qui- 
valence d'homotopie, d'ofi 

(3.7.8) Lemme. 12~ et 12(F) ont rn~me type d'homotopie. 

D. Fin de la d~monstration. 

Nous prouverons (3.7) par r6currence sur r=diml~. Soit  ~/ le 
recouvrement ouvert de I2 par les Y(s), pour s sommet de 1". D'aprOs 
(3.7.4)(i), I e s t  le neff de q/. D'apr&s (3.?.4), (3.7.8) et l'hypothOse de 
r6currence, les intersections non rides d'ouverts appartenant ~ ~' sont 
contractiles. Ceci implique [6] que 12 et I=Nerf (~ ' )  ont m~me type 
d'homotopie. On conclut par (2.15). 

w 4. Groupes de tresses 

(4.1) Soient V un espace vectoriel r6el de dimension finie et W c  GL(V) 
un groupe fini engendr6 par des r6flexions. On suppose que V w= {0}. 
Soit ~ une quelconque structure euclidienne invariante par Wet  soit J /  
l'ensemble des hyperplans M tels que la r6flexion orthogonale par 
rapport / l  ~ '  soit dans W. On sait que 

a) (V, ~ ' )  v6rifie 1.6 ([1] V 3.9 prop. 7); 

b) Wpermute les chambres de (V, J [ )  de faqon strictement simplement 
transitive ([1] V 3.2 Th. 1); 

c) si x~ V appartient /l la chambre ferm6e A, son stabilisateur est 
engendr6 par les r6flexions par rapport aux murs de A contenant x 
([1] V 3.3 prop. 1); 

d) (r6sulte de c))le groupe W agit librement sur Yw = Vr  [,.) Me. 
Me,g/ 

D'apr~s b), si C O et C 1 sont deux chambres, il existe un unique we W 
tel que w C O = C1 ; ces w induisent un syst~me transitif de bijections entre 
les murs des diff6rentes chambres. Passant au quotient, on obtient un 
ensemble D ~ dim(V) 616ments et, pour chaque chambre C, une bijec- 
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tion (Pc de D avec rensemble des murs de C. On a 

(4.1.1) (pwc(i) = w (Pc(i) (we W). 

Pour la d6finition de la matrice de Coxeter (mi~)~.~o et celle du graphe 
de Coxeter, on renvoie ~ [1] V 3.4. 

(4.2) Choisissons une chambre A o de (V,~//). Pour leD, soit w i la 
r6flexion par rapport au mur (Pao(i). [1] V 3.2 Th. 1 dit que West engendr6 
par les w~, ces g6n6rateurs 6tant soumis aux seules relations 

(W i W j) rnij ~ e .  

(4.3) Soit X w = Yw/W: d'apr6s (4.1)d), Yw est un rev~tement de X w, de 
groupe W. Soit YoEAo d'image xoEX w. Pour chaque iED, soit ~' la 
classe d'homotopie de chemins dans Yw, de Yo h wi(Yo), qui, pour yeAo,  
contient la ligne bris6e de sommets successifs Yo, Yo + i yo, w~(Yo)+ i yo, 
wi(Yo). L'image ~ de ( d a n s  X w est un lacet de point base x o . 

(4.4) Th6or6me. (i) Le groupe fondamental rq(Xw, Xo) est engendr~ par 
les ~ ; ceux-ci sont soumis aux seules relations 

(4.4.1) prod(m/j, ~, ~)= prod(mji; ~, ~). 

(ii) Le rev~tement universel de X west  contractile: X west  un K(n; 1). 

L'assertion (i) est prouv6e dans Brieskorn [3]. Une autre d6monstra- 
tion sera esquis6e en (4.18) ci-dessous. Comme expliqu6 dans l'intro- 
duction, (ii) r6sulte de (3.7) et de (4.1). 

(4.5) Dans le w 1, nous nous sommes largement inspir6 de l'6tude faite 
par Garside [4] du groupe des tresses d'Artin; nous pouvons maintenant 
d6duire des r6sultats obtenus des informations sur tousles  groupes du 
type nl(Xw, Xo) (Garside avait d6j/l consid6r6 certains d'entre eux). La 
traduction repose sur (4.6), (4.7) ci-dessous. 

(4.6) Soient G = ( C  o . . . .  , C,) une galerie et M i l e m u r  qui s6pare Ci_l 
de C i ( l < i < n ) .  On a (pc, l_~(Mi)=(pcil(Mi). On note t~(G) l'616ment 
qOc~ ~ (Mx) ... (pc, ~ (M,) de L + (D) (0.1). 

k'application ( induit une bijection de l'ensemble des galeries G de 
source donn6e avec L + (O). On a 

(4.6.1) ((w(G))=g(G) (pour wEW); 

(4.6.2) ((G o G1) = g'(Go) E(G 0 (pour G o et G 1 composables). 

Soit w: L ( D ) ~ W  l 'homomorphisme qui prolonge rapplication 
i~--~ w~ de D dans W. 



298 P. Deligne: 

(4.7) Proposition. Pour toute galerie G de source Ao, on a 

Ao.~=w(~(~))(Ao). 

C'est un avatar de l'identit6 

[(w, ... w._~) w,(w~.., w,_,)- q 

�9 [ (w ,  . . .  w . _  2) w . _  1 (w, . . .  w . _  2 ) -  1 ] . . .  [w l  ] = w , . . .  w . .  

(4.8) De cette proposition on d6duit que, pour wE W, l'entier d(A o, w(Ao) ) 
est la plus petite longueur des mots en les w~ qui valent w; plus pr6cis6- 
ment, ( induit une bijection de l'ensemble des galeries minimales de A 0 
il w A  o avec l'ensemble des roots reeL(D),  de longueur minimale, tels 
que w = w(m). 

(4.9) D~finition. (i) Le mono~de des tresses G + de type D est le mono'ide 
g~ unitO engendrd par D, les gOndrateurs iED Otant soumis aux seules 
relations 

(4.9.1) prod (mij; i, j) = prod (mi1; j, i). 

(ii) Le groupe des tresses G (ou groupe des tresses gdndralisO) de 
type D est le groupe engendrd par D, les gOn&ateurs ~tant soumis g~ (4.9.1). 

(4.10) On notera que W admet encore la pr6sentation 

(4.10.l) prod(mlj; w i, wj )=prod(ml j ;  w j, wl), 

(4.10.2) wZ=e .  

de sorte que i~-~ w~ se prolonge en un homomorphisme de G dans W. 

(4.11) On v6rifie sur les d6finitions que deux galeries G o et G 1 de m6me 
source sont 6quivalentes si et seulement ((Go) et E(G1) ont m6me image 
dans G +. Compte tenu de (4.9), (1.12) admet donc la traduction suivante 
([1] IV 1.6 prop. 5). 

(4.12) RappeL Soit wE W. Eimage dans G + des roots mEL(D),  de longueur 
minimale parmi ceux tels que w=w(m) ,  ne d@end que de w. 

Cette image se notera r(w); r es t  une section de w: G + -~W. D'apr6s 
(4.7), on a r(w)= g(u(A o , w Ao) ). 

De m~me, [1] IV 1.4 lemme 2 correspond/t  (1.11). 

(4.13) La cat6gorie ~quotient~) de GaI+(V, J/t) par West  d6finie ainsi: 

a) k'ensemble de ses objects est r6duit/L un 616ment: c'est 

Ob(Gal+ (V, JZ))/W. 
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b) Le monoide de ses flaches est FI(GaI+(V, ~'))/W, et le passage au 
quotient 

Gal+ (V, Jg) --, Gal+ (V, Jg) /W 
est un foncteur. 

Cette cat6gorie, n 'ayant qu'un objet, s'identifie au monoide de ses 
fl6ches. D'apr6s (4.6.1), (4.6.2) et (4.11), [ identifie ce monoide/~ G +. 

On d6finit de marne GaI(V,.g)/W. Cette cat6gorie n'a qu'un objet 
et, d'apr6s sa propri6t6 universelle, ( se prolonge en un isomorphisme 
du groupe de ses fl6ches avec G: 

Gal + (V, ~gg) , Gal+ (V, ~ # ) / W ~ G  + 

Gal(V, all)--  , Gal(V, Jg) /W - - -~e~G 

(4.14) Th6or~me. (i) Oans G +, les translations gt gauche et fi droite sont 
injectives. 

(ii) G + vOrifie la condition de Ore fi gauche et gt droite. II rOsulte doric 
de (i) que G + se plonge darts G. 

(iii) Pour June  pattie de D, soit G f  (resp. Gs) le sous-mono~de (resp. 
sous-groupe) de G + (resp. G) engendrO par les i~J. Alors, l'application 
Ovidente identifie G-f (resp. G j )  au monoi'de (resp. groupe) des tresses 
de type J. 

(iv) Ona  Gf  =Gjc~G +. 

(v) Si J e t  K sont deux parties de D, on a Gjc~G~=Gs~ K. 

(vi) Soit n(i) le hombre d'El~ments de G + de longueur i e t  posons 
f = ~  n(i) t i. Pour J c D ,  soit m(J) le hombre des tours qui passent par 
l'intersection des tours d'une (quelconque) chambre A, d'indice dans J 
( =  nombre de r(flexions dans le groupe de Weyl Wj). On a 

f=(  (-  1)1,1 
JcO 

Ces assertions traduisent respectivement: (i): (1.1)(i) et (ii); (ii): 
(1.26)(ii) et son transform6 par passage aux galeries oppos6es (cf. aussi 
(4.16) ci-dessous); (iii): (1.30); (iv): (1.32); (v): (1.31); (vi): (1.21) (les j~ 
de loc. cit. sont tous 6gaux ~ f) .  

Soient x, y e G  +. On dit que x commence par y s'il existe z dans G + 
avec x =  y z. La proposition (1.19)(iii) se traduit ainsi 

(4.15) Lemme. Soit x~G +. 11 existe une chambre C telle que, pour tout 
we  W, x commence par r(w) si et seulement si w AoeD(A o, C). 
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(4.16) Soient J u n e  partie de D et P l'intersection des murs ~Ao(/) (i6J). 
On note A(J) l'616ment {(u(A o, Ao.A(P)) ) de G+; on pose A = A(D). Soit 
i~{=tpT_lcq~c(i) l'involution d'opposition de D. On note encore w~-,~ 
les automorphismes de L + (D), G + et G qui envoient i sur i (on a mij = mr] ). 
Traduisant (1.26) ~ l'aide de (4.4), on trouve que pour g dans G + ou G, on a 

(4.16.1) gA =d~,. 

En particulier, A 2 est central. 

Quel que soit iED, A ((commence>> par i: on a A=ix ,  dans G § 
DSs lors 

(4.17) Proposition. G se ddduit de G + en rendant inversible l'dl~ment 
central A 2. 

(4.18) k a  description (2.11), (2.5)-  (2.7) de l ' immeuble I attach6 ~ (V, .//1/) 
peut se traduire ainsi. 

a) k 'ensemble des sommets de 1 est 

I ~ = Ll G/Go_~i I. 
l e d  

b) Pour qu'un ensemble de sommets tende un simplexe, il faut et 
il suffit qu'il soit contenu dans l'ensemble des classes gGo_ti ), pour 
un geG. 

c) La sphSre fondamentale So=S(Ao) est r6union du simplexe 
fondamental, tendu par les classes lat6rales de e dans les G/Go_~I ), et 
de ses transform6s par les r(w) (we W). 

La description pr6c6dente rend 6vidente une action h gauche de G 
sur 1. Elle respecte l 'ensemble des spheres S(A) et la correspondance 
A~--,S(A). 

Par transport  de structure, G agit sur le revStement l~ W de Yw (3.5), 
on a un morphisme 6quivariant 

(G - )~w) --~ ( W -  Yw). 

On en tire que G est le groupe fondamental de Xw= Yw/W,, et (4.4)0). 

(4.19) Pour 8tre complet, montrons que le problSme des rnots, le 
probl~me de conjugaison et la question de calculer le centre de G peuvent 
se r6soudre comme dans [4]. Si le graphe de Coxeter D de West somme 
disjointe de graphes D,, le groupe de tresses de type D est produit des 
groupes de tresses des types D~. Le cas essentiel est donc celui d'un 
graphe D connexe. 

(4.20) Le probl~me des mots: il y a un proc~d6 de d6cision pour  savoir 
si deux 616ments m et n de L(D) ont mSme image dans G. 
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a) Savoir  si m et n dans L§ ont m~me image dans G + est d6cidable, 
car les relations impos6es ne changent pas la longueur des mots,  et qu'il  
n 'y a qu 'un  nombre  fini de mots  de longueur donn6e. On peut  aussi 
utiliser (1.22). 

b) Quel que soit m i ( i=  1,2) dans le groupe libre L(D) engendr6 
par  D, on peut  calculer m'i~L+(D) et k > 0  tels que m i et m'iA -k aient  
m~me image dans G (cf. (4.17)), m 1 et m z ont alors m~me image dans G 
si et seulement si m' 1 et m~ ont m~me image dans G +. 

(4.21) Th6or~me. Si le graphe de Coxeter D est connexe (non vide) et 
que l'involution d'opposition est triviale (resp. non triviale), le centre 
de G est monogOne infini, engendr~ par A (respi A2). 

Consid6rons la propri6t6 suivante de x~G +. 

(,) Quel que soit i~D, il existe i'~D tel que i x=x i ' .  

I1 suffit de prouver  que, s i x  v6rifie (*) et que x+-e, alors x = A y  
avec y~G +. Par  r6currence sur la longueur de x, on en d6duira que 
s i x  v6rifie (*), x est de la forme A k. En particulier, le centre de G § est 
contenu dans l 'ensemble des A k (k>0) ;  d 'apr6s (4.14)(i) et (4.17), celui 
de G est contenu dans l 'ensemble des A k (k~2g) et l 'assert ion r6sulte 
de (4.16.1). 

Soit donc  x~G + qui v6rifie (*). Soient C comme  en (4.15) et w l ' image 
dans W de f u (A  o, C). On peut 6crire x=r(w)y,  avec y~G +. Soit i6D. 
D'apr6s  (*), i x=r (w)y i '  commence  par  r(w); de (1.23), on tire alors 
que Jr(w) commence  par  r(w): Jr(w)= r(w)i". En particulier, pour  tout  i, 
il existe i" avec iw=wi";  ceci signifie que tout  mur  de A o est aussi un 
mur  de wA o. Parmi  les 21~ c6nes simpliciaux ouverts  limit6s par  les 
murs  de A o, seuls A o et - A  o sont de chambres:  ce sont les seuls dont  
les angles entre les faces soient tous < rt/2 (on utilise ici la connexit6 
de D). Si x.t=e, on a w,t=e et donc w A o = - A  o. Puisqu 'a lors  A =r(w),  
ceci ach6ve la d6monstra t ion.  

(4.22) Le groupe dOrivk. Soit D' le graphe ayant  D pour  ensemble  de 
sommets ,  deux sommets  6tant reli6s par  un trait si et seulement si mlj 
est impair .  Soit Do l 'ensemble des composantes  connexes de D'. On d6finit 

un 6p imorph i sme  Lg: G ~ 7 l  ~176 

en envoyant  i sur le vecteur de base d'indice la composan te  connexe de i 
dans D'. On v6rifie aussit6t que Lg identifie Z ~ au plus grand quot ient  
ab61ien de G. 

(4.23) Problkme de conjugaison. I1 s'agit de donner  un proc6d6 de d6cision 
pour  savoir  si deux 616ments x et y de G (donn6s explici tement c o m m e  
images de mots  dans L(D)) sont conjugu6s. Puisque A z e s t  central, 
A-Zka et A-2kb sont conjugu6s si et seulement si a et b le sont. D 'apr6s  
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(4.17), il suffit donc de traiter le cas o/1 x, y e G  +. De m~me, s i x  et y sont 
conjugu6s, il existe a dans G + tel que x a = a  y. Si x et y sont conjugu6s, 
L g ( x ) =  Lg(y). II n 'y a qu 'un nombre  fini de x e G  + de <dongueur ,  Lg(x) 
donn6e et W e s t  rink L'existence d 'un  proc6d6 de d6cision r6sulte alors 
de (4.20) et du lemme suivant. 

(4.24) Lemme. Soient x , y  dans G +. S i x  et y sont conjugu~s, il existe 
une suite Xo=X, x 1, . . . , x , = y  d'~ldments de G + et une suite d'~l~ments 

w i de W telle que r(wi ) = r(wi ) xi" Xi+l 

Soit a e G  + tel que x a = a y .  Posons a=r (Wo) . . . r (w ,_O ,  w i 6tant 
l'+l~ment de W de longueur  maximum tel que r ( w i ) . . . r ( w , _ i )  s'6crive 
sous la forme r(w~)b i avec b icG + (4.15). Soit ai=r(wo) . . . r (wi ) .  Nous  
prouverons  que x ~ = a T ~ x a i  est dans G +, de sorte que ]es x~ el w i 
r6pondent au probl6me. 

I1 r6sulte de (1.23) que, quel que soit we W, si x a  commence  par r(w), 
alors x r(wo) commence  aussi par r(w). En particulier, puisque x a = a  y =  
r(wo)boY commence  par r(wo), x r ( w o ) = r ( w o ) X  x avec x l a G  +. On 
ach6ve la d6monstra t ion en proc6dant  par r6currence sur n. 

Remarque. Soit a un au tomorph isme  du graphe de Coxeter D, et 
notons encore a l ' au tomorphisme correspondant  de G. On a A~=A.  
kes arguments  pr6c6dents s 'appliquent  encore ~ la question de savoir, 
pour  x, ye  G, s'il existe a dans G tel que x a = a ~ y. On se ram6ne h prendre 
x , y  e t a  dans G +. Dans  ce cas et, avec les notat ions pr6c6dentes, si 
x a = a " y ,  les (ai-1)~xa~ sont dans G +. Prenant  pour  o l ' involution i~-, {, 
on t rouve un crit6re analogue /l (4.24) pour  la conjugaison de A x et 
A y (x, yeG+) .  
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