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INTRODUCTION

Les résultats essentiels de cet article sont les suivants .
(A) On donne une démonstration simple du théor2me de Langlands 9] (déja prouvé au
signe prés par Dwork (61> qui permet d'écrire la constante des équations fonction-
nelles des fonctions L d'Artin (ou de Weil [19] ) comme produit de constantes lo-

cales.

Le théoréme & démontrer est local, et la démonstration de Langlands
avait 1'élégance d'etre purement locale. Pour l'essentiel, il s'agit de démontrer
une identité (multiplicative)entre sommes de Gauss un peu généralisées chaque fois
qu'on a une relation Z -linéaire entre caractdres de groupes de Galois locaux induits
par des caractéres de représentations de dimension un de sous-groupes, Langlands cons-
truisait un ensemble générateur de telles relations, et ramenait les identités a dé-
montrer 3 des identités entre sommes de Gauss qu'il démontrait en s'appuyant sur le

théoréme de Stickelberger.

La démonstration présentée ici est trés proche de la démonstration
[5]) de 1'identité de Hasse-Davenport(cf. aussi Weil [18] ). Elle utilise un argument
global (4.12), et le fait que les constantes locales 2 définir sont de nature essen-
tiellement triviale & 1'infini, dans le cas non ramifié, et dans certains cas treés

ramifiés (4.14).

(B) Soient K un corps de fonctions et P : Gal (K/K) - GL(n,Qt) une représenta-
tion £-adique du groupe de Galois de K, presque partout non ramifiée. Grothendieck a
montré que le produit eulérien étendu aux places de K (avec p-s remplacé par une

indéterminée t)

2 (0,0) = T der (-F e 4B (@) POy ) e el
v
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est une fraction rationnelle, et qu'une équation fonctionnelle relie Z(P,t) a

v
Z(P,t) :
v -1
Z(p,pt ) = €, z(p,t)
(la constante € est un mondme a tb). Cette théorie est résumée au §10, Le résul-

tat (A) suggdre une formule pour exprimer la constante ¢ comme produit de constan-
tes locales, Nous montrons que cette formule est vraie lorsque P appartient a un
systéme compatible infini de représentations f-adiques (9.3 et 9.9) . D'aprés Weil
[16] et Jacquet-Langlands [87 , cette formule, appliquée au systéme compatible de
représentations f#-adiques défini par une courbe elliptique sur K , permet d'associer

une forme modulaire pour GL(2,K) 2 toute courbe elliptique sur K .

Il serait trés intéressant de savoir si la formule obtenue reste va-

lable pour une quelconque représentation £-adique.

Voici le contenu des divers §§, et leur interdépendance.

Le début du § 1 rassemble quelques résultats sur les représentations

induites des groupes finis qui nous seront utiles.

La fin du § (1.11-fin) ne sert pas dans le reste del'article. Pour
G un groupe résoluble, on y décrit un ensemble R de relations linéaires (sur Z)
entre les caractéres de G induits par des caractéres de dimension un de sous-groupes,
et on montre que toute telle relation est combinaison linéaire d'éléments de R, Le

résultat, et sa démonstration, sont contenus implicitement dans [9] .

Les §§2 et 3 servent essentiellement & fixer les notations, Au §2,
on rappelle la structure du groupe de Galois d'un corps local [10] , on définit les
"groupes de Weil" (variante des groupes de Galois) et on donne quelques énoncés de

la théorie du corps dé classe. Le lecteur prendra garde que, dans tout cet article,
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1'isomorphisme de la théorie du corps de classe local transforme uniformisante en
inverse de la substitution de Frobenius (la raison est donnée en 3.6). Le §3 est un

rappel de la these de Tate, et de Artin (1] .

Le §4 contient la démonstration du résultat annoncé en (A) ci-dessus ;
le formulaire du §5 donne une liste de propriétés fondamentales des constantes loca-
les construites au §4, et quelques identités entre sommes de Gauss qui en résultent.

»

Les §§6,7 et 8 (qui ne dépend que du §2) sont préliminaires a la dé-
monstration de (B), donnée au §9. Dans les énoncés des §§3 et 4 , nous avions été
trés attentifs 4 n'utiliser que des formules "rationnelles", ne contenant ni passage
4 la limite ni racine carrée (fit-ce d'un entier positif) Nous en récoltons le fruit
aux §§6 et 7. Au §6, pour K un corps local non archimédien et V une représentation mo-
.dulaire de W(K/K) sur un corps A de caractéristique £ # p, nous définissons (par
transport de structure pour £ = 0 et par réduction mod £ pour £ # 0) une constante

locale € (V, ¥, dx) € A¥ |

Au §7, pour K global de caractéristique p et V une représenta-
tion modulaire de W(K/K), nous prouvons par réduction mod £ une équation fonction-

nelle pour la fonction L € A(t) correspondante,

Au §8, nous donnons des classes d'isomorphie de représentations
L-adiquesdu groupe de Weil d'un corps local une description purement algébrique, in-
dépendante de la topologie de Ql . Ceci sert a définir la compatibilité de repré-
sentation £ et f£'-adique. La notion introduite est plus fine que celle de Serre

127 .

Le §9 donne la démonstration de (B) (9.3 et 9.9). L'idée est que pour
démontrer une identité, il suffit de la démontrer mod £ pour une infinité de £ .
Nous donnons aussi, pour les corps de fonctions, une réponse partielle & une question

de Serre en montrant (9.8) que deux représentations g et g'-adiques, donnant lieu
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au méme polyndme caractéristique de Frobenius (supposé dans Q[t])en presque toutes

les places, vérifient une compatibilité aux places résiduelles.

Le §10 résume la théorie de Grothendieck des fonctions L (cf [7]
et SGA 5), qui nous a servi de fagon cruciale au §9. En 10.11l, je tente d'expliquer
le sel de sa méthode. Les résultats farfelus 10.13 résultent aussitbt de ce qui pré-

céde, J'ignore leur signification.
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§1.- REPRESENTATIONS VIRTUELLES D'UN GROUPE FINI

1.1 Soit K un corps (commutatif). Le cas le plus important pour ncus

sera celui ot K est algébriquement clos de caractéristique O, par exemple K = O

Soit G wun groupe . On notera RK(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des

kK[G] - modules de dimension finie sur K . Il s'identifie au Z -module libre de base

l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations linéaires K-irréductiblesde G
»

sur K . C'est un anneau commutatif 3 unité (pour le produit tensoriel sur K) et

méme un A-anneau au sens de Grothendieck. Ses éléments sont les représentations

virtuelles de G sur K .,

Pour définir un homomorphisme f de RK(G) dans un groupe commuta-

tif X, il suffit

a) de définir £(V), pour V une représentation de G sur K ;

b) de vérifier que pour toute suite exacte de représentations

0 VAl > v V" o,

ona f(V) = £(v') + £(V").

Appliquant cette régle, on définit la dimension d'une représentation

virtuelle

dim:RK(G)-‘——>z s

et son déterminant
det : Ry () —> Hom (G,Kk#).
Si H est un sous-groupe d'indice fini de G , on définit 1'induction

G,
Ind w RK(H) —_— RK(G)

comme correspondant a l'extension des scalaires Vp—> K[G-‘ ®K[H] Vv (c'est un
foncteur exact ; il passe donc aux représentations virtuelles)., Pour £ : G —> H,

on définit la restriction

H
Res P RK(H) —_— RK(G)



-508-

Del-8

comme restriction des scalaires de K[H] a K[G]. Pour f surjectif, on parle parfois

plutdt d'inflation.

Pour tout groupe G , on note G le plus grand quotient abélien

de G . Un K-quasi-caractére X de G est un homomorphisme ¥ : G ———> K¥* ; on

l'identifie au K-quasi-caractére de Gab par lequel il se factorise, et on note [¥)

la représentation de dimension 1 correspondante.
Pour @ fini, nous emploierons indifféremment les mots "caractére" et "quasi-caractére",

"Caractére" ne signifiera jamais "caractére d'une représentation de dimension > 1",
The following proposition is due to P. Gallagher [20].

Proposition 1.2 - Soient G wun groupe, H un sous-groupe d'indice fini et ¢t

Gab —_— Hab le transfert. Pour P une représentation virtuelle de dimension O de_
H et x € Gab , on a

det(Ind3(9)) (x) = det(p) (£(x))

On montrera (2 peine) plus généralement que, si ¢ est le déterminant

de la représentation de permutation de G sur G/H
€: 6 —> @c/ﬂ——_) £1
on a, pour P de dimension quelconque,
det(1nd(p)) () = ™ P der(p) (t(x))

C'est assez évident en termes topologiques., Soient BG le classi-

fiant de G et BH celui de H , vu comme revBtement a {6 : H] feuillets de BG

f:8B8,—>8B8 Les représentations de G s'identifient aux systémes locaux de

H G
K-vectoriels de dimension finie sur BG’ et Ind g au foncteur f . Le transfert
Hl(BG) -_— HI(BH) est transposé aux morphismes trace f! : Hl(BG,X) — Hl(BH,X) .
(X groupe abélien). Pour X = K* , f! correspond 2 la norme : si 1 € Hl(BG,K*) est
la classe d'un systeme local de rang 1 de K—ve;toriels L, £,(n) est la classe de
N(L), systeme local sur BG qui localement sur B est le produit tensoriel des

G

images réciproques de L par [G:H] sections disjointes,
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Posons dety T A v (pour V un systeme local) et soit €
le systéme local det f K . La proposition 1.2 résulte de l'existence d'un iso-

morphisme canonique, pour V syst2me local sur BH

det £V = 38 dim ¥ ® N(det v )

La construction de cet isomorphisme est locale sur BG ; elle se rameéne a la

Construction 1.3 - Pour (Vi)i ¢ une famille finie de K-vectoriels de dimension

I .
d , et € = det(K”), on a canoniquement

det @ v) 2 o ® det (V)
1 1 1 1

La flache est, pour i1 ...in la suite des éléments de 1 ,

A A A A A A

(ei 1 e Moy g ) AL, (ei 1 PR ,d) —>
1 1 n n
®d
(llA...Aln) ® (ei BLIEE Aei‘,d) ®...0Q (ei ,1A...A e; ,d)
1 n n n

Parenthése 1.4. Plut8t qu'un classifiant BG , on eut plus intrinséquement
pu prendre dans le raisonnement précédent le topos classifiant BG de

Grothendieck (SGA 4 IV 2.4 pg. 315 (pour E = (Ens)).

Supposons G fini. Nous dirons que K est assez gros s'il contient toutes
les racines de 1'unité d'ordre divisant le ppcm des ordres des &léments de G .
Un groupe H sera dit p-élémentaire s'il est produit d'un p-groupe par un groupe
cyclique, élémentaire s il est p-élémentaire pour un nombre premier p convenable.

Nous aurons besoin de la variante suivante du théoréme de Brauer sur les carac-

téres induits (qu'on obtient en omettant partout "de dimension O").
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Proposition 1.5. 8i K est assez gros, toute représentation virtuelle de

dimension O de G est somme de représentations virtuelles Indg(x), avec

x virtuel de dimension O, H élémentaire et x combinaison linéaire de

représentations de dimension 1 de H .

D'aprés le théoréme de Brauer appliqué a la représentation triviale 1G

de G, il existe une décomposition
1, = £ md%z) (H élémentaire).
H "H
H
Pour y représentation virtuelle de dimension O de G, on a alors

' G G
y= Xy. IndH(zH) = g IndH( Resg(y). zH) R

avec dim (Resg(y).zu) = 0. Ceci nous ramdne 3 supposer G élémentaire.
Par linéarité, on peut supposer y de la forme p - dim(p).lG , avec @
irréductible, donc (puisque G est nilpotent) induite par un caractére

X d'un sous-groupe H de G contenant le centre 2 . On a alors
p-dim(p).1_ = IndS(x-1) + (1ndS(1) - [G:H]L.)
TG dH H H'H ) G

Le premier terme est du type voulu, et le second est 1'inflation d'une représen-
tation virtuelle de dimension O de G/Z. On conclut par une récurrence sur 1'ordre

de G (noter que [6/z] < || si G # {e]).

Scholie 1.6. Un homomorphisme f : RK(G) ——> X est connu quand on connatt sa

valeur en IG et en les Indg(x-lﬂ), pour H élémentaire et ¥ un caracteére de H .

1.7. Soit A un anneau de valuation discrate d'inégale caractéristique p de
corps des fractions K et de corps résiduel k = A/m, Rappelons la définition

de 1'homomorphisme de décomposition ([11] III 2,2)

d : RK(G) —— Rk(G)

pour V une représentation de G sur K et E un réseau G-invariant,
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a(fv]) = [E®Ak]

Proposition 1.8. On suppose K assez gros. Le noyau de 1l'homomorphisme de

décomposition d est alors engendré par les

Indg([x-] -y,

pour H un sous-groupe élémentaire et ¥', X" € Hom(H,K¥) congrus mod m .

L'homomorphisme d'anneaux d commutant 3 1'induction,le raisonnement de 1.5
nous raméne au cas ot G est élémentaire, donc produit d'un p-groupe P par
un groupe H d'ordre premier 2 p. Les corps K et k é&tant assez gros, on a
RK(G) = RK(P) ® RK(H)’ et de méme pour R . Pour un groupe d'ordre premier 2

p, d est bijectif. On a donc
Ker(RK(G) —> Rk(G)) = Ker(RK(P) > Rk(P)) ® RK(H)

Appliquant le théor&éme de Brauer 2 H, on voit qu'il suffit de prouver 1.8
pour un p-groupe. Ce cas est trivial, car tout caractére ¥ € Hom(P,K#)

d'un p-groupe est congru & 1 mod m.

1.9. Dans la fin de ce numéro, on suppose que K = €, on ne considére que des
groupes finis et on abrage RK(G) en R(G). Pour G commutatif, on note G#*

le groupe des caractéres de G .

Soit R+(G) le Z -module libre de base 1l'ensemble des classes de
G-conjugaison de couples(H,X) : H sous-groupe de G et ¥ caractére de H .
On définit dans R+(G) une multiplication par la regle

(1.9.1)  (a,a).(B,p) = > a* n 87, @*{a" Y. g7 |a"ne7))
(x,y)€6\ (G/AXG/B)

((x,y) parcourt des représentants des orbites de G dans G/A x G/B,

X - . -
A" = xAx 1 et o est le caracterée a(x lax) de Ax). Pour cette mul-

tiplication, R+(G) est un anneau commutatif d'unité (G,1), et on
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définit un homomorphisme d'anneaux
(1.9.2) b i R(®) —>R(G) par (M) > IndS(y)

Cet homomorphisme est surjectif d'aprés le théoreme de Brauer. Pour X, un
caractére de G, la multiplication par (G,x) se note .Y et s'appelle

torsion par Yy :

(1.9.3) He.x = @, (x|n)

Pour G' € G, on définit 1'induction

(1.9.4) Ind : R+(G') -—>R+(G) (B, b— H,y
Pour u : G —> G' un morphisme, on définit la restriction

(1.9.5) Res : R (6") —>R (6) : () > = (u'l(sﬂs‘l),xsa u)
s€u(G)\G'/H

(s parcourt un ensemble de représentants des doubles classes). 0On dispose

de diagrammes commutatifs (pour le second, cf. [11] p. 75)

Ind Res
—_— ") —
R+(G') R+(G) R+(G ) R+(G)
b b b b
R(¢H —I2 o re) R(G") —BE 5 Ry

et on a la formule, pour R € R+(G),
(1.9.6) R.(H,5) = IndS(ResS(R). y )
.9. .(H, dH aR - X
On parle d'inflation lorsque u est surjectif :

(1.9.7) Infl : R (6") —>R(Q) : (Hy) —> (u™lH, you)
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Notation 1.9.8. Pour toute fonction additive de représentation F, on note de
méme la fonction qu'elle définit sur R(G), et le composé Fob. Ainsi,

dim(v) = dim(b(v)),...

Variantes 1.10.

(i) On note Ri(G) le sous-groupe de R+(G) engendré par les (H,x) - (H,1).
Pour (H,¥) _parcourant la base canonique de R+(G), 3 1l'exception des (H,1),

ces €léments formant une base de Ri(G). On vérifie que Ri(G) est un idéal de
R+(G). soit R°(G) € R(G) 1'ensemble des représentations virtuelles de dimension
0 de G . D'aprés 1.5, 1'application naturelle, induite par (1.9.2), de

Ri(G) dans R°(G) est surjective.

(ii) Pour G un groupe topologique (fini ou non), on note R+(G) et Ri(G)
les groupes analogues aux précédents obtenus en se limitant aux sous-groupes fermés H
d'indice fini et aux quasi-caractéres continus. Les fonctorialités 1.9 se généra-

lisent, mutatis mutandis.

La fin de ce § ne servira plus par la suite. Nous y exposons des résultats

tirés de Langlands [9].

Lemme 1.11. Supposons que G = H.C, avec C commutatif distingué, et soit

un caractére de H . Pour tout y € C¥, soit Gu C G le fixateur de (G agit

sur C* par comjugaison). S§i x|HNC = p|HNC, on mote {x,u} le caractére de

GH = (AN G“). C gqui prolonge X‘Hﬂcu et . On a, pour y parcourant un

ensemble de représentants des classes de G-conjugaison de caractéres de C tels

que x|Hc = plEnc,

mal(x) = I S ({x,uh
x|HNC = plENC H
W € Cx/G

La vérification est laissée au lecteur.
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1.12. Un élément R de Ker(R+(G) —> R(G)) sera dit de type I, II ou III
s'il existe un quotient A d'un sous-groupe B de G tel que R s'obtienne
3 partir d'un élément S de 1'un des types respectifs suivants de
Ker(R+(A) ——> R(A)) par inflation de A 2 B, torsion par un caractdre de B
et induction de B & G . On désigne par { un nombre premier.
I A = zZ/s S=1(e, [1D - T Ay

XEA¥
II A est une extension centrale de (Z /L)zpar un groupe abélien 2Z ,
Hi(i=1’2) 1'image réciproque dans A des premiers et second facteurs Z /[ ,et

¥; un caractere de Hi . On suppose que x1|z = XQIZ’ et que ce caracteére de 2

[3
A

§ = (H,x) - (Hy,x) .

est non trivial syr un commutateur,

|

2 :

C.

La relation S est

IIT A est un produit semi-direct H.C, ¥ est un caractére de H et le sous-
groupe distingué C est minimal parmi les sous-groupes commutatifs distingués
non triviaux de A. Pour tout caractére y de C, AH est le fixateur de
et {Y,u} est le caractdre de AU qui prolonge XlHﬂAp et py . S exprime

la relation suivante, ol | parcourt un ensemble de roprésentants des orbites

de A agissant dans C* par conjugaison

A
Idi(x) = £ Indy  ({xud)

HECH /A H

Ces relations sont des cas particuliers de 1.11 (pour I, H = {e}, C=A ;

pour II, H=H;, C=H, ; pour III, H et C sont H et c).
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Toute relation déduite par induction, inflation ou torsion d'une relation

de type 1 (resp. II, III) est encore du méme type.

Théoréme 1.13. (Langlands [9] § 18). Si G est nilpotent, le noyau de

b : R+(G) ~——> R(G) est engendré (comme Z -module) par les relations

de type I et 1II .

Lemme 1.13.1. Si G est commutatif, Ker(b) est_engendré par les relations

de type I

I1 faut montrer que pour tout sous-groupe H de G et tout x € H¥ ,

la relation

G
¢} S0 =

est conséquence (= combinaison linéaire) de relations de type I . Celles-ci
sont les suivantes : pour H' CH" C G avec [H":H'] premier, et ¥ un caractére

de H' (toujours induit par un caractére de G),

G G
IndH.(x) = by IndH"(w)
®lH"=x

que (1) en résulte se voit en prenant une suite de Jordan-Hvlder de G/H.

La vérification du lemme suivant est laissée au lecteur,

Lemme 1.13.2. Soient C un sous-groupe commutatif distingué de G, T un

ensemble de représentants de C*¥/G, Q€ T, et GH le fixateur de i . Soit

(Hi) une famille de sous-groupes de G contenant C, t x; un caractére de H,,

avec inC €T . S8i la relation

G
T n IndHi(Xi) = 0

2st vraie dans R(G), la relation



-516~

Del-16

G
b3 n, Ind® (x.) = 0
I i H. 1

est vraie dans R(G“).

Soit 2 1le centre de G et prouvons 1.13 par récurrence sur 1l'ordre de
G/Z . D'aprés 1.13.1, on peut supposer G non commutatif. Soit donec C wun
sous-groupe commutatif distingué contenant 2 , tel que [C:Z] = 4 soit premier,
et d'image centrale dans G/Z .

Soit une relation

G .
) £ oo, Indg () = 0

(a,) mdt (x) = £ [x]

et d'une relation (2) analogue 2 (1), avec H DZ.

Les relations (ai) sont combinaisons linéaires de relations de type I ;

on peut le déduire de 1.13.1 appliqué 3 H.Z/Ker(x.).
i Xi

La relation (2) est conséquence de relations induites par des relations 1.11

pour HC, H, C, x (avec HD Z)

HC

by Ind o
x|HNCc = pjHnc (Hc)LJ

M € C*/H

(b) 1nd7 (30

et d'une relation (3) analogue a (1), avec cette fois H, 2 C. Appliquons

1.13.2 a (3), pour 1l'exprimer comme somme de relations induites par des relations
GH

(4) f n, IndHi (Xi) = 0 ,

avec Hi 2 C et Xilc = M.
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L'image de C dans G“/Ker(u) est centrale (car p , invariant par GH s
est injectif sur C/Ker(\)). L'hypothése de récurrence s'applique donc 2
G , et les relations (4) sont du type voulu. Prouvons que les relations (b)
le sont, Si HC # G, cela résulte de 1l'hypothése de récurrence, appliquée a HC.
Si HC =G, H est distingué, car il contient Z et que C est central mod Z.
Soit A 1'intersection des noyaux des conjugués de ¥ . La relation (b) est
1'inflation d'une relation analogue pour G/A. Si 1l'hypothése de récurrence
s'applique & G/A, on a gagné. Sinon, on se retrouve dans la méme situation

qu'avant, avec A = {e,}, et on conclut par le

Lemme 1.13.3. Avec les notations précédentes, si A = {e}, la relation (b)

est de la forme II.

Le groupe H est commutatif, car des caractéres séparent ses éléments.
Le groupe Z est cyclique, car un seul caractére sépare ses éléments.

Pour ¢ € C et h €H, posons u(c,h) = ch c-]'h_1 . C'est un élément
de Z, car C est central mod Z. I1 dépend biadditivemerit de ¢ et h s
et définit u : C/Z ® H/Z —>Z . Soit c¢ engendrant C/Z, Puisque Z
est le centre et que G # Z, ulc, ) : H/Z —> Z est injectif, d'image
cyclique tuée par £ et non triviale. Dés lors, |C/Z| = [B/Z| = 4, et G
est extension centrale de C/Z x H/Z par Z . Le caractére Y est distinct

d'au moins un de ses conjugués (sinon H serait central) ; il est donc non

trivial sur un commutateur, et on est dans la situation II.

Théoréme 1.14. (Langlands [9]). Si G est résoluble, le noyau de

b : R+(G) ——> R(G) est engendré par les relations de type I, II et III.

Lemme 1.14.1. S8i G est résoluble, le sous Z-module N(G) de R (G) engendré

par les relations de type I, II et III est un idéal.
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Prouvons 1.14 et 1.14.1 par une récurrence simultanée sur l'ordre de G .

(A) 1.14 pour les sous-groupes propres de G implique 1.14.1 pour G .

Soient R € R+(G) de type I, II ou III, H un sous-groupe et ¥ un
caractere de G. Prouvons que R.(H,X) € N = N(G), Si H = G, cela résulte de ce que
N est stable par torsion par un caractére de G ., Si H# G, ona (1,9.6)
R.(H,x) = Indg(Resg(R). x) , avec Resg(R) € Ker(R+(H) ~—> R(H)).
Vu 1'hypothése, Resg(R) € N(H) et R.(H,y) qui se déduit de Resg(R) par

torsion et induction est dans N(G).

(B) 1.14.1 pour G et 1.14 pour les groupes d'ordre plus petit impliquent

1.14 pour G .

Soit Z le centre de G . D'aprés 1.13, on peut supposer (et on suppose)
que G n'est pas nilpotent., Distinguons deux cas.
(B1) Z # {e}

D'aprés le théordme de Brauer dans G/Z, il existe des sous-groupes nilpotents

Hi D2Z de G et des caractéres X; de Hi/Z tels que
G/z
‘oz = Ery Indy gz ;)

L'hypothese de récurrence s'applique 2 G/Z , de sorte que

s=(,1) - % ni(Hi, Xi) € N(G)

Soit R € Ker(b). On a (1.9.6)
R=RS +Zn Ind® (Res$ (B )
. i 7%y, H, Xi
1 1
Puisque S € N(G), on a R.S € N(G). On conclut en notant que, d'aprés 1.13

ou 1'hypothése, Resg (R) € N(Hi)
i

(B2) z = {e}
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Soit C un sous-groupe commutatif distingué non trivial minimal et,
pour € C¥, soit Gu son fixateur. Procédons comme dans la démonstration de
1.13. On trouve que toute relation R € Ker(b) est combinaison lin&aire de relations
{a) induites par des relations 1,11 pour HC, H, C, x (R <@g, x caractére
de H, H # C) et de relations induites par des relations exprimant une identité

G

(b) T o0 IndHr (Xi) =0 |,
avec H, D C et XilC = (u caractére de C). Puisque Z = {e},
lGu/Ker(p)l < 6| et 1l'hypothese de récurrence s'applique & ces dernidres.
Considérons une relation (a). Si HC # G, on applique 1'hypothése de récurrence.

8i HC =G, HN C est distingué car distingué dans H et dans C . Par

minimalité de C, H N C = {e} : la relation est du type III.

Remarque 1.15. Il est vraisemblablement possible d'extraire de [9] 1la
description d'un systéme générateur de Ker(Rz(G) — r%(c)), pour des

groupes convenables G . Je n'ai pas eu le courage de m'y essayer.
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§ 2. GROUPES DE WEIL.

2.1. Racines de 1l'unité.

Soit K un corps séparablement clos d'exposant caractéristique p.

Pour tout entier n , on note Z /n(1)(X), ou simplement Z /n(1),le groupe

des racines nlémes de l'unité de K . Pour n|m, on dispose d'une application de

m
n

transition Z /m(1) —> Z /n(1) : x > x O ; on pose

Z(1) = 1lim Z /n(1)

«
n

Pour [ un nombre premier, on pose de mé@me

z (1) = 1im 7 /451
2 i
k

A
Les applications évidentes Z (1) —> Zz(l) induisent un isomorphisme

#
z(1) —~—— 1 z ,(1)
L¥p
A
Pour tout Z -module V, on pose V(1) =V ®z i (1). Pour V un Zz—module,
~ A
ona V(1) —>V 8 ZL (1), Pour le Z -module Q/Z, Q/Z (1) est canoniquement
4

isomorphe au groupe de. racines de 1'unité de K : pour % €Q et x € Z(1),
d'image x dans Z /m (1), 1'image de T“@ x dans Q/Z (1) est identifide 3 x n
Pour 4 # p, Zz(l) est libre de rang 1 sur Zl . Pour i € Z, on

note Zz(i) sa puissance tensorielle jieme (pour i s 0, Zl(i) est le dual

de ZL(—i))' Pour tout Z ,-module V, on pose encore V(i) = Ve, Zz(i).

g )

2.2. Notations.

2.2.1. Soit K wun corps local. On note ” H la valeur absolue normalisée de K :

si dx est une mesure de Haar,

lal] f f(ax) dx =ff(x) dx i.e

d(ax) = |af| ax
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8 * *
Pour s € €, on note w_ le quasi-caractdre x+— x| de K° dans .

Si K est non archimédien ( ¢ R ou €), on note © 1'anneau de la
valuation v de K, T une uniformisante, k le corps résiduel  &/(1m),
p la caractéristique de k , et on pose d = [k:]Fp], q= pd = ¥k, On a

donc “x“ = q-V(X)

2.2.2. Supposons K non archimédien. On désigne par K une clBture séparable
de K et on pote @ la cloture intégrale de & dans K, ¥ 1le corps résiduel

(une clBture algébrique de k), et v la valuation de K , & valeurs dans

@

de
Q@ , qui prolonge celle de K .

On dispose d'une filtration en trois crans du groupe de Galois Gal(K/K),
Gal(X/K) DI >DP
de quotients successifs

Cal(R/K)/1I —— Gal(k/k) = Z

~

1/P = z1) &

P : un pro-p-groupe

On 1'obtient comme suit (pour les démonstrations, on renvoie 2 [10]).

a) Par transport de structure, Gal(K/K) agit sur G et k . Le groupe

d'inertie I est le noyau de la fléche de réduction
v' : Gal(K/K) —> Gal(k/k)

Le quotient Gal(k/k) est canoniquement isomorphe 2 i , de générateur topologique
la substitution de Frobenius ¢ : x b—> x93 .

b) Le groupe d'inertie sauvage P est 1'unique pro-p-groupe de Sylow de I
Le morphisme équivariant t : I —= &(1)(-12), demoyau P, est caractérisé par

la congruence (modulo 1'idéal maximal de ®)

0x) = t@@).vx) (eI, x €X) ,

~
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t(o).v(x) € @/2 (1) (k) = W*

Pour £ # p premier, on note t!, 1'application composée

t,: I —>2%(1) (E)——-——>zz(1) x)

2.2.3. Soit k un corps fini 2 q éléments de clB8ture algébrique &
- - ~ A
on note W(k/k) le sous-groupe de Gal(k/k) —— Z engendré par
P x> " . On a canoniquement
wk/k) ==z (engendré par ()

Le Frobenius géométrique k € W(k/k) est par définition cp—1

2.2.4, Soient K, K comme en 2.2.2.Le groupe de Weil W(K/K), ou groupe de
Weil absolu de K , est le sous-groupe de Gal(K/K) formé des 0 tels que
v'(g) soit une puissance entiére du Frobenius ¢ . On le munit de la topologie

induisant la topologie naturelle de I, et pour laquelle I est ouvert

0 1 > W(K/K) ———> W(k/k) ————> 0
\ 2
0 1 > Gal(K/K)————> Gal(k/k) ——=> 0

Le groupe Gal(K/K) est le complété de W(K/K) pour la topologie des
sous-groupes ouverts d'indice fini ; pour L une extension finie de K dans K )
le sous-groupe correspondant de W(K/K) s'identifie a W(K/L). oOn appellera

parfois Frobenius géométriques les éléments de Gal(X/K) ou W(K/K) d'image F.
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2.2.5. Supposons K archimédien, de clSture algébrique K . On définit

W(X/K) comme 1'extension suivante de Gal(K/K) par K* .
1) K = R : WE/K) est engendré par K¥ et un élément F , avec
1

F°=-1 et FzF =2z pour z € K¥

2) kK = ¢: w(E/K) =k* .

2.3. La théorie du corps de classe local fournit un isomorphisme entre

WE/R2P et w* .

Supposons K non archimédien. Pour une raison expliquée en 3,6, nous
normaliserons alors cet isomorphisme (= choisirons lui ou son inverse)

de telle sorte que les Frobenius géométriques correspondent aux uniformisantes,

Z
l-l
Z

Une représentation de W(K/K) est non ramifiée (resp. modérfment ramifiée)

PC > 1< > W(K/K) ——> W(k/k) =

1+(m c > o¥F C > K¥

si elle est triviale sur I (resp. sur P). De méme, un quasi-caractire ¥
de K¥ est non ramifié (resp. modérément ramifié) s'il est trivial sur &%
(resp. 1+(m)). Pour £ premier 3 p, 1'action de Gal(K/K) sur ZIL(I)
est non ramifiée, décrite par le quasi-caractére w, = “x“ de K#* |

Pour K complexe, l'isomorphisme de la théorie du corps de classe local
est celui évident sur 2.2.5 ; pour K réel, c'est celui qui rend vrai 2.3.1,
2.3.2 ci-dessous,

Soit L €K une extension finie de K, de sorte que W(K/L) < W(K/K).
Les diagrammes suivants (ot N est la norme et t le transfert) sont

commutatifs ([10] XIII § 4)
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(2.3.1)
WE/L) ———> WE®/L)*P ~ L*
Nk
W(R/L) —————> w(K/K) P — = K¥
(2.3.2)
w(K/K)2P — K¥*
t
w(f\//L)ab o *

2.4. Soient K un corps de fonctions d'une variable sur m‘p et k son corps
des constantes (fermeture algébrique de FP dans K). Soient K une cl3ture
séparable de K , k la cloture algébrique de k dans K et 6al®(K/K) 1le

noyau de 1'applicayion de restriction de Gal(K/K) dans Gal(k/k). Le

groupe de Weil global (absolu) W(K/K) est, en analogie avec 2.2.4, défini

par le diagramme

0 —> ¢al®(K/K) —=> W(EK/K) —> W(k/k) ——> 0

~_

0 —> ¢al°(X/K) —> cal(K/K) —> Gal(k/k) —> 0

Soient Vv une place de K et supposons choisie une place de K au-dessus

Ny

de v . On dispose alors d'un diagramme commutatif
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0 1 > WK /K ) ———> Wk /k ) ——> 0
v v Vv Vv, V \
Z
0 —> Gal°(X/K) W(K/K) Wk/k) ——> 0 [k, :k]

TLa théorie du corps de classe global fournit un isomorphisme

wE/K?® = Ai‘é'/K* (groupe des classes d'id2les)

rendant commutatifs les diagrammes
WK _/K )ab —3 W(K/K)
v v

§ §

K#* /AK*/ K#*

v

2.5. Pour la définition des groupes de Weil globaux dans le cas des corps de
nombres on renvoie A Weil [19] ou & [2] XIV. Nous ne nous en serviroms

qu'incidemment.
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§ 3. RAPPELS SUR LES FONCTIONS L .

.

3.1. Soit K un corps local et reprenons les notations 2.2.1. On désignera
par dx une mesure de Haar sur K, par d¥x une mesure de Haar sur K¥

et par | wun caractére additif non trivial de K .

3.2. Pour X un quasi-caractére (= homomorphisme continu) 7y : K¥ —> €% ,
on définit comme suit L(x) € ¢ U {=}.

n-s/2

(3.2.1) kK = R . On pose I‘]R (s) = T (-%), et, pour x le plongement

de K dans @ et N=0 ou 1,

-N _
L(x .ws) = TR(S)
(3.2.2) kK = ¢ . On pose I‘m(s) = 2.(2m 7% I'(s), et, pour z un plongement
de K dans € et N 20,
-N
L(z .ws) = I‘¢(s)

(3.2.3) K non archimédien. On pose

L(x) = 1 (x ramifié)
L(y) = (x non ramifié)
1-x(m)
3.3. ¥ et dx étant donnés, on pose, pour f une fonction c® a support

compact sur K
A
f(y) = If(x) $Gy)  dx
On définit e(y,y,dx) € €* par 1'équation fonctionnelle locale de Tate

(indépendante de f)

f?(x) w, X 6o akx jf(x) x(x) dtx
(3.3.1) = el ¥,dx)

Lw;yh L(Y)
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(on prend la méme mesure de Haar d#x dans les deux membres). Les deux

membres sont définis par prolongement analytique em Y dans les familles

XWg (s € €). Dans ces familles, € est de la forme A.eBS .

On a
(3.3.2) e(y,¥,a dx) = a,e(y,y,dx) ,
(3.3.3) e(y, y(ax),ax) = x(a.Jlall™t etx,¥,dx0)

3.4, Pour K non archimédien, nous poserons :

n(y) = le plus grand entier n tel que !Hn-no =1

a(y) = le conducteur de x (0 si ¥ est non ramifié, le
plus petit entier m tel que X|(1+(mM™ =1 si ¥ est ramifié) ;

sw(x) = 0 pour ¥y non ou modérement ramifié, a(y)-1 pour
x ramifié
y = un élément de K¥* de valuation nly) + sw(y)+l.

La constante locale € est donnée par (3.3,2), (3.3.3) et les formules

suivantes.
(3.4.1) K—=R .

Soient x le plongement de K dans € et N =0 ou 1, Pour { = exp(2m ix)

et dx la mesure de Lebesgue,

e(x-N.ws,\y,dx) = 3N

(3.4.2) K = € . Soient z un plongement de K dans € et N =0 . Pour
¥ = exp(2mi ’I‘ru:/R (z)) et dx =]dz A dz]= 2 da db (pour z = a + bi),

e(z'Nws, ¥, dx) = iV
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3.4.3. K non archimédien.

Si ¥ est non ramifié, que _[G dx =1 et que n(y) = Q,
(3.4.3.1) e(x,§y,dx) = 1

Pour ¥ ramifié, on a

(3.4.3.2) ely,¥,dx) =j X-l(x) $(x) dx d=fn X f x_l(x) P(x) dx
K¥* n

v(x)=n
-1
= X Tx) yx) dx
¥ lex
On verra qu'il est naturel d'unifier ces deux formules de la fagon suivante :

si on définit eo(x,w,dx) par les formules

e(x,¥,dx) = eo(x,w,dx) (yx ramifié), et
(3.4.3.3)
e(y,y,dx) = eo(x,w,dx).(-x(w))'1 (¥ non ramifié),
on a
(3.4.3.4) e (y,¥,dx) =f x_l(x) y(x) dx
o -1
Y o¥

De (3.4.3.3) et (3.4.3.4), on déduit que pour w non ramifié,

e, (xw » ¥, dx) = o ({P+sw 0+,

€, x5 ¢, dx)
(3.4.3.5)

e (xw, {, dx) = w(nn(¢)+a(x)). ey, ¢, dx)

3.5. Supposons K non archimédien, et reprenons les notations 2.2.1. Soit V
un espace vectoriel de dimension finie sur uncorps E de caractéristique O ,
ou sur € . Les représentations p : W(K/K) —> GL(V) seront toujours supposées
continues : un sous-groupe ouvert de I agit trivialement. Pour V 1'espace

. I . . . .
d'une représentation et V- le sous-espace des invariants sous l'inertie, on pose

(3.5.1) Z(v;e) = det(l - Fed, vy 1,
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(3.5.2) wv) = z(v;1) (€ E* U {=})

Notons w'% : WE/K) —> E((t))* 1le caract2re non ramifié tel que

d

-s
o5 = t? (en un sens évident, on a wy = w(p )). On a

(3.5.3) Z(V,8) = LVewd

3.6. C'est pour que (3.2.3) et (3.5.2) soient compatibles que nous avons
normalisés l’Isomorphisnm du corps de classe local de telle sorte que les
Frobenius géométriques correspondent aux uniformisantes. Tant (3.2.3) que (3.5.2)
sont trés naturels : 3.2.,3 s'impose du point de vue analytique (cf. 3.3.1), et
3.5.2suit la tradition des géométres:c'est le Frobenius géométrique qui tend

a2 agir sur la cohomologie des variétés algébriques avec pour valeurs propres

des entiers algébriques.

3.7. Les représentations (continues) complexes irréductibles de W(K/K) sont,
pour K complexe, les quasi-caractéres. Pour K réel, elles sont, outre les
quasi-caractéres de K¥, 6 les représentations induites par les quasi-caractéres

de K* tels que # o g , pour O la conjugaison complexe de X
X XFX

Pour toute représentation complexe V, exprimée, dans le groupe de Grothendieck
des représentations de W(K/K) comme somme de représentations simples, on définit

L(V) comme suit
~ _ W
1) K=R et V=23 [xi] + I Indk*(xj)

L(v) = 1 LK()li) o iz (Xj)

i

(S

~

2) K= € et V= T [x;] :

vy = 1 L(xi)
i



-530-

Del-30

Proposition 3.8. Soient K un corps local et K une cldture algébrique de K .

(i) _Pour toute suite exacte O > V! >V > " > 0 de représentations

complexes de W(XK/K), on a

(3.8.1) L(V) = L(V') L(V") .

(ii) Soient 1 une extension finie séparable de K dans X et VL une

représentation complexe de W(K/L). Soit Ve la représentation induite de

W(EK/K). On a
(3.8.2) L(VK) = L(VL)
L'assertion (i) est triviale. Dans le cas archimédien, 1'assertion (ii)
résulte de la formule de duplication
I‘G(s) = I‘]R(s). I‘]R(s+1) ,

correspondant 3

nd(w D = w1+ xlw 3

s+1
Prouvons (ii) pour K non archimédien, Notant k et £ les corps résiduels

de K et L, on a

I
Ix WK, W(K/K) I,

v = | 1In K/K) ) N = Ind, v, ™
K Wm) YL W L
(isomorphisme de W(k/k)-représentations), les deux membres s'identifiant 2

Hom, 21y MW (k/k), VL)

(fonctions covariantes de W(k/k) dans Vs W(K/L) agissant sur W(k/k)

par translation ; cf. le diagramme commutatif
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W(K/L) w(k/g)

W(K/K) >wk/8) )

Ceci raméne (3,8,2) au lemme bien connu suivant.

Lemme 3..9. Soient F un endomorphisme de V, I un entier et Fn 1'endomor-~

phisme de V' =V® ¢ tel que Fv@e)=v®e, (0£1i<n-1) et

F(v@e .)=F(v)®e . Ona
n n-1 o T —=
det(l - Fnt) = det{l-F t™)

Par le principe de prolongement des identités algébriques, on peut supposer F
diagonal, dans une base convenable de V ; on se raméne dés lors aussit8t au

cas ob dim(V) = 1, et ot F est la multiplication par un nombre a"(a # 0). Dans
la base fi = a_i(v® ei), on a alors Fn(fi) =a fi+1 (i € Z /n). Les

vecteurs propres de Fn sont les I X(i)fi (y caractére de Z /n), et

det(1-F_t) = Tr (1-agt) = 1 - a"t"
n §n=1

3.10. Soit K un corps global (A-corps, au sens de [15]). Pour toute place

v de K , on notera Kv le corps local complété de K en v . Les objets
1éfinis plus haut pour tout corps local seront, pour KV, notés avec un indice v .
Jn note /A 1'anneau des adéles de K , H H la valeur absolue (vérifiant

1(ax) = Ha” dx pour une mesure de Haar dx sur /), et W le quasi-caractére
i|x||s de A% ., Notant X, la composante de x €A dans Kv , on a donc

i =TT gl

v

On désignera par dx 1'unique mesure de Haar sur A telle que
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f dx = 1
A/

(mesure de Tamagawa), par d¥x une mesure de Haar sur A¥, et par | un caractdre
<
non trivial de /A/K, de composantes locales Y, - Pour f € a support compact

sur A , on pose

) =j £(x) ylxy) dx

3.11. L'équation fonctiommelle globale de Tate [14] s'écrit, pour ¥ un

quasi-caractére de A¥/K¥ et ¥' =w17C1

(3.11.1) j%(x) X' (x) dx¥ =ff(x) x(x)  d¥x

(intégrales définies par prolongement analytique dans les familles x.ws).

Posons
(3.11.2) L = T L)
v
(défini par prolongement analytique), et, pour dx =Q dxv s
(3.11.3) e) = Tvr e(x, ¥yr x)

Le produit 3,11.3 est indépendant du choix de ¢ et de celui de 1la

décomposition de dx , comme on déduit de (3.3.2) et (3.3.3). Si, pour presque

tout v , fs dxv = 1, presque tous ses facteurs sont égaux a 1 ,
v

Les formules (3,3.1) et (3.11,1) fournissent 1l'équation fonctionnelle

globale des fonctions L de Hecke

(3.11.4) L(x) = e LM .



-533-

Del-33
3.12. Les résultats énoncés ci-dessous sont démontrés dans [1] et [19] .
Soient K un corps global, X une cl8ture algébrique de K et V
une représentation complexe de Gal{K/K)), (Toujours supposée continue

l'action de Gal(K/K) se factorise par un groupe de Galois fini Gal(K'/K)
Pour chaque place v de K, soit encore v une place de K au-dessus, et Vv
la représentation déduite de V par restriction au sous-groupe W(E;/Kv) du

groupe de décomposition Gal(i;/Kv).

(A) Pour Y un quasi-caractdre de A¥*/K¥, de composantes locales Xy 2

le produit infini

L(v,x) = Tr LV, ®x,)

v
peut &tre défini par prolongement analytique en Y : dans les familles
X4 » il converge pour Re(s) grand, et se prolonge en une fonction

méromorphe de s.

(B) Notons V# 1le dual de V . On a
Lv,x) = e(v,x) L(V*,wl X-l)

avec e(V,x) € €* de la forme A. eBs pour X variant dans les familles X _ -

(C) Soit L une extension finie de K dans E_, NL/K la norme, VL une
_ Gal(K/K)
représentation de Gal(K/L), et Ve = Ind Gal(R/L) (VL) . Pour ¥ un

quasi-caractére de AE/K* , on a

eV, ¥) = eV, x o NL/K) .

(A) et (B) se démontrent par réduction au cas o dim V = 1,

via le théordme de Brauer. (C) résulte de (B) et de ce que,

L(VK,X) = L(VL, X o N )

L/K

(conséquence de 2.10),
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On a aussi, de méme,

(D) eV + V', x) = e 0. eV, ) ,

ce qui permet de définir e(V,x) pour V seulement une représentation virtuelle,
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§ 4. EXISTENCE DES CONSTANTES LOCALES

Théoréme 4.1, Il existe une et une seule fonction ¢ , vérifiant les conditions

(1) a (4) ci-dessous, qui associe un nombre e(V,{,dx) € €* A chaque classe

d'isomorphie de sextuples (K, K, Y, dx, V, p) formés d'un corps local K,

d'une cldture algébrique X de K, d'un caractére additif non trivial

y : K—> ¢¥, d'une mesure de Haar dx sur K , d'un espace vectoriel V

de dimension finie sur € et d'une représentation p : W(K/K) — GL(V).

(1) Pour toute suite exacte de représentations

0 v' >V v 0 s

on a e(V,§y,dx) = e(V',y,dx) e(V",y,dx).

Cette condition montre que ¢(V,y,dx) ne dépend que de la classe de V

dans le groupe de Grothendieck des représentations de W(K/R) et permet de

donner un sens & e(V,w,dx) pour V seulement une représentation virtuelle.

(2) e(V,4,a dx) = a8™W o(y,y,dx)

En particulier, pour V virtuel de dimemsion 0, e(V,{,dx) est

indépendant de dx. On le mote e(V,y).

(3) 8i L est une extension séparable finie de K dans K et que V. est

la représentation virtuelle de W(K/K) induite par ume représentation virtuelle

de dimension zéro V; de W(K/L), on a

eWe, ¥ = eV, § o TrL/K)

4) 8i dim V =1, p étant défini par un quasi-caractdre ¥ de K¥ , on a

eV, §,dx) = elyx,y, dx)
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4.2, Soit v =73 nij(Hi’Xij) € Ri (W(X/K)) (1.10). On suppose les H, deux
i,j
a deux non conjugués. Soit Ki 1'extension de K définie par Hi’ et notons

encore X, le quasi-caractare de K? défini par X; - Pour un choix quelconque

de mesures de Haar sur les Ki , et { un caractere additif de K, on pose

(4.2.1) e, i) = I elx

Mool go ¥ Trg g @y
i,j i

I1 résulte de (3.3.2) que ¢ est indépendant du choix des dxi .

Lemme 4.3. Avec la notation 1.9.8, pour v € R:(W(E/K)), on a

e(v, Y(ax)) = det(v)(a) elv, )

11 suffit de le vérifier pour v de la forme (H,x) - (H,1), H

correspondant 2 une extension L de K dans X . Soit vy la représentation

virtuelle [x] - (1] de W(K/L). La formule (3.3.3) fournit
e(v, {(ax)) = det(vo)(a) elv, )

On sait ([L0] XIT § 4) que l'inclusion de K¥ dans L¥* s'identifie au
transfert W(E/K)ab '———Q'W(E/L)ab . Puisque b(v) = Ind(vo), 4.3 résulte

de 1.2,

Lemme 4.4, Le théordme est vrai dans le cas archimédien

Pour K = €, on définit € par les formules (1) et (4), et (2) est

automatique, Pour K = R, on vérifie sur 2.9 que l'application

b : R:(W(E/K) —— R°W(E/K))

est surjective, de noyau engendré par les X, - X, pour

]

- -1
= (K* - -
Xs (k*, ws) UDS] Lx ws+1

Pour V une représentation virtuelle et Vv € Ri(W(E/K)) tel que

b(v) = V - dim(v).{1], on pose



-537~
Del~37

(4.4.1) eV, §,dx) = elv,P). e, y,d0i™ Y

Vérifions que le second membre est indépendant du choix de v, i.e. que pour
v vérifiant b(v) =0, ona e(v,y) =1 . D'aprés 4.3, il suffit le vérifier
pour {(x) = exp(2rm ix). Pour ce choix de 1§ , 1'assertion résulte de la
détermination ci-dessus de Ker(b) et du fait que le second membre de (3.4.1),
(3.4.2) soit indépendant de s

I1 est clair que ¢ défini par (4.4.1) vérifie (1) a (4).

On se restreint maintenant au cas non archimédien.

4.5, Soit K wun corps local non archimédien, X une cl8ture séparable de
K et Knr C K 1'extension non ramifiée maximale de K . Soit J un sous-

groupe distingué ouvert du groupe d'inertie I = Gal(K/Kny) et L 1'extension

correspondante de Knr . Pour @ € I/J, on pose

1I/J(0) = inf (vL(G(x)—x) | x entier dans L)

et on définit des fonctions ar/g et W1y par les formules
(4.5.1) aI/J(O) = -II/J(U) : pour O # e
SWI/J(U) = 1-tI/J(0) pour C # e

T a ., (0) =L sw_, (o) =0
p 1/J 5 1/J

D'aprés Artin (voir [10] VI § 2 Th. 1), est le caractére d'une représentation

2175

AI/J de 1I/J, la représentation d'Artin. D'aprés loc. cit. prop. 2, SWy /g est

de méme le caractire d'une représentation Sw , la représentation de Swan.

1/J

Ces représentations ne sont définies qu'a isomorphisme prés. AI/J est somme
de SWI/, et de la représentation d'augmentation de I/J . Pour I D J DK,
on a (loc. cit. prop. 3)

J/K

) = A et donc

(4.5.2) (A /3

1/K
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J/K _~
(Swy ) = Svyy;

S8i d est la valuation du diseriminant & i.e. la valuation de la diffé-

L/K__ >
ne

rente ¥ ([10] III § 3 prop. 6) et que r désigne une représentation

L/K

régulidre, on a (loc, cit.prop. 4)

(4.5.3) A VIR = dorp AL

Soit V une représentation de W(K/K), triviale sur J C I, et de

caractére | . On définit les conducteurs d'Artin et de Swan de V par les

formules
= { = . - I
(4.5.4) a(v) = dim HomI/J (AI/J’V) sw(V) + dim VvV - Vv
1
sw(V) = dim HomI/J(SwI/J,V) = — I sz/J(G) V(o)
1/J

D'aprés 4.5.2, ces conducteurs sont indépendants du choix de J .

Pour V de dimension 1, défini par un quasi-~caractére <, on a (loc, cit, prop. 5)
(4.5.5) a(V) = conducteur a(y) de ¥
Les notations précédentes sont donc compatibles avec celles introduites en 3.4,

Avec la notation 1.9.8, on a

Lemme 4.5. Pour v € Ri(W(E/K)XgEX un_guasi-caractire non ramifié de K* , on a

a(v)

elvox, ) = xm elv, )

11 suffit de le vérifier pour v de la forme (H,\) - (H,u), H définissant
une extension L de K et A,u étant deux quasi-caractéres de L¥*, Soit d la valuation de
la différente de 1'extension L/K, f 1le degré de l'extension résiduelle,
I cW(K/K) et J CW(X/L) 1les groupes d'inertie et K C J assez petit.

Calculons a(v) . La formule d'adjonction pour les représentations induites,

(4.5.3) et (4.5.5) fournissent, pour tout quasi-caractidre v de H (i.e. de L¥#)
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(4.5.1) a((,v) = din Hom (AL, Tndg()) = £ dim Hom (A, Ind](v|D))
= £ dim Hom (A0 +drp,., Ivladn
= fa(v)+£d d'od

a(v) = £(a(d) - a(w)

Pour Vv un quasi-caractére de L¥, x1 un quasi-cargctére non ramifié de L¥, et

n=n (y o Tr ,,) comme en 3.4, on a d'aprés (3.4.3.1) ou (3.4.3.2),

L/K

o Ve T By,
1 ’

elv , { e Tr, dx)

v 9 € P = xon (A -2l

X(ﬂf(a()\) - a(u)))

ce qui est la formule annoncée.

Terminologie 4.6. Soient K1 une extension galoisienne (finie ou non) de K,
de groupe de Galois G , @ un quasi-caractére de K¥ et § un caractére

additif non trivial de K . On dira qu'il existe une @, § - théorie des

constantes pour Kl/K s'il existe ea v du type suivant
3

(0) Pour H un sous-groupe ouvert de G, définissant une extension finie

L de K , V une représentation de H, et dx une mesure de Haar sur L ,
e, (V, dx) € ¢* est défini,
o, ¥
(1) Pour une suite exacte de représentations O v' v A o,
Vv, dx) = v', d > (v, & .
ea’w( , dx) ea’w( , dx) ea,w , dx)

€a ¥ garde donc une sens pour les représentations virtuelles.
L)
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(2) On a

dimV

(V, a dx)= 1 €
o,

-ea)w (V,dx)

En particulier, pour V virtuel de dimension O, ¢ est indépendant de dx ;

a, ¥

1 t e (V).
on le note a:‘b

(3) Pour H1 c H2 C G, définissant L1 o) L2 , et V une représentation

virtuelle de dimension 0O de Hl’ on a

b,
€ (IndH W) = ¢ (V)

o, ¢ 1 o,y

(4) Pour V de dimension 1, défini par un caractdre 7y de L¥ ,

e (V,dx) = e(y.qoN dx)

@y y o Tr

L/K ’ L/x’

Lemme 4.7. Soient Kl/K et o comme plus haut, et | un caractére additif

non trivial de K . Il existe au plus une o,y - théorie des constantes pour

KI/K . Pour qu'il en existe une, il faut et suffit que pour tout

v € Ker(R:(G) — R(G)), on ait

eva, §) =1

’
Soient HC G, L et V comme plus haut. D'aprés 1.5, il existe

v € Ri(H) d'image V - dim (v),[1] dans R(H). On a nécessairement

). elaoN ax)ydim v

3

(4.7.1) ea,\p(v,dx) = e(v.(aoNL/K), Yoo Tr e e Voo Tk

d'ot 1'unicité. L'hypoth2se assure que ¢ , défini par cette formule,

o,

est indépendant du choix de v ; on vérifie aisément les axiomes (0) a (4).
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Lemme 4.8, (i) Soit B un quasi-caractdre non ramifié de K¥ (resp.

y' = y (ax) un caractdre additif non trivial). Pour qu'il existe une q,|-théorie

des constantes pour Kl/K, il faut et il suffit qu'il en existe une q.B,{-théorie

(resp. une q,{'-théorie). Pour H, L et V comme plus haut, wL =1{ o TrL/K s
BL =B NL/K et o =a o NL/K , on a alors

a(va, ) + dim(V)n(y, )
B (T L L% ey, (Vs @)

(4.8.1) (v,dx)

“aB, ¥

“an—dim(v)

L (v, dx)

s g

(4.8.2) (v, dx) . det(v aL) (a). ¢

ea,w

La premiére assertion résulte du critére 4.7 et de 4.5 (resp. de 4.3). Il
suffit de prouver (4.8.1) (4.8.2) pour K = L. De plus, on peut supposer
que soit V € Ro(Gal(Kl/K)), soit V = [1]. Dans le premier cas, on applique

4.5 et 4.3. Dans le second, on utilise (4.7.1)et la définition 3.4.3.

On dira qu'il existe une o-théorie des constantes pour K. /K si pour tout
1 P

(pour un) §, il existe une q,Yy-théorie des constantes pour Kl/K‘ Pour

K1 O L DK, il existe alors une ¢ o N , -théorie des constantes pour KI/L'

L/K

Réduction 4.9. Le théoréme 4.1 est impliqué par 1'assertion suivante

(¥) Pour tout corps local non archimédien K et toute extension galoisienne

finie Kl/K’ il existe un quasi-caractére non ramifié o de K¥, et une

a-théorie des constantes pour KI/K'

D'aprés 4.8, l'assertion (#) implique que, pour K une cl8ture sé&parable
de K et o un quasi-caractére non ramifié quelconque de Ki¥#, il existe une
a-théorie des constantes pour E/K . La discussion ci-dessous nous permettra

de passer du groupe de Galois au groupe de Weil.
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4.10. Toute représentation V de W(K/K) est triviale sur un sous-groupe
d'indice fini convenable J de l'inertie I ., Soit F un Frobenius géométrique.
Puisque I/J est fini, une puissance convenable F' de F agit trivialement
sur I/J par conjugaison, donc est centrale dans W(K/K)/J. On dira que V

a un type si une puissance ' de F' n'a qu'une valeur propre a . Le type

de V est alors 1'élément de la limite inductive

m

I SN X, = @ () =x )

alm
défini par a € Xm = ¢* , Toute représentation irréductible a un type,
Les représentations de W(E/K) de type donné 7 formant une catégorie
abélienne RT » et la catégorie de toutes les représentations de W(K/K)
est somme de ces sous-catégories. Si RT(W(E/K)) est le groupe de Grothendieck
de RT , on a donc
(4.10.1) RW(K/K) = & R (K/K)
T
Les représentations semi-simples de type 1 sont exactement les représentations
(continues) de Gal{X/K). Si X; @St un quasi-caractire de type T (il existe des quasi-
caractéres, méme non ramifiés, de tous les types), la torsion par XT définit

donc un isomorphisme
(4.10.2) ® X, * R(Gal(K/K)) ———> RT(W(E/K))

Soient L wune extension séparable finie de K dans K , et f le
degré de 1'extension résiduelle. Si une représentation V de W(K/L) est
de type 0 , la représentation induite de W(K/K) est de type cf . On dit
que V est de K-type T si cf = T . L'ensemble des représentations de K-type

donné est donc stable par induction.

Variante 4.10.3. Les arguments précédents s'appliquent 3 tout groupe extension

de Z par un groupe fini, et aux limites projectives de tellesextensions. Le
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cas des groupes de Weil globaux nous sera utile plus tard.

4,11, Admettons (%), Pour tout type T , soit X un caractére non ramifié
de type T . Puisqu'il existe une Xp -théorie des constantes, on peut définir

€ sur RT(W(E/K)) par la formule

_ ~1
e(v, ¢, dx) = SXT:w ve® X s dx)

I1 résulte de 1l'unicité 4,7, que cet € est indépendant du choix de Xp -

On définit ensuite ¢ sur R(W(K/K)) par additivité (4.10.1). D'aprés

4.7, s'il existe une théorie 4.1, elle est donnée par cet ¢ .

On a fait ce qu'il fallait pour que ¢ vérifie (1), (2), (4) et (3) lorsque VL
a un type. Il reste & vérifier (3) pour v, de la forme R NES NL/K]—[p ° L/K] s
avec )\ et y deux quasi-caractdres non ramifié de K¥ , de types donnés,

on a, par (3.4.3.1), (3.3.2), (3.3.3)

)

n:(ll(oTrL/K

_ -1
e(fA » NL/K]-[poNL/K], onrL/K) = (A )ONL/K ( )

D'aprds 4.8, on a d'autre part

e(Tnd(DAeNy p J-[pe, Dy 1) = O (TRl ) + [LeK]n(p),

Soient d 1la valuation de la différente de L/K, e l'indice de ramification

et f le degré de 1'extension résiduelle. La formule (4.5.1) fournit

a(Ind(WoN , )) = £d

L/K

de sorte que la formule i démontrer se réduit 2

£onlyoTr; ) = £d + {L:K] n(y) , soit

n(onrL/K) =d+ e.n (§) ,

qui est essentiellement la définition de la différente ([10] III § 3).

Le point clef de la démonstration de (%) est le lemme suivant,
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Lemme 4,12, Soit K'/K une extension galoisienne de corps globaux. Pour chaque

place w de K, on choisit une place de XK' au-dessus, et on la note encore w .

Soient « un quasi-caractére du groupe des classes d'ideles de K, et v une

place de K gqui ne se décompose pas dans K'. Si, pour toute place finie

w#v de K, il existe une aw—théorie des constantes pour K"']/K.w , alors,

il existe une av-théorie des constantes pour K",/Kv .

Soient { un caractére non trivial de AK/K, et | sa v-composante. Nous

allons construire une Qs wv—théorie des constantes pour K\'//Kv .

On a Gal(K'/K) = Gal(K&/KV). Un sous~groupe H de Gal(K&/Kv) définit
donc, outre une extension Lv de Kv , une extension L de K de complété LV
Soit dx 1la mesure de Tamagawa sur A&L OAL/L de volume 1), et posons
dx = ® dxw , avec dxv choisi a l'avance. Toute représentation VV de H
défin?t une représentation V de Gal(K'/L) et, par restriction, des représentations
v, des groupes de décomposition Gal(K&/Kw). Une constante globale e(V,a) a

été définie en 3.12. Soit w wune place de L, et notons encore w la place de

K image. Pour w infinie, on dispose (4.4) de constantes locales

€(Vw.(a°NL/K%V,(onrL/K)w, dxw) . Pour w finie autre que v, on dispose aussi
par hypothése de constantes ¢ (v, dx ) . Notant les unes et les autres
Ogpo by ¥ v
GQ(VW, s dxw), on pose
e(v,a)
€ (v ,dx ) =
a s vy
v v 1T. ea(Vw,w,dxw)
WV
On vérifie que ea v ne dépend pas du choix de la décomposition dx =@ dxw s
v’y

et vérifie les axiomes (0) & (4). Le point clef est 3.12(C).

Lemme 4.13. Soit K'/K une extension galoisienne de corps locaux. Il existe une

extension galoisienne de corps globaux 1K'/lK, et une place v de 1K qui ne

K', telle que K s'identifie au complété de K en v

se décompose pas dans 1K en

1

et K' 2 une sous-extension de _K' /.K .
1 v "1y
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K; D K' DK = Kv , puis on

1

C'est trivial : on prend d'abord 1K’/IK avec |

remplace K par l'extension définie par un groupe de décomposition en v ,

1

Lemme 4.14, Soient K wun corps global, S un ensemble fini de places finies

de K £t m: S —>N . Il existe un caractére « du groupe des classes

d'ideles tel que, pour w € 8, le conducteur de o, soit = m{w), et que pour

toute place finie hors de S, qw solit non ramifié,

8i K est un corps de nombres, on peut en effet librement spécifier @ sur

l l @$ , car ce sous-groupe compact de /A¥ ne rencontre K¥* qu'en {1}.
w fini

Si K est un corps de fonctions, de corps de constantes k, on a
TT-@* N K#* = k*
wow

et on remarque qu'il existe des caractéres de @x , de conducteur arbitrairement

grand, qui soient triviaux sur ki,

D'aprés 4.12, 4.13 et 4.14, l'assertion 4.9 (%) et donc 4.1 résultent des
deux lemmes suivants, od K'/K est une extension galoisienne finie de corps locaux

non archimédien, de groupe de Galois G et @ un quasi-caractére de K,

Lemme 4.15. Si o et K'/K sont non ramifiés, il existe une o-théorie des

constantes pour K'/K

Choisissons pour 1§ un caractdre de K tel que n(y) = 0 . Il suffit alors

,(V,dx) - (JG dx)dim(V)
L

de prendre ¢
P @,

Lemme 4.16. Pour K'/K donné, il existe m tel que, si le conducteur m de a

est 2m, il existe une (@-théorie des constantes pour K'/K.

Soit o de conducteur m et n = Eﬂj_ . La fonction oafl+a) est alors

2
additive en a pour v(a) 2 m-n. Si { est un caractére additif non trivial

de K, il existe donc y, de valuation -(m +n ()) et bien défini modulo
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(Tr‘(n+x(lll) ))

, tel que

a(l+a) = Y(ya) pour v{a) 2 n.

Pour ¥ un quasi-caractdre de K¥ , de conducteur <m-1, on a alors

(4. 16,1) e(y a, §, dx) = X_l(x)u_l(x)w(x)dx.

: |
ve 0%/ mon(y

Pour n—m—n(W)u non contenu dans y(l+(ﬂm—n)), 1'intégrale partielle correspondante

est nulle : c'est l'intégrale d'un caractére additif non trivial. Puisque X est

constant de valeur x(y) sur y(1+(n" ")), on a donc

elxa, |, dx) = x-l(y) ela, y, dx)

Nous allons montrer que, pour m assez grand, on obtient une q,{§-théorie
des constantes pour K'/K en posant, pour H C G définissant une extension L

de K et V une représentation de H

dim V

(v,dx) = det(v)'l(y). e(aoNL YoTr dx)

a, ¥ /K’ L/K’

Les axiomes (0) (1) (2) sont triviaux. L'axiome (3) résulte de ce que

1'inclusion de K% dans L¥ s'identifie au transfert W(E/K)ab e W(E/L)ab

([10] XIII § 4) et de 1.2. Reste l'axiome (4).

Soit H € G correspondant 3 L/K, et e 1'indice de ramification.

Rappelons que pour u € et n = le plus petit entier tel que n e = 2v(u),
P p

(4.16.2) N (4w = 1+ T (u) (mod ™)

L/K
On le vérifie en écrivant la norme de (l+u) comme le produit de ses conjugués.

Nous noterons 0(1) tout nombre borné en terme de K'/K seulement,

D'aprés 4.16,2, si o est de conducteur m , QoN est de conducteur

L/K

em - 0(1). De plus, pour via) Z[ﬂ]+ o(1),
e 2
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aeN v (1+a) = a(1+Tr(a)) = ¢ (y Tra) = YoTr_,.(ya) .,

L/ L/K

Pour tout caractdre ¥ de H , de conducteur 0(1), on peut refaire le

raisonnement fait plus haut ; on obtient la formule voulue

-l
e(x‘aoNL/K ,onrL/K,dx) =y (y). e(aeNL/K, YoTry /ps dx)
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§ 5. FORMULAIRE.
5. Formulaire.

(5.1) Outre la constante locale &(V,{,dx) définie par 4.1, nous considérerons

aussi, dans le cas non archimédien, la constante €, définie par
e(v,§,dx) = e (V,§,dx). det(-F,v5)7!
Les constantes € et € ont les propriétés suivantes.
(5.2) € et ¢ sont additifs en V, donc gardent un sens pour V virtuel.

(5.3) € et ¢ sont indépendant de dx pour V virtuel de dimension O .
On les note &(V,§) et €O(V,w). Plus précisément,

dim V
a

e(v,y,a dx) e (V,y, dx)

et de méme pour e, -

l_dim v

(5.4) e(v,y(ax), dx) = det(V)(a) Hal e(v, §,dx) ,

et de méme pour €,

(5.5) Pour K non archimédien et 7% un quasi-caractére non ramifié de K¥,

on a
(5.5.1) ey, §,dx) = X(Tra(V)+dim(V)'n(¢)). e(v,{§,dx)
ot e (V. ¥,a0) = X(TTdim(v)+sw(v)+<51im(v).n(w))) 6, (V, ¥, dx)

En particulier, si on pose
e(v,y,dx,8) = (v wes ¥ dx)
et de m&me pour €, ona

(5.5.2) eV, 4 dx,8) = eV, y,dx).q A(VHIRV).n(p).s



-549-
Del-49

eO(V,w,dx,s) - €O(V,¢,dx). q—(sw(V)+dim(V)(n(¢)+1)).s

Pour W wune représentation non ramifiée, on a de méme

a(V)+dim(V).n(¢)) dim W

(5.5.3) e(Ve@W,y,dx) = det W(m e(v,y,dx)

sw{V)+dim(v). {n(y)+1) dim W

eo(V ® W,{,dx)= det W(T ) eo(v,w,dx)

(5.6) Pour L/K une extension séparable finie, Vv, une représentation virtuelle

de dimension 0 de W(K/L) et Vi la représentation induite de W(/K), on a

(5.6.1) eWps ) = eV 4o TrL/K) R
et de méme pour €, - En d'autres termes, il existe
AL/R, ¥, dx, , dXK) € e

tel que, pour VL de dimension quelconque,

dim(VL)‘ )

(5.6.2) eV, ¥, ax )=ML/K, §, dx, ,dx, ) e(Vy ,yoTr

L/k 95
La m@me formule vaut pour €,

Dans Langlands [97], c'est (5.6.2) qui fournit le cadre de la théorie.
De plus, il prend systématiquement pour dx la mesure de Haar autoduale pour
Y , et i1 1'omet de la notation. Les constantes sont de plus normalisées pour
etre de valeur absolue complexe 1. Tout ceci lui impose une autre formule

(5.4).

5.7. Scient V% 1le dual de V et dx' 1la mesure de Haar duale de dx,
relativement a2 § , On a

(5.7.1) e(V,§,dx). eV, , y(=x), d&x') =1

En particulier, si K est non archimédien et que V est unitaire, de sorte
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que v =V, on a

-dim(V)
2 _ [ a(V)+dim(V) .n(y)
(5.7.2) lew,y,a) | =| o . q
5.8. ¢ apparatt dans l'équation fonctionnelle locale de Tate ; posant ¥' = wlx_'l :
(5.8.1) fg(x)x'(x)d*x = ey, y,dx) ff(x) x(x) d*x (Tate) .

L(x") L{y)
Pour K non archimédien, vy € K* de valuation I+sw(y)+n(y), on a (3.4.3.4)

(5.8.2) e (x,¥,dx) = f x_l(x) Y(x) dx
o —1®*

5.9. Pour K non archimédien, si ¥ est non ramifié on a
e(x, §,dx) = x(ﬂn(w)).qn(w). J;dx . En particulier, si n(y) = 0 et que .f@ dx = 1,

on a
e(,y,dx) = 1
5.10. Prenons K non archimédien, a(yx) <1, n(y) = -1 et [ dx =1,
(m
Soient ¥, et {  les caractéres de k¥ et k définis par ¥ et | . On a
(5.10.1) €0(x,¢,dx) = - T(Xk,¢k) s
oi T est la somme de Gauss

(5.10.2) Tot) = - T Xp00 @,
x€Ek#*

sgale & 1 pour Yy trivial. En particulier,

(5.10.3) e (Ix)-[1Ly) = T(xk,wk)
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5.11. Soit K un corps global. Pour V une représentation du groupe de Weil

global de K, 1§ un caractére additif de non trivial de AK/K et dx = ® dxv la mesure
v

de Tamagawa sur AK’ on pose

(5.11.1) Lo = T L)
v
(5.11.2) e(v) = va eV, ¥, dx)

L'équation fonctionnelle globale s'écrit

(5.11.3) LYY = e(v) LVt w,)

Démonstrations : 5.2, 5.3, 5.6 et 5.8 sont 4.1 (1) et (2), (3), (4) (et 3.3) -

5.4 et 5.5 résultent de 4.8.

11 suffit de prouver (5.7.1) pour V défini par un caractére ; la formule
résulte alors de (5.8.1) et de la formule d'inversion de Fourrier. (5.7.2)
résulte de (5.7.1) et de (5.3) (5.4).

5.9 résulte de (3.4.3.1) et (5.10) de (5.8.2).

Enfin, 5.11 résulte de ce qui précédde et de (3.11.4) par des arguments
comnus {17, [19].

La restriction de 4.1 au cas des extensions et des caractéres modérement
ramifiés équivaut aux identités suivantes sur les sommes de Gauss (5.10.2).

On y désigne par k un corps fini 3 q éléments et par | un caractére

additif non trivial de k .

5.12. (Hasse-Davenmport). Soient k' une extension de k de degré n et X

un caractére de k¥, On a

T(X°Nk'/k’ we'l‘rk,/k) = Ty, "
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5.13, Soient ¥ un caractére de k¥ et n un entier premier 2 q. Soit X
un ensemble de représentants des classes d'isomorphie de couples (k',x')

formés d'une extension k' de k et d'un caractére ' de k'¥ tel que

(a) x'(x") = XoNk,/k(x ) et
(b) X' n'est pas de la forme Y"oN ,, , pour k" inter-
o k' /k
médiaire entre k et k', i.e. x'J #yx' pour 0< £' < [k':k].
Posons
n
OIS WCR) N | IR SRR T
(k',x"&
Alors,
(5.13.1) Xn(x,w) est indépendant de ¥

Cette identité se dévisseen les deux suivantes.

5.14, (Langlands [9) 7.8). Soient ¢ un nombre premier 3 q, f 1'ordre
de q dans (Z /4)¥, k' une extension de k de degré f, T un ensemble
de représentants des orbites de Gal(k'/k) dans les caractéres (non triviaux)

i
d'ordre 4§ de k¥ et un caractére de k¥* . On a
X

T(XL,¢1) . 1T- T(p,onrk,/k)
WET

= TOG ) . ‘n' T(XoNk,/k.u, q;eTrk,/k)
MET
5.15 (Langlands [9]) 7.9). Soient £ wun nombre premier divisant q-1, T 1l'en-
semble des caractéres d'ordre 4 de k¥ , ¥ un caractdre de k¥ qui n'est
pas une puissance ziéme, k' wune extension de degré £ de k et ¥' un

caractdre de k'¥* tel que X'(xz) = X°Nk‘/k(X)‘ On a

T(X,‘l'z) . Tr T(wy) = T(X',onrk,/k)
WET
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5.16. Démonstrations. 8i K'/K est une extension modérément ramifiée de
corps locaux non archimédien et { wun caractdre additif de K tel que n(y) -1,

on a encore n(waTrK,/K) = -1, de sorte que 5.10 s'applique tant 3 K qu'a K'.

Soit V une représentation modérément ramifiée W(K/K). On peut toujours
1'écrire comme somme de représentations induites par des caractéres modérés Xi

d'extensions non ramifiées Ki/K.

V=dim(V).[1]+ 2 Ind([xi]—[l]) + 5 (Ind([l])—[Ki:K][l])
i i

Soient ki le corps résiduel de Ki et &; le caractére de k® défini par .

Pour dx une mesure de Haar sur K telle que jf dx = 1, on trouve
(m

dim V ~
(5.16.1) €, (V,§,dax) = (-1) ' Ir T BT i)

La formule (5.12) s'obtient en prenant une extension non ramifiée K'/K ,

et en écrivant que, pour Y un caractére (ici modérément ramifié) de K¥*, on a

Ind(XeNg, e - (1D = E Dd=fud

olt | parcourt les caractéres non ramifiés d'ordre divisant [K':K]. Cette
formule (5.12) assure que le second membre de (5,16.1) ne dépend que de V .

Les identités 5.13 s'obtiennent en prenant une extension totalement ramifiée
de degré n K'/K, et en conjugant 5.6.1 et (5,16.1) pour V induite par un
caractére modéré Y de K'.

(5.14) et (5.15) sont le cas particulier de (5.13.1) ot n est un
nombre premier { . Dans 5.14 (resp. 5.15), on suppose que le caractére ¥

. ieme
de K'* est (resp. n'est pas) une puissance £ °°C.
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§ 6. REDUCTION MODULO 4 DES CONSTANTES LOCALES.

Soient K wun corps local non archimédien, K une cléture séparable de K
et reprenons les notations 2.2. Soit A un anneau commutatif dans lequel p
soit inversible., On simplifierait 1l'exposé, sans perte de généralité, en
supposant que A est local, voire un corps. Pour x €K, “x“ a par hypothése

un sens dans A .

6.1. Une mesure de Haar | sur K, & valeurs dans un Z[1/p)-module M est
une fonction simplement additive de parties compactes ouvertes de K, a valeurs

dans M, et invariante par translation. La fonction additive définie par

bota 4% 6 = ]

est 1'unique mesure de Haar a valeurs dans Z [1/p] telle que “o(®)= 1, et
toute mesure de Haar a valeurs dans M est de la forme m.y (m = pb(@) € M)

On peut intégrer une fonction localement constante & support compact a

valeurs dans A contre une mesure de Haar & valeurs dans A .

6.2. Soient p : W(K/K) —> GLA(V) une représentation du groupe de Weil sur
un A-module libre (ou projectif) V, et J un sous-groupe distingué ouvert de I
sur lequel p soit trivial. Pour tout nombre premier £ # p, on sait que la
représentation de Swan SwI/J peut se réaliser comme un ZZ‘L[I/J]—module

V) est donc un A-module

projectif. Si A est une Zl-algébre, Hom_ , (Sw

1/3°°"1/>
projectif. 8i A est de plus local, il est libre ; son rang est le conducteur
de Swan de V ., Plus généralement, on vérifie qu'on peut toujours définir le
conducteur de Swan de V comme une fonction localement constante a valeurs

entigres sur Spec(A). Ce conducteur est invariant par extension de 1'anpeau

des scalaires A .
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6.3. Si ( est une racine (pn)1éme de 1'unité dans A , l'ordre de { est
une fonction localement constante sur Spec(A) : deux quelconques des polynfmes
cyclotomiques & i(X) engendrent 1'idéal trivial de A[X] (puisque p_l €A,

P e

de sorte que A est produits d'anneaux /\i (1 <1i<n), la iém coordonnée

de § vérifiant § i(C) =0 . Sur Spec(Ai), { est d'ordre p-
P

Si | est un caractdre additif (continu) de K a valeurs dans A¥ | il
est & valeurs dans les racines (pn)iémes de 1'unité. Ceci permet de définir n(y)
comme une fonction localement constante sur Spec(A) ; en un idéal premier X\ ,
n(y) est + ® si | est trivial mod A , et le plus grand entier n tel que
¢|n-n 6 soit trivial mod A (ou dans le localisé Ak’ c'est pareil). Par

abus de langage, on dit que n(y) est non trivial si n(y) n'est nulle part + =,

6.4, Pour ¢ wun caractére additif non trivial de K & valeurs dans A,
X € Hom(K¥*,A%), et dx une mesure de Haar a valeurs dans A , on peut maintenant
définir

eo(x,w, dx) € A®
par la formule (3.4.3.4) (plus précisément, si Spec(A) n'est pas connexe, on
commence par écrire A = 1T-Ai , avec n(y) et Sw(y) constant sur Spec(Ai).

N i
On définit alors la i°™ projection de €, bpar (3.4.3.4)).

Théoréme 6.5. Il existe une et une seule fonctions €, du type suivant

(a) Pour K wun corps local non archimédien, X une cldture séparable de K,

A un corps de caractéristique # p, V une représentation de W(K/K) dans

un vectoriel de dimension finie sur A , § un caractére additif nom trivial

3 valeurs dans A et dx une mesure de Haar (non nulle) 3 valeurs dans A , on a

e, (V,§,dx) € A* .

(b) eo est invariant par extension du corps A
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(¢) Soit A un anneau de valuation discréte de caractéristique résiduelle # p,

mn son corps des fractions et s=A/m son corps résiduel. Pour V une représen

tation de W(K/K) dans un A-module libre de rang fini, et pour | et dx 2

valeurs dans A, on a eo(Vn, ¥, dx) € A* | et

e, (Vs ¥ dx) = eo(vn, ¥, dx) mod m .

(d) Les conditions (1) 2 (3) de 4.1 sont vérifiées

(e) Pour dimV =1, €, est donné par 6.4,

Par descente galoisienne, il suffit de traiter le cas ot A est un corps
séparablement clos. 8i A est de caractéristique O, 1'énoncé, étant purement
algébrique, résulte du cas A = € traité en 4.1. Supposons donc A de caracté-

ristique 4 # O.

Soient G wun quotient fini de Gal(K/K) et A un anneau de valuation
discréte d'inégale caractéristique de corps résiduel A/m = A . On suppose §
relevé en un caractére additif & valeurs dans A¥ , dx en une mesure de Haar
3 valeurs dans A, et que le corps des fractions m de A est assez gros (1.4)
relativement & G .

Pour tout caractdre ¥ d'une sous-groupe de G & valeurs dans 1%, en
fait dans A¥ , la constante €, correspondante est clairement dans A . D'apreés
5,7.1, elle est méme dans A% , On en déduit que, pour toute représentation Vn

de G sur 7, ona so(Vn, Y, dx) € A¥ |

On sait que 1'homomorphisme de décomposition 4 : Rn(G) — RA(G) est
surjectif (les représentations virtuelles se reldvent)., Pour V € RA(G)’ et

vV € Rn(G) tel que d(V) = V, on pose

eo(V, Y, dx) = réduction mod m de eo(V, ¥, dx)
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D'aprés 1.8, pour légitimer cette définition, il suffit de vérifier que
(#) Pour H C G définissant une extension L de K, wL =4 o TrL/K R

et ¥', ¥' deux caractéres de H 4 valeurs dans n¥* , si ' est ¥" sont

congrus mod m, on a

G ' " -
eo(IndH([x J-Ix ]),WL) =1 mod m

Les conducteurs de Swan de ' et ¥" sont tous deux égaux au conducteur

1

L+8w(x")+n(y; )

, on a donc

de Swan de ' mod m, Pour vy =T

-1
€ = ] X' (x) s (x) dx f n"l( )y (
o -1 L -1, X' g (x)dx
y e o¥ L

Numérateur et dénominateurs sont des unités, et sont clairement congrus mod m .

On a donec ¢ =1,
o

Pour V une représentation de Gal(K/K), on obtient ainsi une fonction €,
ayant les propriétés annoncées, Ses propriétés formelles sont les mémes que
celles explicitées dans le formulaire 5.1 dans le cas A = € . Pour passer
de Gal(K/K) 2 W(K/K) on peut donc reprendre 1'argument utilisé em 4.9,

3 1l'aide de la deuxigme formule (5.5.1).

Remarque 6.6. Dans tout ce numéro, il a été essentiel de travailler avec eo
plutdt qu'avec ¢ . D'abord pour avoir & utiliser le conducteur de Swan (invariant
par réduction mod £) plutdt que le conducteur d'Artin, ensuite pour n'avoir pas
a2 distinguer, dans la définition de eo(x, v, dx), entre les cas non ramifié et
modérément ramifié. La signification de R apparaftra plus clairement au

auméro suivant



-558~

Del-58

§ 7. FONCTIONS 1 MODULAIRES

7.1. Soit X wune courbe projective non singuligres sur E‘p . On suppose
X irréductible, on note K son corps de fonctions rationnelles et on
identifie points ferm&és de X et places de K . On ne suppose pas X géomé-

triquement irréductible, i.e. E‘p algébriquement fermé dans K .

7.2. Soit A un anneau noethérien., On sait ce qu'est un faisceau constructible

de A-modules sur Xet (SGA 4 IX 2.3), Pour tout x € X, et pour k(X)
une extension séparablement close de k{(x), un tel faisceau G a une fibre
G; en % , qui est un A-module de type fini. Ce dernier ne dépend que de la
cl8ture séparable de K(x) dans k(x), et cal(k(x)/k(x)) agit sur Go

par transport de structure. De plus, pour v une place de K (point fermé

de X), et Ev une cldture algé&brique de Kv’ on dispose d'une fléche de

spécialisation
Py ST > %,
L
Cette fléche est équivariante ; son image est donc contenue dans GE
v

On dit que G est non ramifié en v si sp,, est un isomorphisme. Un faisceau
constructible est presque partout non ramifié.

Une fois choisies une cl8ture séparable K de K et une place de X
au-dessus de chaque place de K, on peut réciproquement définir un faisceau
constructible de A-modules comme suit.

(a) On se donne les fibres Gg et GQTVT‘ (respectivement des A-Gal(X/K) -
ou A-Gal(k(v)/k(v))-modules, de type fini sur A).

(b) On se donne les flaches de spécialisation (équivariantes pour 1'action des

groupes de décomposition)

SP Gkiv) 3

v

Pour que {a) (b) définissent un faisceau, il suffit que les sp,, soient

presque tous des isomorphismes,
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7.3. 11 nous sera commode de modifier la définition précédente en remplagant
les groupes de Galois par des groupes de Weil, Soit Y wun schéma sur E‘p
Soient T une clBture algébrique de IFP 6t Y=Y ®IF le . Un faisceau de
Weil (resp. un faisceau de Weil de A-modules constructible ) G sur Y est
un faisceau (resp. un faisceau de A-modules constrcutible) G sur §;t , plus

une action de Frobenius sur G , au-dessus de son action sur Y .

¥Remarque (inutile) : Les faisceaux de Weil en ensembles sur Y forment un
topos Ywet . On peut le décrire comme un 2-produit fibré de topos : identifiant

Spec(]Fp)et au topos classifiant B, ,ona

Ywet= Yét >(B2 BZ . .
Nous appellerons simplement faisceaux les faisceaux de Weil ; les faisceaux

sur Yet seront appelés faisceaux étales.

7.4, Un faisceau 7.3. de A-modules constructible peut se décrire en termes
galoisien comme en 7.2, en ramplagant partout Gal(K/K), GaI(EV/KV) et

Gal(k /k_) par W(E/K), WE /K) et Wk /k) =12
v v v Vv v Vv

7.5. Soit Kv un corps local non archimédien. On définit un faisceau de Weil
sur Spec(@v) en paraphrasant 7.3. Soit ﬁ; une cl8ture séparable de Kv

Il revient au meme de se domner un faisceau (de Weil) de A-modules constructible
G sur Spec(@v) ou de se donner

a) la fibre Gz , un A-W(Ev/kv)—module, de type fini sur A ;

K
v
b) 1la fibre GE , un A-W(kv/kv)—module, de type fini sur A ;
v

c¢) 1la fléche de spécialisation, W(E;/Kv)-équivariante

: —_—
SRR~ %
v v

Soient v une place de K et X = Spec(@v). Par restriction, tout

faisceau (de Weil) de A-modules constructible sur X en définit un sur X,
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Un faisceau est plat si ses fibres sont des A-modules plats.

7.6. Soit K = un corps local non archimédien. On pose deg(v) = [kv:B?P]
et on note wt le quasi-caractére non ramifié de W(E;/Kv), a4 valeurs dans

ACE), tel que "(F) = pdeg(v)

Soit G wun faisceau constructible plat sur Spec(@v). On pose

deg("),ci- )yl det(1-F , G ®w )

(7.6.1) Z(G_,t) = det(1-F ¢t
v v
v v

Pour p inversible dans A, on définit un conducteur
(7.6.2) a(6) = sw(Gy ) + dim(Gy )-dim(Gp )
v v v
(un entier si A est local, une fonction localement constante sur Spec(A)
en général).
Supposons que A soit un corps de caractéristique # p. Soient { un
caractére additif non trivial de Kv a valeurs dans A¥ |, et dx une mesure

de Haar i valeurs dans A, comme en 6.5. On pose

(7.6.3) (6 . 4,dx, ) = e (6g ®uwt, y, dx). det(—Ftheg(V), o)

v v

¢ est un mondme. D'aprads (5,5.2), son degré en t est a(G).deg(v).

Remarque 7.7. Soit M une représentation de W(EV/KV). En termes galoisiens, on
définit des faisceaux j,M et jM sur Spec(@v) par les fléches de spécia-

lisation

Les quantités € et €, des § précédents s'identifient 2 la quantité (7.6.3)
relative respectivement & j,M et j M . Au contraire de j, , le foncteur j,
commute & la réduction mod 4 . Ceci peut expliquer pourquoi, au § 6, nous n'avons

considéré que €,
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7.8. Soit G un faisceau constructible de A-modules plats sur X, Pour chaque

place v de K, G induit un faisceau G sur Spec(@v). On pose

(7.8.1) z(6,e) =TTz, ) € A[[t]]
v

7.9. Supposons que A soit un corps de caractéristique # p. Il existe sur
1'anneau des addles de K une unique mesure de Haar a valeurs dans Z [1/p]
telle que ‘fA/K dx = 1. On peut écrire dx =@ dxv (dxV = mesure de Haar

v

sur K, a valeurs dans Z[1/p] ; pour presque tout v , Ig dxv =1).
v

Les dxv définissent des mesures de Haar a valeurs dans A .

S§'il existe un caractére non trivial { de A/K, a valeurs dans A¥ , on

pose

(7.9.1) e(c,t) = [ e(c,, ¥ ,dx ,0)
v

Presque tous les termes du produit sont égaux a2 1, et le produit ne dépend
pas du choix de § ni de la décomposition choisie de dx .
. . s . . RSP iéme
Soit A' déduit de A par adjonction d'une racine primitive p de 1,
Il existe § & wvaleurs dans A'# . La constante globale correspondante, étant

indépendante de | , est invariante par Gal(A'/A), donc dans A . Ceci permet

de définir € meme s'il n'existe pas de caractére |

7.10. Notons i 1'inclusion de Spec(K) dans X . Si V est une représentation
de W(K/K), on note i, V le faisceau sur X de fibre en K égale a V, et

our lequel les s sont : sp_ :V ' C—3>vV .
P P, P

Théoréme 7.11. Soit A un corps de caractéristique £ # p. Soient G un

faisceau constructible de A-vectoriels, et V 1la fibre de G en K

(i) Z(G,t) est une fraction rationnelle en ¢t .

(ii) Pour t —> o , Z(G,t) est asymptotique 3 ¢(G,t). En d'autres termes,

2(G,t)/e(G,t) est une série formelle en t_l, de terme constant 1,

(iii) Z(iv,t) = el(i,v,r) Z(i*V*,pt_l).
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Soit 8 wun ensemble fini de places contenant toutes les places ol la repré-
sentation V est ramifiée, Soit j 1'inclusion de X-S§ dans X, et soit
j'V le faisceau sur X, de fibre générale V, non ramifié en dehors de S, et
de fibre nulle en v € §. On vérifie aussitdt que (i) (ii) équivalent a
(i') 2(j,V,t) est fonction rationnelle de t ,

(ii') Pour t—> o, 2z(j, V,t) ~ e(§,V,t).

Supposons que £ % O. Pour toute représentation W de W(K/K), non ramifiée
en dehors de S (identifiée % un faisceau localement constant sur X-§8), posons
Roj*w =j W =1V, le*w = le faisceau nul en dehors de S, de fibre en v € 8§

égale 2a Hl(Iv,W), et

(7.11.1) ZRIN, 0 = 2@, W0 zZ® i3m0

Soit P' le noyau de ty I, —> Zz(l) . Pour toute représentation W

de Iv sur A , on a canoniquement

(7.11.2) gt W = ala /et
v v

Pour toute représentation W de Zz(l), on a canoniquement

o b/ 1.(1)

(7.11.3) H (Z z(l)’ W) =W (invariants)
Hl(}Z L(l)’ W) = wz L(l) (-1) (coinvariants tordu).
wl(z L0, W =0 ({1 22)

Puisque la dualité échange invariants et coinvariants, on a (cf. 2.3),

Lemme 7.11.4. Pour 4 # O, HO(IV,W) et Hl(IV, wlw*) sont canoniquement

en dualité.

Nous n'utiliserons pas que cette dualité peut s'interpréter comme un
cup-produit 3 valeurs dans Hl(Iv,/\(l)) = Hom(Iv, A(1))—— A , engendré par

t, mod £ .

y
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Pour 4 = 0, dans le courant de cette démonstration, nous poserons

1 = o )3
H (IV,W) dfn B (Iv, w W ) R

et définirons 2(Rj,W,t) par (7.11.1). Cette définition est justifiée par
7.11.5 et 7.11.6 ci-dessous. Pour W une représentation de W(EV/KV), nous

poserons encore

deg(v) deg(v)

: _ o -1 1
2, (Rj,W,t) = det(1-Ft SH(L W) dee(1-FE AT W)

Soient A wun anneau de valuation discréte d'inégale caractéristique g # p
et W un A-module libre sur lequel W(EV/KV) agit, Soient n le corps des

fractions de A, s = A/m le corps résiduel,

Lemme 7.11.5. ZV(RJ*WS,t) = ZV(Rj*Wn,t) mod m.

La démonstration ci-dessous perdra son mystére au § 10.

Soient P' = Ker(tl’ : I -—>ZE(1)), 0 un générateur de ZJI,(I)’

F un Frobenius géométrique et K 1le complexe concentré en degrés 0 et 1

' - '
K: W —ol o P
q"]- i ]
L'endomorphisme £ ¢ de W est inversible: il suffit de le voir aprés
i=1 n
réduction modulo 1'idéal maximal de A . Aprés réduction, puisqu'un ¢ est

l'identité, ¢ est unipotent et q est l'unique valeur propre de X ot

Soit F = (Fo’Fl) 1'endomorphisme de K de composantes F0 =F et
q9-1

F, =Fo (X o

i\-1
1 )

. La quantité

-

deg(v) _P', -1

W tdeg(v),wP')

Z = det(l—Fot det(1- F

est de formation compatible a2 1'extension des scalaires & 1 ou s . Aprés

extension des scalaires 2 1 (resp s), on a

deg(v) deg(v)

, HO(K))_l det(1-Ft

Z = det(1-Ft s Hl(K)). On conclut en notant que
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@), BHE) ~v @ta w), B et
n v
@), e ~v wla ), B
s v s

Variante 7.11.6. Supposons A complet et soit W un A-module sur lequel
W(EV/KV) agit continfment pour la topologie f-adique (et non plus, comme
auparavant, pour la topologie discréte). On pose encore

Hl(Iv,wn) = (wT]P )Z !’(1) (-1) (coinvariants tordu).

et on définit Zv(Rj*w,t) comme auparavant,

Le H1 défini plus haut peut s'interpréter comme un H1 continu :
(7.11.6.1) g1 W) = lim HY(L,W/4Y @.n
e v’n <« v’ A

La formule de réduction 7.11.5 reste valable (avec la m&me démonstration).

Lemme 7.11.7. La formule (iii) équivaut 2

(7.11.8) 2(3,v,t) = e(j,v,0). z(Rj*v,pc"l)
7.11.7 résulte de 1'identité locale

deg(v) -1

deg(v) -l)deg(v)

det(1-F_t o1, v 7! = det(-F ¢ O, v L det(1-F (pt L EN T, )
v v v v v v

Si on remplace V par la représentation V ®w’ de W(KV/KV) sur A((t)),

cette formule se simplifie en
-1 .o o 1
det(1-F_",H (I_,V)) = det(-F_,H (I_,V)).det(1-F_,H (I ., QV¥*))
v v v v v vl

qui résulte de la dualité locale 7.11.4.

Prouvons 7,11, S§i A = €, le produit infini Z(j,V,t) converge pour ‘t|

assez petit, et

L(V,s) = 2(§,V,q"")
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Z est donc une fonction méromorphe de t ; 1'équation fonctionmelle montre
qu'elle est 2 croissance modérée pour t —> o , donc une fonction rationnelle
de t . L'équation fonctionnelle de la fonction L fournit (iii),
Les énoncés (i) et (iii) sont purement algébriques. Etant vrais pour
A = € (ainsi que (i') et (7.11.8)), ils restent vrais pour A de caractéristique O.

Supposons maintenant A de caractéristique 4 # O.

Soit J un sous-groupe ouvert distingué de W(K/K), contenant I, pour
v € S . Si une représentation V de W(K/K)/J sur A se reldve en caractéristique
0, les assertions (i') et (7.11.8) pour V s'obtiennent par réduction mod ¢
(compte tenu, pour (7.11.8), de 7.11.5). Les quantités Z(j!V,t), Z(Rj*V,t)
et e(j'V,t) dépendent additivement de V (une extension donne un produit).
Pour obtenir (i) et (7.11.8) en général il suffit donc de savoir que, aprés
extension des scalaires toute représentation de W(K/K)/J se reldve virtuellement
en caractéristique O. La méthode de 4.10 (cf. 4.10.3) raméne cette question au
cas des groupes finis, i.e. au théor2me de Brauer.

L'énoncé (ii') résulte de (7.11.8) et ce que, pour t =0, Z =1,

Proposition 7.12. Si A est un corps de caractéristique p et G un faisceau

constructible de A-vectoriels, Z(G,t) est encore une fraction rationnelle en t.

Dans la démonstration de 7.11 (i) nous n'avons en effet pas fait usage de

1'hypothése g # p.
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§ 8. REPRESENTATIONS £-ADIQUES DES GROUPES DE WEIL LOCAUX NON ARCHIMEDIENS.

STRUCTURES DE HODGE ET GROUPES DE WEIL LOCAUX ARCHIMEDIENS.

8.1. Soit K un corps local non archimédien. Nous utiliserons les notations
2.1 et 2.2,

Soient 4 un nombre premier # p et EX une extension finie de QX
(on pourrait prendre pour EX , plus généralement, un corps valué extension

de ). Une représentation A-adique V de W(K/K) est une représentation
2

continue pour la topologie A-adique p : W(EK/RK) —> GL(V) de W(K/K) sur
un El—vectoriel de dimension finie,
Le résultat suivant est démontré dans [13].

Théor2me 8.2. (Grothendieck). Soit (V,p) une représentation A-adique de

W(K/K). Il existe N € End(V)(-1), nilpotent, tel que pour ¢ dans un sous-groupe

d'indice fini de I, on ait

plo) = exp(N. tt(c))

Ce N € End(V)(-1) est unique, donc invariant par Galois : pour w € W(K/K),

on a

p(w) N p(w)—1 = qw(w).N

Nous allons utiliser 8.2 pour décrire les représentations A-adiques de
A(K/K) en termes indépendants de la topologie de EK . Ce sera fait deux fois :

8.3 est plus intrins2que, et 8.4, qui nous suffit, plus élémentaire.

8.3.1. A isomorphisme unique pr2s, il existe un et un seul groupe algébrique G
sur Ql » isomorphe a2 ¢, et muni d'un isomorphisme Q‘(l) —_— G(Ql)

Jn le note Ga(l).
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8.3.2. Soit J C I un sous-groupe invariant ouvert de W(K/K), et
J'=3N Ker(tz). Le quotient W(K/K)/J' est extension du groupe discret
W(K/K)/J par J/J3' ; appliquant 3 cette extension t,: J/3—> ZE e Ga(l),

on obtient une extension W§ de W(K/K)/J) par Ga(l) (voir Serre [127] II 1.3).

0 > J/J > W(K/K)/J' ——> W(K/K) /T —> 0

I

0 ——> ¢ (1) LA wf —_— s WR/K)/I —>0

8.3.3. Les Wj’ forment un systéme projectif, et 8.2 signifie que toute

représentation A-adique de W(K/K) se factorise par une représentation

algébrique d'un W§ , i.e. par une représentation du schéma en groupes

Loy a1 b
WY (K/K) lim WJ
8.3.4. Soient I'e' 1'image réciproque de 1/Jew(K/K)/J et II’ = lim I‘t
3.4, 3 : 7"

I
Associons & ¢ € I/J, image de ¢ € I/J, 1'élément alo) 1,(-t£(o)) de W:

Cette section définit des scindages

4

I

= ca(l) x 1/J et

o= g x1
a

On a un diagramme ? ; ?
0 > 1 — W(K/K) >|zlz — 0
0 —> 1 x 6,(1) —> wA®/K) >z >0
0 > ca(l)——‘sa(l)

P

0 0
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2

8.3.5. Soit ‘WY le produit semi-direct de W(K/K) par Ga(l), sur lequel

— - 1
W(K/K) agit par w x w 1. q' (W).

y

x. Il existe des isomorphismes B entre

W!‘(E/K) et 'W' qui rendent commutatif

Ixe,(1)— w®/K) ——————> wE/K)

B

Ixe, (1) —> wh(R/K) ———— W(E/K)

et on vérifie facilement que deux quelconques sont conjugués par un élément
de Ga(l) (QJ?,) (1'indétermination est dans le choix d'un relévement d'un

Frobenius F € W(K/K), et on utilise que q-1 # 0 ; voir 8.4.3 ci-dessous).

8.3.6. Soit 'W 1le schéma en groupes sur @, produit semi-direct de

1 v'(w)

W(X/K) par €, , sur lequel W(K/K) agit par wxw = gq x. Chaque

isomorphisme €, — Ga(l) (i.e. QL - Ql,(l)) définit un isomorphisme
W _:7 'Wl
A7)

sur w? via son action sur Ga(l).

, d'oll une classe de tels automorphismes modulo Q"}, agissant

On vérifie (voir 8.4.3) ci-dessous) que ce groupe d'automorphismes agit
trivialement sur l'ensemble des classes d'isomorphismes de représentations

L

de 'W” . Au total, on a obtenu que

(8.3.7). Les classes d'isomorphie de représentations A-adiques de W(K/K)
sont en correspondance bijective naturelle avec les classes d'isomorphie de

représentations sur EX du schéma en groupes sur @ 'W .

Définition 8.4.1. Soit E wun corps de caractéristique O. Une représentation de

de "W(K/k) sur E est un couple p={(p',N') consistant en

(a) une représentation de dimension finie p' : W(EK/K) —> GL(V) de

W(K/K) sur E

(b) un endomorphisme nilpotent N de V, tel que

(8.4.1.1) p' (WIN p'(w)'l = qv'(w)N
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8.4.2. Choisissons un Frobenius géométrique F € W(K/K) et un isomorphisme
T : Qz(l) = QL . On associe comme suit une représentation (p',N') de
W(K/K) sur El 3 une représentation A-adique (V,p) de W(K/K)

(a) Pour O € I, on pose (N &tant défini par 8.2)
p'(F" o) = p(F"0). exp (-t,(0).N)

(b) N' € End(V) correspond 2 N, via T .

Lemme 8.4.3. La classe d'isomorphie de (p',N') ne dépend que de p , non des

choix de F et T .

Changeons F en F p , pour obtenir (p",N'). On a

Pu(F"0) = exp(n £,(p)) p'(F'0) = A p'(F'0) A™' pour
A= exp((l—q—l)-1 tl(p))

Changer T en arT change (p',N') en (p',aN'). Nous montrerons que
pour toute représentation (p',N') de ‘W(K/K) sur un corps E, et tout a € E,
(p',N') — (p',a N').
Soient I' = Ker(p') et n tel que F© sont central dans W/I' (par exemple,
#= Aut(I/I')). Pour o une classe de conjugaison dans une clbture algébrique
de E , soit Va le plus grand sous-espace de V, stable par F , tel que les
valeﬁrs propres de F v* soient dans o .

On vérifie que

(a) V* est stable sous p'GW(R/K)), et V=@ v
-n
) Nv* e v @
Si A est la transformation linéaire, laissant stable les V“ , et telle

ue A|Va = Aa), avec A(q™™a) = a A{@), on a donc
A(p',N") Al = (p', a N")

De 8.4.3 on déduit aussitét la conclusion 8.3.7.
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8.5. Soit (p',N') wune représentation de 'W(K/K) sur E . Soit u la
composante unipotente de p'(F) : p'(F) = p'(F)SS . u. Puisque N' € E d(V)
est vecteur propre de p'(F), u et N' commutent. Puisqu'une puissance de F
est centrale dans Im(p'), une puissance de u, donc u centralise Im(p').
81 wy, w, € WE/K)-1, p'(wl) et p'(w2) ont une puissance commune. On en
déduit que u" est la composante umipotente de p'(Fno) (o € 1), et, pour

n % 0, aussi celle de
p'(Fn o). exp (a N)

qui en est le conjugué par exp((l—q_n)_l.a.N). Posons

(8.5.1) p'%% @™ o) = p'(Fo) "

, S8

Définition 8.6. (i) (p' ~, N') est la F-semi-simplifiée de (p',N')

'S8

(ii) On dit que (p',N') est F-semi-simple si p' =p' ", i.e. si pour un

(resp. pour tout) w € W(K/K)-I et un (resp. tout) a €E,

p'(w) exp (aN)

est semi-simple.

Pour une représentation A-adique, on définit encore sa F-semi-simplifiée

par (8.5.1), et la F-semi-simplicité comme en (ii).

B8.7. Le formalisme 8.3 ou 8.4 permet de comparer des représentations A-adiques
pour différents corps E)\ . Pour oe faire, introduisons la terminologie classique
suivante

- Soit F une extension de E, et p une représentation de "W(K/K) sur F .
On dit que p est définie sur E si, pour toute (pour une) extension algébri-
quement close F de F, p_ est isomorphe 2 ses conjugués sous Aut(F/E).

- Soient F1 et Fzydeux extensions de E, et p; ume représentation de
"W(K/K) sur F, . On dit que p, et p, sont compatibles si elles sont définies

F, D E une extension algébriquement close commune

sur E et que, pour FDFl, 2
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de F1 et F2 N EIF et 22? sont isomorphes.

Définition 8.8, Soient E un corps de nombre, Al et kz deux places finies

ne divisant pas p de E et P> Py des représentations kl - et kz—adigues

de W(K/K). On dit que p; et p, sont compatibles si les représentations

correspondantes de 'W(K/K) le sont (8.7).

On laisse au lecteur la vérification du plaisant exercice suivant,

Proposition 8.9. Supposons (Vl’pl) et (Vz,pz) F-semi-simples. Soit W 1'unique

filtration finie croissante de Vi telle que N Wk C:wk_2

et que N induise

un_isomorphisme
3 v -3
) —> s
Gry (vl) Gry (vl)

Pour gque Py et Py sont compatibles, il faut et il suffit que les caractéres

des représentations de W(K/K) sur les Grd(Vl) et Gré(vz) soient 3 valeurs

dans F et respectivement égaux.

Exemple 8.10 (on fait E = Q). Soit A une variété abélienne sur K . Les
représentations de W(K/K) € Gal(K/K) sur les VI(A) = TE(A) ® Ql sont

F-semi-simples et compatibles.

Variante 8.11. Soit G un groupe algébrique lindaire sur E de caractéristique O.
Une représentation de 'W dans G (sur E) est un couple

(p',N') : p' : W(K/R) ~ G(E) (trivial sur un sous-groupe ouvert) et

N' € Lie(G), (8.4.1.1) étant vérifié&, Pour E = EX , les formules (8.4.2)

associent une représentation de 'W dans G A toute représentation continue

pour la topologie A-adique p : W—> G(EX)' Sa classe d'isomorphie géométrique
(aprés extension des scalaires 2 FX) ne dépend pas des choix arbitraires

faits : la premiére partie de la démonstration 8.4.3 s'applique encore, il reste

3 montrer que (p',N')™~-(p',a N'). Pour ce, on note que le sous-groupe algébrique
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H de G qui centralise Im(p') et envoie N' sur un multiple contient un
p'(Fm), donc un élément g tel que adg(N') = q"N'. Le caractére X H=—>6
de H donnant 1'action sur N' ne peut donc qu'@tre surjectif.

81 G est défini sur un corps de nombres E, on définit la compatibilité

de représentation A-adiques W(K/K) ~——> G(EX) comme en 8.7, 8.8.

Le sorite 8.5, 8.6 se généralise tel quel,

8.12, _Facteur locaux : Soit (p',N') une représentation de 'W(K/K) sur un

E-vectoriel V . Par abus de notation, on pose

v = ger(yn)P' (D ;

c'est une représentation de W(k/k). On définit un conducteur, un facteur L

local et des constantes locales par les formules

(8.12.1) a(V) = sw(V,p') + dim V - dim V'
(8.12.2) Z(V,t) = det(1-rc%, vi)7]

(8.12.3) e, (V,e) = e (p',£)

(8.12.4) e(V,0) = ¢ (p',0). det(-Fe, v))!

Pour (p'N') définis par une représentation A-adique p sur V, on a

Vo= ¢P(D
2(v,t) = det(1-rt, WD)

eo(V,t) = ¢, (semi-simplifiée de V,t)

Le cas archimédien : Dans le cas non archimédien, ce que fournit la géométrie

(la cohomologie g-adique) sont des représentation A-adiques, i.e. des représen-

tations de 'W(K/K), non des représentations de W(K/K).
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Dans le cas archimédien, de méme, la géométrie fournit non des représentations
de W(K/K), mais des structures de Hodge. Voici la régle 2 utiliser pour passer

des structures de Hodge aux représentations.

(A) K _complexe, La géométrie fournit des vectoriels V sur K, munis d'une

bigraduation de Hodge
v = & v

(par exemple, pour X une variété algébrique sur K, Hn(X,K) est muni d'une
telle décomposition). On en déduit une représentation (semi-simple) p de

W(X/K) = K* sur V en posant
p(Z).qu = z"P 379 PT (P4 € vPd R

(B) K réel La géométrie fournit des vectoriels V sur K , munis d'une
bigraduation de Hodge V =& vP9 et d'une involution F, telle que
Fm(qu) = y9P . Par exemple, pour X une variété algébrique sur K,

Gal(K/K) = Z /2 agit sur x(X) et Hn(X(E),E) est muni d'une telle structure .

On en déduit une représentation (semi-simple) p de W(K/K) sur V en

posant

p(z).vP1 = 2P 379 PT (2 e ke cw®/R), VPYevP) et

p(p).vPY = 1P p (vPY

Ces formules différent de celles de [3] 1.12 (défiguré en outre par une
faute "d'impression" p. 21 #2), parce qu'aux places finies j'utilisais dans
loc. cit. 1'inverse de 1l'isomorphisme de la théorie du corps de classe local

utilisé ici.

Aux places finies, Hz(n’l, Z&)

w; . De meéme, H, (E’l(i),ﬁ), structure de Hodge de type (-1,-1), avec

~

174 1(1) correspond au quasi-caractére

F =-1 si K= R, correspond au quasi-caractdre w, de W(K/K).

-]

1
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§ 9. SYSTEMES COMPATIBLES DE REPRESENTATIONS £4-ADIQUES,

Pour simplifier 1'exposé, nous ne considérerons dans ce § que des repré-
sentations de groupes de Galois (plutdt que des représentations de groupes
de Weil). Comme en 7.1, on note X une courbe projective et lisse sur E‘p ,
irréductible sur E‘p, de corps de fonctions K .

, avec £ # p. Soit W

9.1, Soit E, un corps local extension finie de @

A L

une représentation A-adique de Gal(K/K), L.e. une représentation continue pour

la topologie de E, et presque partout non ramifiée de Gal(K/K) dans un

A
vectoriel de dimension finie sur Ek . Le groupe de Galois étant compact, il
existe dans W un réseau invariant W° (un réseau est un sous—@k-module libre
de W tel que Ek w® = W). Les facteurs locaux
deg(v) Toi-1
Z,(W,£) = det(l-F t s, W)

sont donc dans GX [[t]], ainsi que leur produit Z(W,t). Soit Gal°(XK/K) le
noyau de 1'application de Gal(K/K) dans Gal(f’p /]Fp ). D'apr2s un théoreme

de GROTHENDIECK, 2Z(W,t) est une fraction rationnelle, est méme un polyndme si

¢al°(X/x)

W = 0 ,

cal®(X/x)

et vérifie une équation fonctionnelle

1

(9.1.1) Z(W,t) = eGr(W,t) Z(W*ul,t )

od €;y ©st un monbme de degré E deg(v).a(i*wv) (8.12.1).

Le lecteur trouvera au § 10 un résumé de la théorie de Grothendieck.
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9.2, Soient E un corps de nombre , I un ensemble infini de places finies ne
divisant pas p de E et O CE 1'anneau des &léments de E \-entiers pour
tout A €I. On désigne encore par )\ 1'idéal premier de & défini
par )\ . Supposons donné, pour chaque ) € IL. , une représentation
A-adique )\V de Gal(K/K) . On suppose que, pour toute place v de K,
les représentations A-adiques va de W(EV/KV) soient compatibles, au sens
strict (8.8). Il nous suffirait en fait de savoir que leurs F-semi-simplifiées
(8.6) sont compatibles (cf. aussi 9.8). La fraction rationnelle Z(xv,t) € 6(t)
et la "constante" (un monBme)

€(XV,t) = U' e(xvv, V,odx ,t) € 6(t)
sont done indépendantes de A (comme d'habitude, les wv sont les composantes

d'un caractdre non trivial de A/K et ® dx  est une mesure de Tamagawa) .

On note ces fonction et constante Z(V,t) et e(V,t).

Théoréme 9.3. Sous les hypothéses précédentes,

(9.3.1) 2V, 8) = e(v,t) z(vk,pt D)

Puisque I est infini, 1'application 6 -————>]T-G/X est injective :
il suffit de prouver 9.3.1 aprés réduction mod )\ pour tout ) € L. Nous
allons pour cela mettre 9.3.1 sous une forme compatible & la réduction mod ),

et justifiable, mod A , de (7.11.8).

Soient S un ensemble fini de places de K, contenant toutes les places ol
V se ramifie et j 1'inclusion de X-S dans X . Pour toute représentation

r-adique W, non ramifiée en dehors de S, nous poserons

deg(v) ) wv)—l

23 W,8) = | det-F. t
! vVES v

I -1
Z(RjM,t) = m det(l-thdeg(V), W Yy T det(l-Fvcdeg("),va a1nt
v vES v

e(jw,e) = 1T e, y,dx,t). TT

e W ,y,dx,t)
vs ves ©° V
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Un calcul facile, déja fait en 7.11.7, montre que (9.3.1) équivaut a
(9.3.2) 2(jW,t) = e(jW,t) Z(Rj, W,t)
On conclut par 7.11.6 et 7.11.8.

Stabilité 9.4. Soient F wune extension de E et I‘F 1'image réciproque de 1I..

Un systéme compatible de représentations A-adiques (A € IL) définit
par extension des scalaires un systéme compatible de représentations )-adiques
(X € I‘F)' Si % est un caractére du groupe des classes d'ideles, 2 valeurs
dans les racines de l'unité de F, les XV'X forment encore un systéme

compatible, justiciable de 9.3.

Corollaire 9.5. Soit ¥ wun caractére du groupe des classes d'idéles, a valeurs

dans les racines de 1'unité d'une extension finie de E (cf. 9.4). Soient

S(x) (resp. S(V)) 1'ensemble des places de K od ¥ (resp. V) se ramifie.

Supposons que S(V) NS(x) =@ . On a

e((V-dimv[1 DCx]-L1D),¢) = par définition

ey, 0) ¢ (v, 071 ey, 04T (17, ¢)din(W)

a(y )
= Tr xv(nz(vv)) TT det Vv(1'rv * )
ves(v) v e sy

‘C'est un corollaire de 5.5.3.

Exemple 9.6. (pour E =@ , I = les nombres premier autres que p). Si F
est une courbe elliptique sur K, les Hl(F,Ql) forment un systéme compatible
de représentatiors f-adiques. Si 1'invariant modulaire j n'est pas constant,
pour tout caractére 7 comme en 9.5, les fractions rationnelles Z(Fy,t)

correspondantes sont des polyndmes, et vérifient 9,5,



-577~
Del-77

9.7. On renvoie & Weil [16] pour la relation que 9.5 implique, lorsque
dim(V) = 2 , entre Z(V,t) et "formes modulaires" sur GL(2,A)/GL(2,K).
Le cas le plus intéressant est fourni par 9.6.

On obtient des résultats plus précis en invoquant Jacquet-Langlands. Soit
par exemple E une courbe elliptique sur K, d'invariant modulaire non constant.
D'aprés le dictionnaire de Langlands (voir [4] § 3 ), pour chaque place v de
K, la représentation de Gal(i;/Kv) DW(EV/KV) sur Hl(E,QZ), définit une
représentation admissible irréductible T de GLZ(KV)' Les représentations
HI(E,QE), pour £ variable, étant compatibles, M, peut gtre défini sur @
et est indépendant de 4 . Nous considérerons la représentation complexe
correspondante. La représentation m, est de dimension infinie, de poids 2
(i.e. le centre k¥ de GL(Z,KV) agit par wz), et a presque toujours un
vecteur GL(Z,@V)-invariant. D'aprés 9.3, 9.6 et [8] 11.5 le produit tensoriel
restreint ®(E) = @ m, figure comme facteur direct dans la représentation
admissible lgz(cL(;,/A)/ (GL(2,K)) de GL(2,A) dans l'espace des fonctions
localement constantes sur GL(2,A)/GL(2,K), se transformant sous 1l'action du

centre par le quasi-caractére Wy s a support compact modulo le centre et

cuspidales.

Théoréme 9.8. Soient A, p des places de E et AV, MV des représentations

A- et p-adiques de Gal(K/K). Soit S un ensemble fini de places de K et

supposons que, pour v £ S, lessemi-simplifiées de XVV et p.VV soient

compatibles. Alors, pour toute _place v, les semi-simplifiées de XVV et qu

sont compatibles.
Si S est pris assez grand pour contenir toutes les places ramifiées

pour >‘Vv ou HVV, 1'hypothése se réduit 2a
(#) Pour v ¢ S, les polyndmes caractéristiques de F_ agissant dans XVV
et “Vv sont dans E[t] et é&gaux.

Le théoréme 9.8 est donc une réponse partielle, dans le cas le moins

intéressant des corps de fonctions, a 1a question 1 de Serre [12] I 12.
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On prendra garde aux points suivants.

(a) La conclusion porte seulement sur les semi-simplifiées des représentations
locales, non sur leur F-semi-simplifiée. En d'autres termes, avec les notations
de 8.4,2, on consideére seulement la semi-simplifiée de p' , et non N .

(b) Pour ) = Mo XV = HV , le théoréme affirme que les semi-simplifiées
des représentations locales XVV de W(E;/Kv) sont définies sur E , i.e.

ont un caractére & valeurs dans E .

On peut supposer, et on suppose que § contient toutes les places ol Iv
agit via un groupe infini. Pour v € S, il n'y a dé&s lors plus a distinguer

entre semi-simplifiée de |V et F-semi-simplifiée,

AV

Appliquons le théoréme de Grothendieck rappelé en 9.1

-1
Z()\V,t) = ecr(xv’t) Z()\V*wl,t ) ;

cette identité se récrit
-1
Hz(v*!u,c )
ves VA 1

-1,-1
;[ZSZV(XV,t). ;I;[;zv()\v* T = g,

.‘l:e\:;zv(wil,t)

ol le premier membre est dans E(T) et le méme pour XV et UY . Le second
membre est donc dans E(T), indépendant de A . Décomposant le second membre
en le produit d'un monSme et d'une fraction rationnelle valant 1 en t = 0, on
trouve par le calcul local de 7.11,7 que

I
T Gee-r £28 | ¢V geci-r c28Y) | v (1))
vES v A v A Iv

est le méme pour XV et “y . Les facteurs de ce produit sont additifs en kvv
(une extension donne un produit ; cela résulte de (7.11.6.1)), donc les m&mes

© s e Ss . . .
pour .V et sa semi-simplifiée v . Pour celle-ci, invariants de Iv et

AV AV

coinvariants de Iv sont pareils, et on trouve que
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deg(v) deg(v)

(9.8.1) T (get - F ot
v ES

ss1 ssT
)\v V)/det(l—Fv(pt) )\v v))

est le méme pour V et V.

A M
Soit v, €S, et tordons |V et HV par un caractére ) du groupe des

A

classes d'idéles non ramifié en v, et trés ramifié& en les v € S autres que v,
(x est 2 valeurs dans une extension de E ; pour 1l'existence, cf. 4.14).

Les hypothéses faites sur (XV, uV) sont stables par torsion. Pour Y convenable,
aprés torsion, les facteurs de 9.8.1 relatifs aux v # vy deviennent 1.

Celui relatif & v subit une modification triviale, qui se lit sur x(Fv).

I
Posons XPV(T) = det (1—Fv T, (ijs) V). Appliquant 1'invariance de (9.8.1)

a (XVX’ qu), on trouve que, pour chaque v € S, on a, dans E(T),
(9.8.2) )\PV(T)/)\PV(q T) = uPV(T)/pPV(q T)

La transformation qui 2 une fraction rationnelle R wvalant 1 en O

associe Rq(T) = R(T)/R(q T) est injective : pour les diviseurs, on a

N
div (R) = lim div( 'ﬂ’Rq(q T)) (limite simple).
0

De 9.8.2, on déduit donc que APV(T) € E[T] et que
(9.8.3) )\PV(T) = HPV(T)

Les hypotheéses faites sur XV et pv sont respectées par passage de K
2 une extension finie K' (remplacer S par son image réciproque), Toute
extension finie locale K¢/Kv étant induite par une extension globale

car Gal(i;/KV) est un sous-groupe fermé de Gal(K/K)), on trouve que 9.8.3
vaut aussi pour les représentations de W(Ev/Ké) définies par XV et Uy .
Prenant pour Ké les diverses extensions telles que les semi-simplifiées de

ces représentations soient non ramifiée, on trouve que, pour tout F va(EV/KV),

F £ I,, ona

det(l-th, )\V) = det(l-th, HV)
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En dehors de IV , les caractéres des représentations XV et V

"

cotncident donc,

Les mémes arguments, ol on ne retient de 9.8.3 que 1'égalité des degrés, don-

nent que pour tout sous-groupe ouvert J de Iv et tout caractére ¥ de J ,
dim( (V500 = dim(( v*S.p07)
A o
D'aprés le théoréme de Brauer, ceci implique que XVSSlIv et "
ont méme caractére, Les caractéres de .V et UY cotncident donc sur tout

X

W(EV/KV), et ceci achéve la démonstration

Proposition 9.9. Soit (XV)XEI. un_systéme infini de représentations )\-adiques.

On_suppose que pour toute (ou presque toute : 9.8) place v de K, les semi-

simplifiées des va sont compatibles. Alors, pour chaque X ,

-1

(9.9.1) z()‘v,t) = e()\v,t) Z ()\v* , Pt )

Posons

I
Zss()\V,t) = [ det(l-pvtdeg("), ()\vjs) vy-t
v

ess(kv,t) = -rr e(kvss, ¥, dx, t)

v

Un calcul local montre que (9.9.1) équivaut 2

1

(9.9.2) ZSS()\V,t) = ess(xv,t) ZSS(XV*,pt_)

(le quotient des facteurs locaux en v des deux membres de (9.9.1) ou (9.9.2) est

V_, et ces quotients cotncident dans le cas semi-simple).

Av
L'identité 2 prouver (9.9.2) est indépendante de )\ . On la prouve mod A

additif en

pour chaque )\ , et on conclut comme en 9.3.
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§ 10. LA THEORIE DE GROTHENDIECK

10.1. Soient X une courbe projective non singulidre sur le corps fini E‘p s
iip une clOture algébrique de E‘P, X déduit de X par extension des scalaires
de ]?p a iﬁp , 4 un nombre premier premier 2 p et A un anneau noethérien tué

par une puissance de £ .

Soit G un faisceau (de Weil : 7.3, 7.4) constructible de A-modules

plats. Notons encore G le faisceau étale sur X qui s'en déduit.

10.2. Les groupes de cohomologie é&tale Hl(i,G) sont des A-modules de type finis.
N'étant pas projectifs, ils ne nous seront d'aucun usage. Nous devrons utiliser
un objet plus fin RI(X,G) €0b Dparf(A) qui leur donne naissance. Rappelons

que (A) peut se définir comme la catégorie des complexes finis de

Dparf
A-modules projectifs de type fini, les morphismes étant les morphismes de complexes
pris a homotopie prés, RI(X,6) est un complexe fini de A-modules projectifs

de type fini, concentré en degrés 0,1 et 2 si on veut, bien défini & homotopie

prés, et dont les groupes de cohomologie sont les Hl(i,G).

Par "transport de structure", la substitution de Frobenius ¢ € Gal(i@p/ﬂ’p)
agit sur RI(X,6) ; c'est un endomorphisme du complexe RT(X,G), bien déterminé

a2 homotopie prés, et induisant sur la cohomologie 1'automorphisme de Frobenius.

10.3. Pour K un complexe fini de A-modules projectifs et u un endomorphisme

de K , on pose

. i
(10.3.1) det{l-ut,k) = Tr dec(1-ut,1<1)('” € At)
i

Si u et v sont des endomorphismes homotopes, on a
det(1-ut,K) = det(l-vt,K) ,

de sorte que det(l-ut,K) est bien défini pour K € Ob Dparf(A) et u € End(K).

Prenant 1'opposé du coefficient de t dans le développement en série formelle

de det(l-ut,K), on définit la trace
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(10.3.2) Te(u, K) = Z(-D' Tr(u, k1)

Si u est une auto-&quivalence d'homotopie (i.e. induit un automorphisme sur la
cohomologie), on peut trouver (K',u') isomorphe dans Dparf(A) a2 (X,u), avec

u' un automorphisme du complexe K . On pose alors
T 1, (-1t
(10.3.3) det(u,K) = det(u,K ) s

et cette quantité ne dé&pend pas des choix arbitraires faits. Si u_1 est un

inverse homotopique de u, on a

(10.3.4) der(1-ut, K) = det(-ut, K) det(l-u_lt_l, K)

Si D(K) est le dual de K (complexe de composantes les D(K)i - Hom(K-i,A)),

et % un contragrédient de u, on a aussi
v
t 1

(10.3.5) det(l-ut, K) = det(-ut, K) det(l - ut ~, D(K)).

Une esquisse de la démonstration du théoréme suivant est donnée en 10.8.

Théoréme 10.4. (Grothendieck). On a
(10.4.1) z2(G,t) = det(1l-Ft, Rl‘(i,c))'1

Dans les applications, les hypotheses faites sur G sont trop restrictives,
Il y a lieu de prendre comme "coefficients" un élément de Dparf(x,A), i.e.
un complexe fini G* de faisceaux (de Weil) de A-modules sur X, qui localement
pour la topologie étale sur X soit homotope 3 un complexe fini de faisceaux
constructibles de A-modules plats. Utilisant 10.3, on peut, pour x un point fermé

de X , définir
- deg(x) -1
Zx(G*,t) det(l-—Fxt: . cg)

On pose
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2+, v = I z (e*, ©)
X

On définit encore RI(X,G*), de groupes de cohomologie les groupes d'hypercohomo-

logie de X 2 valeurs dans G* , et on a

(10.4.2) 2(G*,t) = det(1-Ft, RQ(X, ¢*))7t

10.5. Tout G* € Dparf(X’A) a un "dual & valeur dans le complexe dualisant

(A(1) placé en degré-2)"

D(G*) = RHom, (¥, A(1) [2) € Dparf(x,/\)

éme ieme

de i faisceau de cohomologie de (2+i) hyperext local de G* avec

A(1). La dualité de Poincaré prend la forme

(10.5.1) R['(X,p(¢*)) = D(RI(X,G*))

Appliquant 10.3.5, on obtient 1'équation fonctionnelle

-1

(10.5.2) z(6,t) = det(-Ft, RI(G, ) z(p(@), t°1)

10.6. Soient j : US—= X un ouvert de X (complément d'un ensemble fini

S8 de points fermés) et G* € D (U,A). On note j, le foncteur dérivé du foncteur

parf

exact "prolongement par 0" et Rj, le foncteur dérivé du foncteur image directe

par j .

ip Dparf(u,/\)—>nparf(x,/\)

Riz : D (W,A) —>p

parf (X,A)

parf

Le théordme de dualité locale (prouvé notamment en dimension un) donne

(10.6.1) D(j,6*) = Rj,(D(G¥))

Pour G un faisceau localement constant de A-modules projectifs sur U,

v v
de dual G, on a D(G) = G(1) [2] et (10.5.2) prend la forme
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_]_)

- v
(10.6.2) Z(j,G,t) = det(-Ft, R[(j,G) ) ! z(Rj,(6)(1), ¢
0.7. Nous allons expliciter cette formule. Les fonctions Z des deux membres
sont produits de facteurs locaux., Pour le membre de gauche, le facteur local

en x point fermé de X est

. deg(x) -1 .
ZX(J!G,C) = det(l-Fxt s Gi) si x €58
1 si x €8
Pour le membre de droite, c'est
v v -
z_(Rj,0(1),0) =(dec1-F, 38X ¢ (1))! si x €5
X X X
deg(x)

v _
det(1-F t L RNILG (DN si x g5

v
Cette derniére formule se 1lit ainsi : GK(l) définit une représentation
de W(Ex/Kx)’ 3 laquelle on applique le foncteur dérivé du foncteur "invariants
sous I" . On obtient ainsi un complexe de A-modules projectifs, sur lequel Frobenius

agit, et on effectue la construction 10.3, Explicitons :

(a) 1le foncteur "invariants sous I" est composé du foncteur
"invariants sous P' = Ker(tz)" : I-modules — I/P'-modules et du
foncteur "invariants sous Z 1,(1)" . Le premier foncteur est exact et transforme

A-module projectif en A-module projectif ; pour tout I-module V, on a
Pl
RII, V) = RI(Z z(l), v

Pour tout E‘(l) module W, on peut calculer RI(Z 2(1), W) en prenant
une résolution de W par des modules coinduits HZ L(l)’M) = module des
fonctions localement constantes de ZL(I) dans M, sur lequel Zt(l) agit

par £(x) ——> f(rx). Pour O un générateur de Zz(l), on a une suite exacte

0—> W —> ¥Z z(l)"") —a—» Hz 2(1), W) —>o0
(&)
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a
flaches mb—> (i F—> im) et f1+—2= (i —> £(0i) - o(£(i))). Passant

aux invariants, on identifie RI(Z 1(1), W) au complexe

1-¢
(10.7.1) v ——m—m> W

Quant on change ¢ en 0\) (v € Z'z), 1'unique diagramme commutatif

[+3
5z ,(1),W) g ¥z ,(1),W) —> 0
“ |
a v
Wz ,(1),W) 2 > Kz ((1),0) —> 0
fournit par passage aux invariants
l-0
W - W
V
(10.7.2) 1 1o
l-¢0
1-¢”
W > W

oli, pour n entier convergeant dans le vers Vv ,

\Y) n-l
(10.7.3) 1-c w = lim T olw
1-0 0

On conclut que RP(Et(l),W) se représente comme étant n'importe lequel
des complexes (10.7.1), ces complexes, pour o variable , &tant identifiés
par les isomorphismes (10.7.2).

Quand on part d'un W(K/K)-module V , Frobenius agit par "transport de

structure" sur

RO(I, V) = [ vF—L=0 o Py

Quel que soit le Frobenius géométrique F et ¢ engendrant Zz(l), F définit
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T i-o '
v v
F F

p' 1-o¢ p’
v v

qui, via (10.7.2), s'identifie 2 1'automorphisme du complexe

' - - - - (~9 1/q
[VP ———l——-g—> VPﬁ de composantes (F, 1o F) , ob 1o _ 1-()
1-04 1-01 q
l -0
est défini comme en (10.7.3). On a donc
P! -0 ' -1
det(1-Ft, RI(I,V)) = det(1-Ft, V). det(i- L 't
1 -0

ot F désigne un quelconque Frobenius géométrique et ¢ un quelconque générateur

de Z (1
e ‘ )
La formule 10.6.2 se récrit

(10.7.4)

T decor 98 o) = der(-re, RG0!
X X !
x £8

'ﬂ" det (1-Fxt'deg(X), 61t
X

x £8

v
T det(i-r 798 TP(1))71 | gep(1- L =0 pp-des(®) Q1)) .
b4 X q
x €8S 1-o0

10.8. Par passage 3 la limite projective, les résultats précédents se généralisent
aux faisceaux f-adiques (ou )-adiques), et on obtient les énoncés de 9.1, La

raison (cf, 10.5.2) de 1a formule simple (9.1.1) est le résultat local que, pour
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G localement constant sur Uc—‘]—é X, on a
jx D(B) = D(j,6)
Toutefois, la formule obtenue pour la "constante" (déterminant de - Ft

agissant sur la cohomologie) n'est pas trés explicite, et on n'en a pas de

théorie locale.

Remarque 10.9. Soient X une courbe projective non singuliére sur un corps
algébriquement clos k et V un faisceau localement constant de A-modules
libres sur Xet . Pour simplifier, on suppose X conmnexe de genre g > 1 et A local.

Voici deux méthodes pour attacher 2 V un A-module libre de rang 1

(a) Ecrivoms RI(X,V) comme un complexe fini K de A-modules libres.

i
(-1) [od

ot det = puissance extérieure

Alors, det(RT(X,V)) ® det (Ki)

maximale] ne dépend, 2 i;omorphisme canonique prés, que de RI(X,V). On note
h(V) son dual.

(b) Soit K =1 n, P, un diviseur canonique (&(K) -:L'Qi), et

NK(V) = @ det(Vf‘) &y . L'ensemble des diviseurs canoniques positifs forme
un espace ;rojectifj et les NK(V) forment un systéme local nécessairement

trivial sur cet espace projectif. Les NK(V) pour K variable sont donc

canoniquement isomorphes, et on pose

< Q}, v> = N
Si (X,V) est défini sur k C x , i.e. est donné comme provenant par
extension des scalaires de (XO,VO) sur Spec(k), le groupe de Galois
Gal(k/k) agit sur h(V) et < QI,V > par des caractéres Xk(V) et xQ(V)
(3 valeurs dans A¥),

Ces constructions se généralisent au cas A-adique.

Proposition 10.9.1. Supposons vérifiée 1'une des conditions suivantes

(a) A= Gk et V se trivialise sur un rev@tement fini de X ;

(b) V est de rang 1
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Alors, Xh(v) = 'Xﬂ(v). w(l—g)dim(v) 3

ol w, est le caractére donnant 1'action de Galois sur Zz(n).

Un argument standard, utilisant é;botarev, nous raméne au cas ott k est
un corps fini et ol k est sa cldture algébrique, Il s'agit de montrer que
Xh et XQ w(l—g)dimv prennent la m&me valeur sur le Frobenius. Dans le cas
(a), le groupe de Weil W(E;/Ko) de X agit continliment, pour la topologie
discréte, sur (Vo)E , de sorte qu'on peut appliquer 9.3,

Comparons (9.3 ; a2 (10.7.4) (pour S = @). Ce sont des équations
fonctionnelles reliant les meémes fonctions Z . Exprimant qu'elles ont la
méme constante, on trouve (10.9.1) (il peut &tre plus commode de ne faire ce
calcul que pour V virtuel de dimension O, et de vérifier (10.9.1) directement
pour V = Z l)'

Dans le cas (b), on procdde de méme en utilisant 10.12.1 ci-dessous.

11 serait trés intéressant de préciser (10.9.1) en définissant un

isomorphisme canonique entre h(V)et <:(§,V> ((1-g)dim(V)), et de généraliser

(10.9.1) au cas ramifié.

Remarque 10.10. Le théoréme 10.4 est sans doute encore valable pour A un
anneau noethérien de caractéristique p, i.e. tel que pA = 0 . La formule de traces
requise devrait résulter de la formule des traces en cohomologie cohérente

(Woodshole trace formula). La démonstration n'a toutefois pas été rédigée.

10.11. Démonstration de 10.4.

Dans [7], 10.4 n'est démontré que pour des faisceaux f-adiques, car la
méthode de démonstration, basée sur la formule des traces de Lefschetz sur X
pour les puissances de 1'endomorphisme de Frobenius, requérait que 1l'on divise par
un entier arbitraire pour passer de Lefschetz a (10.4.1) (passage par la dérivée
logarithmique de 2),

Pour obtenir 10.4 tel quel, il faut utiliser SGA 4 XVII 5.5, la formule des

traces de Lefschetz sur les Sym"(X), et développeren série les deux membres
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de 10.4.1, le second se développant comme

det(1-Ft, RIK, 6N = 5 Te(r,sym (RO, 6)) ¢
n

(Symn est le foncteur dérivé du foncteur (non additif) puissance symétrique n STy,
Par ailleurs, la méthode de démonstration de [7], par fibrations par courbes

successives, raméne la formule des traces 3 démontrer au cas des courbes :

Formule des Traces 10.11.1, Soient X wune courbe projective et lisse sur ]:E‘q s

U un ouvert de X et G un faisceau (de Weil) localement constant de A-modules

projectifs. On a

T w(F, G) = Tr(F,RT(X, j_G))
xEU(]Fq) X !

Dans cette formule, les Frobenius sont relatifs 2a ]Fq , et X=X ®]F _]Fq .
On peut supposer que TF est le sous-corps des constantes du corps des fogctions
K de X, sans quoi les deux membres sont O .

La méthode de démonstration exposée par Grothendieck dans le séminaire oral
SGA 5 consiste & se ramener 2 la formule de Lefschetz sur le nombre de points

fixes d'endomorphismes de courbes complates (déja prouvé dans [17]), en &tudiant

la cohomologie de rev&tements de X comme représentations du groupe du revétement.

Soit K une cldture algébrique de K , contenant le corps des fonctions
de X . Le faisceau G définit une représentation de W(K/K) sur le A-module
projectif (,? . L'intersection J de @al®(K/K) et du noyau de cette représen-
tation définit un rev@tement étale connexe £ : U' —> U de E sur lequel
G devient trivial. Posons H = W(K/K)/J : H est une extension de Z par le
groupe Ho du rev8tement -[—I'/TJ-, et GE est une représentation de H .

Soit j' 1'inclusion de U' dans une courbe projective non singuliére

X'. La cohomologie f-adique A support propre de U' est une représentation de H

Des arguments standards permettent de faire mieux, et de définir
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T = X 21 .
RI‘C(U , ZJL) RI(X!, iy EL) € Dparf(z L[Ho])’ sur lequel H agit (de fagon
semi-linéaire relativement a son action sur Z I,[Ho] et 1l'action de Ho CH

étant 1'action évidente). On a canoniquement

(10.11.2) RI(X,5,6) = [RD(X', jj z ) ®zzci] ,

isomorphisme compatible & l'action de Frobenius sur les deux membres.

Ecrivons RI(X', j!Zz) comme un complexe fini de Z Z[Hg]—modules
projectifs, sur lequel Frobenius agit. Les composantes de ce complexe
apparaissent comme des ZL[H"-]-modules, pour H+ le sous-monoide de H
extension de N CZ opar H_ . On leur applique le lemme suivant,

(o]

Lemme 10.11.3. Soient H+ un produit semi-direct de N par un groupe fini

Ho’ M un Z L[H+]-modu1e, projectif de rang fini en tant que ZL[HO]-module,

A une Ez—algébre et V un /\[H+]—modu1e, projectif de rang fini comme

A-module. Soient Y &t Xy les caractéres de M et V

(i) il existe une fonction x;; sur H, 2 valeurs dans Ez , telle que, pour

he€H et H (h) = centralisateur de h dans H, onait

X(h) = Tr(h,M) = [ H ()] . x*(h)
dfn

(ii) pour F € H/H0 s

H
o
Tr(F, (M ®ZLV) ) = % x;;(h) Xv(h)
h = F, mod

Ho-conjugaison

Appliquant Lefschetz, on calcule y* pour RI‘(E',J’" Zz) (virtuellement la

différence de RI{X',Z 1,) et d'une quantité élémentaire) et 10.11.2, 10.11.3

fournissent la formule voulue.
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10.12. 1Le cas abélien, et une application farfelue.

Soit x : W(K/K) ——> A* un quasi-caractére a valeurs dans A* ,
non ramifié en dehors d'un ensemble fini § de places de K . Soit j 1'inclusion
de U=X-8 dans X, et j,[x] le faisceau de rang un sur U défini par ¥

et prolongé par O . Posons

e(j![x],t) = Tr eo(xv.mt, \yv,dxv). U;e(xwt,\pv,dxv) ,
V!

vES
t P I
W est comme en 7.6; € est défini en 6.4 ; € , pour un caractére non
° P

ramifié, est défini par 3.4.3.3.

Proposition 10.12.1. On a

det(-Ft, R[(j,[xD) = e(5,[x],0)

Cette proposition précise 10.7.4.

Soit H le quotient de W(K/K) par Ker(y). Il suffit de traiter le cas
universel ot A =Z /l,n[H]. Ce cas se reléve en caractéristique O, et 10.12,1

s'obtient par réduction.

10.13. Prenons par exemple pour A les nombres duaux sur z /4"

A=2Z/4e) (e® = 0), pour ¢ un homomorphisme continu du groupe des classes

d'ideles A#/K* dans le groupe additif zZ/", et posons

X= 1+ a.e

La ramification de (@ est automatiquement modérée. Soit S un ensemble
fini de places en dehors desquelles 0 est non ramifié. Appliquant 10.4 pour

X et pour le caractere trivial, et faisant le rapport, on trouve

(10.13.1) la série formelle
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est dans Z /4°(t).

Pour toute place v de K, choisissons une uniformisante m,

Adjoignons a Z /4" une racine primitive pleme de 1'unité, et soit § wun

caractdre additif non trivial de A/K, a valeur dans les racines plémes de
1'unité, Prenons le quotient de (10.7.4) pour vy et de (10.7.4) pour le
caractére trivial, et utilisons (10.12.1). Aprés simplifications, on obtient

1'identité suivante. Dans le premier membre, les deux premi2res sommes (infinies)

sont sommées par (10.13.1). Les sommes portent toutes sur toutes les places de K .

(10.13.2) 2o (m) deg(") +Za (n) q gdes) ¥y 1 =
Vv v v

deg(v) 1-qvt'deg(V)

deg(v)

1-t 1-t

= Zn alm,) —ZX ezk* a, (x) Wv(n‘ll+% .x)

On vérifie de fagon élémentaire que la validité de (10.13.2) ne dépend
pad du choix des uniformisantes m, (se rappeler que, pour x € ks, on a
(q-1) afx)=0). Dans le premier membre, les av(—l) sont d'ordre 2, donc

nuls si £ # 2.
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11. Appendice. Le calcul de € modulo les racines de 1l'unité.

Cet appendice est une variation sur un théme de Lakkis et Dwork. Mon

attention a été attirée sur leurs résultats par J.P. Serre.

Nous noterons a ~ b la relation suivante entre nombres complexes in-

versibles:
. . 1/2

a ~b : a/b est produit d'une racine de 1'unité par une puissance de q

Soit K un corps local non archimédien et reprenons les notations de

/
2.2.1, 2,2.2 et 3,1. La mesure de Haar dx sera supposée telle que r dx = qn 2 s
6]

avec n entier, Solent V une représentation complexe (d'un quotient fini) de

Gal(X/K) , et V¥ les invariants sous 1'inertie sauvage. C'est une sous-représen-

tation de V

Théoréme 11.1 On a €(V, ¥, dx) ~ (v, ¢, dx)

Lemme 11,2 Modulo 1'équivalence ~ , €(V, V¥, dx) est indgpendant de ¢ et dx

Résulte aussitdt de 5.3 et 5.4.

Ce lemme nous permettra d'abréger €(V, {, dx) en €&(V)

Lemme 11.3 Si le caractdre de V est réel, i.e, si V est isomorphe a v#

alors €(V) ~ 1

1
On peut supposer que J dx =1 et que n(y) =0 . On applique alors
6

5.7.1, 5.4 et 5.5,

Soient L une extension finie de K dans X , W une représentation

de Gal(RK/L) et 1Ind(W) la représentation induite de Gal(K/K)

Lemme 11.4 On a eL(w) ~ €K(Ind(w))

Soit W' 1a représentation triviale de m&me dimension que W . Pour
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wL = ¢K o TrL/K , on a (5.6.1)
e(w-w', ¢L) = ¢(Ind(W) - Ind(W'), wK)

et on conclut en appliquant 11.3 a W' et a Ind(W")

11.5. Soient L et W comme ci-dessus, PL le groupe d'inertie sauvage de
P
I et regardons W L come une représentation de H = P.Gal(K/L), triviale sur P .
On a
P Gal 1)L
Ind(W)" = Ind; " (W )
D'apr2s 11.4, le théorzme pour W équivaut donc au théoréme pour Ind(W) ; par

Brauer, ceci nous raméne au cas oi V est de dimension un, défini par un caractére
d'ordre fini ¥ de K¥* ., Si X est modéré, [X]P = [X] , et 11,1 est trivial,

Si X est sauvagement ramifié, [X]P =0 et 11.1 résulte du lemme suivant.

Lemme 11.6 Pour X sauvagement ramifié, (¥, {, dx) ~ 1

Soient m le conducteur de ¥ , n = EMT]'] et y 1'6lément de K¥* |

¢ —n—n('l‘))

™ , tel que (cf 4.16)

de valuation -m-n(w) , bien défini modulo
X(14+a) = Y(a y) pour v(a) zn

Décomposons X en X = Xl X?_ , avec Xl d'ordre premier 3 p et XZ

d'ordre une puissance de p . Comme en 4.16, on prouve que

(11.6.1) e(x ¥, dx) Jx'1<x) ¥(x)ax =f Xl ¥ ax

y(1+(T™y)

2

(y) I
! y(1+(TTY)

x-;(x) Y(x) dx

Si m est pair (m=2n) , la fonction intégrée est constante et 11.6 clair. Pour

m impair (m=2n-1) , voici deux fagons de procéder.

(a) x-l(x) y(x) est un caractére quadratique non dégénéré sur
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y(1+T™)Y 7 (+(TY) ; d'aprés Weil, la somme de ses valeurs est ~ 1

(b) D'apres (11.6.1), il suffit de prouver que e()f’ ¥, dx) ~ 1 . Le carré
de ce nombre, multiplié par une puissance convenable de q , appartient A un corps

N
de racines p -iemes de 1'unité, et est de valuation 1 en toutes les places de ce

corps, sauf peut-8tre en 1'unique place divisant p . C'est donc une racine de

1'unité.

Corollaire 11.7 ©Prenons ¥ et dx tels que n(y) = -1 et que dx = 1
(m

Alors, €(V, {, dx) est un entier algébrique.

Décomposant V en VP + W , on voit qu'il suffit de traiter les deux
cas suivants,

(a) V est modérément ramifiée. Dans ce cas, V est une somme de représentations

induites de représentations de dimension un de sous-groupes, et € est, au signe
pr2s, un produit de sommes de Gauss {(cf 5.10).

(b) VP =0 . Dans ce cas, € ~ 1 et il suffit de prouver que la valeur absolue

comp lexe |€| est une puissance positive de q . Ceci résulte de 5.7.2 (ol

dx'/dx = q ).
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