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Dans cet article, je d6montre la conjecture de Well sur les valeurs propres des 
endomorphismes de Frobenius. Un ~nonc~ precis est donn~ en (I.  6). J ' a i  tent6 de presenter 
la dfimonstration sous une forme aussi g6om6trique et 616mentaire que possible et j 'ai 
inclus force rappels : seuls sont originaux les r6sultats des w167 3, 6, 7 et 8. 

Dans un article faisant suite ~ celui-ci, je donnerai divers raffinements des r~sultats 
interm6diaires, et des applications, parmi lesquelles le th~or~me de Lefschetz ~< difficile >> 
(sur les cup-produits it~r~s par la classe de cohomologie d'une section hyperplane). 

Le texte suit fid~lement celui de six conferences donn~es ~t Cambridge enjuillet 1973. 
Je  remercie N. Katz de m'avoir permis d'utiliser ses notes. 

z. La thLr~orie de  G r o t h e n d i e c k  : i n t e r p r e t a t i o n  c o h o m o l o g i q u e  de  f o n c t i o n s  L. 

(x. z) Soient X un schdma de type fini sur Z, IX[ l'cnsemble des points fermds 
de X et, pour xe[ X I, soit N(x) le nombrc d'61dments du corps rdsiduel k(x) de X en x. 
La fonction z~ta de Hasse-Weil de X est 

( I . I . I )  ~ x ( S ) = z  ~ ( I - - N ( X ) - - s )  - I  

(ce produit converge absolument pour #~(s) assez grand). Pour X = S p e c ( Z ) ,  ~x(S) est 
la fonction zdta de R.iemann. 

Nous consid6rerons exclusivement le cas off X est un sch6ma sur un corps fini Fq. 
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274 P I E R R E  D E L I G N E  

Pour x lX], nous dcrirons q, plut6t que N(x). Posant deg(x)----[k(x):Fq], 
q , _  qd~g(,). II y a intdr~t h introduire la variable t----q-'. Posons 

z ( x ;  t)=  xl 

ce produit infini converge pour It[ assez petit, et on a 

z .3) Cx( ) = z ( x ;  q-'). 

on a 

(z .2)  Dwork (On the rationality of  the zeta function of an algebraic variety, 
Amer. J. Math., 82, I96O , p. 631-648 ) et Grothendieck ([i] et SGA5)  ont ddmontrd 
que Z(X, t) est une fonction rationnelle de t. 

Pour Grothendieck, c'est I~ un corollaire de r~sultats gfndraux en cohomologie 
t-adique (g d6signe un nombre premier diffdrent de la caractfiristique p de Fq). Ceux-ci 
fournissent une interprdtation cohomologique des zdros et des p61es de Z(X;  t), et une 
dquation fonctionnelle lorsque X est propre et lisse. Les m~thodes de Dwork sont p-adiques. 
Pour X une hypersurface non singuli~re dans l'espaee projectif, elles lui fournissaient 
6galement une interpr6tation cohomologique des z6ros et des p61es, et l 'dquation fonc- 
tionneIle. Elles ont inspir6 la thdorie cristalline de Grothendieck et Berthelot, qui pour X 
propre et lisse fournit une interprftation cohomologique p-adique des z6ros et p61es, et 
l 'dquation fonctionnelle. Se basant sur des idles de Waslmitzer, Lubkin a crdd une 
variante de cette thdorie, valable seulement pour X propre, lisse et relevable en carac- 
tdristique z6ro (A p-adic proof of Weil's conjectures, Ann. of Math., 87, 1968 , p. I O5-255 ). 

Nous ferons un usage essentiel des rdsuhats de Grothendieck, et les rappelons 
ci-dessous. 

(x. 3) Soit X une vari6t6 alg6brique sur un corps alg~briquement clos k de caract~- 
ristique p, i.e. un sch~ma s~par~ de type fini sur k. On n'exclut pas le cas p = o. Pour tout 
nombre premier t+p ,  Grothendieck a d6fini des groupes de cohomologie g-adiques 
Hi( X, Qt) .  II a aussi ddfini des groupes de cohomologie k support propre H~c(X, O.~t). 
Pour X propre, les deux coincident. Les H~(X, Qt)  sont des espaces vectoriels de dimension 
finie sur Q t ,  nuls pour i > 2  dim(X). 

(x.4) Soient X 0 une vari~t~ alg6brique sur Fq, Fq une cl6ture alg~brique de Fq 

et X la vari~t~ alg6brique sur Fq d6duite de X0 par extension des scalaires de Fq $ Fq. 
Dans le langage de Weil ou Shimura, on exprimerait cette situation par : << Soit X une 
varidtd alg6brique ddfinie sur Fq >>. Soit F : X ~ X  le morphisme de Frobenius; il envoie 
le point de coordonn~es x vers le point de coordonnfies xq; en d'autres termes, pour U0 
un ouvert de Zariski de X0, d~finissant un ouvert U de X, on a F - I ( U ) = U ;  pour 

xEH~ @), on a F*x=xL Identifions l'ensemble IX[ des points ferm~s de X ~ Xo(Fq) 

(l'ensemble Homyq(Spec(F~), X0) des points de Xo ~t coefficients dans Fe), et soit 
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L A  C O N J E C T U R E  D E  W E I L .  I 275 

9eGal(Fq/Fq) la substitution de Frobenius : ? ( x ) = x  q. L'action de F sur IX[ s'identifie 

~t Faction de ? sur Xo(Fq). D&s lors : 

a) L'ensemble X F des points fermds de X fxes sous F s'identifie ~t l 'ensemble 

Xo(Fq) cX0(Fq) des points de X ddfinis sur Fq. Ceci exprime simplement que, pour 

XEFq, o n  a x~Fq.<~ xq ~ x. 

b) De m~me, l'ensemble X F" des points fermds de X fixes sous le n i~m~ itdrd de F 
s'identifie k Xo(Fr 

c) L'ensemble I Xo[ des points fermds de Xo s'identifie k l 'ensemble I x IF des 
orbites de F (ou de ~o) dans ] X t  Le dcgr~ deg(x) de , lXol cst le nombre d'dldments 
de l'orbite correspondante. 

d) De b) et c) rdsulte la formule 

(I.4.I) # X F " = # X ~ ( F r  Y~ degx  
d0g(x) [ n 

(pour x~ I X 0 ] et deg(x) ] n, x d6finit deg(x) points ~t coordonndes dans Fr tous conjugufis 
sur F, ) .  

(x. 5) Le morphisme F est fini, en particulier propre. I1 induit  donc des applications 

F*: H~(X, O.~t) -+ H~(X, Q,t). 

Grothendieck a prouvd la formule de Lefgchetz 

# X ~ ' = Z  ( - - i )  i Tr(F*, H~(X, Q.t)); 
i 

le membre de droite, a priori un nombre &adiquc, cst enticr, et 6gal au membre dc 
gauche. On notcra qu 'une telle formulc n'est raisonnable que parce que d F =  o, mfime 
~t l'infini (X n'est pas supposd propre) ; la relation d F =  o implique quc les points fixes 
de F sont de multiplicitd un. 

Unc formulc analogue vaut pour les itdrds de F : 

(I .  5" �9 ) # X r" = # Xo (Fr = ~ ( - -I ) '  Tr (r'", H' c(x,  O_..,)). 

Prenons la ddriv6e logarithmique de (I .  1.2) : 

d 
d t ~ Z (Xo, t) - -  deg(x) t dog(x) 

- Z 
( � 9  t ~ l o g  Z(Xo, t) = Z(Xo, t) xelX, I i - - t  dog(z) 

= Z Z dcg(x)t "d~ = Z#X0(Fc , ) . t " .  
zEIXo] n > 0  {1.4.1) n 

Pour F u n  endomorphisme d 'un  espace vectoriel V, on a u n e  identit6 dc s6ries 
formelles 

d 
(1 .5-3)  t ~  log(det(I--Ft ,  V) -1) = , > 0  y~ Tr(F", V)t" 
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276 P I E R R E  D E L I G N E  

(le verifier pour dim(V)----I, et observer que les deux membres sont additifs en V dans 
une suite exacte courte). Substituant ( i . 5 . i )  dans ( i .5 .2 )  et appliquant ( i .5 .3)  , on 
trouve 

d 
t ~  log Z(Xo, t) = ~. ( - - I ) ' t  d log det(r--F*t,  H~(X, Q,t)) -1, 

soit 

(x .5.4) Z(X0, t)=l-I, de t ( i - -F ' t ,  Hie(X, Q,t)) (-1)'§ 
$ 

Le membrc de droite est un 6lEment de Qt( t ) .  La formulc affirme que son dEvcloppcment 
de Taylor en t = o ,  a priori unc sgrie formcllc dans Q,t[[t]] de termc constant un, est 
dans Z[[t]] ,  et est Egal au mcmbre dc gauche, lui aussi considdrg comme une sdrie 
formellc cn t. Cette formule est l 'interprdtation cohomologiquc dc Grothendieck dc la 
fonction Z. 

Notre rdsultat principal est le suivant. 

Thdorkme (x. 6). - -  Soit Xo une varigtd projective non singuli~re (=lisse) sur Fq. Pour 
chaque i, le polyn3me caractgristique det(t, i--F*, H~(X, Q,t)) est ?t coefficients entiers indgpendants 
d e /  (t+p). Les racines complexes o~ de ce polynSme (les conjugugs complexes des valeurs propres 
de F*) sont de valeur absolue I~ [=  qifa. 

iV[ontrons dfij,~t que (1.6) rEsulte du rdsultat apparemment plus faible suivant. 

Lemme (x.7). - -  Pour chaque i, et chaque / ~:p, les valeurs propres de l'endomorphisme F* 
de H~(X, O t ) sont des nombres algdbriques dont tousles conjuguds complexes ~ sont de valeur 

absolve I I = 

Preuve de (I .  7) =~ (i .6). - -  Regardons Z(Xo, t) comme une sdrie formelle de terme 

constant I, ElEment de Z[[t]]  : Z(Xo, t )=Eant" .  D'aprEs ( r .5 .3) ,  l 'image de Z(Xo, t) 
n 

dans Q.t[[t]] est le dEveloppement de Taylor d'une fraction rationnelle. Ceci signifie 
que pour N e t  M assez grands (~  les degrEs des numErateurs et ddnominateurs) les dEter- 
minants de Hankel 

Hk = det ((al +i + k)0_<i, j<_~) (k>N) 

sont nuls. Cctte nullitE est vraie dans Q t  si ct seulement si elle l'est dans Q.; Z(Xo, t) 
est donc le dEveloppement en s6rie de Taylor d 'un 61gment de Q(t) .  En d'autres termes, 

z(x0, n O.At) cOAt). 

l~crivons Z(Xo, t)----P/Q., avec P, QeZ[ t ] ,  premiers entre eux, et de terme constant 
positif. D'apr~s un lemme de Fatou, que Z(Xo, t) soit dans Z[[t]]  et de terme constant 
un implique que les termes constants de P et Q. sont I. Posons 

Pi(t) = d e t ( I - - F ' t ,  H'(X, Q,t)). 
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LA C O N J E C T U R E  DE W E I L .  I ~77 

D'apr~s l'hypoth~se (I .7) , les Pi sont premiers entre eux. Le membre de droite de 
( I .5 .4)  est done sous forme irr6ductible, et 

P(t) = II P~(t) 
i impair 

Q.(t) = .1]. P/(t). 
pa l r  

Soit K le sous-corps d'une cl6ture alg6brique Q t  de Q t  engendr6 sur O par les racines 
de R(t) = P(t)O(t).  Les racines de P~(t) sont celles des racines de R(t) ayant la proprift6 
que tous leurs conjugu6s complexes sont de valeur absolue q-~t2. Cet ensemble est stable 
sous Gal (K/Q) .  Le polyn6me P~(t) est donc k coefficients rationnels. D'aprbs le lemme 
de Gauss (ou parce que les racines de Pi, 6tant racines de R,(t), sont des inverses d'entiers 
alg6briques), il est m~me ~t coefficients entiers. La description ci-dessus des racines de 
P~(t) est ind6pendante de [; le polyn6me P~(t) lui-mdme est donc ind6pendant de L 

La suite de cet article est consacrde ~t la d6monstration de (z.7). 

(x.8) La th~orie de Grothendieck fournit une interpr6tation cohomologique non 
seulement de fonctions z~ta, mais encore de fonctions L. Les r6sultats sont les suivants. 

(x.9) Soit X une varidt6 algdbrique sur un corps k. Pour la d6finition d 'un 
Q.t-faisceau constructible sur X, je renvoie k SGA 5 VI. Qu'il suffise de dire que: 

a) Si ~" est un O_..t-faisceau construetible sur X, il existe une partition finie de X 
en parties localement ferm6es X~. telles que ~.~-[X i. soit constant tordu. 

b) Supposons X connexe et soit ~ un point gdom6trique de X. Pour ~" constant 
tordu, rq(X, k-) agit sur la fibre ~,~; le foncteur fibre en ~-est une 6quivalenee de cat6gorie 

(Qt-faisceaux constructibles constants tordus sur X) 
(repr6sentations continues de n~(X, k) sur un Q.t-espace vectoriel de dimension finie). 

Une telle repr6sentation ne se factorise pas, en g6n6ral, & travers un quotient fini de 
 l(X, 

c) Si k = C ,  les O~t-faisceaux eonstructibles sur X s'identifient aux faisceaux de 
Qt-espaces vectoriels o~" sur X an, tels qu'il existe une partition finie de X en parties 
Zariski-localement fermdes X~., et pour chaque i un systSme local de Zt-Modules libres 
de type fini ~ sur X~., avec 

Nous ne consid6rerons que des Q.t-faiseeaux constructibles, et les appellerons 
simplement Qt-faisceaux. 

(I. IO) Supposons k alg6briquement clos, et soit o~" un Q.t-faisceau sur X. Gro- 
thendieck a d6fini des groupes de cohomologie /-adique HI(X, ~-) et H~(X, o,~'). Les 
Hie(X, o~-) sont des espaces vectoriels de dimension finie sur Q t ,  nuls pour i > 2  dim(X). 

277 



~78 P I E R R E  D E L I G N E  

Pour k=13, les tI '(X, o~) ct II{(X, o~-) sont les groupes de cohomologie usuels (resp. 
support propre) de X *=, ~ coefficients dans o~-. 

( I ,  I I  ) Soient X 0 une varifitd algdbrique sur u X la varidt~ sur Fq correspondante, 
et o~-0 un faisceau d'ensembles sur X 0 (pour la topologie dtale). On note o~- son image 
r~ciproque sur X. Outre le morphisme de Frobenius F : X ~ X ,  on dispose alors d 'un 
isomorphisme canonique F" :F'o~--%o~'. En voici une description. On regarde o~ 0 
comme un espace ~tal~ sur X0, i.e. on identifie ~0 ~ l'espace algdbrique [~o], muni 
d 'un morphisme dtale f :  [o~'0]-+X0, tel que o~o soit le faisceau des sections locales 
de [~0]. L'espace analogue [~-], dtald sur X, se ddduit de Ion0] par extension des 
scalaires. On dispose done d 'un diagramme commutatif  

F 
X > X 

&off un morphisme [.~] ~X• [F'o~], qui est un isomorphisme car f e s t  
~tale. Son inverse d6finit l'isomorphisme lv'o~'~o ~- cherchfi. 

Cette construction se gdn~ralise aux Q,t-faiseeaux. 

(x. I2) Soient X 0 une vari6td alg~brique sur Fq, ~0 un Qt-faisceau sur X0, (X, ~-) 

d6duit de (X0,~0) par extension des scalaires de Fe ~ Fe, F : X ~ X  et F" : F*~--+o~-. 
Le morphisme fini F et F" d6finissent un endomorphisme 

F" : H (X, -+ H I ( X ,  -+ 

Pour x~iX],  F" d5finit un morphisme F," :~.(~)--+.~. Pour x~X F, c'est un endo- 
morphlsme de ~ .  Grothcndieck a ddmontrs la formulc de Lefschetz 

).] T r ( F ; , ~ ) - - - - ~ ( - - I ) '  Tr(F',  H~(X, ~ ) ) .  
x ~ . X  r 

Une formule analogue vaut pour les it~r~s de F : le n i~m' it~rd de F* d6finit des mor- 
phismes F;" :o~'~(~1-+~; pour x fixe sous F", ~ "  est un endomorphisme, et 

( x . , 2 . , )  )..] T r ( F ; " , ~ ) - - - - ~ ( - - , ) ' T r ( F ' " ,  H~(X, ~,~-)). 
z ~ X  ~n 

( i . i 3 )  Soient Xoe[X 0l, Z l'orbitc correspondante de F dans IX I e t  xEZ. 
L'orbite Z a deg(xo) ~I~ments ( i .4) .  On note F~. l 'endomorphisme F~ '~(~') de ~ ,  et 
on pose 

det ( I -- F;. t, o~0) = det (I --  F:. t, ~ ) .  

A isomorphisme pros, (o~,, F~.) ne ddpend pas du choix de x. Ceci justifie d'omettre x 
de la notation. On utilisera une notation analogue pour d'autres fonctions de (o~, F~.). 
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LA CONJECTURE DE WEIL. I 279 

Pour o~- le faisceau constant Q,t, 
r i thmique de Z e s t  

(x.x4) Ddfinissons Z(Xo,~o ,  t) eQt[[t]] par le produit  

(x .x4 .x)  Z(Xo,~o ,  t ) =  II  det(i--F;ta~(*),~o)-~. 
z~  JX, I 

on retrouve (I.  I .~). D'apr& (I .5.3) ,  la d&iv& loga- 

d 
d t ~ Z ( X o , ~ o ,  t) 

(x. x 4 . 2) t ~  log Z(Xo, ~o,  t) = = Y~ ~ Tr(F~", ~o) t". 
~,. z(xo, ~0 t) " z ~X~" =Xo(Fq. ) 

Substituant ( i .  12. I) dans (I, I4.2),  on trouve par lc m~me calcul qu 'en (i-5) la gdn& 
ralisation suivante de (I .  5.4) 

(x. x4.3) Z(X0, o~0, t )=l ldet( i - -F' t ,  H~(X, o~-))(-t)'+~ 

Cette formule est unc identit~ dans Qt[ [ t ] ] .  

(I. I5) I1 est parfois commode d'utiliser un langage galoisien plut6t que g~omd- 
trique. Voici le dictionnaire. 

Si ~lq et ~ sont deux cl6turcs alg~briques de Fq, (Xo, ~o) sur Fq d~finit par extension 

des scalaircs (Xl,o~t) sur F~ et (X2,o~2) sur ~ .  Tout  F( isomorphisme • : ~ l q _ ~  
induit  un isomorphisme 

H;(X1, ~ )  ---% H;(X~, .~2)- 

En particulier, pour ~ ' ~ = ~  (not~ ~ ) ,  on trouve que GaI(~/F~) agit sur H;(X, : )  
(action par transport de structure). Soit r la substitution de Frobenius. On 
v&ifie que 

F ~ = ~ - '  (dans End(H:(X,  o~))). 

Ceci ambnc ~ ddfinir le Frobenius gdomdtrique FeGal(Fe/Fq) comme dtant q~-t On a 

( x . x 5 . x )  F ' = F .  

Soit x un point g~om&rique de Xo, localis~ en x0elX 0 [. Par transport de structure, 
le groupe Gal(k(x)/k(x0) ) agit sur la fibre (~0)x de ~o en x; en particulier, le Frobenius 
g~om&rique relatif R k(xo) : Fx eGal(k(x )/k(xo)), agit. Pour x d~fini par un point fermi, 
encore notd  x, de X, on a .~-~(~'0)x,  et 

( i .  15.2 ) F* : F'a"I"l : Fx, (dans E n d ( ~ ) ) .  
Xo di l l  x 

En notations galoisiennes, (I.  14. 3) s '&rit 

~) / - - ,  . II  de t ( i -Ff ld~g( ' ) ,~0) - l= l - [  de t ( I - -F t ,  H~(X, .,i§ 
x~ ]X.i' i 
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2. L a  t h 6 o r i e  d e  G r o t h e n d i e c k  : d u a l i t 6  d e  P o i n c a r 6 .  

(2. x) Pour expliquer la relation entre racines de l'unit6 et orientations, je vais 
au pr6alable redire dans un langage farfelu deux cas classiques. 

a) Varigtgs diffgrentiables. - -  Soit X une varift6 diffdrentiable purement de dimen- 
sion n. Le faisceau d'orientation Z'  sur X est le faisceau localement isomorphe au faisceau 
constant Z, dont les sections inversibles sur un ouvert U de X correspondent aux orien- 
tations de U. Une orientation de X est un isomorphisme de Z' sur le faisceau constant Z. 
La classefondamentale de X est un morphisme Tr : H2(X, Z')---~Z; si X est orientde, il 
s'identifie ~t un morphisme Tr :H2(X,  Z) -+Z.  La dualit6 de Poincar6 s'exprime 
l'aide de la classe fondamentale. 

b) Varidtgs complexes. - -  Soit C une cl6ture alg6brique de R. Une varidt6 alg6brique 
complexe lisse, ou plut6t la vari6t6 diff6rentiable sous-jacente, est toujours orientable. 
Pour l'orienter, il suffit d'orienter C lui-m6me. Ceci revient au choix : 

a) ~t choisir l'une des deux racines de l '6quation X 2 = - - I ;  on l'appelle + i ;  
b) ~t choisir un isomorphisme de R / Z  avec U t = { z ~ C [  [z] = I } ;  + i e s t  l'image 

de 1/4; 
c) ~t choisir l 'un des deux isomorphismes x~exp(-t-2rdx) de Q/Z  sur le groupe 

des racines de l'unit6 de C, qui se prolonge par continuit6 en un isomorphisme de R/Z  
sur U ~. 

On note Z(I )  un Z-module libre de rang un dont l'ensemble ~t deux 616ments 
des gdn6rateurs soit en correspondance canonique avec Fun des ensembles ~t deux 616- 
ments a), b), c). Le plus simple est de prendre Z ( 1 ) = K e r ( e x p  : C-->C*). Au g6n6- 
rateur y==E2ni  correspond l'isomorphisme c) : x~exp(xy) .  

Soit Z(r) la puissance tensorielle r i~mo de Z(I) .  Si X est une varidt6 algdbrique 
complexe lisse purement de dimension complexe r, le faisceau d'orientation de X est le 
faisceau constant de valeur Z(r). 

(2.2)  Pour (( orienter )) les varidtds algdbriques sur k algdbriquement clos de 
caractdristique o, il faut choisir un isomorphisme de Q/Z  sur le groupe des racines de 

l'unit6 de k. L'ensemble de ces isomorphismes est un espace principal homog&ne sous Z* 
(non plus sous Z*). Lorsqu'on s'intdresse seulement k la cohomologie l-adique, il suffit 
de considdrer les racines de l'unit6 d'ordre une puissance de l, et de supposer la carac- 
tdristique p de k diffdrente d e / .  On note Z/t~(x) le groupe des racines de l'unit6 de k 
d'ordre divisant ln. Pour n variable, les Z/g"(i) forment un syst6me projectif, d'applications 
de transition les 

~,.,. : z / e " ( 1 )  - +  z / e " ( 1 )  : x ~ x  t~-". 

On pose Z t ( I ) = l i m  proj Z/g"(1) et Q t ( I ) = Z t ( I ) |  On note Qt(r) la puissance 

tensorielle r i~m" de Q t ( I ) ;  pour r~Z, r ndgatif, on pose encore Q t ( r ) = Q t ( - r )  v. 
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En tant qu'espace vectoriel sur Q,t, Q t ( I )  est isomorphe ~ Q t .  Toutefois le groupe 
des automorphismes de k agit non trivialement sur Qt(1) : il agit via le caract6re 

valeurs dans Z~ qui donne son action sur les racines de l'unit6. En particulier, si k =Fq,  
la substitution de Frobenius ? : x ~ x  q agit par multiplication par q. 

Soit X une vari6t6 alg6brique lisse purement de dimension n sur k. Le faisceau 
d'orientation de X en cohomologie r est le Qt-faisceau constant Qt(n). La classe 
fondamentale est un morphisme 

Tr  : H2c"(X, Qt(n) ) --~ Q t ,  

soit encore 
Tr  : H2."(X, Q.t) -+ Q , t ( - n ) .  

Thdor~me (2.3) (dualit6 de Poincar6). - -  Pour X propre et lisse purement de dimension n, 
la forme bilingaire 

Tr(xuy)  : Hi(X, Qt) |  Q,t) -~ Q , t ( -n )  

est une dualitd parfaite (elle identifie H'(X, Qt) au dual de H2"-i(X, Qt(n)) ). 

(2.4) Soient X 0 une vari~t6 alg~brique propre et lisse sur Fq, purement de 

dimension n, et X sur Fq ddduit de X 0 par extension des scalaires. Le morphisme (2.3) 

est compatible ~ l'action de Gal(Fq/Fq). Si les (~) sont les valeurs propres du Frobenius 
g~om~trique F agissant sur Hi(X, Qt) ,  les valeurs propres de F agissant sur H2"-I(X, Qt)  
sont donc les (qnxj-1). 

(2.5) Supposons pour simplifier X connexe. La d6monstration (2.4) se transpose 
comme suit dans un langage g6om6trique, plut6t que galoisien (cf. (I .  15) ). 

a) Le cup-produit met H~(X, Qt)  et I-I2"-.i(X, Qt)  en dualit6 parfaite ~ valeur 
dans H2"(X, Q,t), qui est de dimension un. 

b) Le cup-produit commute ~ l'image r6ciproque F* par le morphisme de Fro- 
benius F : X-+X.  

c) Le morphisme F est fini et de degr6 q" : sur H2n(X, Q,t), F* est la multiplication 

par q". 
d) Les valeurs propres de F* ont donc Ia propridtd (2.4)- 

(2.6)  On pose x ( X ) = ~ .  ( - - I )  i dim HI(X, Qt)- Sin est impair, la forme Tr (xuy)  

sur H"(X, Qt)  est alternde; l'cntier nz(X ) est donc toujours pair. On d~duit facilement 

de (1.5.4) et de (2.3), (2.4) que 

- n x ( X )  

Z(Xo, t ) = r  2 �9 t-xCX). Z(Xo, q-"t -1) 

3 6  
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off ~----+ I. S i n  est pair, notons N la multiplicit6 de la valeur propre  q"/Z de F* agissant 
sur Hn(X,  Q t )  (i.e. la dimension du sous-espace propre  g6ndralis6 correspondant) .  O n  a 

I si n est impair  

e =  ( - - I )  s s i n  est pair. 

C'est l~t la formulat ion de Grothendieck de l '6quation fonctionnelle des fonctions Z. 

(2 .7 )  Nous aurons besoin d 'autres formes du th6or6me de dualit6. Le cas des 
courbes nous suffirait dans celles-ci. Si ~" est un Q,t-faisceau sur une vari6t6 a lgfbr ique X 
sur k a lg6briquement  clos, nous noterons o~-(r) le t~aisceau 3~| ). Ce faisceau est 
(non canoniquement)  isomorphe ~t ~ ' .  

TMor~me (2.11). - -  Supposons X lisse purement de dimension n e t  ~" constant tordu. Soit 

~ le dual de o ~'. La forme bilingaire 

T r ( x u y )  : H ' (X ,  5~-) |  o~-~(n)) I_i~n(X, o~-| 2n -+ H~ (X, Q,t(n) ) ~ Q t  

est une dualitd parfaite. 

(2 .9 )  Supposons X connexe ct soit x un point  ferm6 de X. Le foncteur o ~ - ~ "  z 
cst une 6quivalence de la catfgorie  dcs Qt - fa i sccaux  constants tordus avcc celle des 
repr6sentations g-adiques de ~x(X, x). Via cette 6quivalence, H~ # ' )  s'identifie aux 
invariants de rq(X, x) agissant dans ~ : 

(2.9.  x ) H~ 

D'apr6s (2.8) ,  pour  X lisse et conncxe de dimcnsion n, on a donc 

H~, n (X, o~-) --= H~ o~ v (n))V = ((~r (n))~'cx' z))v. 

La dualit6 dchangc invariants (plus grand sous-cspacc invariant) et coinvariants (plus 
grand quot ient  invariant) .  Cette formule se rdcrit donc 

2n H 0 (X, ~ ' )  = (~)~ , (x ,z ) ( - -n ) .  

Nous ne l 'utiliserons que pour  n = I .  

Scholie (2. xo). - -  Soient X une courbe lisse et connexe sur k algdbriquement dos, x un point 

de X et o~ un Q.t-faisceau constant tordu. On a 

(i) H~ ~ ' ) =  o si X est affine. 

(ii) H~(X, o~-)=(~),~l(x,z)(--I ). 

L'assertion (i) signifie s implement  que ~" n 'a  pas de section ~t support  fini. 

(2 .xx)  Soient X une courbe  projective, lisse et connexe sur k a lgdbriquement  

clos, U un ouvcrt  de X, compl6ment  d 'un  ensemble fini S de points ferm6s de X, j 

Hnclusion U~-~X et ~ un Q,t-faisceau constant  tordu sur U.  Soit j.o~- le Q.t-faisceau 
constructible image directe de .,~'. Sa fibre en x~S est de rang inf6rieur ou 6gal au rang 

fermi 
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de sa fibre en un point g~nEral; c'est un espace d'invariants sous un groupe de mono- 
dromie locale. 

Ttdorkme (2. I~,). J La forme bilingaire 

Tr(xuy)  : H'(X, j . ~ - ) |  -+ H~(X,j.  -~-| 

H2(X, j . (~ ' |  ~ 'v) (i)) -+ H~(X, LQt(I))----H~(X, Qt ( I ) )  ~ Q t  

est une dualit~ parfaite. 

(2. ~3) I1 nous sera commode de disposer des Qt-faisceaux Qt(r)  sur un quelconque 
schfma X off t e s t  inversible. Le tout est de ddfinir les Z/ f ' ( I ) .  Par d6finition, Z/g"(~) 
est le faisceau 6tale des racines ( ~ ) i ~  de l'unit6. 

(2. I4) Indications bibliographiques sur les w167 I et 9. 

A) T o u s l e s  r~sultats importants en cohomologie dtale se d6montrent d 'abord 
pour des faisceaux de torsion. L'extension aux Qt-faisceaux se fait par des passages A la 
limite formels. Dans ce qui suit, pour chaque thdor6me citd, je renverrai non point 
une rdfdrencc off il cst ddmontrd, mais ~ une rdf~rence off son analogue pour les faisceaux 

de torsion l'est. 
B) A l'exception de la formule de Lefschetz et de (2. I2), les r~sultats de cohomo- 

logic 6tale utilis6s dans cet article sont tous d6montr6s dans SGA 4. Pour ceux d6j~ 
6nonc6s, les r6f6renees sont : d6finition des H i : VI I ;  d6finition des Hi0 : X V I I  5 - I ;  
th6or6me de finitude : X I V  I, compldt6 en X V I I  5 .3;  dimension cohomologique : X;  
dualit6 de Poincar6 : XVII I .  

C) La relation entre les divers Frobenius ((I .4), (I .  i i), (I.  I5) ) est expliqu~e en 

ddtail dans SGA 5, XV, w167 2. 
D) L'interpr6tation cohomologique des fonctions Z (I .  14. 3) est clairement exposde 

dans [ i ] ;  toutefois, la formule de Lefschetz ( i .  I2), pour X une courbe projective et 
lisse, y est utilisde, mais non d6montr~e. Pour la ddmonstration, il faut, h6las, renvoyer 

SGA 5- 
E) La forme (2.12) du th~or6me de dualit6 de Poincard r6sulte du rdsultat g6n6ral 

SGA 4, X V I I I  (3-2.5) (pour S = S p e c ( k ) ,  X = X ,  K=j .o~- ,  L = Q t  ) par un calcul 
local qui n'est pas difficile. L'dnonc6 figurera explicitement dans la version d6finitive 
de SGA 5. Dans le cas off nous l'utiliserons (ramification de o~" mod6r6e), on pourrait 
l 'obtenir par voie transcendante, en relevant X et o~" en caractdristique o. 

3. La majoration fondamentale. 

Le rdsultat de ce pa rag raphea  6t6 catalysd par la lecture de Rankin [3]. 

(3. i )  Soient U 0 une courbe sur Fq, compl6ment dans p1 d'un ensemble fini de 

points ferm6s, U la courbe sur F~ qui s'en d~duit, u un point ferm6 de U, ~0 un Qt-faisceau 

constant tordu sur U 0 et o~" son image r6ciproque sur U. 
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Soit ~3eQ. Nous dirons que ~0  est de poids ~ si pour  tout  xe lU0 l  , les valeurs 
propres de F~ agissant sur o~" 0 ( i .  i3) sont des nombres  alg6briques dont  tous los conjugu& 
complexes sont de valeur absolue ~/2. Par  exemple,  Qt ( r )  est de poids --2r.  

TMor~me (3 .2) .  - -  Faisons les hypothkses suivantes : 

(i) No est muni d'une forme bilindaire alternge non ddgdngrde 

+: ~ |  ( ~ z ) .  

(ii) L'image de 7q(U, u) dans GL(o~)  est un sous-groupe ouvert du groupe symplectique 
S p ( ~ ,  +~). 

(iii) Pour tout x~lUo[,  le polyn6me d e t ( l - - F , t , ~ 0 )  est ?z coefficients rationnels. 

Alors, ~" est de poids ~. 
On peut  supposer, et nous supposerons, que U est affine et que ~ ' ~  o. 

2k 

Lemme (3 .3) .  - -  Soit 2k un entier pair et notons ( ~ o  la puissance tensorieUe (2k) ~ ~  
de N o. Pour x~ t Uol , la ddrivde logarithmique 

d 2~ 
t ~  log(det  (i - -  Fxt ao~I~l, @ ~ o )  -1) 

est une sdrie formelle ?z coefficients rationnels positifs. 
L'hypoth~se (iii) assure que, pour  tout  n, T r ( F 2 , ~ o ) ~ Q . .  Le nombre  

2k 

T r ( F ; ,  Qo~-o) ---- Tr(F~,  o~o)zk 

est donc rationnel positif, et on appl ique (I .5-3) .  
2k 

Lemme (3.4:)- - -  Lesfacteurs locaux d e t ( I - - F , t  a'eC~/, @ ~ o )  -1 sont des sdries formelles 
d coefficients rationnels positifs. 

2k 

La s6rie formelle log d e t ( l - - F ~ t  dgCxl, @~'0) -x est sans terme constant;  d 'apr& 
(3.3),  ses coefficients sont > o ;  les coefficients de son exponentielle sont done 6galement 
positifs. 

Lemme (3 .5) .  - -  Soit f = Y ~ a ~ , t "  une suite de sgries formelles de terme constant un, 
f l  ' 

et ?z coefficients rdels positifs. On suppose que l'ordre de f -- I tend vers l'infini avec i, et on pose 
f = H  f~. Alors, le rayon de convergence absolue de f~ est au moins dgal ?z celui def.  

Si f = Z a ,  t", on a en effet ai , ,<a, .  
f l  

Lemme (3 .6 ) .  - -  Sous les hypotheses de (3.5) ,  si f er les f~ sont les ddveloppements en sdrie 
de Taylor de fonctions m&omorphes, alors 

i~{I zl If(z) = o~} <_inr{I ~1 If,(z) = ~}.  

Ces nombrcs  sont cn effct les rayons de convergcnce absolue. 
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(3-7) Pour chaque parti t ion P de [I, 2k] en parties ~ deux 616ments {i~,L} (i~<J~), 
on dEfinit 

2k 

+p : | Q,(-k~) : x ~ | 1 7 4  

Soit x un point ferm6 de X. L'hypoth6se (ii) assure que les coinvariants de nl(U, u) 
2k 2/r 

dans |  sont les coinvariants dans |  du groupe sympleetique tout entier 
(re x est Zariski-dense dans Sp). Soit ~ l 'ensemble des partitions P. D'aprbs H. Weyl 
(The classical groups, Princeton University Press, chap. VI,  w I), pour ~ '  c ~  eonvenable, 
d6pendant de dim(o~), les +p pour P e ~ '  d6finissent un isomorphisme 

~'r 2k 

(| = ( |  -~ o , ( _ k ~ )  ~''. 

Soit N le nombre d'~l~ments de ~ ' .  D'apr~s (2. io), la formule ei-dessus donne 
2k 

N(u, | ~ )  --- Q , ( - k ~ - , )  ~. 
2J~ 

Puisque H~ @ ~ ) = o ,  la formule ( I . I 4 . 3 )  se rdduit 

2~ 
Z(Vo, @o~'0, t) = d e t ( I - F ' t '  H~(U' @ "~-)) 

Gette fonction Z e s t  done le dfveloppement  en sfrie de Taylor d 'une fonction rationnelle 
n 'ayant  de p61e qu 'en t=I/q ~+1. Nous utiliserons seulement le fait que les p61es sont 
de valeur absolue I/q ~+1 dans C. Gela pourrait  se dfduire  d 'arguments  g6n6raux sur 
les groupes r6duetifs. Si 0~ est une valeur propre de F, sur ~0, alors ~ est une valeur 

2k 

propre de F x sur | o~ 0. Notons encore ~ un quelconque conjugu6 complexe de 0~. La 
2k 

puissance inverse I/~ ~'/d~') est un p61e de de t ( I - -F , t  d~ @o~-)-a. D'apr~s (3.4) et 
(3.6), on a done 

I ' / r  ~ + '1 < I~/~/~~ I, 
13 i 

soit I~1<_-~+~ 7 x  �9 

Faisant tendre k vers l'infini, on trouve que 

Par ailleurs, l'existence de + assure que q~ ~-1 est figalement valeur propre, d'ofl l'in6galitfi 
l q ~ - l l < f f  2 

soit q ~ <  ]a[. 

Ceci ach~ve la d6monstration. 
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D'apr~s (3.2), 
la sdrie 

Corollaire (3.11). - -  Soit ~ une valeur propre de F* agissant sur HI~(U, o~-). Alors, ~ est 

un hombre alggbrique, dont tousles conjuguds complexes drifient 

~ + t  , t 

La formule ( i .  14.3) pour ~o se rdduit 

Z(U0, ~0, t ) = d e t ( i - - F ' t ,  H'~(U, o~-)). 

Le premier membrc est une sdrie formelle 5. coefficients radonnels, vu son ddveloppement 
en produit  et l 'hypoth~se (iii). Le second membre est donc un polyn6me ~ coefficients 
rationnels; I/~ e n e s t  racine. Ceci prouve ddj/~ que a est algdbrique. Pour achever la 
ddmonstration, il suffit de vdrifier que le produit  infini qui ddfinit Z(U0,~0,  t) converge 

absolument (donc est non nul) pour [ t l<  q ~ 

Soit N le rang de o~, et posons 
N 

det(x--F: t ,  o ~ - ) = I I  t (I - -  0~i.,t ). 

l~q,.I =qa,/Z. La convergence du produit  infini Z rdsulte de celle de 

.~ I ~,., td'gc') I" 
11 x 

--~ ' - -z  

Pour I t l = q  ~ (~>o), on 

Z I o~,,ta'.(=) I = N Z q - ~  1 - ' .  
~, 2: X 

Sur la droite affine, iI y a q" points k valeurs dans Fr donc au plus q" points fermds 
de degrd n. On a donc 

q, - - ~ - ' <  Z q " . _  q"( - t -*)--  Z q - ' <  c o , -  
a: n n 

ce qui ach~ve la ddmonstration. 

Corollaire (3-9) Soient jo l'inclusion de U0 dans pt  - -  Fq, J celle de U dans p1, et ~ une 

valeur propre de F* agissant sur Hl(Pt, j.o~'). Alors ~ est un hombre algdbrique, dont tous les 

conjugugs complexes vdrifient 
~ + t  t 3 + 1  t 

q 2 2<_ l~ l<_q-r+~  

Un segment de la suite longue de cohomologie ddfinie par la suite exacte courte 

o ~j,o~ ~ j .  o~ ~j. .~ /j, ~ - ~ o  

(J1:--prolongement par o) s'dcrit 

H'~(U, S~) ~ H ' ( P ' , j . ~ )  -+ o. 
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La valeur propre ~ apparalt donc d6j~ dans H~(U, ~-), et est justiciable de (3.8) : 
[ B + I  1 

La dualit~ de Poincar6 (e. I2) assure que q~+t~-i est dgalement valeur propre, d'ofi 
B+I . 1 l'inEgalitE I q~ + 1 e -  a [ < q 9 2 

et le corollaire. 

4" L a  t h ~ r l e  d e  L e i ' s c h e t z  : t h ~ o r l e  l o c a l e .  

(4. x) Sur C, les rdsultats locaux de Lefschetz sont les suivants. 
Soient D = { z ]  I z l<I  } le disque unit6, D*=D- -{o} ,  et f :  X-+D un morphisme 

d'espaces analytiques. On suppose que 

a) X est non singulier, et purement de dimension n + I ;  
b) f est propre; 
c) f est lisse en dehors d 'un point x de la fibre sp6ciale X 0 = f - l ( o ) ;  
d) en x, f pr6sente un point quadratique non d6g6n6r6. 

Soient t@o dans D et X t = f - l ( t )  << la >> fibre g6ndrale. Aux donn6es pr6c6dentes, 
on associe : 

~) des morphismes de sp6cialisation sp :Hi(X0, Z)-+H~(XI,  Z) : X o est un 
r6tracte par ddformation de X, et sp est la fl~che compos6e 

H'(X0, Z) ~ Hi(X, Z) -~ H'(X~, Z); 

~) des transformations de monodromie T : Hi(Xt, Z) -~ H~(X~, Z), qui d6crivent 
l'effet sur les cycles singuliers de X~ de << iZaire tourner t autour de o >>. C'est encore 
l'action sur H~(Xt, Z), fibre en t du syst~me local K~f.ZlD ", du g6n6rateur positif 
de ~I(D', t). 

La th6orie de Lefschetz ddcrit ~) et ~) en terme du cycle gvanescent 3eH"(Xt, Z). 
Ce cycle est bien d6fmi au signe pr~s. Pour i #n ,  n + i, on a 

H~(X0, Z) --% H~(X,, Z) ( i#n,  n+1) .  

Pour i----n, n + l ,  on a unesu i te  exacte 

o ~ H " ( X o ,  Z)-+ H"(X,, Z) "~-(~, ~ Z_~H,+l(X0,  Z)-+H"+I(X, ,  Z)--~o. 

Pour i4: n, la monodromie T est l'identit6. Pour i = n, on a 

T x = x i ( x ,  8)3. 

Les valeurs de ce +,  de TS, et de (8, 3) sont les suivantes : 

n m o d  4 o i ~, 3 

T x = x •  8)8 - -  - -  + + 

(3, 3) ~ o - -  ~ o 

T3 --3 3 --3 3 
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La transformation de monodromie T respecte la forme d'intersection Tr (xoy)  
sur H"(Xt, Z). Pour n impair, c'est une transvection symplectique. Pour n pair, c'est 
une sym&rie orthogonale. 

(4.2) Voici l 'analogue de (4. I) en g~om&rie algdbrique abstraite. Le disque D 
est remplac6 par le spectre d 'un anneau de valuation discr&e hens~lien A k corps rdsiduel 
algdbriquement clos. Soient S ce spectre, B son point g6n6rique (spectre du corps des 
fractions de A), s son point ferm~ (spectre du corps r&iduel). Le r61e de tes t  joud par 
un point g~n6rique g6om&rique ~ (spectre d 'une cl6ture algdbrique du corps des 
fractions de A). 

Soit f : X-+S un morphisme propre, avec X r~gulier purement de dimension n +  I. 
On supposeflisse, sauf pour un point quadratique ordinaire x dans la fibre sp&iale X,.  
Soit g un nombre premier diffdrent de la caract6ristique r&iduelle p de S. Notant X~ 
la fibre g~n6rique g~om&rique, on dispose encore d 'un morphisme de sp&ialisation 

(4.2. x ) sp : Hi(Xo, Qt) 7__ Hi(X, Qt) -+ H'(X~, Qt). 

Le r6Ie de T e s t  jou6 par Faction du groupe d'inertie I=GaI (~ /~) ,  agissant sur 
H~(X~, Qt)  par transport de structure (cf. (I .  15) ) : 

(4. ~'. 2) I ----Gal(~/~) --+ GL(H'(X~, Qt)) .  

Les donndes (4.2. I), (4.2.2) ddcrivcnt entifirement les faisceaux R ~ f . Q t  sur S. 

(4-3) Posons n = 2 m  pour n pair, et n = 2 m + I  pour n impair. (4.2. I) et (4.2.2) 
se d&rivent encore en terme d 'un cycle Evanescent 

(4.3- I ) 3~H"(X~, Qt)(m). 

Ce cycle est bien ddfini au signe pr&. 
Pour i4=n, n + I ,  on a 

H'(X,,  Qt)  -% H'(X~, Qt)  (i4:n, n + i ) .  (4.3.2) 

Pour i ~  n~ 

(4 .3 .3)  

n-t-l,  on a une suite exacte 

o-+H"(X, ,  Qt ) -~H"(X~,  Q t )  

L'action (4.2.2) de I (la monodromie locale) est triviale si 

elle se ddcrit comme suit. 

A) n impair. - -  On dispose d 'un homomorphisme canonique 

tt : I  zt(i), 

et l'action de e e l  est 
x 

,~T,(zu~) Q t ( m _ n  ) _+H,,+t(X, ' Qt)  ~Hn+l (X~ ,  Qt)  -+o. 

i4=n. Pour i---n, 
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B) n p a i r .  - -  Ce cas ne nous servira pas. Disons seulement que, si poe2, 

un unique caract~re d'ordrc deux 

: I ~ {+I}, 
et qu 'on  a 

*x=x  si r 

.x=x+(x, ~)~ si , ( c , ) = - , .  

Les signes _+_ dans A) et B) sont les retirees qu 'en  (4. i). 

~89 

il cxiste 

(4.4) Ces r~sultats apportent  les informations suivantes sur les Rif, Qt  . 

a) Si ~+o : 
I) Pour i4:n, le faisceau R~f.Qt est constant. 
2) Soit j l ' inclusion de ~ dans S. On  a 

R"foQt =j . j*R" f .Qt .  

b) Si ~ = o : (C'est 1~ un cas exceptionnel. Puisque (~, ~ ) =  • ~ pour n pair, il ne 

peut  se produire que pour n impair.)  

I) Pour i4=n+I, le faisceau R i f . Q t  est constant. 
2) Soit Qt(m-n ) ,  le faisceau Qt(m-n)  sur {s}, prolong8 par  z~ro sur S. On 

a une suite exacte 

o - + Q t ( m -  n ) , - + R " + l f . Q t  - +j.j*R"+lf.Qt->-o, 

�9 .,Rn + 1 ~c g-~ off j , j  d,',c,t est un  faisceau constant. 

5. La th6orie  de  Lefschetz  : thc~r ie  g lobale .  

(5- x) Sur C, les r6sultats de Lefschetz sont les suivants. Soient P u n  espace projectif  

de dimension > I, et P l 'espace projectif  dual ;  ses points paramdtrisent  les hyperplans 

de P, et on note H L l 'hyperplan d6fini par  t~P. Si A est un  sous-espace lin6aire de 
codimension 2 de P, les hyperplans contenant  A sont paramdtr6s par  les points d 'une  

droite D c P ,  la duale de A. Ces hyperplans (Ht)te D forment  le pinceau d'axe A. 
Soit X r  une vari6t6 projective non singuli~re connexe et de dimension n + I. 

Soit X c X •  l 'ensemble des couples (x, t) tels que x ~ H  t. Les applications premiere 

et seconde coordonnfe  forment  un d iagramme 

X ,  '~ Z~ 

(5 .x .x)  l 
D 

La fibre de f e n  tED est l a section hyperplane Xt - - - -XnH t de X. 
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Fixons X, et prenons A assez gdndral. Alors : 

A) A est transverse ~ X, et X se ddduit de X par 6clatement de A n X. En par- 
ticulier, ,X est non singulier. 

B) I1 existe une partie finie S de D et pour chaque sr un point xseX,, tels 
que f soit lisse en dehors des x, . .  

C) Les x, sont des points critiques non ddgdnfirds de f .  

Pour chaque seS ,  la thdorie de Lefschetz locale (4. I) s'applique donc ~ u n  petit 
disque D, autour de s e t  ~ f - l ( D , ) .  

(5.2) On pose U ~ D - - S .  Soit ueU, et choisissons des lacets disjoints (Y~),es 
partant de u, avec u tournant une lois autour de s : 

Ges lacets engendrent le groupe fondamental =I(U, u). Ge groupe agit sur H~(X~, Z), 
fibre en u du syst~me local R~f.ZtU. D'apr~s la thdorie locale (4. I), k chaque seS 
correspond un cycle dvanescent ~seH"(X~, Z);  ces cycles dependent du choix des y,.  
Pour i+-n, l 'action de nl(U, u) sur H~(X~, Z) est triviale. Pour i~-n,  on a 

(5.2. x) v,x=x+(x, ~,)~,. 

Soit E le sous-espace de H"(X~, O,~) engendr6 par les 8, (pattie &anescente de la 
cohomologie). 

Proposition (5.3). - -  E est stable sous l'action du groupe de monodromie nl(U , u). L'ortho- 

gonal E • de E (pour la forme d'intersection Tr(xuy) )  est le sous-espace des invariants de la mono- 
dromie dans H"(X~, Q) .  

Les "(, engendrant le groupe de monodromie, c'est clair sur (5.2. i). 

TMorkme (5.4). - -  Les cycles gvanescents • 8, (pris au signe prks) sont conjugugs sous 
l'action de ~I(U, u). 

Soit X c~'  la varidtd duale de X : c'est 1'ensemble des t eP  tels que H t soit 

tangent ~ X, i.e. tels que X t soit singulier, ou que X c H  t. La variEtE X est irrE- 
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ductible. Soit Y c X •  l'espace des couples (x, t) tels que x e H  t. On dispose d'un 
diagramme 

X < Y 

f, 

La fibre de g en t eP  est la section hyperplane X t = X n H~ de X, et g est lisse en dehors 

de l'image r&iproque de X. 

On retrouve la situation de (5. ~) en rempla~ant P par une droite D c P  et Y 

par g-~(D). On a S---= D n X .  D'apr6s un th~or~me de Lefschetz, pour D assez g~n~rale, 
l 'application 

v v 

=,(D--S,  u) --> h i (P- -X,  u) 

v 

cst surjcctive. I1 suffit donc de montrer que les •  sont conjuguds sous =1(P--X).  

Pour x dans lc lieu lisse de codimension I de X, soient ch un chemin de t ~ x dans 

P - - X ,  et y~ le lacet qui suit ch jusqu 'au voisinage de X, tourne une lois autour de :~, 
puis revicnt ~ t par ch. Les laccts Yz (pour ch variable) sont conjugu6s entre eux. Puisquc 

:~ est irrdductible, dcux points du lieu lissc dc X pcuvcnt toujours, dans )(, 6tre joints 
par un chemin qui ne quitte pas le lieu lissc. I1 en r&uhc quc la classc dc conjugaison 
dc 7~ ne ddpend pas de x. En particulier, les Y, sont conjuguds entre eux. On lit sur (5.2. i) 
quc ceci impliquc la conjugaison des • 3,. 

Corollaire (5.5).  - -  L' action de =I(U, u) sur ]~/(E n E • est absolument irrgductible. 

Soit F c E |  un sous-espace stable sous la monodromie. Si Fqz (E nE •  il 
existe xeF  et seS tels que (x, 3 ,)+o.  On a alors 

u 1 7 7  ~,)~,eF, 

et 88~F. D'apr& (5-4), tous les 88 sont alors dans F, et F----E. Ceci prouve (5-5). 

(5-6)  Ces rdsultats se transposent comme suit en g6om6tric algdbrique abstraite. 

Soient P u n  espace projectif de dimension 2> i sur k algdbriquemcnt clos de carac- 
t&istique p e t  X r P une varidtd projective non singuli~re connexe et de dimension n +  I. 

Pour A un sous-espace lin6aire de P de codimension 2, on ddfinit comme en (5. I) D 

et le pinceau (Ht)teD, les X,, ,X et le diagramme (5. I. I). On dit que les (Xt),e D forment 
un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes si les conditions suivantes sont vdrifides : 

A) L'axe A est transverse h X. L'espace X se ddduit alors de X par &latement 
de A n X ,  et est lisse. 
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B) I1 existe une partie finie S de D et pour chaque seS un point xseX , ,  tels 
que f soit lisse en dehors des x,. 

C) x, est un point singulier quadratique ordinaire de X,.  

Pour chaque seS,  la th6orie de Lefschetz locale du w 4 s'applique au spectre D, 
de l'hensdlis6 de l 'anneau local de D e n  s, et /~ . ~  =X•  

(5.7) Soient N la dimension de P, r un entier > i, et ~(rl le plongement de P dans 
l'espace projectif de dimension ( s + ' ) - i ,  de coordonn~es homog~nes les monSmes de 
degr6 r en les coordonn~es homog~nes de P. Les sections hyperplanes de t(,l(P) sont les 
hypersurfaces de degr~ r de P. 

Si poeo, il se peut qu 'aucun pinceau de sections hyperplanes de X ne soit de 
Lefschetz. Toutefois, si r>2  et qu'on remplace le plongement projectif donnfi t~ : X ~ + P  
par ,~=~(r)oh, alors, dans ce nouveau plongement, tout pinceau assez g6n6ral est de 
Lefschetz. En d'autres termes, si r~  2, un pinceau assez g6ndral de sections hypersurfaces 
de degr6 r de X est toujours de Lefschetz. 

(5.8) Dans la suite de cette discussion, nous 6tudions un pinceau de Lefschetz 
de sections hyperplanes de X, en excluant le cas p -= 2, n pair. Le cas off nest  impair nous 
suffirait pour la suite. On pose U = D - - S .  Soient u e U  et l un nombre premier -~ep. 
Les r6sultats locaux du w 4 montrent que R n f . Q t  est moddrdment ramifi6 en chaque seS. 
Le groupe fondamental mod~r6 de U est un quotient du compldt6 profini du groupe 
fondamental transcendant analogue (rel6vement en caract6ristique o des rev6tements 
mod6r6s, et th6or6me d'existence de Riemann). La situation algdbrique est d6s lors 
toute pareille ~ la situation transcendante, et la transposition de r6sultats de Lefschetz 
se fait par des arguments standards. Dans la d6monstration de (5.4), le  th6or6me de 
Lefschetz sur les nl devient le th6or6me de Bertini, et on dolt invoquer le lemme 
d'Abhyankar pour contr61er la ramification de R ' g . Q  t le long du lieu lisse de codimension 

un de N:. 
Les rdsultats sont les suivants. 

a) Si les cycles gvanescents sont non nuls : 

I) Pour iOen, le faisceau R~f.Q,t sur D est constant. 
2) Soit j l'inclusion de U dans D. On a 

R " f  . Q t  = L  j"  R"f.  Q,t . 

3) Soit E c H " ( X , ,  Qt )  le sous-espace de la cohomologie engendr6 par les 
cycles 6vanescents. Ce sous-espace est stable sous ha(U, u), et 

E • = H"(X~, Q,t) ''(v,"l. 

La reprdsentation de nl(U, u) sur E / ( E n E  • est absolument irr6ductible, 
et l 'image de nx dans GL(E/(EcaE• est engendrde (topologiquement) 

par les x-+x+(x,  3s)8 . (s~S) (le signe i 6tant dftermin6 comme en (4. I)). 
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b) Si les cycles gvanescents sont nuls : (C'est 1~ un cas exceptionnel. Puisque (S, S) = • 2 
pour n pair, il ne peut se produire que pour n impair : n----2m + i. On notera que si 
un cycle dvanescent est nul, ils le sont tous, car conjuguds.) 

i) Pour i + n + I, le faisceau Rif. Q,t es{ constant. 
2) On a une suite exacte 

| Qt 
sGS  

avec 5;" constant. 

3) E = o .  

(5-9) Le sous-espace E r i e  • de E est le noyau de la restriction ~ E de la forme 
d'intersection Tr (xuy) .  Cette forme induit done une forme bilin~aire non ddgdndrde 

: • O_..t(--n), 

altern~e pour n impair, et sym6trique pour n pair. Cette forme est respectde par  la 
monodromie; pour n impair, la reprdsentation de monodromie induit done 

p : rh(U, u) ~ Sp(E/(E n E-L), t~). 

TMorkme (5. xo) (Kajdan-Margulis). - -  L'image de p est ouverte. 

L'image de p est un sous-groupe compact, donc analytique g-adique, de 
Sp (E / (EnE•  II sufiit de montrer q~ie son alg~bre de Lie t2 est dgale 
sp(E/(E n El),  +). L'analogue transcendant de cette alg~bre de Lie est l'alg~bre de Lie 

de l 'adMrence de Zariski du groupe de monodromie. 
On dfiduit de (5.8) que ~ est engendrde par les transformations de carrd nul 

(seS) 

et que E / ( E n E  • est une repr6sentation absolument irrdductible de E. Le thdor~me 

r6sulte du lemme suivant. 

Lemme (5. x x ). - -  Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de carac- 

tgristique o, d? une forme altern6e non dgggn&& et P~ une sous-alg~bre de Lie de 5p(V, +). On suppose 

que : 

(i) V est une representation simple de P,. 
(ii) 2 est engendrge par une famille d'endomorphismes de V de la forme x~-~d/(x, 3)8. 

Alors, 52 =~p(V,  +). 

On peut supposer et on supposera que V, done ~, est non nul. Soit W c V  

l'ensemble des SeV tels que N(S) : x~-,dg(x, 3)S soit dans E. 

a) W cst stable par homoth6tie (car 52 est un sous-espace vectoriel de gI(V)). 

b) Si SeW, exp(ZN(S)) est un automorphisme de (V, +, ~), done transforme W 

en lui-m~me. Si S', S"eW, on a done exp(XN(S')) .S"=S"-t-Z+(S",S ' )S 'eW; si 
+(S', S")+o,  le sous-espace vectoriel tendia par S' et S" est dans W. 
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c) I1 en r~sulte que W e s t  r~union de ses sous-espaces lin6aires maximaux W, ,  et 
que ceux-ci sont deux ~ deux orthogonaux. Chaque W,  est d~s lors stable sous les N(8) 
(~eW), done stable sous !~. Vu l'hypoth~sc (i), W ~ = V  et E contient tous les N(8) 
pour  ~eV. On conclut en notant  que l'alg~bre de Lie ~p(V, +) est engendrde par les 
N(~) ( ~ V ) .  

Remarque (5. I2) (inutile pour  Ia suite). - -  I1 est maintenant  facile de prouver 
(I.  6) pour une hypersurface de dimension impaire n dans P~,q+ I. 

Soient X 0 une telle hypersurface, et Xo l'hypersurface sur H e qui s'en ddduit par 
extension des scalaires. On a 

H~i(,W,0, Q t ) = Q t ( - i )  (o </<__n) ; 

H2i(}~0, Qt(i)) est engendr6 par la i ~m~ cup-puissance de ~, la classe de cohomo- 
logic q(O(I)) d 'une section hyperplane. On a done 

f l  

Z (Xo, t) = det(I -- F" t, H~()~0, Qt))  [~II o (I - -  qit) 

et dc t (x - -F ' t ,  H"(Xo, Qt))  est un polyn6me ~ coefficients entiers inddpendants de t. 

Faisons varier X o d a n s  un pinceau de Lefschetz d'hypersurfaces, qui soit d~fini 
sur Fe (cf. (5.7) pour  X = P " + I ;  l'existence d 'un  tel pinceau n'est pas claire; si on 
voulait compl6ter l 'argument  esquissd ici, il faudrait recourir aux arguments qui seront 
donn~s en (7. i)). On  vdrifie que E coincide ici avec le H a tout entier, et (3-2) fournit la 
conjecture de Weil pour toutes les hypersurfaces du pinceau, en particulier pour X o. 

(5. z3) Indications bibliographiques sur les ~ 4 et 5. 

A) Les r6sultats de Lefschetz (4. I) et (5. I) ~ (5"5) sont contenus dans son livre [2]. 
Pour la thdorie locale (4. I), il peut ~tre plus commode de consulter SGA 7, X I V  (3.2). 

B) Les r6sultats du w 4 sont ddmontrds dans les expos6s XI I I ,  X I V  et XV de SGA 7. 

C) (5.7) est ddmontr6 dans SGA 7, XVII .  

D) (5.8) est ddmontrd dans SGA 7, X V I I I .  Le thdor~me d'irrdductibilitd y est 
ddmontrd pour E, mais seulement sous l'hypoth~se que E r~ E • ={o} .  La ddmonstration 
dans le cas gdndral (pour E / ( E n E •  est pareille. 

6. U n  t h ~ o r t l n e  de  rat lonal i t6 .  

(6. x) Soient Po un espace projectif de dimension > i  sur F~, X0cPo  une vari6td 

projective non singuli~re, A ocP0 un sous-espace lindaire de codimension deux, D o c P  o 

la droite duale, Fq une cl6ture alg~brique de Fq et P, X, A, D sur Fq ddduits de lFo, No, 
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Ao, D o par cxtcnsion des scalaircs. Lc diagramme 
diagramme analoguc sur F~ : 

(5.I.I) de (5.6) provient d 'un 

~ t  r ~ t  

Xo < Xo 

({~. I .  I )  lrl 

Do 

On suppose que X est connexe de dimension paire n +i----2m+2,  et que le pin- 
ceau (Xt)teD de sections hyperplanes de X d6fini par D est un pinceau de Lefschetz. 
L'ensemble S des t eD tels que Zx~ soit singulier est d~fini sur F~, i.e. provient de S o c D  o. 

On po~c U 0 ~- D o -  S O e t  U = D - -  S. 
Soit ueU.  La partie 6vanescente de la cohomologie E c H " ( X ~ ,  Q,t) est stable 

sous =a(U, u), donc ddfinit sur U un sous-syst6me local 8 de R"f.Q, t. Ce dernier est 

ddfini sur Y~ : R.~f.Q,t est l'image rdciproquc du Q,t-faisceau P'-~f0.Qt sur Do, et, sur U, 
@ est l'image r6ciproque d'un sous-syst6mc local 

c R"fo.O t. 

Le cup-produit est une forme alternfie 

+ : R"fo.Qt| t ~ Qt ( - -n ) .  

Notant ~o l l 'orthogonal de go relativement ~ +, dans R " f o , O t ] U  o on volt que ~b induit 
une dualitd parfaite 

+ : 6/(6ngoJ') |  L) -+ ~ t ( - - n ) .  

TMorbme ( 6 . 2 ) . -  Pour tout xe lUol  , le polyn6me det(i--F*_t,~o/(8onoa0-L)) est 
coefficients rationnels. 

Corollaire (6.3) .  - -  Soiert jo l'indusion de U o dans Do, et j celle de U dans D. Les valeurs 
propres de F* agissant sur Hl(D, j ,@/(oan  @L)) sont des nombres alggbriques dont tousles 
conjuguds complexes ot v#ifient 

n + l  1 n + l  1 - - +  

D'apr~s (5. lO) et (6.2), les hypotheses de (3.2) sont en effet v~rifi~es par 

(Uo, go/(g0 n ~ ) ,  +), pour ~ = n, et on applique (3.9). 

Lemme (6.4) .  - -  Soit go un O t-faisceau constant tordu sur U0, tel que son image r&i- 

proque ff  sur U soit un faisceau constant. Il existe alors clans Q t  des unitgs o~ teUes que, pour tout 

x~IU o[, on ait 

det(I --  F;t, go) ---- 1]. (I --  o~g(')t). 
$ 
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Ce lemme exprime quc go cst l ' image rdciproque d 'un faisceau sur Spec (Fq), ~ savoir 
son image directe sur Spec(Fq). Ce dernier s'identifie ~ une reprdsentation g-adique Go 
de Gal(Fq/Fq), et on prend 

det(I -- Ft, Go) = II  (I -- %t). 

Le lemme (6.4) s 'applique aux R~fo.Q.t (i:~n), ~ R " f o , ~ t / 8  o et ~ g0nSo • 
Pour xe]Uol la fibre X,=fo~(X)  est une varidtd sur le corps fini k(x). Si ~ est 

un point de U au-dessus de x, Xz se d~duit de X, par extension des scalaires de k(x) 

sa cl6ture algfibrique k(~-) :Fq,  et H~(X~, Qt)  est la fibre de R~.O.~t en ~. La for- 
mule ( I . 5 .4 )  pour  la vari~td X, sur k(x) s'~crit donc 

Z(X, ,  t) .... II. de t ( I - -F : t ,  R'f0.Qt)  (-1)'§ 
$ 

et Z(X, ,  t) est le produit  de 

Z t = d e t ( i - -  F~t, R"f0.Qt/go).det(I--F,*t ,  go ngoi) .  II  det(I--F*.t, K~fo.O.~t) (-~1'§ 
i=~n 

par Z m = det(I - -F i t  , g0 / (g0 n g01)). 

Posons ~o=g0/(gong01),  o ~ - = g / ( g n g  • et appliquons (6.4) aux facteurs 

de Z t. On trouve qu'il existe des unit~s g-adiques ~ (I < i < N )  et [~ (I 5 j < M )  dans Q t  
tels que pour tout x~[Uo[ 

n(i-4e*xt) 
Z(X~, t) -- ' det(I -- F't, ~0) 

II 

et qu 'en particulier le second membre est dans Q(t) .  Si un ai coincide avec un ~,  il 
est loisible de supprimer simultandment cet a i de la liste des ~ et ce [~ de la liste des 9. 
On peut  donc supposer, et nous supposerons, que ai4= ~ pour tout i e t  tout j .  

(6 .5)  II suffit de prouver que lcs polyn6mes I-I( i --a , t )  et 1~. ( I - ~ j t )  sont 
i 3 

coefficients rationnels, i.e. que la famille des a~ (resp. la famille des ~) est ddfinie sur Q .  
Nous le ddduirons des propositions suivantes. 

Proposition (6 .6) .  - -  Soient (~,i) (I < i < P) et (Sj) (I < j < Q )  deux familles d'unitds 

t-adiques dans Q t .  On suppose que Ti+8~. Si K est un ensemble fini assez grand d'entiers 4 = I, 
et L une partie de densitd o assez grande de [Uol, alors, si xelUo] vdr/fie k~'deg(x) (pour tout 
keK)  et x $ L ,  le ddnominateur de 

(6 .6 .  x) de t ( I - -F ; t ,  ~o)1-I. (I-T~egI*lt)/[I. ( i -  ~~ 
$ J 

gcrit sous forme irre'ductible, est ~ (I--~e'Cxlt). 
3 

La d~monstration sera donnde en (6. IO-I 3). D'apr6s (6.7) ci-dessous, (6.6) fournit 
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une description intrins~que de la famille des 3i en terme de la famille des fractions 
rationnelles (6.6. i) pour  x~]Uol. 

Lemme (6.7).--SoientKunensemblefinid'entiers :~ I et (~) ( I ~ j ~ Q )  et (ej) ( I < j < Q )  
deux familles d'glgments d'un corps. Si, pour tout n assez grand, non divisible par aucun des k e K ,  
la famille des 3~ coincide avec celle des ~.~ (d l'ordre prks), alors la famille des ~j coincide avec celle 
des cj (a l'ordre prks). 

On proc~de par  rdcurrence sur Q .  L'ensemble des entiers n tels que ~ =  ~ est 
un id6al (nj). Prouvons qu'il existe Jo tel que 8q = r Sinon les nj seraient distincts 
de I, et il existerait des entiers arbitrairement grands n, non divisibles par  aucun des n~, 
ni par aucun des keK.  O n  aurait ~ 4 ~ ,  et ceci contredirait  l'hypoth~se. II existe 
done J0 tel que 8 q = e j .  On eonclut en appliquant  l 'hypoth6se de r6currence aux 
familles (~j) (j  # Q)  et (r ( j  #J0). 

Proposition (6.8).  - -  Soient (Yi) ( x < i ~ P )  et (3j) ( x < j < Q )  deuxfamilles d'unitgs 

p-adiques dans f)..t, R-(t)= ,H. (I--V,t) et S ( t ) - ~ H ( r - S j t  ). Supposons que pour tout xeiU0l , 
(I -- ~~ divise 

l q  - d e t ( i  - -  F : t ,  
i 

Alors S(t) divise R(t). 
Supprimons des familles (u et (~j) des paires d'616ments communs jusqu'~t v6rifier 

l'hypoth~se de (6.6). Appliquons (6.6). Par hypoth~se, les fractions rationnelles (6.6. i) 
sont des polyn6mes. Aucun 8 n'a done subsist6, ce qui signifie que S(t) divise R(t). 

Cette proposition fournit une caract6risation intrins~que de R(t) en terme de la 
famille de polyn6mes 

(, -- 2"~eg(*lt). det( ,  -- F;t, "~0)- 

C'est le ppcm des polyn6mes S ( t ) = [ [ ( i - - S j t )  v6rifiant l 'hypoth~se de (6.8). 
3 

(6 .9)  Prouvons (6.5) et done (6.2) (modulo (6.6)). Faisons dans (6.6) (Yi)=(ai) 
et (Sj)=(~j). On trouve une caractdrisation intrins~que de la famille des ~j en terme 
de la famille de fractions rationnelles Z(X~, t) (xelU0[). Celles-ci 6tant dans Q(t) ,  la 
famitle des ~j est d6finie sur Q .  

Les polyn6mes [ I ( I - -~~ sont donc dans o It]. La pro- 

position (6.8) fournit une description intrins~que de la famille des ai en terme de cette 
famille de polyn6mes. La famille des ai est donc ddfinie sur Q,. 

(6. xo) PrJliminaires. - -  Soient u~U et ~ la fibre de ~- en u. Le groupe fon- 

damentat  arithm~tique ~l(U0, u), extension de Z=Gal(Fq/Fq)  (gdndrateur : q~) par le 
groupe fondamental  gdomdtrique =I(U, u), agit sur ~ par  similitudes symplectiques : 

p : rq(Uo, u) ~ C S p ( ~ ,  ~). 
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Nous notons p~(g) le multiplicateur d 'une similitude symplectique g. Soit 

H c7. • C S p ( ~ ,  ~) 

le sous-groupc ddfini par l'dquation 
q - " =  ~(g) 

(q &ant une unitd g-adique, q"eO~t est ddfini pour tout neT.). Le fair que + soit ~ valeurs 

dans Q t ( - -  n) s'exprime en disant que l'application de ~ dans ~. • de eoordonndes 

la projection canonique sur 7. et p, se factorise par 

P1 : Tq(Uo, u)-~H. 

Lemme (6 . ix ) .  - -  L'image H~ de p~ est ouverte darts H. 

En effet, 7r~(Uo, u) se projette sur Z,  et l'image de n~(U, u)----Ker(~(Uo, u)-+Z) 

dans S p ( ~ ,  + ) = K e r ( H ~ Z )  est ouverte (5. io). 

Lemme (6. xz). - -  Pour ~ e ~ t  une unit~ t-adique, l' ensemble Z des (n, g ) e H  1 tels que 

~" soit valeur propre de g est un ferm3 de mesure nulle. 

II est clair que Z est fermd. Pour ehaque ncZ, soit CSp, l'ensemble des 
gcCSp(o~,  +) tels que fz(g)=q-",  et soit Z, l'ensemble des gcGSp, tels que ~" soit 
valeur propre de g. Alors, GSp, est un espace homog~ne sous Sp, et on vdrifie que Z, 
enest  un sous-espaee algdbrique propre, done de mesure o. D'apr~s (6. i i), H x n ({n} • Z,) 
est done de mesure o dans l'image inverse dans H 1 de n, et on applique Fubini ~ la 

projection Hi-+ 7.. 

(6.x3) Prouvons (6.6). Pour chaque i et j ,  l'ensemble des entiers n tels que 
y~'=3~ est l'ensemble des multiples d 'un entier fixe n o (on n'exclut pas n 0 = o ) .  Par 
hypoth~se, no4: I. 

D'apr~s (6. ~ )  et le thdor~me de densitd de Cebotarev, l'ensemble des xelU01 
tels qu'un ~0g(,) soit valeur propre de F*, agissant sur ~0 est de densitd o. On prend 
pour K l'ensemble des n~ et pour L l'ensemble des x ci-dessus. 

7. Fin de  la  d ~ m o n s t r a l ~ o n  de  1.7o 

Lemme (7-x). - -  Soit X 0 une varidtg pr@ctive non singuli~re absolument irrgductible de 

dimension paire d sur Fq. goient X sur Fq dMuit de X o par extension des scalaires et o~ une valeur 

propre de F* agissant sur Ha(X, Q t ) .  Alors, ~ est un nombre alggbrique dont tousles conjugugs 

complexes, encore notgs o~, vgrifient 
d I d 1 

(7 x.x) q~-S<[~l <_q~+~. 
On procAde par rdcurrence sur d (toujours supposd pair). Le cas d-~ o est trivial, 

mfime sans supposer X o absolument irrdductible; on suppose dordnavant d ~ 2 .  On 
pose d = n + I = 2m + 2. 
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Si Fr est une extension de degrd r de F~ et que Xs162 se ddduit de X0/F , par 
extension des scalaires, l'assertion (7-i) pour Xo/F q dquivaut ~t (7. i) pour X~/Fd : de 
mdme que q est remplacd par q', les valeurs propres de F* sont remplacdes par leurs 
puissances r i~e~. 

D'apr~s (5.7), dans un plongement projectif convenable i : X-+P ,  X admet un 
pinceau de Lefsehetz de sections hyperplanes. La remarque pr&ddente nous permet 
de supposer i et ce pinceau ddfmis sur Fq (quitte ~ remplacer Fq par une extension finie). 

Supposons done qu'il existe sur Fq un plongement projectif X 0 ~ P  0 et un sous- 
espace de codimension deux A o de Po qui ddfinisse un pinceau de Lefschetz. On reprend 
les notations de (6. I) et (6.3). Une nouvelle extension des scalaires nous ram~ne 
supposer que : 

a) Les points de S sont ddfinis sur Fq. 
b) Les cycles dvanescents en x, (seS) sont ddfinis sur Fq (puisque seul -t-8 est 

intrins~que, ils pourraient n'&re ddfinis que sur une extension quadratique). 
c) I1 existe un point rationnel u0eU 0. On prend le point correspondant u de U 

comme point base. 
d) X~=fo-l(u0) admet une section hyperplane lisse Y0, ddfinie sur F~. On pose 

Y=Yo| 

Puisque X se ddduit de X par &latement de la sous-vari&6 lisse de codimension 

deux A n X ,  o n a  
H'(X, O_vt ) ~ H'(X, Qt)  

(en fait, Hi(X, Q t ) : H ~ ( X ,  Q t ) |  Q t ) ( - - I ) ) .  I1 suffit done de prouver 
(7. i .  x) pour lcs valeurs propres ~ de F" agissant sur Ha(:K, Qt) .  

La suite spectrale de Lcray pour f s '&rit 

E2 vq = HV( D, Rqf.Qt) ~ HV+q( 2~, Qt)- 

I1 suffit de prouver (7. I .  I) pour les valeurs propres a de F ~ agissant sur les E~ pour 
p + q = d = n + i .  Ce sont : 

A) E~ '"-1.  D'apr6s (5.8), R"-lf.Q.t est constant. D'apr6s (2. io), on a done 

E~."-~ = H"-x(X~, Q/)  (--  I), 

D'apr~s le thdor~me de Lefschetz faible (corollaire de SGA 4, X I V  (3- 2), et de ta dualit6 

de Poincar6, SGA 4, XVIII ) ,  on a 

H" - I (X , ,  Q t ) ( - - I )  ~ H"- t (Y,  Q t ) ( - - i ) ,  

et on applique l'hypothfise de r&urrence ~ Y0. 
B) E ~ Si les cycles 6vanescents sont non nuls, R " + l f . O t  est constant et 

E~ = H"+I(X~, Q,t). 
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Le morphisme de Gysin 

H n - I (  Y, Q . t ) ( - I )  ~ Hn+I(X~, Q.t) 

est surjeetif  (cet a rgument  est dual  de A)),  et on appl ique l 'hypoth~se de r~currence k Y0- 
Si les cycles dvanescents sont nuls, la suite exacte de (5.8) b) fournit une 

suite exaete 

| O..t(m--n) -~ E ~ -~ Hn+ ' (X~,  Or ) .  
u ~ S  

La valeur propre  de F agissant sur Q.t (m-n)  est qda, et H "+1 se traite comme plus haut .  
E 2 . Si on disposait du th~or6me de Lefschetz << difficile >>, on saurait  que C) 1,. 

o~no ~• est nul, et que R"f,  Q t  est somme directe de j , g  et d 'un  faisceau constant.  
Le I t  1 d 'un  faisceau constant sur p1 est nul, et il suffirait d 'appl iquer  (6.3) .  

Faute  d 'avoir  d~jk ddmontr~ Lefschetz ~< difficile >>, il nous va falloir 
ddvisser. Si les cycles dvaneseents sont nuls, R"f ,  Q t  est constant  ((5.8) b)) et 
E~ 'n=o.  On  peut  done supposer, et on supposera,  les cycles ~vanescents non nuls. Fil- 
trons R " f , Q . t = L j * R " f , Q . t  (5.8) par  les sous-faisceaux j ,@ et j , ( g t a g l ) .  Si les 
cycles dvanescents 8 ne sont pas dans gr iN•  on dispose de suites exactes : 

(7- x. 2 ) o-+j ,  @--~ Rnf. Q.t -+ faisccau constant-+ o. 

( 7 . i . 3 )  o-+ faisceau cons tan tL (~ng" •  

Si, ~ Dieu ne plaise, les ~ sont dans # n g  z, on a , ~ c #  • et des suites exactes : 

( 7 . i . 4 )  o-+le  faisceau constant  j ,g -L-+R"f ,  Q t - + u n  faisceau o~--+o 

(7 -x .5 )  o - + ~ - - + l e  faisceau constant .~j*~--+ @ ~t (n - -m)s -+o .  
s E S  

Dans le premier  cas, les suites exactes longues de cohomologie fournissent 

(7. 1 .2 ' )  Hi(D,  j , # ) - +  H '  (R2f, O, t ) -+o,  

(7. x .3 ' )  o-+ n~(D, J, ~') -+ H1 (D, J , ( @ / ( ~  n 8• 

et on appl ique (6.3) .  
Dans le second cas, elles fournissent 

(7. x .4 ' )  o - + H l (  D, Rnf* Q t ) - + H ~ ( D ;  ~-),  

(7" x "5') @ O_.,t(n--m)-+HI(D, ~)-+o 
, E S  

et on remarque  que F agit sur Or(n- -m)  par  multiplication par  q~a. 

Lemme (7 .2) .  - -  Soit X 0 une vari/t/ projective non singuli~re absolument irr/ductible de 

dimension d sur Fq. Soient X sur Fq d/duit de X 0 par extension des scalaires et ~ une valeur propre 
de F" agissant sur Hd(X, Q.t). Alors, o: est un nombre alg/brique dont tousles conjugugs complexes, 
encore not/s ~, vgrifient 
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Prouvons d~jh que (7 .2 ) :~ ( I .7 ) .  Pour X o projective non singuli~re sur F~ et 
i un entier, il faut prouver l'assertion suivante : 

W(Xo,~). Soit X dgduit de X o par extension des scalaires de Fq ~ F~. Si ~ est une valeur 
propre de F* agissant sur H~(X, Qt) ,  alors ~ est un hombre alggbrique dont tousles conjugu/s 

complexes, encore not/s ~, v/rifient ] o~[ = q~12. 

a) Si Fr est une extension de degrd n de Fq, et que X~/Fr se d~duit de Xo/F q 
par extension des scalaires, alors W(X0, i) ~quivaut ~ W(X~, i) : ~tendre les scalaires 
revient ~ remplacer a par ~" et q par q". 

b) Si X o est purement de dimension n, W(X0, i) ~quivaut ~ W(X0, 2n- - i )  : 

ceci rfisulte de la dualit~ de Poincarfi. 
c) Si X 0 est somme de vari~t~s X0 ", W(Xo, i) ~quivaut ~ la conjonction des W(X~, i). 
d) Si X o est purement de dimension n, Yo une section hyperplane lisse de X0, 

et que i<n,  alors W(Y0, i ) * W ( X 0 ,  i) : ceci rdsulte du thfior~me de Lefschetz faible. 

Pour prouver les assertions W(X0, i), on se rambne successivement : 

- -  par c), ~t supposer X 0 purement d'une dimension n; 

- -  par b), ~ supposer de plus o < i < n ;  
- -  par a) et d), ~ supposer  de plus i = n ;  
- -  par a) et c), ~ supposer de plus X o absolument irr6ductible. 

Ge cas est justiciable de (7.2). 

(7.3) Prouvons (7.2). Pour tout entier k, e~ est valeur propre de F ~ agissant 
sur Hkd(Xk, Qt)  (formule de Kiinneth). Pour k pair, X ~ est justiciable de (7. I), d'ofl 

kd 1 log 1 

q2 2<l~kl<q~ 
d 1 d 1 

et q2 ~ S l ~ ] ~ q ~ + ~ , .  

Faisant tendre k vers l'infini, on trouve (7-2). 

8. Premieres applications. 

TMorkme (8. x). - -  Soit X o c P~ '+ '  une intersection complkte non singulikre sur F~, de 
dimension net  de multidegr/ (dl, . . . ,  d,). So# b" le n i~" hombre de Betti des intersections complOtes 

non singuliOres complexes, de mgmes dimension et multidegr/. Posons b = b '  pour n impair, et 

b = b' --  i pour n pair. Alors 

I # # P"(V )I < b. 

Soient X/Fq ddduit de X0, et Q t . ~  ~ la droite dans H~(X,  Qt)  engendrde par 
la i ~m~ cup-puissance de la classe de cohomologie d'une section hyperplane. Sur cette 
droite, F* agit par multiplication par qi. La cohomologie de X est somme des Qt .~ i  
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( o < i < n )  et de la partie primitive de H"(X, Qt) ,  de dimension b. D'apr6s (I.  5), il existe 
donc b nombres alg6briques xj, les valeurs propres de F* agissant sur cette cohomologie 
primitive, tels que 

n 

Fq ~oqi q- (-- I)nE o~j. #Xo( ) =  = 

D'apr~s (I .  7), [o~j] = q~/9. et 
r 

I# X0(F~) - # P(Fq)[ = [ # X0(F,) --,._02; q'l----I ~ 1  _< ~ I ~,I =b.q "/~. 

TMorkme ( 8 . 2 ) . -  Soient N u n  entier >1 I, e : (Z/N)*~C* un caract~re, k un entier >>. 2 

et f une forme modulaire holomorphe sur to(N), de poids k et de caract~re ~ : f est une fonction 
/ 

X (: Z, a ec 

on ait 
[I,] 

On suppose f cuspidale et primitive ((( new ~ au sens d'Atkin-Lehner et de Miyake), en par- 

ticulier vecteur propre des ope'rateurs de Hecke T~ (peN).  Posons f =  ~ a,q", avec f = e  2'~" 
(et a I = I). Alors, pour p premier ne divisant pas N , = I 

k - - 1  

lapl<2.p 
En d'autres termes, les racines de l'dquation 

T~ a p T + e ( p ) . p k - t  

k - - 1  

sont de valeur absolue p 2 

Ces racines sont en effet des valeurs propres de Frobenius agissant sur le H k-1 
d 'une vari6t6 projective non singuli~re de dimension k - - i  d6finie sur Fp. 

Sous des hypotheses restrictives, ce fait est ddmontr6 dans mon expos6 Bourbaki 
(Formes modulaires et repr6sentations t-adiques, expos6 355, fdvrier i969, d a n s :  Lecture 

Notes in Mathematics, x79 ). Le cas gdndral n'est pas beaucoup plus difficile. 

Remarque (8.3).  - - J .  P. Serre et moi-m6me avons rdcemment ddmontrd que (8.2) 
reste vrai pour k = I .  La ddmonstration est toute diffdrente. 

L'application suivante m'a  dtd suggdrde par E. Bombieri. 

TMorkme (8.4). - -  Soient Q un polyn6me ?~ n variables et de degrd d sur Fq, Q~ la partie 

homogkne de degrd d de Q et qb : Fq-~C* un caractkre additif non trivial sur Fq. On suppose que : 

(i) d est premier a p; 

(ii) l'hypersurface H odans p ~ - i  dgfinie par Q~ est lisse. 
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Alors 

I 2 +(Q(,q, . . . ,  x.))l < 
X l , . . , , z n ~ g  q - - "  

Quitte ~ remplacer Q.par un multiple scalaire, on peut supposer (et on supposera) 
que 

(8.4. x ) +(x) = exp(2ni Trrq/rp(x )/p). 

Soit X0 le rev6tement 6tale de l'espace affine A o de dimension n sur u d'6quation 
T p - T = Q ,  et soit a l a p r o j e c t i o n  de X osur  A o : 

: Xo-+A o 

X o = Spec(F,[xt, . . . ,  x,, T]/(T" - - T - - Q ) ) .  

Le rev6tement X o est galoisien, de groupe de Galois Z/p; i cZ /p  =Fp agit par T ~ T + i .  
Soit xEAo(Fq) et calculons l 'endomorphisme de Frobenius de ]a fibre de Xo/A 0 

en x. Posons q : p t  et soit Fq une cl6ture algs de Fq. Pour (x, T) ~Xo(Fq) au-dessus 

de x, on a F((x, T ) )= (x ,  Tq), et 

f 
T~ ---- T + , = t  ]~ (Tr -TP'-~) : T +  ~ Q(x) p'-~ = T +TrrcFp(Q(x)). 

C'est l 'action de l'dls TrF,/Fp(Q(x)) du groupe de Galois. 
Soient E le corps des racines pi~o, de l'unit6 et ), une place finie de E premiere 

p. Nous travaillerons en cohomologie X-adique. Pour jEZ/p ,  soit ~ ,0  le Ex-syst~me 
local de rang un sur A 0 d(.fini par X o et +(--jx) : Z / p - + E ' - + E [  : on dispose de 

: Xo-+~,  0 et t(i .x)=~b(--ji)~(x). Notons sans o les objets d6duits de A0, X0, ~ ,0  

par extension des scalaires ~ Fq. La formule des traces ( i .  I2. i) pour .~j,0 s'dcrit 

Y~ +(Q(xa, . . . ,  x , ) )=  ~ ( - - i ) '  Tr(F',  H ' , (A,~) ) .  (8"4"") ,, ..... ~eFq 

On a a . E x : ~ ,  o~, et donc 
J 

(8 .4 .3)  H;(X, Qt) | Ex = (D H;(A, .,~j). 

Pour j----o, ~ est le faisceau constant Ex; ce facteur correspond ~ l'inclusion, par 
image r5ciproque, de ]a cohomologie de A dans celle de X. 

Lemme (8.5). - -  (i) Pour j # o ,  H~(A,,~) est nul pour i4:n; pour i = n ,  
de cohomologie est de dimension (d--I  )". 

(ii) Pour j # o, le cup-produit 

H~(A, ~ ) |  ~-_j)+ I-I~"(A, EJ T_~ Ex(- n) 

est une dualit/ parfaite. 
(iii) X 0 est un ouvert d'une varidtg projective non singuli~re Z o. 

cet espace 
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D6duisons (8.4) de (8.5). Soient J0 : X0~-+Z0 et j : X,--~Z d6duit par extension 

des scalaires ~t Fq. D'apr6s (8.4.2) ,  (i), et ( i .  7) pour Z0, il suffit de prouver l'injectivit6 de 

o* Jz 
H~(A, o~) H~(X, ~)----H~(X, Ex) ~ H"(Z, Ex). 

I 
On a T r ( au  b ) = ~  Tr( j ta*auj l~*b) ,  d.onc cette injectivit6 r6sulte de (ii). 

(8 .6)  Prouvons (8.5) (iii). Soient Po l'espace projectif sur Fq compl6t6 de A 0 
par adjonction d 'un hyperplan ~ l'infini pgo, H0cPgO d'6quation Qe = o  et Yo le 

rev~tement de P0 normalis6 de P0 dans X 0. 

(8.6.I) 

X o ' -  > Y o 

~ l 
A0 ~ , P0<  -~ p~o +_= Ho 

l~tudions Yo/Po pros de l'infini, localement pour la topologie 6tale. 

Lemme (8.7).  - -  Yo est lisse en dehors de l'image rgciproque de H 0. 
Le diviseur de la fonction rationnelle Q sur P0 est somme de sa partie finie div(Q)t  

et de ( - -d)  fois l 'hyperplan ~t l'infini. On a : 

(8.7.  �9 ) d iv(Q)  = d iv(Q) t  - aPg 

d iv(Q)t  n Pg = S 0 . 

A distance finic, Yo = X0 cst 6talc sur A0, donc lisse. A l'infini, mais en dehors de l'image 
r6ciproque de H0, il existe des coordonn6es locales (zx, . . . ,  z,) telles que Q = z [  a (ceci 
utilisc quc ( d , p ) =  I). Dans ces coordonn6cs, Y0 apparait comme produit d 'une courbe 
et d 'un espace lisse (correspondant aux coordonndes z2, . . . ,  z,). Par normalit6, il est lisse. 

Lemme (8.8).  - -  Au voisinage dtale d'un point au-dessus de H0, Y0 est lisse sur une surface 
singuli~re normale, toujours la rrdme. 

On pout cette fois trouver des coordonndes locales telles que Q = z ~ a z 2 .  En effet, 
puisque H o est lisse, d iv(Q)t  est lisse au voisinage de l'infini et coupe p~o transversalement. 
Cette forme est inddpendante du point choisi, et n'utilise que deux coordonndes, d'ofi 
l'assertion. 

(8.9) On salt que le proc6d6 suivant (dfl k Zariski) permet de rfsoudre les sin- 
gularitfs de surfaces : alternativement, on normalise et on 6clate le lieu singulier (r6duit). 
Les op6rateurs en jeu commutent ~t la localisation 6tale et au produit par un espace 

lisse. Le proc6d6 de Zariski permet donc encore de rdsoudre les singularitds d 'un espace 
qui, comme Y0, est, localement pour la topologie 6tale, lisse sur une surface. La r6solution 

obtenue de Y0 est le Z 0 chercM. 
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Si T est une courbe sur une surface S, contenant le lieu singulier, et que T'  est 
l'image rdciproque de T dans la rdsolution de Zariski S' de S, on salt que si on dclate 
de faw itdrde dans S' le lieu singulier (rdduit) de (T'),od , on obtient une surface S" 
telle que l'image rdciproque rdduite (T"),0a de T dans S" soit un diviseur ~t croisements 
normaux. A nouveau, les opdrations en jeu commutent  ~ la localisation dtale et au 
produit par un espace lisse. Raisonnant comme plus haut, et observant que (Y0, l'infini) 
est localement lisse sur un (S, T), on pcut m~me trouver Z 0 tel que Z0- -X 0 soit un 
diviseur ~t croisements normaux. 

(8. IO) Prouvons (8.5) (i), (ii). Ce sont des assertions gdomdtriques; ceci nous per- 

met de travailler dordnavant sur Fq. Soit S' l'espace affine sur Fq qui paramdtrise les poly- 
n6mes ~ n variables de degrd ~d,  et soit S l 'ouvert de S' correspondant aux polyn6mes 
dont la partie homog~ne de degrd d est de discriminant non nul. On note 
Q.seH~ 0s[Xl, . . . ,  x,]) le polyn6me universe1 sur S, et X s le rev~tement galoisien 
dtale de A s = A " •  d'dquation T ' - - T : Q s ,  de groupe de Galois Zip .  Soient 
Ps = P"• S l'espuce projectif sur S compldt~ de A s et Ys le normalisd de Ps duns X s. On 
dispose, sur S, d 'un diagramme analogue ~t (8.6. I). 

Les expressions de Q. en coordonndes locales donndes en (8.7) et (8.8) restent 
valables duns la situation prdsente, avec param~tres, de sorte que, localement pour la 
topologie dtale sur Ys, Ys/S est isomorphe au produit de S (qui est lisse) avec une fibre. 
La mdthode canonique de rdsolution utilisde en (8.9) nous fournit une compactification 
relative Zs/S de Xs/S , avec Z s - - X  s u n  diviseur ~t croisements normaux relatifs sur S 

t~ 

X s ~- > Z s 

A s ~> S 

( f p r o p r e  et lisse, u plongement ouvert, Z s - - X  s diviseur ~ croisements normaux relatifs). 

Soit ~ , s  le Ex-faisceau sur A s ddduit comme en (8.4) de Xs/A s. On a 

a . E x =  @ ~ . s ,  done 

= | s .  
J 

Les propridtds de Z s assurent que les R ~ ( f u ) t E x = R ~ f , ( u t E x )  sont des faisceaux 
localement constants sur S. D6s lors, les Kiat~,s  dgalement sont localement constants. 
Puisque S est connexe, il suffit de prouver (8.5) (i), (ii) pour un polyn6me Q. particulier. 

On prendra Q .=  Zx, d. Ce polynSme vdrifie la condition de non-singularitd car (d, p) = I. 

Pour ce polyn6me, les variables se sdparent dam la somme exponentielle de (8.4). 
Ceci correspond au fait que ~ est le produit tensoriel des images rdciproques de 
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faisceaux analogues o~ 1 sur les facteurs de dimension un A 1 de A = A". Par la formule 
de Kiinneth 

H*(A, .~)  = @ H*(A ~, ~ t ) .  

Cec i ram&ne la preuve de (8.5) (i), (ii) au cas off n = l  et off Q e s t  x ~. 

( 8 . x t )  Trai tons ce cas particulier.  Le rev~tement X de A est irr~ductible, de 

sorte que pour  i =  0,2 

H',(A, Ex) -~ H~(X, Ex). 

Pour  ioeI et j Jeo ,  on a done 

H'c(A, ~ )  = o. 

L'assertion (ii) r5sulte de (2.8) ou (2.12) et de ce que ul,~j=u..~j. Pour  prouver  (i), 
il reste ~ v5rifier que 

z,(A,,~j) = I - -  d. 

D'apr6s la formule d 'Eulcr-Poincar6 (voir l 'exposd Bourbaki  286 de f6vrier 1965, par  
M.  Raynaud) ,  ceci 6quivaut  au lemme suivant. 

Lemme ( 8 .  x 2 ) .  - -  Le conducteur de Swan de o~j a l'infini est /gal a d. 
Cet ~nonc6 ~quivaut au suivant. 

Lemme ( 8 .  I 3 ) .  - -  Soient k un corps fini de caract/ristique p, y~k[[x]] un /lgment de 
valuation d premikre h p, L l'extension de K = k (  (x) ) engendrg par les racines de T P - - T = y  -1 

et Z le caractkre suivant de Gal (L /K)  h valeurs dans Zip : 

X(~) = ~ T - - T .  

Alors, X est de conducteur d +  i. 

Par cxtension du corps r~siducl, on se ram~ne ~ supposcr k a lgdbriquemcnt  clos 
plut6t  quc  fini, et on appl ique : J .  P. Serre, Sur les corps locaux ~ corps r6siduel algS- 

br iquement  clos, Bull. Soc. Math. France, 89 ( i96 i ) ,  p. 1o5-I54 , n ~ 4 .4 -  
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