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O. INTRODUCTION 

Soit Xo/k une courbe elliptique ordinaire. D'apr6s la th~orie 

de Serre-Tate [14, V], la vari6t6 modulaire formelle M des d6forma- 

tions de X sur les W-alg6bres artiniennes locales de corps r6si- 
o 

duel k est isomorphe au groupe multiplicatif formel @~/W . Plus 

pr~cis~ment, le groupe p-divisible G = UKer(p n :Xo~) est isomorphe 
o 

(Qp/2r)~ ×~ ~ , et le choix d'un isomorphisme ~ entre la partie 

P 

~tale de G O et @p/2~p permet d'identifier canoniquement, pour toute 

W-alg~bre R artinienne locale de corps r~siduel k , l'ensemble des 

rel~vements de X O sur R au groupe Extl((@p/~p)R,(~ ~)R ) , ~ son 
P 

tour isomorphe canoniquement au groupe des unit~s de R congrues ~ 1 

modulo l'id6al maximal : on obtient donc ainsi un isomorphisme (ne 

d~pendant que de ~) entre M et (G~) W , et en particulier la d6for- 

mation universelle X de X sur M d~finit une "coordonn6e canoni- 
o 

que" q sur M , telle que M ~ Spf W[[q-l~]. De ce param6tre q , 

qui d~crit le groupe p-divisible G associ~ ~ X comme extension de 

@P/~ r par ~ ~ , on peut donner une autre interpretation, en termes 

P 

du module __ ~R(X/M) , muni de sa structure de F-cristal et de sa 

filtration de Hodge H°(X,~/M ) c ~R(X/M). La donn~e d'un isomorphisme 

comme ci-dessus fournit en effet par dualit~ un isomorphisme ~' 

entre le groupe formel X^/M associ~ ~ X et le groupe formel 

d'o~ une forme b6 H°(X,~/M ) , correspondent par ~' ~ la 
(G~) M f 

forme invariante sur (@m)M " Soit a 6 ~R(X/M) tel que Va = Oet (a,b) 

_ _  ~R(X/M), i.e. <a,b> = 1 , <a,a> = 0 . Si soit une base symplectique de 

v : ~R(X/M) ~ ~/W®~R(X/M) d~signe la connexion de Gauss-Manin, 

on a n~cessairement 

(0.i) Vb = ~]®a , 

E ~/W . On peut montrer (voir Appendice et Expos~ suivant, par avec 

N. Katz) que l'on a 
(0.2) ~ = d log q , 
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o~ q est le param~tre d6fini plus haut, qui se trouve donc co[ncider 

avec celui d~fini ind~pendamment par Dwork ([8], [6]) ~ l'aide de 

(0.2). La base (a,b) ci-dessus jouit par ailleurs de propri~t~s 

remarquables vis-a-vis de l'op~ration de Frobenius F sur ~R(X/M) : 

si l'on choisit comme endomorphisme de M relevant le Frobenius de 

M®k celui donn~ par q ~ qP , alors F s'exprime par 

(0.3) Fa= a , Fb=pb . 

Les constructions pr~c~dentes se g&n~ralisent aux vari~t~s ab~liennes 

ordinaires [8], voir aussi [9], [ii] pour des applications arithm~ti- 

ques dans le cas des courbes elliptiques. 

L'objet de l'expos~ est de montrer qu'on peut d6velopper une 

th~orie analogue pour les surfaces K3 ordinaires, du moins si p~ 2 . 

Soit Xo/k une surface K3 ordinaire, i.e. telle que le Frobenius de 

H2(Xo , ~) soit non nul, et soit S la vari~t~ modulaire formelle des 

d~formations de X sur les W-alg~bres artiniennes locales de corps 
O 

r~siduel k (IV 1.2). Si p~2 , on prouve que S est munie canoni- 
/ 

.@ )̂20 
quement d'une structure de groupe formel, isomorphe ~ ~ m W ; en 

particulier, la d~formation universelle X de X sur S d~finit 
o 

des "coordonn~es canoniques" qi (i £ i i 20) telles que 

S ~ Spf W[[ql-i ..... q20-1]] , formant une base des caract~res de S . 

On montre de plus que, si L ° est un faisceau inversible non trivial 

sur X O , l'hypersurface E(Lo) de S telle que L O se prolonge 

X×sE(Lo) (IV 1.5) est le noyau d'un caract~re de S , d~fini de fagon 

presque tautologique par la classe de Chern cristalline de L 
o 

En l'absence d'une th~orie de Serre-Tate pour les rel~vements des 

surfaces K3, c'est en termes de la structure de F-cristal de 

R(X/S) que la structure de groupe formel de S . En l'on d~finit 

fait, on peut englober le cas des vari~t~s ab~liennes et celui des 

surfaces K3 dans un m~me th~or~me de structure pour une certaine classe 

de F-cristaux ordinaires. L'~tude de ces cristaux fait l'objet du 
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n ° i. Les applications g~om~triques sont donn~es au n ° 2. En ce qui 

concerne le th6or6me relatif aux hypersurfaces E(L O) , l'ingr6dient 

essentiel est l'utilisation de la classe de Chern cristalline pour 

contrSler l'obstruction au prolongement. 

i. PARAMETRES CANONIQUES DES F-CRISTAUX DE HODGE ORDINAIRES 

i.I. Rappels de d~finitions. 

l.l.1. Pour les d6finitions et propri6t~s g~n~rales des 

F-cristaux, voir Katz [8], [iO]. On fixe pour toute la suite dun ° 1 

des anneaux de s6ries formelles 

A O = kilt I ..... tn]] , A = Wilt I ..... tn]] • 

o~ (t I ..... t n) est une suite finie d'ind6termin6es (pour n= 0 , on 

convient que A ° k , A= W). 

Un cristal (sous-entendu, en modules libres de type fini) sur A o 

est par d~finition un A-module libre de type fini H , muni d'une 

connexion 

V:H~ ~i ®H 
A/W 

int~grable et p-adiquement topologiquement nilpotente. Que v soit 

int~grable signifie que, si l'on pose D i=d/dt i , on a 

V(Di)V(Dj) = ~(Dj)V(D i) 

quels que soient i~ j . Cela permet de faire op~rer sur H les op~- 

rateurs PD-diff~rentiels sur A , i.e. les polyn6mes en les D i 

coefficients dans A , par la formule 

?(E am Dm) = E am(?(D)) m , 

ml mn etc. Quant avec les notations condens~es habituelles D TM = D 1 ...D n , 

la nilpotence topologique de ? , elle s'exprime par le fait que, 

pour tout i , ?(Di)m tend vers z~ro pour la topologie p-adique de 

Endw(H) quand m tend vers +~ . D'apr~s Berthelot [i, II 4], la 
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donn~e d'une connexion ~ comme ci-dessus ~quivaut ~ la donn~e, pour 

tout couple de W-homomorp~ismes (f,g) de A dans une W-alg~bre B 

locale, noeth~rienne et compl~te, tels que f et g soient congrus 

modulo un ideal I de B muni de puissances divis~es compatibles aux 

puissances divis~es standard de p , d'un isomorphisme 

X(f,g) : f~H-~ g~H , (~) 

ces isomorphismes ~tant assujettis & v~rifier certaines conditions de 

transitivit~ explicit~es dans [8, 1.2~, i.e. X(g,h)X(f,g) = X(f,h) , 

x(fk,gk) = k X(f,g) , X(id,id) = id . La formule suivante d~crit con- 

cr~tement ce dictionnaire dans le sens qui nous int~resse : 

LEMME 1.1.2. Avec les notations ci-dessus, d~siqnons p~r 

f : H ~ f H la fl~che d'adjonction, o_~u f~H = f~f H par abus. L'homo- 

morphisme A-lin~aire compos~ 

X(f,g)f : H 

est donn~ par i~ formule 

f , f~H x(f,@) , g H 

(1.1.2.1) X(f,g)f~(x) = Z (f(t)-g(t))[m~g~(V(D)mx) , 
m 

la somme portant sur tousles multi-indices m = (m I ..... mn) E N n , avec 

les notations condens~es 

(f(t)-g(t)) [m~ = (f(tl)-g(tl))[ml~...(f(tn)-g(tn)) [mn~ 

(le crochet d~siqnant une puissance divis~e dans I), e__tt 

m I m 
V(D)m = V(DI ) ...V(Dn) n 

(N.B. la s~rie au second membre de (1.1.2.1) est converqente qr~ce 

la nilpotence topoloqique de v). 

Cet ~nonc~ est essentiellement contenu dans [i, II 4.31. Ii suffit 

de le v~rifier apr~s r~duction mod pr pour tout r . Nous noterons 

W 

( ) On note encore f (resp. g) : Spec(B) ~ Spec(A) le morphisme de 

schemas correspondant. 
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encore par abus (f,g) : A 2 B les Wr-homomorphismes d~duits de 

ceux donn~s par r~duction mod pr . Soit D l'enveloppe ~ puissances 

divis~es de l'id~al d'augmentation J de A~ W A (= Wr[[t I ..... t n , 
r 

u I ..... Un]~) , notons d o (resp. d I) : A ~ D l'homomorphisme donn~ 

par a ~ a® 1 (resp. l®a), d~finissant la structure de A-module 

"~ gauche" (resp. "~ droite") de D . Comme J , engendr~ par les 

t.-u. , est r~gulier, il r~sulte de [i, I 4.5.1~ que D s'identifie 
l 1 

pour la structure gauche ~ l'alg~bre ~ puissances divis~es 

A<~l,...,~n > , o~ ~i = dlti- doti = image de u~-t.l 1 dans D_ . Par 

la propri~t~ universelle des enveloppes & puissances divis~es, et du 

fait que B est complet, il existe un PD-morphisme s : D ~ B tel que 

sd O= g , sd I= f . D'autre part, d'apr~s [i, II 4.3.8~, la connexion 

d~finit une PD-stratification 

, : D®AH (= diM) ~-~ H®AD (= doM) 

t e l l e  que l'homomorphisme d l - l i n ~ a i r e  compos~ 

dl ~ o 0 : H • dlH ~-~ d H 

soit donn~ par la formule 

(~) @(x) = ~v(Dm)x ® ~[m] , 

avec les notations condens~es ~videntes. Par d~finition, x(f,g) 

l'isomorphisme d~duit de ~ par image inverse par s : 

x(f,g) = S ~ : f~H ~ g H . 

est 

Si l'on convient de regarder f (resp. g) comme d~finissant une 

structure de A-module ~ droite (resp. gauche) sur B , on a un 

diagramme commutatif 

d 1 
H ~ D®AH ~ H~AD 

f~ 
H ~ B®AH x(f,g). H®AB • 
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qui montre, compte tenu de (~), que le compos6 horizontal inf6rieur 

est donn6 par 

X(f,g)f~(x) = E v(m)mx® s({) [m] 

Mais 

donc 

s({ i) = S(dlt i- dot i) = f(ti)- g(t i) 

x(f,g)f~(x) = E ?(D)mx® (f(t)-g(t)) [m] 

: E(f(t)-g(t))[m]g~(V(D)mx) 

1.1.3. Un F-cristal sur A est par d6finition un cristal 
o 

(H,V) sur A ° , muni, pour chaque rel6vement • : A ~ A du Frobenius 

de A O compatible ~ l'endomorphisme de Frobenius ~ de W , d'un 

homomorphisme horizontal 

F(~) : ~*H ~ H 

(~ H 6rant muni de la connexion ~V), tel que F(~) ®@p soit un 

isomorphisme, et que, pour tout couple de rel~vements (~,~), on ait 

un triangle commutatif 

(1.1.3.1) 

* F(~) 
~H ,H 

~H 

o~ 

que 

×(~, ~) 

est congru ~ 

L'horizontalit~ de 

(1.1.3.2) 

Comme par d~finition 

est l'isomorphisme canonique d~fini par v grace au fait 

modulo i'id~al ~ puissances divis~es pA . 

F(~) s'exprime par la commutativit6 du carr~ 

1 ~H ~ v ~A/W ® ~H 

F(~) I [I®F(~) 
V 

H , [~i ®H 
~w 

~V rend commutatif le cart6 
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on en d~duit la formule 

H , ~i ®H 
A/W 

H ®w~H 

(1.1.3.3) VF(e)~x = Z ~i ®F(~)~hi ' 

pour xE H tel que ~x = Z ~.®h. 
1 1 

D'autre part, la loi de variation de F(~) (1.1.3.1) se traduit 

par la formule 

(1.1.3.4) F(~)~x = F(~)~x + ~ (~(t)-~(t)) [n~ F(~)~(V(D)nx) , 
Inl>0 

avec les notations de 1.1.2. On a en effet, d'apr~s les conditions de 

transitivit~ v~rifi~es par X , 

F(~)~x = F(~)X(~,~)X(~,~)~*x 

= F(~)X(~,~)~x (1.1.3.1) , 

d'oQ 1.1.3.4, grace ~ 1.1.2.1 appliqu~ ~ f= ~ , g= ~ . 

1.1.4. Soit s o : Ao ~ k' un point de Spec(A O) ~ valeurs dans 

une extension alg~briquement close de k . Si ~ rel~ve Frobenius 

comme ci-dessus, on sait [8, i.I~ qu'il existe un unique rel~vement 

de s o en s : A ~ W(k') tel que s~=~s (~ d~signant le Frobenius 

de W(k')), appel~ rel~vement de Teichm~ller de s relatif ~ ~ . 
o 

Soit H un F-cristal sur A . Alors F(~) fournit un endomorphisme 
O 

~-lin~aire de s H , d'o~ un F-cristal s H sur k' . Si ~' est 

un autre rel~vement de Frobenius, et s' le rel~vement de Teichm~ller 

de s o correspondant, les F-cristaux s~H et s'~H sont canonique- 

ment isomorphes grace ~ (1.1.3.1) (cf. [8, 1.41). On ~crira s~H pour 
o 

s~H , et on dira que s~H est le F-cristal induit par H au point s o . 

1.1.5. Rappelons enfin qu'~ tout F-cristal sur k on associe 

un polyqone de Newton et un polyqone de Hodqe, pour les d~finitions et 

propri~t~s desquels nous renvoyons le lecteur ~ [12], [8], et [i0]. 
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1.2. F-cristaux unit~s. 

1.2.1. On dit qu'un F-cristal (H,V) sur A est un F-cristal 
o 

unit~ si, pour un rel~vement ~ ~ A du Frobenius de A , F(~) est 
o 

un isomorphisme. D'apr~s (1.1.3.1), il revient au m~me de dire que 

F(~) est un isomorphisme pour tout rel~vement ~ . 

Tout ~ -module libre de type fini M fournit un F-cristal 
P 

unit~ sur A , ~ savoir (H=M®A , ? = l®d , F(~)= i® ~). En fait, 
o 

tout F-cristal unit~ sur A est de ce type : 
o 

PROPOSITION 1.2.2 (cf. [8, §3~). Soit H u__nn F-cristal unit~ 

sur A O . Ii existe une base (e i) (I i i i r) d__ee H sur A telle 

que ~e. = O et F(~)~e. = e. pour tout rel~vement ~ du Frobenius 
1 1 1 

de A 
- -  o 

Autrement dit, la base (e i) d~finit un isomorphisme du 

F-cristal trivial ~r®A d~fini ci-dessus sur H . 
P 

Avant de d~montrer 1.2.2, faisons d'abord deux remarques. 

a) Si x£ H est tel que, pour un rel~vement ~ , F(~) ~x= x , 

alors Vx= 0 . En effet, comme ~ rel~ve Frobenius, on a 

(~W)_I cp~ik/w ' donc p divise vx= VF(~)~ x d'apr~s (1.1.3.3). Le 

m~me raisonnement montre, par r~currence, que Vx est divisible par 

n 
p pour tout n , donc que Vx= 0 . 

b) Si x6 H est tel que F(~) ~x = x pour un rel~vement ~ , 

alors F(~)~x = x pour tout rel~vement ~ . Compte tenu de a), cela 

r~sulte en effet de la loi de variation de F(~) (1.1.3.4). 

Ii suffit donc de trouver une base (e i) de H sur A telle que 

F(~)~ei = e i pour un rel~vement ~ choisi, par exemple celui donn~ 

par t. ~ tP (i ~ j i n). Soit s : A ~ W l'augmentation donn~e par 
3 3 

s(t i) = 0 . Comme s~ = ~ , F(~)~ induit sur s H un automorphisme 

~-lin~aire • . Le corps k ~tant alg~briquement clos, il existe une 

base de s~H fixe par ~ (partir d'une base fixe par ~ mod p , qui 

existe grace au lemme de Lang, et la modifier de proche en proche pour 
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n 
la rendre fixe par ~ mod p 

une base (fi) 

on ait 

avec M 6 Mr(A) 

pour tout n). Autrement dit, il existe 

(ll il r) de H telle que, si l'on pose F(~)~ *= F , 

Ff = (I+M) f , 

tel que M= 0 mod(t) (= (t I ..... tn)A). Ii suffit de 

montrer qu'on peut remp!acer f par e = (I+N)f , avec NE Mr(A ) tel 

que N = 0 mod(t) , de mani~re ~ satisfaire ~ Fe = e . Explicitant, on 

trouve l'~quation 

(~) N = M+ ~(N) +~(N)M o 

Or l'application N~ M+ m(N) + ~(N)M est contractante pour la topolo- 

gie (t)-adique, car m((t)) c (t) p , donc (*) poss&de une solution 

unique, ce qui ach~ve la d~monstration de 1.2.2. 

1.2.3. Nous dirons qu'un F-cristal (H,V) sur A O est topolo- 

qiquement nilpotent si, pour un rel~vement ~ du Frobenius de A o , 

F(~)~ est p-adiquement topologiquement nilpotent ; cette condition 

ne d~pend pas du choix de ~ , comme le montre (1.1.3.4) (ou plus 

exactement l'analogue de (1.1.3.4) pour des it6r~s de F(m)~ , 

w 
F(~)~ ). Ii n'est pas vrai que tout F-cristal sur A O soit extension 

d'un F-cristal topologiquement nilpotent par un F-cristal unit~. 

Plus pr~cis~ment, on ale crit~re suivant, cas particulier d'un 

th~or~me de Katz [I0, 2.4.2~ : 

PROPOSITION 1.2.4. Soit H u__nn F-cristal sur A ° . Notons F ° 

l'endomorphisme de H O = H®AA O induit par F(~)~ , o_~ ~ rel&ve le 

Frobenius F A d_~e A O (F O est F A -lin~aire, et ind~pendant de ~). 
o o 

Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) Les ranqs stables de (Ho,F O) au point ferm~ et e n ~n 

point q~om~trique alq~briquement clos localis~ au point q~n~rique de 

Spec(A O) sont ~qaux. 
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(ii) I1 existe une extension de F-cristaux sur A 
o 

0 "~ U " H -~ E -~ 0 , 

O_~U U est un F-cristal unit~ et E u_~n F-cristal topoloqiquement 

nilpotent. 

Rappelons ce qu'on entend par "rang stable" : si L est un 

espace vectoriel de dimension finie sur un corps parfait de car. p , 

muni d'un endomorphisme p-lin~aire ~ , L se d6compose canoniquement 

en L = LSS~L nilp , oQ L ss = NIm ~ , L nilp =OKer ~ ; la dimension 

de L ss est par d~finition le ranq stable de (L,~). 

Bien qu'il s'agisse d'un cas particulier de [i0, 2.4.2~, indiquons 

rapidement une d~monstration de 1.2.4 (*), la situation envisag~e ici 

6tant nettement plus simple que celle de (loc. cit.). Ii est clair que 

= ® k = H®Ak . Relevons (ii) implique (i). Inversement, posons Ho Ho A O 

dans H ° une base de Ho adapt6e ~ la d6composition de Ho sous 

F O®k ' Ho = ~SS@o ~nilPo : Fo est alors donn~ par une matrice (ba d)C • 

avec b= 0 mod(t) , et a inversible de rang r = dim ~ss .Dans une 
o 

nouvelle base de H ° , donn~e par une matrice de passage P = 
x 1 

a' c' -i a 
la matrice de F O est (b' d ') = p (b ~)P(P) , et l'on peut d~terminer 

x = 0 mod(t) de mani~re que b' = 0 : en effet, on obtient pour x 

l+dx(P)a -I l'~quation x= f(x) , o~ f(x) = ba -I- xcx(P)a- , et cette 

~quation poss~de une solution unique car f est une application con- 

tractante pour la topologie (t)-adique. Dans cette nouvelle base, la 

a' c' 
matrice de F ° prend donc la forme (0 d ') , avec a' inversible de 

rang r . L'hypoth~se (i) entra~ne alors que l'endomorphisme d' est 

nilpotent, car il en est ainsi de d' localis6 en une extension alg~- 

briquement close du corps des fractions de A . Choisissons un rel~- 
o 

vement ~ de F A . Dans une base de H relevant la base de H O 
O 

( ) figurant dans des notes de Katz ant~rieures ~ (loc. cit.), non 

publi6es. 
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choisie ci-dessus, la matrice de F = F(~)~ ~ s'~crit (avec des nota- 

a c) o~ b = 0 mod p , et d topologiquement nil- tions chang~es) (b d ' 

potent. Appliquant ~ nouveau la m~thode du point fixe (avec cette fois 

une application contractante pour la topologie p-adique), on voit 

qu'on peut trouver une nouve!le base (e I ..... e r , er+ 1 .... ,er+ s) de 

(~r O> 
H , donn~e par une matrice de passage , avee x = O mod p , 

1 

de mani~re que dans cette nouvelle base, la matrice de F s'~crive 

a' c' 
(0 d ') , avec a' inversible (de rang r) et d' topologiquement 

nilpotent. Le sous-F-module U = @ Ae. est ~gal ~ N Im F n , 
l~i~r l n~O 

donc (grace ~ (1.1.3.2)) horizontal, i.e. tel que vUC~A/w®U 

D'apr~s (1.1.3.1), U est donc un sous-F-cristal unit~ de H , et par 

construction le F-cristal H/U est topologiquement nilpotent, ce qui 

ach~ve la d~monstration. 

REMARQUE 1.2.5. Sous les hypotheses de 1.2.4, le F-cristal U 

est caract~ris~, en termes de H , par U = NIm F n (o~ F = F(~)~). 

Nous dirons que U est l__ee sous-F-cristal unit~ de H . 

1.3. F-cristaux ordinaires. 

1.3.1. Soient H un F-cristal sur A ° , H O = H® AA ° . Soit 

un rel~vement ~ A du Frobenius F A , posons H(P)o F A H ° • H AAo , 
o o 

et, pour i 6 [q , 

(1.3.1.1) MiH (p) = {xE H (p) I il existe y£ ~H relevant x et tel 
o o 

que F(~)y6 piH} , 

(1.3.1.2) FiliH = H N MiH (p) 
o o o 

(ou H ° est consid~r~ comme sous-module de FA ~H(P)o 
o 

d' ad jonction), 

par la fl&che 

(1.3.1.3)  FiI.H = {xE H I il existe yE H relevant x et tel que 
i o o 

ply6 Im F(~)} . 
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D'apr~s (1.1.3.1), lee sous-modules FillH O (resp. FiliH O) ne d~pen- 

dent pas du choix de ~ ; ils forment une filtration d~croissante 

(resp. croissante) de H ° , qu'on appelle filtration d e Hodqe (resp. 

filtration conjuqu~e), cf. [15, 1.9], o~ cette filtration est notre 

F i -i Hodge (resp. Fcon). On peut montrer [15, 2.2] que l'on a aussi 

(1.3.1.4) FilIH = {xE H 1 il existe yE H relevant x et tel que 
o o 

F(~)~y E piH} . 

La terminologie provient du th~or~me de Mazur-Oqus [3, 8.26] affirmant 

que si Xo/A O est un schema (ou schema formel) propre et lisse tel que 

(i) la cohomologie cristalline H (Xo/A) soit un A-module libre, 

• ' H j ( X ° ~o/A O ) 
(ii)la suite spectrale El3 = , >~R(Xo/Ao) d~g~n~re 

en E 1 et E 1 soit libre sur A ° et de formation compatible au chan- 

gement de base, alors si l'on pose H = Hn(Xo/A) (donc Ho=~R(Xo/Ao)) 

(n entier fix~) la filtration FilIH (resp. FiI.H ) co~'ncide avec 
o i o 

la filtration canonique sur l'aboutissement de la suite spectrale ci- 

dessus (resp. la suite spectrale conjugu~e 

- -  Hi Xo J(%/Ao)) 
Rappelons [15, 1.6] que lee filtrations 1.3.1.2 et 1.3.1.3 sont 

finies, s~par~es et exhaustives, et que pour n donn~ lee conditions 

Filn+iH = O et Fil H = H sont ~quivalentes : on dit alors que H 
o n o o 

est de niveau k< n . 

On notera 

(1.3.1.5) gr'H ° (resp. gr.H o) 

le gradu~ associ~ ~ la filtration FiI'H O (resp. Fil.Ho). Si gr.H O 

est libre sur A ° , il en est de m~me de gr'H O , la formation de 

gr.H ° et gr'H commute au changement de base, et, pour tout i , 

griH O et griH ° sont canoniquement isomorphes, en particulier ont 

m~me rang h i , qu'on appellera i-i~me nombre de Hodqe de H [15, 

1.12, 2.31. 
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Rappelons d'autre part [15, 1.6, 2.6] que la filtration conjugu~e 

est horizontale pour la connexion v induite sur H (et de gradu~ 
o o 

associ~ de p-courbure nulle), tandis que la filtration de Hodge 

v~rifie la condition de transversalit~ de Griffiths 

• 1 ® Fili-iH (1.3.1.6) VoFillHo C A~o/k o 

La notion de F-cristal ordinaire a ~t~ d~gag~e par Mazur [12] 

et Ogus, ~ qui est due la caract~risation suivante [15, 3.1.3] : 

PROPOSITION I. 3.2. Soit H u__nn F-cristal sur A tel que 
O 

gr.H ° soit libre sur A ° . Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) les polyqones de Newton et de Hodqe du F-cristal e H 
O 

i n d u i t  p a r  H a u  p o i n t  f e r m ~  e : A ~ k ( t .  1 . 4 )  c o i n c i d e n t  ; 
o o 

( i ' )  p o u r  t o u t  p o i n t  s o d_.~e S p e c ( A  o)  ~ , , v a l e u r s  d a n a  u n e  

extension alq~briquement close k' de k , les polyqones de Newton et 

de Hodqe du F-cristal s (H) (1.1.4) co~nc~dent ; 
O 

(ii) les filtrations de Hodqe et con juqu~ e de H sont oppo- 
O 

s~es, i.e. on a, pour tout i , H = FiI.H • Fili+iH ; 
O 1 O O 

( i i i )  i l  e x i s t e  u n e  u n i q u e  f i l t r a t i o n  d e  H p a r  d e s  s o u s - F -  

cristaux 

(1.3.2.1) 0 < U ° c U1 c...c U i c Ui+ 1 c... 

tels que U i rel~ve FiliH ° , et que Ui/Ui_ 1 soit de la forme 

Vi(-i) , o~u V i est un F-cristal unit~ et (-i) d6siqne la torsion 

la Tate consistant ~ remplacer F par pIF . 

DEFINITION 1.3.3. On dit qu'un F-crista! H s ur A ° est ordi- 

naire si gr.H ° est libre et H v~rifie les conditions ~qUivalentes 

d_~e 1.3.2. 

D~montrons 1.3.2. L'implication (i') > (i) est triviale, et il 

est clair que (iii) entra~ne (i'). Prouvons (i) > (ii). Supposons H 

de niveau ~ n , et la conclusion ~tablie pour les F-cristaux de 

niveau ~ n-i . Notons F l'endomorphisme p-lin~aire de H O induit 
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par F(~) pour un rel6vement ~ (F ne d6pend pas de ce choix). Par 

d6finition (1.3.1), on a 

(1.3.3.1) Fil H = Im F : H (p) ~ H , FilIH = Ker F : H ~ H 
O O O O O O O 

L'hypoth~se (i) entra~ne d'abord que le rang stable de eoH O est 

h = rg Fil H (coincidence des parties de pente 0 des polygones de 
o o o o o 

o un point de Spec(A o) ~ valeurs Newton et de Hodge de e H). Soit s o 

dans une extension alg~briquement close du corps des fractions de A 
o 

La d~monstration de 1.2.4 montre que l'on a 

rg.st(soH O) )z rg.st(eoH o) 

(rg.st = rang stable), mais comme on a aussi 

rg.st(s~H O) i h O 

d'apr6s (1.3.3.1), on en d6duit 

rg.st(e~Ho) = rg.st(s~H o) = h O 

Iien r6sulte d'une part que l'on a 

Filo(SoHo) = (SoHo)SS , FilI(SoHo) = (~OnO_~,/'nilp , 

donc s*Fil H N s~FillH = O , donc 
O O O O O 

(1.3.3.2) H = Fil H ~FilIH 
0 0 0 0 

D'autre part, d'apr~s 1.2.4, on a une suite exacte de F-cristaux sur 

a t o 

(1.3.3.3) 0 ~ U ~ H ~ E ~ 0 , 
o 

o~ U est le sous-F-cristal unit6 de H , et E un F-cristal topo- 
o 

logiquement nilpotent. Comme par d6finition rg(U o) = rg.st(e~H O) = h O , 

U ° rel~ve FiloH ° ,donc la projection H ~ E induit un isomorphisme 

FillHo o ~-* E , ce qui signifie que F(~) : • E ~ E est divisible par 

p , donc que E = E'(-I), o~ E' est un F-cristal de niveau { n-i . 

• *E' a m~mes polygones de Newton Ii est clair que eoE ,donc aussi e ° , 

et de Hodge, donc par l'hypoth~se de r6currence appliqu6e ~ E' , on 
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en conclut que les filtrations de Hodge et conjugu~e de E ° = E®A ° 

sont oppos&es. On aura donc prouv~ (ii) si l'on v~rifie que la projec- 

tion H ~ E induit des isomorphismes (pour i >! O) 

Fili+iH ~, Fili+IE FiliHo/FiloHo ~-~ FiliEo ' o o 

Or il est clair que ces fl~ches sont injectives, et leur surjectivit~ 

r~sulte ais~ment de ce que U est un F-cristal unit~. Prouvons 
o 

maintenant (ii) ~ (iii). On suppose ~ nouveau H de niveau ~< n , et 

la conclusion ~tablie pour les F-cristaux de niveau i n-i . L'unicit~ 

de (1.3.2.1) est claire, compte tenu de l'hypoth~se de r~currence, car 

U est n~cessairement le sous-F-cristal unit~ de H . Pour l'existence, 
o 

notons qu'on a (1.3.3.2) par hypoth~se. D'apr~s (1.3.3.1), on en d&duit 

e~Filo o oH = (e:Ho)SS , s:FiloH O = ['S~Ho o)SS 

(car la d~composition en partie semi-simple et partie nilpotente est 

unique), donc les rangs stables de e H et s H sont ~gaux. Grace 
O O O O 

1.2.4, on obtient donc encore une suite exacte 1.3.3.3. On a vu ci- 

dessus que les filtrations de Hodge et conjugu~es de E ° se d~duisent 

de celles de H par passage au quotient : elles sont donc oppos~es. 
o 

Comme E = E' (-i), avec E' de niveau ~< n-i , l'hypoth~se de r~currence 

entra~ne l'existence d'une filtration de E par des sous-F-cristaux 

0 = W ° c W1 c...C Wi c Wi+ 1 c... 

tels que W i rel~ve FiliE ° , et Wi/Wi_ 1 soit de la forme Ti(-i), 

avec T. un F-cristal unit~. Pour i ~ 1 , notons U. l'image in- 
1 1 

verse de W i dans H . Les U i , pour i ~ i , et U ° forment une 

filtration (1.3.2.1), qui satisfait visiblement aux conditions ~nonc~es 

en (iii). Ceci ach~ve la d~monstration de 1.3.2. 

REMARQUE 1.3.4. Si A =k , la filtration (1.3.2.1) admet un 
O 

scindage unique 

(1.3.4.1) U i = • Vj(-j) , 
j~i 
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o~ V. estun F-cristal unit~. C'est un cas particulier du th~or~me 
3 

de Katz [i0, 1.6.1~, mais il est facile de v~rifier ce point directe- 

ment : l'unicit~ est claire, car, pour j < i , Hom(Vi(-i),vj(-j)) = 0, 

quant ~ l'existence du scindage, elle s'~tablit ais~ment par r~currence 

sur le niveau, ~ l'aide d'un argument de point fixe analogue ~ ceux 

utilis~s dans la d~monstration de 1.2.4. 

1.3.5. Soit H un F-cristal sur A . On appellera filtration 
o 

de Hodqe sur H une filtration finie d~croissante par des sous-A- 

modules libres 

Fil°H = H D FilIH D...D FiliH D Fili+iH D... 

v~rifiant les deux conditions suivantes : 

(i) pour tout i , FilIH rel~ve FilIH , 
O 

(ii) ("transversalit~") pour tout i , on a 

(1.3.5.1) VFiliH c Q1 A/W ® Fill-iH . 

On appellera F-cristal de Hodqe sur A un F-cristal sur A 
o o 

muni d'une filtration de Hodge. 

Un exemple standard est fourni, dans la situation g~om~trique 

envisag~e en 1.3.1, par la donn~e d'un rel~vement de Xo/A O enun 

schema formel propre et lisse X/A tel que la suite spectral, de 

Hodge de X/A , E~ j = HJ(x, A ) ----~R(X/A) (= H (Xo/A)), d~g~n~re 

en E l , avec un terme E 1 libre sur A . La filtration de Hodge de 

~R(X/A) aboutissement de suite v~rifie les condi- cette spectrale, 

tions (i) et (ii) ci-dessus. 

PROPOSITION 1.3.6. Soit (H, FiI'H) u__nn F-cristal de Hodge sur 

A ° S_~i H est ordinaire (1.3.3), les filtrations U i (1.3.2.1) e_~t 

FiI'H sont oppos~es, i.e. on ~, pour tout i , H = U i • Fili+iH , 

d'o~ une d~composition 

(1.3.6.1) H = • H i H i = U. N FiliH r 
i l 
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avec H i de ranq h i (1.3.1.5). 

C'est une consequence immediate de 1.3.2 et 1.3.5 (i) (la condi- 

tion (ii) ne sert pas). 

ci-dessus, supposons le F-cristal H = ~R(X/A) Dans 1 ' exemple 

ordinaire. Pour chaque r ~ 1 , la suite spectrale conjugu~e 

(*)r E~ j = Hi(X®Wr'~J(~®Wr/A®Wr)) ....... ~4R(X®Wr/A®Wr ) 

d~finit une filtration (Ui, r) sur ~R(X®Wr/A®Wr). On peut esp~rer 

que la limite projective des suites spectrales (*)r est une suite 

spectrale, dont la filtration aboutissement sur H n est la limite des 

(Ui, r) et coincide avec la filtration (Ui). 

1.4. F-cristaux de Hodqe ordinaires de niveau i 1 . 

1.4.1. Soit H un F-cristal de Hodge ordinaire de niveau ~ 1 

sur A . D'apr~s 1.3.2, on a donc une extension de F-cristaux 
o 

(1.4.1.1) 0 ~ U ~ H ~ V(-I) ~ 0 , 

ou U et V sont des F-cristaux unit~s, et U rel~ve Fil H 
oo 

On notera r (resp. s) le rang de U (resp. V). D'autre part, H 

est muni du sous-module libre FilIH , qui rel~ve FillHo , donc 

v~rifie, d'apr~s (1.3.1.4), 

1 
(1.4.1.2) F(~)~ Fil H c pH 

pour tout rel~vement ~ de Frobenius. De plus, d'apr~s 1.3.6, H , en 

rant que A-module, se d~compose en somme directe 

(1.4.1.3) H = Ue FilIH . 

En particulier, FilIH est de rang s , et se projette isomorphiquement 

sur V . 

THEOR~ME 1.4.2. Avec les notatiQns de 1.4.1 : (i) Ii existe une 

base a = (ai)l~i~ r d__uu A-module U e__tt b = (bi)l~i~ s d__uu A-module 

FilIH v~rifiant les conditions 
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(1.4.2.1) Va i = 0 , iI i i r , 

(1.4.2.2) Vb. = E ® aj ~ ~ 1 
1 l<j~r ~ij ' ij nA/W ' 

(1.4.2.3) F(~)~*a i = a i , iI i~ r , 

1~< i,< s , 

(1.4.2.4) F(~)~*bi = pbi +p E (~)aj (~) E A iI il s 
llj(r uij ' uij ' 

pour tout rel~vemen t ~ de Frobenius. De Dlus, lee formes ~.. sont 
13 

ferm~es, et v~rifient, pour tout rel~vement ~ de Frobenius, 

(1.4.2.5) e ~ij = P~ij + pduij(~) 

(ii) Lee bases a e__tt b ~tant choisies comme en (i), ill 

existe une unique famille de s~ries formelles T.. E K[[t]] (ou K 
13 

est le corps des fractions de W) telles que, quels que soient i e__tt j , 

(1.4.2.6) ~ . = d~.. , 
13 13 

(1.4.2.7) ~*~ i 9 - P~ij - PUij(~) = 0 

pQur tout rel~vement ~ de Frobenius. On a 

(1.4.2.8) ~ij(O) E pW . 

De plus, si p~2 , lee s&ries 

(1.4.2.9) qij = exp(Tij) 

sont d~finies, appartiennent ~ A , et v~rifient qij(O) = 1 mod pW . 

Prouvons (i). Vu la structure des F-cristaux unit~s (1.2.2), il 

existe une base a = (ai)l~i~ r de U v~rifiant (1.4.2.1) et (1.4.2.3), 

et une base b = (bi)l~il s de FilIH telle que, si b~l d~signe 

l'image de b i dane V(-I), on ait Vbl = O et F(~)~b~ =Ph i pour 

tout i et tout rel~vement ~ de Frobenius. Par suite Vb. et 
1 

'' L' F(~)~bi s ecrlvent sous lee formes (1.4.2.2) et (1.4.2.4). int~gra- 

bilit~ de v entra~ne, par application de v ~ (1.4.2.2), que 

d~ij = O quels que soient i et j . D'autre part, appliquant v 

(1.4.2.4), et utilisant l'horizontalit~ de F (i.i.3.3), on obtient 

lee relations (1.4.2.5). 
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Prouvons (ii). Les formes ~ij ~tant ferm~es, il existe, en 

vertu du lemme de Poincar~, des s~ries ~.. 6 K[[t]] , d~termin~es 
i] 

une constante pros, telles que l'on ait (1.4.2.6). La relation 

(1.4.2.5) entra~ne alors que 

9*~ij - PTij - PUi-(~)] E K 

donc 

(1.4.2.10) ~*rij - PTij - PUij(~) = (~*~ij)(O) - PTij(O) - PUij(~) (0) o 

x 0- Notons x ~ l'automorphisme de Frobenius de K . Fixons tout 

d'abord le rel~vement ~ de Frobenius tel que ~(ti) = tPi ' et norma- 

lisons T.. par la condition 
i] 

(1.4.2.11) (~*~ij)(O) - P~ij(O) - PUij(~)(O) = 0 # 

* ij(0) ~) qui s'~crit encore (car(~ ~ij)(O) = 

(1.4.2.12) ~ij (0) = E vnuij (~) (0) 
n~l 

(o~ Vx = pF-lx = px ). En particulier, on a (1.4.2.8). Montrons 

que, si ~ est un rel6vement quelconque de Frobenius, la condition 

(1.4.2.7), avec ~ remplac6 par ~ , est satisfaite. Compte tenu de 

remplac6 par ~), il revient au m~me de v6rifier (1.4.2.10) (avec 

que l'on a 

(1.4.2.13) (~*~ij)(O) - PTij(O) - PUij(~)(O) = 0 . 

Si ~(0) : O (i.e. ~ est compatible ~ l'augmentation e : W[[t]] ~ W), 

on a (~*~ij)(O) = Tij(O)~ , et (1.4.2.13) ~quivaut ~ (1.4.2.12) avec 

remplac~ par ~ . Ii suffit donc de v~rifier que uij(~)(O) = 

uij(~)(O) . Or l'augmentation e est le rel~vement de Teichm~ller 

(1.1.4) de l'augmentation k[[t]] ~ k simultan~ment pour ~ et pour 

, donc F(~)~* et F(~)~* induisent le m~me endomorphisme 

~-lin~aire F de e*H . Appliquant e* ~ (1.4.2.4) ~crit pour • et 

pour ~ , on obtient donc 
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F(e~bi) = P(e~bi) +P llj~rE uij (~)(O)(e aj) 

= p(e~bi ) +p E u..(~)(O)(e~a9 ) , 
l<j~r 13 

d'o~ uij(~)(O) = uij(~)(O) , ce qui prouve (1.4.2.13) dans ee eas. 

Si maintenant @ est un rel~vement quelconque de Frobenius, on peut 

6crire 

~(ti) = ~o(ti) + pw i , i< i i n , 

avec w = (w I ..... Wn) E W n , o~ $0 : A ~ A est un rel~vement de 

Frobenius tel que ~o(0) = 0 . Appliquant (1.1.3.4), avec ~ =~o ' ~ 

x=b. , on obtient, compte tenu de (1.4.2.4), 
1 

(~) E (@)aj = E (~o)aj + E pin] (w~)nF(~o)~(V(D)nbi). 
l<j~r puij l<j<r puij InI>O 

Calculons V(D)nb i : si D k = 5/~t k , on a, d'apr~s (1.4.2.2),(1.4.2.6), 

V(Dk)b i = <Dk, E d~ij® aj = E. (Dk~ij)a j , 
3 3 

d'o~, com/ne Vaj = O , 

v(Dn)b i = E (Dn~ij)a j 
J 

pour tout multi-exposant n tel que Inl > O . Reportant dans (~), on 

obtient 

PUij(~ ) = PUij(~o) + E p[n](wO-)n~(Dn~ij ) , 
Inl)O 

et par suite la formule (1.4.2.13) ~ v6rifier s'6crit 

E p[n] (wn (0)) ~ (~) (~ij)(O) - P~ij(O) - PUij(~°)(O) - Inl)O (DnTij) = O. 

Notons que ~ = ~oOa , o~ a est l'endomorphisme de W-alg6bre de A 

tel que a(t i) = t i +pw i , done que 

(~Tij)(O) = ('l~(a~T~o ij) )(0) = (a~ij)(O) ~ = ~ij(pw) ~ • 

D'autre part, @o v6rifie (1.4.2.13) comme on l'a vu plus haut, car 

~o(O) = O , et (~Tij)(O) = Tij(O)~ , done 

P<ij(O) = ~ij(O) ~ - PUij(~o)(O) 
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On peut donc r~crire (~) sous la forme 

~ij(pw) ~ = ~ij(O) ~ + 
Inl>O 

i.e. 

p[n](wn(Dn~ij(O))~ , 

Tij(pw) = ~ij(O) + Z p[n]wn(Dn~ij)(O) 
In1>O 

Or on reconna[t ici le d~veloppement de Taylor de ~ij(pw). Cela 

~tablit (~), done (1.4.2.13) dana tous lea cas. Pour d~montrer la 

derni~re assertion de 1.4.2, nous aurons besoin du r~sultat suivant 

de Dwork : 

LEMME 1.4.3 ([5], Lemma i) (~). Notons ~ l'automorphisme 

~-lin~aire de K[[t]] (o~ t = (t I ..... t n) et K eat le corps des 

fractions de W) donn6 par t i ~ tPl " Soit fE K[[t]] tel qua 

f(O) = 1 . Lea conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) f~ W[[t]] , 

(ii) (~f)/fP = 1 +pu , avec u6W[[t~] , u(O) = O . 

L'implication (i) ~ (ii) eat immediate. Rappelons la d~monstra- 

tion de (ii) ~ (i). Ecrivons f = E aiti (a O= i), et supposons 

prouv~ que ai E W pour lil < r (o~ lil = il+...+in). Notant ( )<j 

la pattie de degr~ total <j , on calcule 

= (( ~ + 
((!il~O aitl)P)~r lil~r-i aitl)P)~r P 

= ( 

lillr-1 

puis, posant fP ~ ~f = i +p 

a P t  pi + 
)~<r P 

E d t i 

E a~t pi) (i +p E diti) = (( 
lil)/O 1 I il >/i )~<r 

E a. t i 
lil--r i 

.t i a mod pW[[t]1, 
lil--r i 

(d i 6 W) , 

= ( 

lil~<r-i 

aPtPl)< r sod pW[[t]] 
= ( il~<r-I 

(~) Voir aussi Hazewinkel [7] pour une g&n@ralisation. 

a°~t pi ) 
lil <r-i 1 

d t i 
(l+p lil>l i ))~<r 

a~tPi) <r mod pW[[t]] 
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Comparant les deux expressions obtenues pour (fP)Ir ' on trouve 

p E a,ti E pW[[t] ] , 

li!=r 

donc a. E W pour tout i tel que lil = r , ee qui prouve (ii) -- > (i). 
1 

Avant de revenir ~ la d6monstration de 1.4.2, indiquons deux con- 

s6quences imm6diates de 1.4.3. 

COROLLAIRE 1.4.4. Soit g E K[[t]] tel que g(0) = 0 . Les condi- 

tions suivantes sont 6quivalentes : 

(i) exp(g)6 W[[t]] , 

(ii) ~*g - pgE pW[[t]] . 

En effet, posons f = exp(g). Comme, pour n>l , pn/n! (eta 

fortiori pn/n) appartiennent & pW , la condition (ii) 6quivaut 

dire que ~f/fP = l+pu , avec uEW[[t]] , u(0) = 0 . 

COROLLAIRE 1.4.5. Supposons p~2 . Soit g6 K[[t]] , tel que 

g(O) E pW , e t ~ g - pgE pW[[t]]. Alors la s~rie f -- exp(g) est 

d6finie, appartient ~ W[[t]] , et v6rifie f(0) = 1 mod p . 

En effet, soit h = g-g(O). Comme p~2 et que g(O) 6pW , 

exp(g(0)) est d6fini, done aussi exp(g) = exp(g(O))exp(h). Posons 

g(0) = a (aE W). On a 

~*h - p~ = jg - pg - (a ~-pa) E pW[[t]] 

0- 
(car a -pa6pW st ~*g-pgEpW[[t]]). Done, par 1.4.4 appliqu6 

h , on a exp(h) 6 W[[t]] , et eomme exp(a) = 1 mod pW , on en conclut 

que f = exp(g)EW[[t]] st f(0) = 1 sod pW . 

Fin de la d6monstration de 1.4.2. Ii suffit d'appliquer 1.4.5 

• .. : les hypoth6ses de 1.4.5 sont v6rifi6es en vertu de (1.4.2.7) et 
x3 

(1.4.2.8). 

1.4.6. Si H est un F-cristal de Hodge, comme en 1.3.5, la 

connexion v induit, grace ~ (1.3.5.1), un homomorphisme A-lin&aire 
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(1.4.6.2) 

puisque U ~-~ H/FilIH 

(1.4.6.3) 

o~ TA/W = (nl/w)v 

• ~i = i-l_ 
(1.4.6.1) gr v : grmH ~ ~6A/W.~gr n 

(o~ gr i = Fili/Fili+l). En particulier, dans la situation de 1.4.1, 

induit un homomorphisme A-lin~aire 

1 gr ~ :FilIH ~ ~/W® U , 

(1.4.1.3), d'oQ un homomorphisme A-lin&aire 

gr ? : TA/W ~ HomA(FilIH,u) , 

COROLLAIRE 1.4.7. S Ous les hypotheses de 1.4.1, supposons que 

(1.4.6.3) soit un isomorphisme, et que p soit different de 2 . Alors 

les ~l&ments qij - 1 (ll il s , 1 i jl r) d&finis en (1.4.2.9) forment 

avee p ~n syst~me r~qulier de param&tres de A = W[[t]] , i.e. le 

W-homomorphisme W[[xij]](l{i<s,lljlx ) ~ A envoyant xij sur qi9- 1 

est un isomorphisme, et si l'on note ~ le rel&vement de Frobenius 

d&fini par ~(qij ) = ~ij ' on a 

(1.4.7.1) F(~)~b. = pb. 
1 1 

pour tout i (avec les notations de 1.4.2). 

Notons m = (p,t I ..... t n) l'id~al maximal de A = W[[t]]. Comme 

qij(O) = 1 mod pW , les qij sont des unit&s de A congrues 

1 mod m o Pour prouver la premi&re assertion, il suffit de montrer que 

les formes ~l] = d log qij forment une base (sur A) de ~i A/W" 

Tout homomorphisme f : FilIH ~ U est d&termin~ par une matrice 

(fij) telle que f(bi) = Z fijaj . Notons Dij la base de TA/W 

telle que 

V)(Dij)k ~ = I 0 si (k,~) ~ (i,j) 
(gr 

1 si (k,~) = (i,j) 

Pour tout DE TA/w , on a, d'apr&s (1.4.2.2), 

(gr V)(D)b i = Sj ~ij(D)aj , 



104 

donc 

(gr V)(Dij)k~ = ~k~(Dij) 

1 
Les ~ij forment donc une base de ~i/W ' ~ savoir la base duale de 

P entra~ne la base Dij . D'autre part, la relation ~ qij = qij 

log qij = p log qij ' mais comme log qij = <ij ' (1.4.2.7) entra[ne 

uij(~) = 0 ,donc (1.4.7.1) r6sulte de (1.4.2.4). 

1.4.8. Soit, comme en 1.3.6, (H,FiI'H) un F-cristal de Hodge 

sur % (= kilt]I) tel que H soit ordinaire. Supposons H de 

niveau { N, i.e. (1.3.1) FiliH = O pour i } n+l , de sorte que la 
o 

d6composition (1.3.6.1) s'6crit 

(1.4.8.1) H = • H i , H i = U. N FiliH , rg(H i) = h. 

Supposons d'autre part p~2 . Appliquant 1.4.2 aux F-cristaux de 

Hodge ordinaires (de niveau ~ i) (Ui+2/Ui,(FiI'HN Ui+2)/(FiI'HA Ui)), 

on obtient : 

base 
1 

(i4 N-l,~hi+l,B £h i ) 

(1.4.9.1) 

COROLLAIRE 1.4.9. Sous les hypotheses de 1.4.8, il existe une 

i i 
(e I ..... eh )O~i~ N de H , et des ~l~ments qi;~,8 d_~e A 

tels que 

qi;~,8(O) E l+pW , 

Ve iO = 0 (I~ i{h O) 

em-i ~em = E (d log qm_l;i,j) j 
1 14j~hm_l 

( 1 4 m 4 N  • O~<i4h m) 

On peut utiliser 1.4.9 pour majorer la croissance des sections 

horizontales de H . Rappelons [8, 3.1] que celles-ci "convergent dans 

le polydisque unit~ ouvert", et plus pr~cis~ment que le module 

(H® AK{{tl,...,tn}},?) poss~de une base de sections horizontales : il 

s'agit d'une propri~t~ valable pour tout F-cristal, ind~pendamment de 

toute hypoth~se d'ordinarit~. Cela dit, il r~sulte ais~ment de 1.4.9 

que, pour tout i , les sections horizontales de Ui®AK{{t}} appar- 

tiennent ~ Ui®A Li ' ou 
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L_I c. .c L c ..c O= c L ° . l " 

est la suite de sous-A-modules de K{{t}} d~finie par r~currence par 

(f E L i) <----> (f appartient au sous-A-module de K{ { t} } engendr~ 

par les s~ries g telles que dg = ~ a~d log up , 

avec a ELi_ 1 , et u E A , u~(O) E l+pW) 

Dans la situation de 1.4.8, on ne peut esp~rer toutefois d'~nonc~ 

analogue ~ 1.4.7 (l'hypoth~se que (1.4.6.3) est un isomorphisme n'a 

pas de g~n~ralisation en niveau >/ 2). 

2. APPLICATIONS GEOMETRIQUES 

On conserve les notations A , A de i.I.i. 
o 

2.1. Coordonn~es canoniques. 

A) Vari~t~s ab~liennes (cf. [8, §81). 

2.1.1. Soit X/A un schema ab~lien formel de dimension relative 

g . Le A-module 

H = dR(X/A) 

muni de la connexion de Gauss-Manin ~ , est un F-cristal sur A , 
o 

de rang 2g . On sait (voir par exemple [13, Addendum~) que la suite 

spectrale de Hodge 

~/A * 
E~ j = HJ(x, ) > HDR(X/A) 

d~g~n~re en E 1 , et que le terme E~ 3 est libre sur A , de formation 

compatible ~ tout changement de base. Iien r~sulte (1.3.5) que H , 

muni de la filtration de Hodge 

H = Fil°H D FilIH (= H°(X,~) D O 

= X® A , est un F-cristal de Hodge sur A ° . Notons aussi que, si X O o 

la suite spectrale de Hodge e_~t la suite spectrale conjugu~e de Xo/A O 

d~g~n~rent (en E 1 et E 2 resp.) et que leurs termes initiaux sont 
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libres et de formation compatible ~ tout changement de base. En parti- 

culler, le gradu~ associ~ ~ la filtration conjugu~e gr.(H®A O) est 

libre. D'autre part, si e ° : A ° ~ k est l'augmentation, le F-cristal 

H 1 eoH induit sur k (1.1.4) n'est autre que (X®k/W) , car si 

e : A ~ W est l'augmentation, e~H = H~R(X®W/W) = HI(x®k/W) par 

d~finition de la cohomologie cristal!ine. 

2.1.2. Supposons la vari~t~ ab~lienne X®k ordinaire, ce qui 

signifie, au choix, que (X® k)(k) ~ (~/p)g , ou que Frobenius sur 

HI(x®k,~) est bijectif, ou que HI(x®k/W) a m~mes polygones de 

Newton et de Hodge. D'apr~s ce qu'on vient de rappeler, le F-cristal 

H est alors ordinaire au sens de 1.3.3, et comme il est de Hodge de 

niveau ~ 1 , on peut lui appliquer 1.4.2. Notons que, dans la d~compo- 

sition H = U~ FilIH , U et FilIH sont libres de rang g . Ii 

existe done une base (ai)l~ilg de U , une base (bi)l~ilg de 

FilIH , et des s~ries ~..EK[[t]] (14 jig , i~ j~g) v~rifiant les 
13 

conditions (1.4.2.1) ~ (1.4.2.8). De plus, si p~ 2 , on dispose des 

s~ries qij = exp(Tij) E A , telles que qij(O) = 1 mod pW . 

2.1.3. Supposons que X/A soit la d~formation formelle verselle 

de X®k , done que A = wilt I ..... t 2]] . Alors (1.4.6.3) est un iso- 
g 

morphisme, qui s'identifie ~ l'isomorphisme de Kodaira-Speneer 

TA/W ~-~HI(X,Tx/A) ~ Ho___m(H°(X,~/A),HI(x,~)) 

(cf. (IV 2.3)). Done, si p~2 , les ~l~ments qij-i E A forment, en 

vertu de 1.4.7, des coordonn~es "canoniques '' sur A (i.e. 

A ~ W[[qij-l]]) , at, si l'on note ~ le rel~vement de Frobenius 

donn~ par ~(qij ) = ~ij ' on a, avec les notations de 2.1.2, 

F(~)~ai = a i , F(~)~bi = pbi (i~ ilg) 

Soit e : A ~ W le rel~vement de Teichm~ller de e correspondant 
o 

, i.e. tel que e(qi j) = 1 . II n'est pas difficile de montrer - nous 
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~tablirons un r~sultat analogue ci-dessous pour les surfaces K3 - que 

e est ind~pendant du choix de (a,b,q), et qu'on a un isomorphisme 

canonique (d~fini ~ l'aide de (a,b,q) mais n'en d~pendant pas) entre 

S et G W , oQ G est le tore formel sur ~p de groupe de caract~res 

Hom~ (Po, Pl) ' Po (resp. P1 ) d~signant le sous-~ -module (libre de 
p P 

rang g) de HI(x®k/W) form~ des x tels que Fx=x (resp. 

Fx=px). Cet isomorphisme envoie e sur l'~l~ment neutre de G W.On peut 

montrer (voir Appendice et Expos~ suivant, par N. Katz) que cette struc- 

ture de groupe formel sur S coincide avec celle d~finge, ~ la Serre-Tate, 

par le rel~vement formel versel du groupe p-divisible associ~ ~ X®k . 

En particulier, la vari~t~ ab~lienne e~X/W est le rel~vement canonique 

de (X® k)/k [14, V §31. Rappelons que ce rel~vement correspond au 

rel~vement trivial (i.e. comme produit) du groupe p-divisible associ~ 

X~k , ou, ce qui revient au m~me, au rel~vement de 

Fil~dg~R(X® k/k) en le facteur direct PlOW de pente 1 de 

HI(x® k/W) (cf. 1.3.4). 

2.1.4. Variante. Soit X/A une courbe propre et lisse ~ fibres 

g~om~triquement connexes de genre g > 1 . Alors H = H~R(X/A) , muni 

de la connexion de Gauss-Manin ~ et de la filtration de Hodge 

FilIH = H°(X,~/A) , est un F-cristal de Hodge de niveau 1 . Si l'on 

suppose X® k ordinaire, on peut appliquer 1.4.2, et l'on obtient les 

r~sultats de Katz [8, §81 : si (ai)lli~g est une base de sections 

horizontales fixes par F du sous-cristal unit~ U , on peut en effet 

prendre comme base (bi)lli~g de FilIH la base duale de (a i) pour 

la dualit~ de Poincar~ ((a,b) est alors une base symplectique de H), 

car la compatibilit~ de la dualit~ ~ F et ~ montre aussitSt que 

les conditions de (1.2.4 (i)) sont v~rifi~es. 

B) Surfaces K3 

2.1.5. Soit X/A un schema formel propre et lisse tel que 

X k = X® k soit une surface K3 . Alors, d'apr~s (IV 2.2, 2.3), le 
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A-module 

H = ~R(X/A) , 

muni de la connexion de Gauss-Manin v , et de la filtration de Hodge 

H = Fil°H m FilIH D FiI2H D 0 

est un F-cristal de Hodge sur A ° . Les sous-modules FilIH sont 

libres de rangs 22, 21 , 1 pour i= 0,1,2 , et le gradu& associ& 

gr'H est libre. De plus, le cup-produit 

< , > : H®H ~ ~R(X/A) A 

est une dualit& parfaite, horizontale pour ~ , i.e. v&rifiant 

<Vx,y> + <x,Vy> = V<x,y> , 

et compatible ~ F , i.e. telle que, pour tout rel6vement de Frobenius 

, on ait 

w 

<F(~)~ x,F(~)~y> = F(~)~ <x,y) 

~I~R( 2 Noter que F(~)~ X/A) = p ~ , od ~ est un automorphisme, i.e. 

~ R(X/A)(2) est un F-cristal unit& (de rang i), qu~on identifiera 

au F-cristal trivial A au moyen d'une base horizontale fixe par 

F . Rappelons d'autre part que l'on a 

FilIH = (FiI2H) ± 

Rappelons enfin que, si e : A ~ k est l'augmentation, le F-cristal 
o o 

eoH (1.1.4) n'est autre que la cohomologie cristalline H2(Xk/W). 

2.1.6. Supposons maintenant X k ordinaire, ce qui signifie, par 

d&finition, que le polygone de Newton de H2(Xk/W) coincide avec le 

polygone de Hodge, i.e. a pour pentes (0,1,2) avec les multiplicit6s 

(1,20,1). Ii revient au m6me de dire que Frobenius sur H2(X~,@) est 

clue e~H = H2(Xk/W) et que gr'H est fibre, le non nul. Du fait 

F-cristal H est alors ordinaire au sens de 1.3.3, et admet par 

cons&quent une filtration par des sous-F-cristaux 



109 

0 C Uo C U1 c U 2 = H 

tels que Ui/Ui_ 1 soit de la forme Vi(-i) , o6 V i est un F-cristal 

unit~ de rang 1 , 20, 1 , pour i=0, i,2 . De plus, comma U i rel&ve 

FiI.H , la compatibilit~ de F & la dualit& entraine que l'on a 
i o 

U 1 = U ± o 

Enfin (1.3.6) les filtrations (U i) et (FilZH) sont oppos~es, i.e. 

on a 

H = Ho~HI~H2 , 

avec 

H o=U ° , H I = UIN FilIH , H 2 = FiI2H , H 1 ~->UI/U o 

THEOREME 2.1.7. On suppose p~2 . Soit X/A = Wilt I ..... t20]]) 

!a d~formation formelle universelle d'une surface K3 ordinaire ~/k 

(IV 1.3). Alors, avec les notations de 2.1.5, 2.1.6, il existe une 

b~se (a,b I ..... b20,c) d__ee H adapt&e & la d~composition 

H = Ho~ H I~ H 2 , et telle qua <a,c>= 1 , et des ~l~ments qi 6 A 

(i~ i~ 20) poss~dant les propri&t~s suivantes : 

(i) qi(0) = 1 mod pW et les qi d&finissent un isomorphisme 

A ~-- W[[ql-I ..... q20-1]] (i.e. les formes d log qi forment une base 

1 
de ~A/W ) . 

(ii) Ira = 0 , 

Vbi= (d log qi)a (i~ i~ 20) 

Ire = - E (d log qi)b~ 

o_~u (b~) d~siqne la base de H 1 duale de (b i) (pour la restriction 

H 1 de la forme cup-produit). 

(iii) S_~i ~ : A ~ A d~siqne le rel~vement de Frobenius .tel qua 

~(qi ) = ~i ' alors 
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[ F(~)~a = a , 

F(~) ~#~b i = Pb i 

2 
F(~)~ c = p c . 

(~4 i~< 2o) 

D'apr~s 2.1.6, le F-cristal U 1 , muni de la filtration 

FiliH Q U 1 iest un F-cristal de Hodge ordinaire de niveau 1 . 

D'autre part, comme X/A est la d6formation formelle universelle de 

, l'application 

grlv : TA/W ~ HomA(HI,H o) = HOmA(grlH,gr°H) 

est un isomorphisme d'apr~s (IV 2.4). En vertu de 1.4.2 et 1.4.7 

appliqu6s ~ U 1 , il existe donc une base (a,b I ..... b20) de U 1 

adapt6e ~ la d~composition U 1 = H o~ H 1 , et des 616ments qi 6 A 

v6rifiant les conditions (i) ~ (iii) de 2.1.7. I! reste A montrer que, 

si l'on choisit la base c de H 2 telle que <a,c> = 1 , les derni6res 

formules de (ii) et (iii) sont satisfaites. Tout d'abord, par la condi- 

tion de transversalit6 (1.3.5.1), on a 

V 
vc = ~®c + E ~.®b. 

i~i<20 i 1 

La relation 

0 = V<a,c> = <Va,c> + <a,Vc> = <a,Vc> 

entra~ne ~= 0 . Puis, de 

0 = V<b. ,c> = <Vb. ,c> + <b. ,VC> 
1 1 1 

et de la deuxi~me formule de (ii) on tire 8 i = - d log qi ' d'o~ la 

derni~re formule de (ii). D'autre part, de la formule F(~)~a = a et 

p2<a,c > 2 de la relation <F(~)~ a,F(~)~c> = = p on d~duit 

F(~)~c = p2c , ce qui ach~ve la d~monstration de 2.1.7. 

2.1.8. Soit Xk/k une surface K3 ordinaire. Posons 

(2.1.s.1) Po = H2(Xk/W)F=I ' P1 = H2(Xk/W)F=p ' P2 = H2(X~/W)F=p2 ' 
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o~ la notation MF= a d~signe {x6 MIFx= ax} . D'apr~s 1.3.4, Pi 

un ~ -module libre de rang 1 , 20 , 1 pour i= 0,1,2 , et le 
P 

F-cristal H2(~/W) admet une d~eomposition unique 

(2.1.8.2) H2(Xk/W) = ((W,~)® P ) • ((W,p0-) ® Pl ) e ((W,p2~) ® p2) 
O 

est 

Supposons de plus p~2 . Avec les notations de 2.1.7, d~signons par 

(2.1.8.3) e : A ~ W 
q 

le rel~vement de TeichmHller de l'augmentation e ° : A ° ~ k correspon- 

dant au rel~vement ~ consid~r~ en (iii), donc donn~ par eq(qi) = 1 . 

Alors X induit un schema formel eqX/W et l'on a 

* 2 * H 2 ( X k / w  (2.1.8.4) eqH = ~R(eqX/W) = ) 

De plus, d'apr~s (2.1.7 (iii)), e a est une base de P , 
q o 

(eqbi)l{i~20 une base de Pl ' et eqe une base de P2 ' et 

<e~a,e~c) = i . En particulier, la filtration de Hodge de ~R(eqX/W) 

est donn~e par 

(2.1.8.5) Fill~ * 2 2 R(eqX/W) = (We Pl ) • (W® P2 ) , Fil ~R(eqX/W) = W® P2 " 

Nous allons en d~duire : 

PROPOSITION 2.1.9. Sous les hypotheses de 2.1.7, le rel~vement e q 

(2.1.8.3) est ind~pendant de la famille q= (qi) d~finie en 2.1.7. 

On ~crira donc e au lieu de e . Par analogie avec la th~orie 
q 

du rel~vement canonique des vari~t6s ab~liennes ordinaires [14, V §3], 

on dira que le schema formel e*X/W , qu'on notera simplement X W , 

est le rel~vement c~nonique de ~ . 

2.1.10. Pour d~montrer 2.1.9, nous utiliserons une description 

"lin~aire" des rel~vements formels sur W d'une surface K3 sur k . 

Soit Y/W un schema formel propre et plat tel que Yk = Y ® k soit 

une K3 . Alors -- ~R(Y/W) s'identifie canoniquement ~ H = H2(Yk/W), 

et FiI24R(Y/W) est une droite (d~n facteur direct de rang i) de H, 

isotrope (i.e. contenue dans son orthogonal), relevant Fi124R(Yk/k).-- 
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THEORIZE 2.1.11. Supposons p~ 2 . Soit Yo une surface K3 sur 

k . Posons H = H2(Yo/W). L'aDDlic~tion qui ~ un schema formel propre 

et plat Y/W relevant Yo associe la droite FiI2~R(Y/W) est une 

bijection de l'ensemble des rel~yements de Yo sur W (i.e. des 

Points ~ valeurs dans W du schema modulaire formel de Y ) sur 
o 

l'ensemble des rel~vements de Fil~R(Yo/k) en une droite isotrope 

d_~e H . 

Notons tout d'abord que les deux types de rel~vements envisages 

(rel~vements de Yo et rel~vements de Fil2~R(Yo/k)) sont rigides, 

i.e. n'ont pas d'automorphismes infinit~simaux. Soit Y un rel~ve- 
n 

L'ensemble des rel~vements de Y sur ment de Yo sur Wn+l " n Wn+2 

est un torseur sous Hl(Yo,TYo/k). D'autre part, soit L n une droite 

isotrope de H® Wn+ 1 relevant L O Fil2~ = R(Yo/k) . Alors l'ensemble 

des rel~vements de L n en une droite isotrope de H~ Wn+ 2 est un 

sous Hom(Lo,L~/L O) : sans condition d'isotropie, on torseur trouverait 

un torseur sous Hom(Lo,Ho/L O) (o~ H O = H®k = ~R(Yo/k)) ; comme 

p ~ 2 , la condition d'isotropie impos~e au rel~vement conduit au 

r~sultat indiqu~ (si H® Wn+ 2 = Ln+l • Mn+ 1 , avec Ln+ 1 isotrope 

relevant L n , une droite isotrope relevant L n est engendr~e par un 

vecteur x + pn+ly , o~ x est une base de L , et l'on doit avoir 
n 

2<x,y> = 0 mod p). Or L ± FilIH2(y O o = /k) ,donc 

Hom(Lo,L~/Lo) = HQm(Fil2~R(Yo/k),grl~R(Yo/k)) • 

et, d'apr~s (IV 2.4), on a un isomorphisme canonique (donn~ par le 

cup-produit) 

Hl(Yo,TYo/k) ~-~Ho__m(Fil2~R(Yo/k),grl~R(%/k)) 

La conclusion de 2.1.11 en d~coule facilement. 

REMARQUE 2.1.12. On notera l'analogie de 2.1.11 avec la th~orie 

des rel~vements des groupes p-divisibles et des vari~t~s ab~liennes 

(rel~vement de la filtration de Hodge dans le "cristal" extension 
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universelle) [14]. 

D~monstration de 2.1.9. Compte tenu de 2.1.11, il suffit d'obser- 

ver que e*X ,donc e , est enti~rement caract~ris~ par la seconde 
q q 

~galit~ de (2.1.8.5). 

Nous allons voir maintenant qu'~ l'aide de 2.1.7 on peut munir 

canoniquement la vari~t~ modulaire formelle S = spf(A) d'une struc- 

ture de groupe formel sur W , d'origine le rel~vement canonique X W 

(2.1.9). Nous aurons besoin pour cela du lemme suivant : 

LEMME 2.1.13. Soient (a',b I ..... b20,c ) une base de H e__tt 

(ql)lli~20 une famille d'~l~ments de A v~rifiant les m~mes condi- 

tions (i), (ii), (iii) de 2.1.7 q~e (a,(bi),c) e_~t (qi). Ii existe 

alors ~ 6 ~p e_~t 8 = (Sij) E GL(20,~p) tels que 

[a iic c, (Sji/~) 
(2.1.13.1) ql 1 j 20 qj ' 

[b i z 8..b. . 
llj~20 31 3 

Tout d'abord, comme (a',(bl),c') est une base de H adapt~e 

la d~composition H = H O~HI~ H 2 et que 

E A* et 8 = (~ij) 6 GL(20,A) tels que 

<a',c'> = 1 , il existe 

a' =~a , c'=c/~ , b' = Z S b 
i~< ji20 31 3 

Grace ~ 2.1.9, notons e=eq= eq,:A~W le rel~vement (2.1.8.3). Comme 

~a=Va ' =O , on a d~=O , donc ~ est "constant", de valeur e ~EW . 

Soit ~' le rel~vement de Frobenius tel que ~' (ql) = qlP . On a 

* = ~g-F(~) ~*a ~ 0~a a' = F(~')~'*a' = F(~)~ a = = 

donc 0-=~ , i.e. o/6 ~[ . D'autre part, 
P 

Vb i = E (dBji)®bj+2 Bji( d log qj)®a 
J J 

' ' ' ) ® ~ a  , = (d log qi ) ~a = (d log qi 
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donc 

(*) d8., = O Vi,j 
31 

et 

(**) ~ d log qi = E, 8ji d log qj (I ~<i~< 20) 
3 

6W La formule (*) signifie que 8ji est constant, de valeur e ~ji " 

Mais 

= z ~T F(~')~'*b mb: F( ~' ) %o' b i --l j 31 3 

Appliquant e et tenant eompte de ce que 

* * e*pbj e F(~')~' bj = e*F(~)~*bj = 

on obtient 80- = 8 .. Vi,j donc ~ E GL(20,~p). De (**) on d6duit 
31 31 ' 

qu'il existe C6 W tel que 

(8 . ./~) 
ql = c qj 

3 

Mais comme e qi = e qi = i , on a C= 1 , ce qui ach~ve la d~monstration. 

THEOREME 2.1.14. Supposons p ~ 2 . Soient ~ une surface K3 

ordinaire sur k , e_~t S = Spf(A) la vari~t~ modulaire formelle sur 

W correspondante. Soit G i e tore formel sur ~ de qroupe de 
P 

caract~res Hom~ (Po,PI) , avec les notations de 2.1.8. Ii existe un 

P 
isomorphisme canonique entre S e~t G W , par lequel le rel~vement 

canonique XW6 S (2.1.9) correspond & l'&l&ment neutr e 16 G W . 

Soit a = (a,b, (qi)) comme en 2.1.7. La famille (qi) fournit 

un isomorphisme u a : S ~ ^ 20 (~m)W = Spf(W[[Ti-I]]) ' Ti ~ qi ' tandis 

: ~O ~ Hom(Po,Pl) , que la base (a,b) fournit un isomorphisme v a P ...... 

tel que Va(X 1 ..... x20)(a ) = E x b. l i . Si a'_ = (a',b',(q~))_ est un 

autre choix, alors, il existe ~E ~* et 8 = (Sij) E OL(20,~Zp) v6ri- 
P 

fiant (2.1.13.1). Notons 

f : (gin)20~[ -~ ( m ~"G^)20 

P P 
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~T!SJi/~) l'isomorphisme donn~ par Ti ~ j 3 . L'isomorphisme 

Hom(f,@~) : 2~ 20 ~ 0  
P P 

induit par f sur les groupes de caract6res est la multiplication par 

la matrice ~/~ . Les formules (2.1.13.1) entra[nent qu'on a des 

carr~s commutatifs 

U V a 
s j, (G~)20 ~0 a 

Hom( Po, P 1 ) p 

_a 
S ~ • (Gm)20 ~0 ~a > H°m(Po'PI) 

P 

En d'autres termes, l'isomorphisme S ~-~ G W donn6 par (Ua,V a) est 

ind~pendant de a , c'est l'isomorphisme canonique annonc~. Comme par 

d~finition X W correspond ~ l'augmentation qi ~ 1 , 2.1.14 est 

d6montr6. 

DEFINITION 2.1.15. Nous dirons qu'un syst~me a = (a,b,c,q) 

v~rifiant les conditions de 2.1.7 est un syst6me de cqQrdonn~es (ou 

9aram6tres) canoniques sur S 

Noter que le choix de a correspond ~ celui d'une base de P 
o 

(donc est d~fini ~ un facteur 6 ~ pros) et d~termine celui de c , 
P 

et que, d'autre part, une fois a choisi, la donn~e de b correspond 

celle d'une base de P1 (qui est donc d~finie ~ un facteur 

GL(20,~p) pros) et d~termine l'isomorphisme (qi) : S -~ (G~)~ 0 

Probl~mes 2.1.16. a) Peut-on donner une d6finition "intrins6que" 

de la structure de groupe formel sur S construite en 2.1.14, par 

exemple comme repr6sentant un foncteur convenable ? (*) 

b) Etendre la th~orie des coordonn6es canoniques au cas 

p= 2 . Cela pr~sente plusieurs difficult~s. Tout d'abord, bien entendu, 

trouver un substitut ad6quat ~ la d~finition des qij de 1.4.2. 

D'autre part, dans le cas des K3, il y a des difficult6s supp!6men- 

taires, li~es au fait qu'on ignore, pour p = 2 , si la forme quadra- 

(*) (ajout~e en janvier 1981), cette question vient d'etre r~solue 
affirmativement par Nygaard. 
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tique <x,x> sur ~R(Xk/k) est identiquement nulle (rappelons que, 

si X est une surface K3 sur le corps des complexes, la forme <x,x) 

sur H2(X,~) est paire [17]). On peut montrer toutefois [4] que, pour 

Yo/k ordinaire, ou plus g~n~ralement si le noyau de la forme <x,x> 

sur ~R(Yo/k) n~est pas egal a Fill~R(Yo/k), l'application envi- 

sag~e en 2.1.11, associant ~ un rel~vement formel Y la droite iso- 

trope Fil2~ H 2 R(Y/W) c (Yo/W) est surjective et ~ fibres finies : 

pour Yo ordinaire, la droite W® P2 de (2.1.8.5) d~finit alors une 

famille finie de "rel~vements canoniques" de Y 
o 

2.2. Rel~vements de faisceaux inversibles. 

2.2.1. Soit X/S = Spf(A) la d~formation formelle universelle 

d'une surface K3 ~/k , et soit L ° un faisceau inversible non trivial 

sur ~ . On salt (IV 1.6) qu'il existe un plus grand sous-sch~ma formel 

ferm~ T = Z(L o) c S tel que L ° se prolonge en un faisceau inversible 

L sur X T ( ) et que T est d~fini par une ~quation f = O telle que 

p ne divise pas f • SUDDosons p ~ 2 e__tt X k ordinaire. On va montrer 

qu'on peut alors expliciter f en termes de la classe de Chern cris- 

talline 

(2.2.1.1) el(Lo) 6 H2 (Xk/k) 

Rappelons (IV 2.9) qu'avec les notations de (2.1.8.1) on a 

(2.2.1.2) Cl(Lo) 6 Pl " 

En particulier, si (a,b,c,q) est un syst~me de coordonn~es canoniques 

sur S (2.1.15), et e : A ~ W est l'augmentation donn~e par qi ~ i , 

on peut ~crire 

(2.2.1.3) Cl(L o) = Z xi(e~bi ) 
1~i~2o 

avec x. E ~ . On a alors le r~sultat suivant, dont la d~monstration 
l p 

va occuper le reste de l'expos~ : 

(~) On note X S , le schema formel d~duit de X par un changement de 

base S' ~ S . 
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THEOR~ME 2.2.2. Avec les hypoth6ses et notations d e 2.2.1, T 

est d6fini par l'~quation 

x. 
(2.2.2.1) ~ qi I = 1 . 

1{i{20 

En d'autres termes, si, grace ~ la base e a de Yo ' on ±dentifie 

Cl(L o) ~ un caract6re x du tore formel S (2.1.14), T est le sous- 

groupe formel d6fini par 

(2.2.2.2) T = Ker(x) 

En particulier, si p ne divise pas Cl(L O) (ce qui signifie encore 

[16, 1.41 que p ne divise pas la classe de L ° dens NS(~)), T 

est un sous-tore formel lisse sur W de dimension relative 19. 

2.2.3. Indiquons d'abord comment on peut, heuristiquement, se 

persuader de la validit~ de 2.2.2. Si l'on ~tait sur le corps des com- 

plexes, on saurait que T est le lieu o~ la section horizontale de 

4R passant par Cl(L O) reste de type (i i) i e. dens Fill 4 t • • R " 

soit XE 4R(X/S) ~K[[qi-l]] la section horizontale telle Or, que 

e*x=Cl(Lo). Un calcul imm~diat, ~ partir de (2.1.7 (ii)), montre que 

l'on a 

(2.2.3.1) x = (- E x i log qi)a + E x.b. 
1<i~20 1~i{20 ~ ~ 

X, 

,, -[q- 1 1 est Donc, heuristiquement, -E xi log qi = 0 , "i.e. ~qi = 

l'~quation cherch~e. Naturellement, cet argument est insuffisant, mais 

on peut l'adapter en utilisant la classe de Chern cristalline pour con- 

trSler, pas & pas, l'obstruction au prolongement de L 
o 

Nous aurons besoin pour cela de quelques rappels sur les classes de 

Chern et les obstructions, compl~tant (IV 2.8, 2.9). 

2.2.4. Soient i : Y ~ Y une immersion ferm~e de schemas (ou 
o 

schemas formels) d~finie par un ideal I , et E ° un faisceau inver- 

sible sur Yo ' de classe c~(Eo) E Hl(Yo,~Yo ). La suite exacte de 

faisceaux ab~liens sur Y 



118 

(2.2.4.1) O ~ (l+I) ~ @y ~ ~y ~ O 
o 

* ,i) ~ prolonger E en un faisceau montre que l'obstruction ~ (Eo o 

inversible sur Y est l'image de c~(E ) par le cobord de la suite 
o 

exacte de cohomologie d~duite de (2.2.4.1) 

(2.2.4.2) ~*(Eo,i) = d c£(E o) E H2(y,(I+I) *) 

Si Y ~ Z est un morphisme, on peut consid~rer le complexe de de 

Rham "multiplicatif" 

* d ~  d 
~/z ° (~~~/z /z • ~ 

et (2.2.4.1) se raffine en une suite exacte de complexes 

(2.2.4.3) 0 ~ (l+I Z Z Y 
o 

od 

L'obstruction 

classe 

* dfn * dlog ~/ d ~/ d 
(l+I)n~/z = ((1+I) ~ z ' z ~'") 

CO*(Eo, i) est l'image, par la fl~che naturelle, de la 

(2.2.4.4) c*(Eo,i,y/z ) E H2(y,(I+I)~/Z ) 

obtenue ~ partir de c~(E O) comme cobord de la suite exacte de coho- 

mologie associ~e ~ (2.2.4.3). 

2.2.5. Supposons que 12= 0 . Alors on a 

* ~ *I (l+I) = l+I l~g(l+x) = x , 

et, de la m~me mani~re, (i+I)%/Z s'identifie 

~iz d~n (~ ~ ~jz ~ ~Jz ~ ) 

Notons 

(2.2.5.1) ~(Eo,i) 6 H2(y,I) , C(Eo,i,y/z ) E H2(y,I~/z ) 

les images de ~*(Eo,i) et c*(Eo,i,Y/Z) d~finies par ces identifi- 

cations. L'obstruction ~(Eo,i) est encore l'image de C(Eo, i,Y/Z) 

par la fl~che naturelle. 
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Supposons de plus que Z = (Z,K,6) soit un PD-sch~ma ou p 

est nilpotent [i], ou que Z soit une base P-adique (avec p6 p) 

au sens de [3, 7.17~ : le cas qui nous int~resse en fait est celui ou 

Z est un W-schema formel p-adiquement complet, muni des puissances 

divis~es standard sur P@Z " Alors, si Y est lisse sur Z , et si 

les puissances divis~es 7 triviales sur I (i.e. telles que 

yi(x) = O pour i > i) sont compatibles ~ celles de Z , on a 

H2(y,I~/Z ) = H2(Yo/Z,Jyo/Z) 

(o~ Jyo/Z d~signe, comme d'habitude, l'id~al cristallin noyau de 

~Yo/Z ~ ~Yo )' et la classe C(Eo,i,Y/Z) de (2.2.5.1) n'est autre que 

la classe de Chern cristalline de L ° relativement ~ Yo/Z , d~finie 

dans [2] : 

(2.2.5.2) C(Eo,i,X/Z ) = cI(E ) ~ E H2(Xo/Z,Jyo/Z) 
o Yo/Z 

Nous appliquerons ces remarques au cas ou l'on a des carr~s 

y ~i y ,X 
o 

(2.2.5.3) i t i 
Z ~J~z ,S , 
o 

X/S ~tant la d~formation formelle universelle de X k , Z d~signant 

un W-schema formel affine p-adiquement complet, j d~signant une 

immersion ferm~e d~finie par un ideal J de carr~ nul, de sorte que 

* Rlfo.( , H ! I = f (J) . Comme ~y ) = O donc (Yo,~) = O , les fl~ches 
o 

canoniques 

H2(y,l) ~ H2(y,@) , H2(y,I~/Z ) ~ ~R(Y/Z) 

sont injectives, nous consid~rerons donc ~(Eo,i) (resp. C(Eo,i,Y/Z)) 

comme un ~l~ment de H2(y,@) (resp. ~R(Y/Z)). D'autre part, pour 

p~2 , ou si P~Z = O , les puissances divis~es triviales sur I sont 

compatibles aux puissances divis~es standard sur P~Z " D'apr~s ce 

cart~siens 
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qu'on vient de voir, l'obstruction ~(Eo,i) est alors donn@e par la 

recette suivante : 

LEMME 2.2.6. Dans i~ situation de (2.2.5.3), s i p~2 , ou si 

P~Z= 0 , l'obstruction ~(Eo,i) ~ prolonqer E ° en un faisce~u 

inversible sur Y est l'imaqe, par l'application canonique 

~R (Y/Z) ~ H2(y,~y) de la classe de Chern cristalline de E O rela- 

tivement ~ Z , Cl(Eo)Yo/Z6 ~R(Y/Z) 

En d'autres termes, sous les hypotheses de 2.2.6, E ° se prolonge 

en un faisceau inversible sur Y si et seulement si 

Cl(Eo)Yo/Z ~ FilleR(Y/Z) 

2.2.7. L'int~r~t de la recette 2.2.6 est qu'on dispose d'un prin- 

cipe de calcul pour la classe de Chern Cl(Eo)Yo/Z , que nous allons 

rappeler. 

Sous les hypotheses de 2.2.6, on peut consid~rer la classe de 

Chern 

6 H2(Yo/W) , (2.2.7.1) Cl(Eo)fo/W 

et son image 

(2.2.7.2) cI(Eo) fo/W E H°(Zo/W,R2fo~( ~Yo/W ) ) 

par l'application canonique 

H2 ( YO/W ) " H° ( Zo/W' R2 fo * ( ~Yo/W ) ) 

D'autre part, pour tout PD-~paississement Z 1 de Z ° on peut consi- 

d6rer la classe de Chern 

(2.2.7.3) Cl(Eo)Yo/Zl £ H2(Yo/ZI ) . 

Le lien entre les classes (2.2.7.2) et (2.2.7.3) est le suivant : le 

cristal R2fo~(~o/W ) a une "valeur" R2fo.(@Yo/W)(Z I) sur Z 1 , et, 

pour Z 1 affine, la section 

Cl~Eo)fo/W(Zl) 6 H°(Zi,R2fo.(@Yo/W)(Zl )) = H2(Yo/ZI) 
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d6finie par (2.2.7.2) est (2.2.7.3). Supposons maintenant que l'on 

dispose d'une factorisation de la fl~che Z ~ S de (2.2.5.3) en 
o 

(2.2.7.4) Z ~J'~ Z' ~ S 
O 

oQ Z' est un W-schema formel lisse, p-adiquement complet, et j' 

une immersion ferm~e. Soit Z '^ =D z (Z') la PD-enveloppe, p-compl~t~e, 
O 

de Z dens Z'. D'apr~s Berthelot [i~ (ou [3, §77), on salt que le 
o 

cristal R2fo (~Yo/W) est d~crit par un ~Z,^-module ~ connexion 

int~grable relativement ~ W . Dens le cas present, comme on a des 

carr~s cart~siens 

Y >Y'^ > X 
O 

(2275) J 1 
Z ....... ,Z '^ = ~S , 
o 

on voit que ce module n'est eutre que ~R(X/S) ® ~Z,^ , muni de la 

connexion de Gauss-Manin. La classe (2.2.7.2) s'interpr~te comme une 

section horizontale de ce module. Quand, dens la situation de 

(2.2.5.3), Z est un sous-sch~ma ferm~ de Z', Z s'envoie dens Z '^ 

par la propri~t~ universelle des PD-enveloppes, et la section de 

~R (X/S) ~ ~Z = ~R (Y/Z) induite par la classe (2.2.7.2) n'est eutre 

que cl(Eo)Yo/Z . Nous verrons plus ~l°in comment exploiter l'horizon- 

talit~ de la section (2.2.7.2) de H~R(X/S) ~ ~Z,^ pour la calculer 

lorsque E O prolonge le faisceau donn~ L ° sur ~ , en utilisant 

des plongements j' (2.2.7.4) bien choisis. 

2.2.8. A cet effet, nous aurons besoin d'un dernier ingredient, 

un peu technique, concernant les PD-enveloppes. Notons 

(2.2.8.1) W<<t>> = W<<t I ..... tn>> 

la PD-enveloppe, p-compl~t~e, de l'id~al (t I ..... t n) de 

W[[t]] = wilt I ..... tn~] : c'est le sous-anneau de K[[t~] form~ des 

s~ries E aitl/i! avec a i £ W tendant vers O . Consid~rons maintenant 
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r I r 
l'id6al t r = (t I ..... tnn) 

p-compl6t6e, de t r dans 

de W[[t]l , et la PD-enveloppe, 

W[[t]] : 

(2.2.8.2) D (wilt]I) . 
(t r ) 

Utilisant la compatibilit6 de la formation des PD-enveloppes aux 

extensions plates [I, I 2.7.4] dans le cas du morphisme fini et plat 
r. 

W[[t]] ~ W[[t]] , t. " t. 1 , on obtient pour (2.2.8.2) la description 
1 1 

suivante : le groupe additif sous-jacent est celui des s6ries formelles 

coefficients dans W , tendant vers 0 , en les t (m) , ou 

t (m) = ts(tr) [q] , si m= rq+s , 01 s < r , et la multiplication est la 

multiplication 6vidente donn6e formellement par (tr) [q] = trq/q! 

L'application 

(2.2.8.3) D (W[[t]]) - w<<t>) 
(t r ) 

d6finie par l'inclusion (t r)c (t) envoie l'616ment de base t (m) de 

multi-degr6 m sur (mL/q!)t[m~ en particulier est injective. 

2.2.9. D~monstration de 2.2.2. Comme L est non trivial, on 
o 

sait (IV 3.4) que Cl(L o) ~0 . Soit pm la plus grande puissance de 

p divisant x = cI(L o) , de sorte que x = pmy • avec p~y .Donc y 

fait partie d'une base du groupe des caract~res de S , et l'on peut 

supposer les coordonn6es (a,b,q) choisies de mani~re que 

m 
y = (I,O ..... O) , i.e. x = p (e b I) . Posons 

m 
T' = Spf(W[[qi-l]]/(~l -i)) 

Ii s'agit de d6montrer que T=T' . On va proc6der en quatre 6tapes. 

m 
a) Prolonqement de L O sur Xspec(k[ql-l~/(q~ -i)) " On peut 

le f a i r e  d e  d e u x  m ~ t h o d e s .  L a  p l u s  r a p i d e  c o n s i s t e  ~ o b s e r v e r  q u e ,  

d'apr~s [16, 1.4], puisque pm divise Cl(Lo) ' pm divise aussi la 

classe de L O dans NS(Xk). Si F d~signe le Frobenius de X k , L ° 

est donc l ' i m a g e  i n v e r s e  p a r  F m d ' u n  f a i s c e a u  i n v e r s i b l e  L '  , e t  
o 
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par suite L ° se prolonge ~ tout k-voisinage infinitesimal de 

d'ordre ~ pm-I . On peut aussi proc~der directement, en prolongeant 

, = Spec(k[tl]/t ~) = t I Supposons L O pas ~ pas sur Xy o~ Yn ' ql -I " 
n 

en effet m > 0 et L O prolong~ en un faisceau inversible Ly sur 
n 

pour n < pm , et montrons que ~ se prolonge en un faisceau 
n n 

. Notons c(~ )Yn+l E ~R(~n+I/Yn+I) la classe inversible sur ~n+l n 

de Chern cristalline de ~ . D'apr~s 2.2.6, il s'agit de voir que 

n H2 ( ,~) est nulle. Or Y est le l'image de cette classe dans ~n+l n 

sous-sch~ma formel de Spf(W[[tl~ ~) d~fini par l'id~al (p,t~) , et, 

d'apr~s 2.2.7, si D n d~signe la PD-enveloppe, p-compl~t~e, de cet 

ideal dans W[[tl]~ , i.e. D n = D(tn)(W[[tl]])i ' C(~n )Yn+l est induit 

par la section horizontale c(~ )D E ~R(X/S) ~Dn du type (2.2.7.2). 
n n 

' ~ D 1 = W<<tl>> est injective, Comme, d apr~s 2.2.8, l'application D n 

c(Ly )D est d~termin& par son image dans H~R(X/S) ® D 1 . Or cette 
n n 

image n'est autre que la section horizontale C(Lo)Dl d~finie par L ° : 

cela r~sulte de la fonctorialit~ de la classe (2.2.7.1), compte tenu 

du fait que l'on a un diagramme commutatif 

Yn ~ Spf(WL L t l J J  ) 

Spec ~k) ~ Spee (W) 

et que ~ prolonge L O . Comme c(L o) est lea classe horizontale qui 
n 

m 
prolonge cI(L O) = p e b I , un calcu! imm~diat (utilisant 2.1.7) montre 

que l'on a 

= ( m pm(bl)Dl C(Lo)DI - p log ql)aDl + 

(o~ (as,,bs, d~signe l'image inverse de (a,b) sur S' 

S' ~ S). Donc par l'injectivit~ de D n ~ D 1 , 

m 
c(~ )D = - (log q~ )a D + pm(bl) D 

n n n n 

pour 
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m 
(noter que ~i -i appartient ~ l'id~al engendr~ par p et 

tln = (ql_l)n , de sorte que le log a un sens grace aux puissances 

" ~ ~Yn+l d~finie par la pro- divis~es sur (p,t)) L'application D n 

pri~t~ universelle des PD-enveloppes envoie x [i~ (pour xE (p,t~)) 

n+l. sur x mod (p,t I ) pour i= i et sur O pour i ~ 2 . En particulier, 
m m n+l. 

elle envoie log ~i sur (~i -i) mod (p,t I ) = O , puisque n < pm 

En d'autres termes, l'image C(~n)Yn+iE ~R(X/S)®~Yn+I de c(~ )D 
n n 

appartient ~ Fil I , donc, d'apr~s ce qu'on a dit plus haut, Ly se 
n 

prolonge en un faisceau inversible sur XYn+l 

m 
b) Prolonqement de L O sur X z , o_~u Z = Spf(W[[ql-l~/(~ 1 -9). 

Notons Ly le prolongement, obtenu en a), de L O sur Xy . Posons 

m 
Z n = Spec(Wn[[ql-l~]/(~l -I)) 

Supposons Ly prolong~ en un faisceau inversible L z sur ~ , et 
n n 

montrons que L z se prolonge en un faisceau inversible sur ~n+l 
n 

D'apr~s 2.2.6 (qui s'applique grace ~ l'hypoth~se p~2), il suffit de 

v~rifier que la classe de Chern C(Lz )Z 6 ~R(XZn+I/Zn+I) appartient 
n n+l 

Fil I . Or celle-ci est induite par la classe c(L z )D 6 ~R(XD/D) , 
n 

o~ D est la PD-enveloppe, p-compl~t~e, de Yn dans W[[ql-l~7. Si 

DI( ) d~signe la PD-enveloppe, p-compl~t~e, de l'id~al I , on a 

dfn 
D = D m (W[ [ ql-l] ] ) ( n,D P ~l-1) 

= D m (W[ [ ql-l~ ~ ) 
(p,~ -i) 

= D m (W[ [ ql-l] ~ ) 
(p, (ql-l)P) 

= D pm (W[ [tl~ ~) 
(t I ) 

o~ t I = ql-i . D'apr~s 2.2.8, l'application D~D(tl) (W[[tl]]) =W<<tl>> 

m 
d~finie par l'inclusion (pn,~l -i) c (p,ql-l) est donc injective, et 

l'on voit, par le m~me argument qu'en a), que 
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m 

C(Lz )D = - (log q~ )a D + pm(bl) D . 
n 

Par s u i t e ,  C(LZn)Zn+l , image de C(Lz )D pa r  l ' a p p l i c a t i o n  D ~ NZn+I 
n 

d~finie par la propri~t~ universelle des PD-enveloppes (qui envoie 

x[i~ m 
(pour x6 (pn,qlP -i)) sur l'image de x dans ~Z pour 

n+l 
i= 1 et sur 0 pour i ) i), est donn~e par 

m 

e(Lz ) = - (~i - + pm(bl 
n Zn+l 1)aZn+l )Zn+l 

= pm(bl )Zn+l  
m 

(ca r  ~ - 1 =  0 su r  Zn+l ) .  Done C(LZn)Zn+t a p p a r t i e n t  fi 

FilI~R(XZn+I/Zn+I) , et par consequent LZn 

inversible sur XZn+I . Doric 

L Z su r  X Z . 

se prolonge en un faisceau 

se prolonge en un faisceau inversible 

c) P rolonqement de L O sur ~, . Posons t i=qi-I . Soit 

n = (n 2 ..... n20) une suite d'entiers ~ 1 , posons 

~i m n2 n20.) 
T n Spf(W[ It] ]/( -i t 2 t20 ) 

(donc T(I ...... i) = Z). Supposons L Z prolong~ en un faisceau inver- 

sible LT, sur XT, . Alors, par un argument analogue ~ celui utilis~ 
n n 

en b), on voit que, si 2 < i{ 20 , et n+l i = (n 2 ..... ni_ 1 , ni+l , 

ni+l,...,n20) , LT, se prolonge en un faisceau inversible sur 
n 

, . On en d~duit, par r~currence, que L Z se prolonge en un 
XT(n+li) 

faisceau inversible LT, sur ~, 

d) Fin de la d~monstration. Pour prouver que T' = T , il 

reste ~ v~rifier que, si T" DT, est un sous-sch~ma formel ferm~ de 

S , d~fini par un ideal I , tel que L T, se prolonge en un faisceau 

inversible sur ~,, , alors T ''=T' Ii revient au m~me de montrer 

que, si T'~ T' et 12 = O , l'obstruction ~ prolonger LT, en un 

faisceau inversible sur XT. est non nulle, i.e. que la classe de 

Chern C(LT,)T, 6 ~R(~,,/T") n'appartient pas ~ Fil I . Or, le m~me 
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calcul que pr~c~demment fournit 

m 
C(LT,)T,, = _ (q~ -l)aT,, + pm(bl)T,, 

m 
Comme T"~T' , l'image de q~ -i dans T" est non nulle, donc 

C(LT,)T,, I Fil I , ce qui ach~ve la d~monstration. 
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APPENDIX TO EXPOSE V 

Nicholas M. Katz 

AI. UNIQUENESS OF GROUP STRUCTURES 

Let k be a perfect field, W = W(k) its ring of Witt vectors, and 

: W ~ W  the absolute Frobenius automorphism of W . Let M be a 

finite-dimensional formal Lie variety over W , i.e. M = Spf(A) with 

A non-canonically isomorphic to WIlT 1 ..... Tn]~ , n = dim M . Suppose 

we are given a W-morphism of formal Lie varieties 

: M ~ M (~) 

whose reduction modulo p is the absolute Frobenius endomorphism 

Frob : M ® k 2 (M ® k) (~) 
W W 

UNIQUENESS LEMMA AI.I.(1) Given (M,~) as above, there exists at 

most one structure of commutative formal Lie group over W on the formal 

Lie variety M for which the qiven map ~ : M ~ M (~) is a qroup homo- 

morphism. (2) If this structure exists, ~t makes M into a toroidal 

formal qroup, and the given ~ : M ~ M (~) is the unique qroup homomor- 

phism lifting Frobenius. (3) If (MI,# I) and (M2,~ 2) both admit group 

structures as in (2) above, then a morphism 

f : M 1 ~ M 2 

of formal Lie varieties over W 

the diaqram 

commutes. 

is a group homomorphism if and only if 

f 
M 1 ; M 2 

M(~) f(~) (0~) 
1 '-' "~ M2 
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PROOF. We begin by proving (2). Thus let G be a finite-dimensional 

commutative formal Lie group over W , together with a homomorphism 

~:G > G (~) 

which lifts Frobenius. We must show that G is toroidal, and that 

is unique. By the rigidity of toroidal groups, it suffices to show that 

G®k is toroidal, and for this it suffices to show that Ker(Frob) is 

toroidal. For this, we first observe that • : G > G (~) is finite 

(because it is finite modulo p , being a lifting of Frobenius) and flat 

(because it is a finite morphism between regular local rings of the same 

dimension). Therefore Ker(~) is a finite flat commutative group-scheme 

over W whose reduction mod p is Ker(Frob). According to Fontaine, 

if we denote by N the contravariant Dieudonn~ module of Ker(Frob), 

then the lifting Ker(~) is described by a W-submodule Lc N which 

satisfies 

a) L/pL r-~ N/FN 

b) VIL is injective. 

But N is killed by F , and is of finite length over W . Therefore 

a) implies that L = N , and b) then shows that V is injective, and 

hence bijective on N . Therefore Ker(Frob) is toroidal, as required. 

We next prove (3). By extending scalars W(k) >W(k) , we may suppose 

k algebraically closed. Then M 1 and M 2 become isomorphic to products 

of ~ , and our commutative diagram - in the category of formal Lie 
m 

varieties - becomes 

If f is a group homomorphism, then 

TO prove the converse, we argue as follows. 

In terms of "multiplicative" coordinates T on 

($m)nl f. , (~m)n2 

($m)nl f(~) > (~m)n2 

f= f(~) , and the diagram commutes. 

h, 
(~m) i , i= 1,2 , our 
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hypothesis on f is : 

f(~)(T p) = (f(T)) p , f(1) ~ 1 mod p . 

Iterating, we find 

so in particular 

f(~n)(Tpn ) = (f(T)) pn 

f(~n) n 
(i) = (f(1)) p > 1 as n ~ 

Therefore f(1) = 1 . Now take logarithms, i.e. let 

n I n 2 
F: (~) >(~ ) a a 

be the unique pointed morphism (over the fraction field of W) for which 

F(log T) = log(f(T)) ; 

then we have 

F(~)(pX) = pF(X) 

Therefore F is linear, and has coefficients in Wp . As these coeffi- 

cients are intrinsically the matrix entries of the tangent map of f at 

the origin, they lie in W as well, hence F is a linear map with 

coefficients in ~p = w D Qp . Therefore f(T) = exp(F(log T)) is a 

homomorphism. 

Finally, we obtain (i) as the special case (MI,# I) = (M2,# 2) , 

f= id , of (3). Q.E.D. 

COROLLARY AI.2. Suppose that k is algebraically closed, and that 

(M,~) admits a qroup structure as above. Then 

(i) The character group X(M) = Homw_gp(M,~ m) is a free ~p-module of 

ran___kk n = dim M , and the natural map (of functors in ~p-mOdules) 

M , • Hom~ (X(M),~ m) 
P 

is an isomorphism. 
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(2) Let q be a function on M (i.e. qE A where M = Spf(A)) with 

q m 1 modulo the maximal ideal of A . Then q E X(M) if and only if 

transforms under • by 

• *(q(~) ) = 

(3) Let ~ be a (continuous) one-form on A , i.e. wE (~/W)cOntin 

Then ~ = dq/q with q E X(M) = Hom(M,G m) if and only if 

~*(~(~)) = p~ . 

If ~ satisfies this, the associated qE X(M) is unique ; it is given 

by the formula 

X 
q(X) = exp(\ ~) , 0= the origin in M . 

0 

(4) Let • E A ~ (W[I/p~) be a function on M ® W[I/p~ ° Then T = log(q) 
W W 

for some qE X(M) if and only if r satisfies 

~(0) = 0 , ~*(T (~)) = p~ 

If T satisfies this, then the associated q is unique ; it is qiven by 

the formula 

q = exp(T) . 

(5) Le__~t ql ..... qn b__~e n = dim M elements of X(M), e I ..... co n the 

c°rresp°ndingdifferentials ~i = dqi/qi and T 1 ..... ~n the correspon- 

diDq "functions with denominators" ~. = log qi " Then the following 
1 

conditions are equivalent : 

a) ql .... 'qn form a ~p base of X(M) 

b) the natural map 

is an isomorphism 

c) e I .... 
' n 

M .......... ~ Spf(W[ [ql-i ..... qn-l~ ) 

tol ~ contin 
form an A-base of ~--A/W ~ 
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d) ~i ..... ~n form a 7 -base of 
P 

{wE~ll ¢*(~(~)) = p~} 

e) *i .... '~ form a ~ -base of 
n - p 

{~A%W[~/p] I ~(O) = 0 , ~*(~(~)) = p~} . 

PROOF. Because M is toroidal, and k is algebraically closed, M 

is (non-canonically) isomorphic to (~m)n . This makes (I) obvious. 

Assertion (2) is a particular case of part (3) of the uniqueness lemma, 

namely M l=M , M 2 =~m " Assertion (3) becomes obvious if we choose a 

~p-basis ql ..... qn of X(M), i.e. if we choose an isomorphism 

M "-'J> (~m)n , 

and write ~ as an A-linear combination of the differentials dqi/qi : 

= Z fi dqi/qi " 

The condition 

@*(m(~)) = p~ 

means precisely that the coefficient functions f. each satisfy 
1 

~*(f,~,{ ]) = f. 
i i ' 

which in turn implies that each coefficient function f. 
l 

constant in ~ . Therefore 
P 

f 
= dq/q for q = ~(qi ) 1 ; 

because q(0) = 1 , we obtain by integration the formula 

X 
exp(~ ~) = q(X) 

v 0 

is simply a 

For assertion (4), first note that the Dieudonn~-Dwork integrality cri- 

terion (cf. 1.4.4) guarantees that the series q , defined as 

dfn 
q ~ exp(~ ) 

is integral (i.e. lies in A) and lies q(O) = 1 . From the equality 

~(T(~)) = p~ 
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(and not simply their congruence modulo pA) we see that 

~*(q(~)) = ~ , 

and we conclude by (2) that q lies in X(M). 

In assertion (5), the equivalence of a), b) and c) is physically obvious 

for (~m)r , and the equivalence of a) with d) and e) is obvious from 

parts 3) and 4) above. Q.E.D. 

A2. SHARPENINGS OF 1.4 

COROLLARY A2.1 OF 1.4.2. With the hypotheses and notations of 

1.4.2, ~ of Frobenius on 
can 

Spf(A) 

suppose that there exists a lifting 

such that 

F(~can)(~an(Fill)(~) ) c Fil 1 

Let ~ denote the W-valued point of Spf(A) which is the ~can- 

Teichmuller representative of the au@mentation ' A ;= k . Then in for- 

mulaire 1.4.2.1-7 we have the further precision@ 

Va i = 0 

Vb. = ~ ~, . ® a .  
1 j 13 ] 

F(~ )(~* (a!~))) = a i can can 1 

F(@ )(~* (b!~)) I can can l = Phi 

~* (~!~)) = p~ . d~ij = 0 
can z 3 13 

a T . . _- ~] . . 
z] z3 

~* m(~), p~.. 
(~i,j) = 13 

(o) = o 
ij 

qij = exp(~ij) is defined, 

qij(O)= = 1 

~* ( (~) 
can qij ) = ~ij 

lies in A , and 
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FURTHER COROLLARY A2.2. (Analogue of (4.7)(1) Given • as above, 
can 

suppose in addition that (1.4.6.3) : TA/W ~ HOmA(Fill,u) is isomor- an 

phism. Then (Spf(A),~can) admits a group structure, and the morphism 

Spf(A) ~ ~ 
i,j m 

defined by the qi,j is an isomorphism of groups. 

(2) If p~2 then # is the unique liftinq of Frobenius such that 
' can ....... 

F(~can)(#:an(Fill)(~)) c Fil I 

PROOF. The formulaire is simply obtained from the one given in 

1.4.2.1-7 by noting that the hij(~can) all vanish. The first assertion 

of the further corollary has already been proven when p ~ 2 , but the 

condition p~2 was used only to assure that exp(~ij(~)) make sense. 

As our hypotheses on ~ give r..(0) = 0 , this problem will not 
can 13 = 

arise, and the proof given goes through tel quel. The unicity of 
can 

in case p~2 resulte from the observation that the series 

qij = exp(~ij) are then definible without reference to a particular 

choice of ~ , and furnish an isomorphism 

our can 

M ~ Spf(W[[qij-l]]) ; 

is the lifting of Frobenius given by 

(~) 
#can(qij ) = (qij) p Q.E.D. 
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A3. FORMAL MODULI OF ORDINARY ABELIAN VARIETIES ; THE SERRE-TATE & 

DWORK GROUP STRUCTURES 

Let k be an algebraically closed field of characteristic p> 0 , 

and Xo/k an ordinary abelian variety over k . Let M be its formal 

deformation space, and X/M the corresponding formal abelian scheme. 

2 
One knows that M is a g -dimensional formal Lie variety over 

W = W(k). Because Xo/k is ordinary, the formal group X of X/M is 

non-canonically isomorphic to (~m)g over M . The "canonical subgroup" 

Hcan c X is defined to be the kernel of [p~ in X ; it is the unique 

finite flat subgroup-scheme of X/M which mod p becomes the kernel 

of the relative Frobenius endomorphism of X ® k/M ® k . We denote by 
W W 

Fca n : X ---~X/Hca n 

the projection onto the quotient by Hca n . The quotient X/Hca n over 

M is a deformation of x~P)/k , so its "classifying map" is a morphism 

of formal Lie varieties 

: M ~ M (~) , 
can 

"defined by" an isomorphism of formal abelian schemes over M 

@~an(X (~)) ~ X/Hca n - 

Thus • is a lifting of the absolute Frobenius endomorphism of can 

M® k , and 

F 
can : X ~ X/Hca n = @* can 

M 

(x (¢)) 

is a lifting of the relative (to M®k) Frobenius endomorphism of 

• Therefore this morphism induces on w ~R an M-linear map X® k/M® k 

Fcan : can ~ R (X/M) ~ R (x/M) 

which is none other than the crystalline map F(%an). Because Fca n is 
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a physical morphism, the induced map F 
can 

o f  H~R'S . T h e r e f o r e  we h a v e  

respects the Hodge filtration 

F(~can)(~an(Fill)(q)) c Fil I 

THEOREM A3. i. The structure of group imposed on 

.T.ate description of M a__ss 

Ext(Xo(P~) et , Xo p )(~,conn,) 

M by the Serre- 

coincides with the structure of 9roup on M for which the qij = exp(~ij) 

define an isomorphism of groups 

i,j m 

PROOF. The morphism # : M ~ M (~) 
can 

for the Serre-Tate group structure on M . 

is also a group homomorpnism 

Q.E.D. 

A4. FORMAL MODULI OF ORDINARY K3 SURFACES ; SHARPENING OF 2.1.7, 2.1.14 

COROLLARY A4.1 (of 2.1.7, 2.1.14). With the hypotheses and notations 

of 2.1.7 and 2.1.14, there exists a unique morphism 

: Spf(A) ~Spf(A) (~) 
can 

~iftinq Frobenius for which the induced crystalline map F(~ca n) o__~n 

~R(X/A) 

f f  
F ( ~ c a  n) : ~* c a n  R(X/A) ~ H R(X/A) 

p r e s e r v e s  t h e  Hodge f i l t r a t i o n ,  i . e .  s a t i s f i e s  

F ( ~ e a n ) ~ 2 a n ( ( F i l 2 ) ( ~ )  ) C F i l  2 

F ( ~ c a  n ~ 2 a n ( ( F i l 2 ) ( ~ ) )  c F i l  1 

The q r o u p  s t r u c t u r e  on S p f ( A )  d e f i n e d  b y  q l  . . . . .  q20 i s  t h e  

u n i q u e  one  f o r  w h i c h  • i s  a g r o u p  homomorphism.  
" can 



137 

PROOF. The proof of 2.1.7 shows that any ~ whose associated 
can 

F(~ca n) preserves the Hodge filtration satisfies 

~* ((~) P 
can qi ) = (qi) for i= 1 ..... 20 . 

Therefore ~ is a group homomorphism ; as it is completely specified 
can 

by its effect on the qi ' it is unique. Part (iii) of 2.1.7 shows that 

such a ~ , preserving the Hodge filtration, does in fact exist. Q.E.D. 
can 


