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O. INTRODUCTION

Soit Xo/k une courbe elliptique ordinaire. D'aprés la théorie
de Serre-Tate |14, V), la variété modulaire formelle M des déforma-
tions de Xo sur les W-algébres artiniennes locales de corps rési-
duel % est isomorphe au groupe multiplicatif formel G;/W . Plus
précisément, le groupe p-divisible GO = UKer(pn :Xé?) est isomorphe

Y

a (QP/Zb)><u w ¢ et le choix d'un isomorphisme o entre la partie
P
étale de GO et QP/Z§ permet d'identifier canoniquement, pour toute

W-algébre R artinienne locale de corps résiduel k , l'ensemble des
relévements de X, sur R au groupe Extl((Qp/Zb)R,(u oo)R) , a son
tour isomorphe canoniquement au groupe des unités de RP congrues & 1
modulo 1'idéal maximal : on obtient donc ainsi un isomorphisme (ne

dépendant que de &) entre M et (G;) , et en particulier la défor-

w
mation universelle X de X0 sur M définit une "coordonnée canoni-

que g sur M, telle que M = Spf W[[q-l]]. De ce paramétre g .
qui décrit le groupe p-divisible G associé & X comme extension de

Qp/Zb par & ., , on peut donner une autre interprétation, en termes
P

du module HéR(X/M) , muni de sa structure de F-cristal et de sa

. , e} 1 1 , . .

C t

filtration de Hodge H (X’QX/M) HDR(X/M). La donnée d'un isomorphisme
@ comme ci-dessus fournit en effet par dualité un isomorphisme o'
entre le groupe formel X"/M associé & X et le groupe formel

~ P O 1 3 2
(€7))y » d'oh une forme bEH (X,QX/M) , correspondant par &' & la

forme invariante sur (G&) . Soit a€ HéR(X/M) tel gue Va=0 et {(a,b)

M
soit une base symplectique de HéR(X/M), i.e. {a,p>=1, {a,a’>=0 . Si
1 1 1 P . :

v o - -
: HDR(X/M) ‘%@ANQ)HDR(X/M) désigne la connexion de Gauss-Manin,

on a nécessairement
(0-1) vb:T‘@a t
1 . . . .
avec 1 E‘%@Aﬂ . On peut montrer (voir Appendice et Exposé suivant, par

N. Katz) que l'on a
{0.2) 1 =4 log q .
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oll g est le paramétre défini plus haut, qui se trouve donc coincider
avec celui défini indépendamment par Dwork ([8), [6]) a 1'aide de
(0.2). La base (a,b) ci-dessus jouit par ailleurs de propriétés
remarquables vis-3-vis de l'opération de Frobenius F sur HéR(X/M} :

si 1l'on choisit comme endomorphisme de M relevant le Frobenius de

M®Xk celui donné par gq*r qp , alors F s'exprime par
(0.3} Fa=a , Fb=pb .

Les constructions précédentes se généralisent aux variétés abéliennes
ordinaires [8], voir aussi [9], [11] pour des applications arithméti-
ques dans le cas des courbes elliptiques.

L'objet de l'exposé est de montrer qu'on peut développer une
théorie analogue pour les surfaces X3 ordinaires, du moins si p#2 .
Soit Xb/k une surface K3 ordinaire, i.e. telle que le Frobenius de
HZ(XO,G) soit non nul, et soit § la variété modulaire formelle des
déformations de XO sur les W-algébres artiniennes locales de corps
résiduel k (IV 1.2). Si p#2 , on prouve que S est munie canoni-
quement d'une structure de groupe formel, isomorphe & (G;)%O ; en
particulier, la déformation universelle X de Xo sur S définit
des "coordonnées canoniques" q; (1€1¢20) telles que
S = Spf W[[ql_l"'°’q20_l]] , formant une base des caractéres de S .
On montre de plus que, si L, est un faisceau inversible non trivial
sur XO , 1l'hypersurface 2(Lo) de S telle que Lo se prolonge a
XXSZ(LO) (IV 1.5) est le noyau d'un caractére de S , défini de fagon
presque tautologique par la classe de Chern cristalline de LO .

En 1l'absence d'une théorie de Serre~Tate pour les relévements des
surfaces K3, c'est en termes de la structure de F-c¢ristal de
H%R(X/S) que l'on définit la structure de groupe formel de S . En
fait, on peut englober le cas des variétés abéliennes et celui des

surfaces K3 dans un méme théoréme de structure pour une certaine classe

de F-cristaux ordinaires. L'étude de ces cristaux fait 1'objet du
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n® 1. Les applications géométriques sont données au n°® 2. En ce qui
concerne le théoréme relatif aux hypersurfaces E(Lo) ., l'ingrédient
essentiel est 1'utilisation de la classe de Chern cristalline pour

contrdler l'obstruction au prolongement.

1. PARAMETRES CANONIQUES DES F-CRISTAUX DE HODGE ORDINAIRES

1.1. Rappels de définitions.

1.1.1. Pour les définitions et propriétés générales des
F-cristaux, voir Katz EB], {10]. on fixe pour toute la suite du n°® 1

des anneaux de séries formelles
a = k[t R A=Wt oo+ 1
e [[ 1i° * I'I}] ’ g 1'0‘ z n;} I3

ou (tl,...,tn) est une suite finie d'indéterminées (pour n=0 , on
convient que A0=k. A=W).

Un cristal (sous-entendu, en modules libres de type fini) sur Ao
est par définition un A-module libre de type fini H , muni d'une

connexion

1
v .
:H - QAAN®11'

intégrable et p-adiquement topologiquement nilpotente. Que V soit

intégrable signifie que, si 1'on pose Di==d/dti , on a
v v =9 7(D.
(Di) (Dj) (Dj) (Dl)

quels que soient i# j . Cela permet de faire opérer sur H les opé-

rateurs PD-différentiels sur A , i.e. les polyndmes en les D, a

coefficients dans A , par la formule

V(2 a D" =T a (viO)",
m

m
avec les notations condensées habituelles p™ = Dll...Dnn , etc. Quant

3 la nilpotence topologique de ¥V , elle s'exprime par le fait que,

pour tout i , v(Di)m tend vers zéro pour la topologie p-adique de

Endw(H} quand m tend vers +w . D'aprés Berthelot [1, II 4], 1a
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donnée d'une connexion ¥V comme ci-dessus équivaut & la donnée, pour
tout couple de W-homomorphismes (f,g) de A dans une W-algébre B
locale, noethérienne et compléte, tels que f et g soient congrus

modulo un idéal I de B muni de puissances divisées compatibles aux

puissances divisées standard de p , d'un isomorphisme

*

* *
x{f,g) : fFH =g H , ()

ces isomorphismes étant assujettis & vérifier certaines conditions de

transitivité explicitées dans [8, 1.2], i.e. x{(g,h)x(£f,g) = x(£,h) ,
*

x{fk,gk) = k %(£f,g9) , x(id,id) = id . La formule suivante décrit con-

crétement ce dictionnaire dans le sens qui nous intéresse ;

LEMME 1.1.2. Avec les notations ci-dessus, désignons par

* * * *
£ :H- £fH la fléche d'adjonction, oo £ H = £,f H par abus. L'homo-

morphisme A-linéaire composé

*

X(f,g)f* H —£—+'f*H x(£,9) g*H

est donné par la formule

(1.1.2.1) X(£,9)E (%)

z (f(t)~g(t))[m]g*(V(D)mx)
m

la somme portant sur tous les multi-indices m = (ml,...,mn)éan , avec

les notations condensées
(eer-g (et = (ee-gte P e e =g (e, )M

(le crochet désignant une puissance divisée dans I), et

m m

1 n
Y
. (Dn)

v(m)™ = v(p,)

1
(N.B. la série au second membre de (1.1.2.1) est convergente grfce 3

la nilpotence topologique de V).

Cet énoncé est essentiellement contenu dans [ 1, IT 4.3]. Il suffit

de le vérifier aprés réduction mod p* pour tout r . Nous noterons

(*) On note encore f (resp. g) : Spec(B) - Spec(A) le morphisme de

schémas correspondant.



encore par abus (f,g) : A 2 B les Wr~homomorphismes déduits de
ceux donnés par réduction mod pr . Soit D 1'enveloppe & puissances
divisées de 1'idéal d'augmentation J de A&, A (=w[[t,,....t_,
ul,...,un]]) , notons do {(resp. dl) : A2 D I.l'homomorphisme donné
par a®™ a®1 (resp. 1®a), définissant la structure de A-module

"3 gauche” (resp. "& droite") de D . Comme J , engendré par les
ti-u; , est régulier, il résulte de [1, I 4.5.1) gque D s'identifie
pour la structure gauche d& 1l'algébre a puissances divisées
A<§l"“'gn> » 00§ = d,;t; -d_t; = image de wu;-t, dans D . Par

la propriété universelle des enveloppes & puissances divisées, et du
fait que B est complet, il existe un PD-morphisme s:D = B tel que
sdo==g »osd; = £ . D'autre part, d'aprés [1, II 4.3.8], la connexion

V définit une PD-stratification
€:D® H (= M) 2% H® D (= 4 M)
: B | A= ' "o

telle que 1‘'homomorphisme dl—linéaire composé

*

0:H —>a'n S a'u
1 [e)

soit donné par la formule
(%) 8(x) = zv(dMx @ g™,

avec les notations condensées évidentes. Par définition, Xx(f,g) est
1'isomorphisme déduit de ¢ par image inverse par s :
* * A *
x{(f,g) =s e:fHSgH.
Si l'on convient de regarder f (resp. g) comme définissant une

structure de A-module & droite (resp. gauche) sur B , on a un

diagramme commutatif

H —%»D® H — > H® D

s® ll
*

g £ B®, H x(£.9) H®, B

1® s
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qui montre, compte tenu de (*), que le composé horizontal inférieur

est donné par
X{£,9)E (x) = £ v ()" ® s (5) ™)
Mais
s(%i) = s(d ti—doti) = f(ti) —g(ti) ,

donc

5 v(D)mx®(f(t)-g(t))[m]

["J@J*(V(D)jm

X(£,9)F (x)

L(f(t)-g(t)) x) .

1.1.3. Un F-¢gristal sur AO est par définition un cristal
(H,v) sur Al . muni, pour chaque relévement ©:A * A du Frobenius
de Ao compatible 4 1'endomorphisme de Frobenius O de W , d'un

homomorphisme horizontal
*
F(o) : p H™ H
* > I3 v * I3
(9 H étant muni de la connexion ¢ 7), tel que F(@)@>Qp soit un

isomorphisme, et gue, pour tout couple de relévements (o4 ), on ait

un triangle commutatif

©'H F(o)
(1.1.3.1) x(tp,zb)l F(YP)
Y'H ,

ol x(®,¥) est l'isomorphisme canonique défini par Vv gréce au fait
que © est congru & ¥ modulo 1'idéal & puissances divisées pA .
L'horizontalité de F(¢) s'exprime par la commutativité du carré
*v
k4
o H ————»-Q /W® w}{
(1.1.3.2) F(q})l 11®F(<9)

R alien .

# 03 : : * Iy 4
Comme par définition ¢V rend commutatif le carré
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1
H———aQA/w(EH
* * *
col lcp®co
*
* @ v 1 *
© H s £ ® ¢ H R
.V, A
on en déduit la formule

(1.1.3.3) VF(o)ep x = w*wi®F(w)m*hi ,

pour xC€H tel que ¥x =L wi®hi .
D'autre part, la loi de variation de F(g) (1.1.3.1) se traduit

par la formule

[n]

(1.1.3.4) F(¥)¥ x = F(®e x + £ ($(t)-0(t))" ™ Flo)o (v(D)x) ,

Inl >0

avec les notations de 1.1.2. On a en effet, d'aprés les conditions de

transitivité vérifiées par X ,

F(O)X (0, O)x (0, 9) % x

F(o)x(¥,0)d x (1.1.3.1) ,

PP x

d'ou 1.1.3.4, grice 3 1.1.2.1 appliqué & f£=% , g=9o .

1.1.4. Soit s_:A_ = k' un point de Spec(Ao) 4 valeurs dans
une extension algébriquement close de k . Si ¢ reléve Frobenius
comme ci-dessus, on sait [8, 1.1] qu'il existe un unigue relévement
de s en s:A” Wk') tel que s9=0s (0 désignant le Frobenius

de W(k')), appelé relévement de Teichmiller de s, relatif a ¢ .

Soit H wun F-cristal sur AO . Alors F(v) fournit un endomorphisme
O-linéaire de s*H , d'oll un F-cristal s*H sur k' . 8i @' est

un autre relévement de Frobenius, et s' 1le relédvement de Teichmiiller

de S, correspondant, les F-cristaux S*H et s'*H sont canonique-

ment isomorphes grice & (1.1.3.1) (cf. [8, 1.4)). On écrira s;H pour

* *
s H, et on dira que SOH est le P-cristal induit par H au _point Sq-

1.1.5. Rappelons enfin qu'd tout F-cristal sur k on associe

un polygone de Newton et un polygone de Hodge, pour les définitions et

propriétés desquels nous renvoyons le lecteur a [12], [8), et [10].
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1.2. P-cristaux unités.

1.2.1. On dit gqu'un F-cristal (H,9Y) sur A est un F~gristal
unité si, pour un relédvement % & A du Frobenius de Al F(®) est
un isomorphisme. D'aprés (1.1.3.1), il revient au méme de dire que
F(®¥) est un isomorphisme pour tout relévement ¢ .

Tout Zé—module libre de type fini M fournit un F-cristal

unité sur %};ésmmh?(H=M®A,V=l®d,51®=l®w.8nfﬂt

tout F-cristal unité sur A, est de ce type

PROPOSITION 1.2.2 (cf. [8, §3]). Soit H un F-cristal unité

sur A . Il existe une base (ei) (1{i{r) de H sur A telle

*
que Vei==o et F(o)o e, e, pour tout_relévement @ du Frobenius

de A .
[w)

Autrement dit, la base (ei) définit un isomorphisme du
F-cristal trivial z;€>a défini ci-dessus sur H .

Avant de démontrer 1.2.2, faisons d'abord deux remarques.

a) 81 x€H est tel que, pour un reldvement o , F(@)w*x==x,
alors Vx=0 . En effet, comme ¢ reléve Frobenius, on a
m*(Q;AN)Cini , donc p divise Vx=VF(9)e¢ x d'aprés {(1.1.3.3). Le
méme raisonnement montre, par récurrence, que Vx est divisible par
pn pour tout n , donc que Yx=0 .

b) 8i x€H est tel que Fleox = x pour un relévement ¢ ,
alors F(¢)¢*x = x pour tout relévement ¢ . Compte tenu de a)}, cela
résulte en effet de la loi de variation de F(9) (1.1.3.4).

Il suffit donc de trouver une base (ei) de H sur A telle que
F(@)w*ei = e, pour un relévement ¢ choisi, par exemple celui donné
par tj g t? (1{j€n). Soit s:A = W 1'augmentation donnée par
S(ti)==0 . Comme s¢ = o0 , F(w)w* induit sur s H un automorphisme
O-linéaire ¢ . Le corps k étant algébriquement clos, il existe une
base de S*H fixe par ¥ (partir d'une base fixe par ¢ noda p . qui

existe grice au lemme de Lang, et la modifier de proche en proche pour
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la rendre fixe par @ mod pn pour tout n). Autrement dit, il existe
*
une base (£,) (1i{r) de H telle que, si l'on pose F(o)® =F ,

on ait
Ff = (I-M)f ,

avec ME M _(A) tel que M=0 mod(t) (= (tys.--,t )A). I1 suffit de
montrer qu'on peut remplacer f par e = (I+N)f , avec Néer(A) tel
que N=0 mod(t) , de maniére 3 satisfaire & Fe=e . Explicitant, on

trouve 1'équation

{*) N = M+o(N)+9(NM .

Or l'application NP M+ @©(N) + ¢(N)M est contractante pour la topolo-
gie (t)-adique, car o((£)) <= ()P , donc (*) possédde une solution

unique, ce qui achéve la démonstration de 1.2.2.

1.2.3. Nous dirons qu'un F-cristal (H,V) sur A est topolo-

giquement nilpotent si, pour un relévement ¢ du Frobenius de A

F(w)m* est p-adiquement topologiquement nilpotent ; cette condition
ne dépend pas du choix de o , comme le montre (1.1.3.4) (ou plus
exactement l'analogue de (1.1.3.4) pour des itérés de Flo)o
F(¢)¢*). Il n'est pas vral que tout F~cristal sur Ao soit extension
d'un F-cristal topologiquement nilpotent par un F-cristal unité.
Plus précisément, on a le critére suivant, cas particulier d'un

théoréme de Katz [10, 2.4.2] :

PROPOSITION 1.2.4. Soit H un F-cristal sur Al - Notons FO

*
1'endomorphisme de H, = H®, A induit par F(e)e , ol % reléve le

Frobenius Fy de A, (FO est F, ~linéaire, et indépendant de @).

o o
Les _conditions suivantes sont équivalentesg :

(i) Les rangs stables de (Ho'Fo) au point fermé et en un

point géométrigue algébriquement clos localisé au point générique de

Spec(AO) sont éqaux.
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(ii) Il exigte une extension de F-gristaux sur Ao ’

02 U"H™”E™O,

ou U est un PF-cristal unité et E un F-cristal topologiguement
nilpotent.

Rappelons ce qu'on entend par "rang stable" : si L est un
espace vectoriel de dimension finie sur un corps parfait de car. p .
muni d'un endomorphisme p-linéaire €, L se décompose canoniquement
en L = LssQ)Lnilp , on L°® =Nim &, Lnilp =UKer & : 1a dimension
de L®% est par définition le rang stable de (L,9d).

Bien qu'il s'agisse d'un cas particulier de l10, 2.4.21, indiquons
rapidement une démonstration de 1.2.4 {(*), la situation envisagée ici
étant nettement plus simple que celle de (loc. cit.). Il est clair que
(ii) implique (i). Inversement, posons ﬁo = Ho®Aok = H®A}<. Relevons

dans H_ une base de ﬁo adaptée & la décomposition de ﬁo sous

® Z . §SSq pnilp . p . ac
F, k. Hj HZ QBHO F_ est alors donné par une matrice (b d) ;
avec b=0 mod(t) , et a inversible de rang r = dim ﬁgs . Dans une
1.0
nouvelle base de HO , donnée par une matrice de passage P ==< T >,
1
. a' ¢'y _ ,~1,a c,,{p) ' X :
la matrice de FO est (b' d’) =P (b d)P , et 1'on peut déterminer
x=0 mod(t) de maniére que '=0 : en effet, on obtient pour x
1'équation x= f(x) , oh £(x) = pa ! - xex(P1a7l 4 ax PVt , et cette

équation posséde une solution unique car f est une application con-

tractante pour la topologie (t)-adique. Dans cette nouvelle base, la
a' ¢
@ ch

rang r . L'hypothése (i) entraine alors que l'endomorphisme d4' est

matrice de FO prend donc la forme , avec a' 1inversible de
nilpotent, car il en est ainsi de d' 1localisé en une extension algé-
briquement close du corps des fractions de AO . Choisissons un relé-

vement ¢ de F . Dans une base de H relevant la base de Ho

* ~ .
() figurant dans des notes de Katz antérieures & (loc. cit.), non

publiées.
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*
choisie ci-dessus, la matrice de F = F(9)o s'écrit (avec des nota-

ac
(5 d)
potent. Appliquant & nouveau la méthode du point fixe (avec cette fois

tions changées) , o0 b=0Omod p, et d topologiquement nil-

une application contractante pour la topologie p-adique), on voit

qu'on peut trouver une nouvelle base ({(e,,...,e_, e ) de

1 r r+1;-..:er+s

1_0

H , donnée par une matrice de passage </ r \> , avec x=0 mod p ,
x 1
s

de maniére que dans cette nouvelle base, la matrice de F s'écrive
a' ¢
(o d.)

nilpotent. Le sous-F-module U =

, avec a' inversible (de rang r) et d' topologiquement

& Ae, est égal & (1 Im o,
Kigr ny0

donc (grice & (1.1.3.2)) horizontal, i.e. tel que VUCZQiAN®IJ.
D'aprés (1.1.3.1), U est donc un sous—F-cristal unité de H , et par
construction le F-cristal H/U est topologiquement nilpotent, ce qui
achéve la démonstration.

REMARQUE 1.2.5. Sous les hypothéses de 1.2.4, le F-cristal U

n <

» > 2 *
est caractérisé, en termes de H , par U =1lIm F (o8 F =F(99).

Nous dirons que U est le sous-F-cristal unité de H .

1.3. F-cristaux ordinaires.
1.3.1. Soient H un F-cristal sur Ao , Ho = H® A . Soit @
un relévement a A du Frobenius FA , posons Hép) =F

o o
et, pour i€N ,

i *
(1.3.1.1) Mlﬁép) = {x¢€ Hép} | il existe y€ 9 H relevant x et tel

que F(9)y€p'n} ,

(1.3.1.2) Fillm = g n migP)
[e] [o] [o]

(ou H  est considéré comme sous-module de F, *Hép) par la fléche
o)
d'adjonction},

(1.3.1.3) Fil,H = {X‘EHO | i1 existe y€H relevant x et tel que

ply € Im F(0)} .
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D'aprés (1.1.3.1), les sous-modules FillHo (resp. FiliHo) ne dépen-
dent pas du cheoix de ¢ ; ils forment une filtration décroissante

(resp. croissante) de H ., qu'on appelle filtration de Hodge (resp.

filtration conjuguée), cf. [ 15, 1.9], ol cette filtration est notée

i -i
FHodge (resp. Fcon

). On peut montrer [ 15, 2.2] que l'on a aussi
(1.3.1.4) FillHO = {x¢€ H | 11 existe y€H relevant x et tel que

Flo)o y € piH} .

la terminologie provient du théoréme de Mazur-Ogus [3, 8.26] affirmant
que si XO/Ao est un schéma {ou schéma formel) propre et lisse tel que
(i) la cohomologie cristalline H*(XO/A) soit un A-module 1libre,
(ii)la suite spectrale Eij = Hj(XO,Qio/AO) ==%'H;R(XO/AO) dégénére
en E, et El soit libre sur Ao et de formation compatible au chan-
gement de base, alors si l'on pose H = Hn(XO/A) {donc Ho==HgR(xo/Ao))
(n entier fixé) la filtration FiliHo (resp. FiliHo) coincide avec
la filtration canonique sur 1'aboutissement de la suite spectrale ci-
dessus (resp. la suite spectrale conjuguée
eid = Hi(XO,I;Ij(Q)'(O/AO)) —>u (X /a) -

Rappelons [15, 1.6] que les filtrations 1.3.1.2 et 1.3.1.3 sont
finies, séparées et exhaustives, et que pour n donné les conditions

.0+ . —_— .
rFil® 1H =0 et FllnHO = Ho sont équivalentes : on dit alors que H

o
est de niveau { n .

On notera
(1.3.1.5) gr Ho (resp. gr.Ho)

le gradué associé & la filtration Fil'Ho (resp. Fil.Ho). Si gr.H

est libre sur Al s il en est de méme de gr’Ho , la formation de

gr.Ho et gr'H commute au changement de base, et, pour tout i ,
griHO et griHO sont canoniquement isomorphes, en particulier ont
m&me rang hi ., gqu'on appellera i-iéme nombre de Hodge de H (15,
1.12, 2.3].
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Rappelons d'autre part [15, 1.6, 2.6] que la filtration conjuguée
est horizontale pour la connexion VO induite sur Ho (et de gradué
associé de p-courbure nulle), tandis que la filtration de Hodge
vérifie la condition de transversalité de Griffiths

oA 1 LL,i-1
.3.1. v < ® .
(1.3.1.6) oFll Ho ﬂh /k Fil HO

La notion de F-cristal ordinaire a été dégagée par Mazur [ 12]

et Ogus, & qui est due la caractérisation suivante [15, 3.1.3] :

PROPOSITION 1.3.2, Soit H un F-cristal sur Al tel que

gr.HO soit libre sur Ao . Les conditions suivantes sont équivalentes :

*
(i) les polygones de Newton et de Hodge du F-cristal eOH

induit par H au point fermé e A " k {1.1.4) coincident :
(1i') pour tout point So de

Spec(Ao) a valeurs dans une

extension algébriquement close k' de k , les polygones de Newton et

* .
de Hodge du F-cristal sO(H) (1.1.4) coincident ;

(ii) les filtrations de Hodge et coniuguée de HO sont oppo-

z : . . L1+
sées, i.e. on_a, pour tout i , H = Fil . H & Flll lH H
_ [e} io (o)

(iii) il existe une unigque filtration de H par des sous-F-

cristaux
.3.2. = < v = . : c...
(1.3.2.1) 0 < Uo UlC U1CU1+1

tels gue Ui reléve FiliHo , et gue Ui/Ui—l soit _de la forme

Vi(-i) , ou V, est un F-cristal wunité et (-i) désigne la torsion

4 la Tate consistant a remplacer F par piF .

DEFINITION 1.3.3. On dit gu'un F-cristal H sur AO est ordi-

naire si gr.Ho est libre et H vérifie les conditions éguivalentes

de 1.3.2.

Démontrons 1.3.2. L'implication (i') = (i) est triviale, et il
est clair que (iii) entraine (i'). Prouvons (i) == (ii). Supposons H
de niveau { n , et la conclusion établie pour les F~cristaux de

niveau §{ n-1 . Notons F 1'endomorphisme p-linéaire de HO induit
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par F(®¥) pour un relévement ¢ (F ne dépend pas de ce choix). Par

définition (1.3.1), on a
(1.3.3.1) FilH =1mF : HP) » g , Fil'y =Ker F: H = H .
O 0 [o] (o] [e] o (o]

L'hypothése (i) entraine d'abord que le rang stable de e;HO est

ho = rg FiloHo (coincidence des parties de pente O des polygones de
Newton et de Hodge de egH). Soit Sg un point de Spec(Ao) a valeurs
dans une extension algébriquement close du corps des fractions de Al .

La démonstration de 1.2.4 montre que l'on a
t{ “u ) Y t(e H )
rg.st(s H ) » rg.st(e H/
(rg.st = rang stable), mais comme on a aussi
(s’H) { h
rg.st sO o) & By
d'aprés (1.3.3.1), on en déduit
(e'H ) = t(s'H ) = h
rg.st(e H ) = rg.st(s H ) =h_ .

I1 en résulte d'une part que l'on a

* * * * i
Fil (s H) = (s H ) , Fi1l(s'H ) = (s 'H )PP,
o' "o o oo oo oo

* . *¥_ .. 1
donc s Fil H N s Fil"H_ = 0 , donc

o oo o fo}
(1.3.3.2) H =Fil H ®Fil'H_ .

° oo o

D'autre part, d'aprés 1.2.4, on a une suite exacte de F-cristaux sur

Ao'

(1.3.3.3) [ UO - H=>E~- O,

ol UO est le sous-F-cristal unité de H , et E un PF-cristal topo-
logiguement nilpotent. Comme par définition rg(Uo) 2= rg.st(e;Ho) = ho'
UO reléve FilOHo ., donc la projection H = E induit un isomorphisme
FillH0 = E_ , ce qui signifie que F(9) : ¢'E~> E est divisible par
p . donc que E = E'(-1), o E' est un F-cristal de niveau § n-1 .

* *
Il est clair que eOE , donc aussi eOE' , a mémes polygones de Newton

et de Hodge, donc par l'hypothése de récurrence appliquée a E' , on
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en conclut que les filtrations de Hodge et conjuguée de E = E®AO
sont opposées. On aura donc prouvé (ii) si l'on vérifie que la projec-
tion H * E induit des isomorphismes (pour i »O0)

Fil H_/Fil H_ = Fil.E_, FiliH'HO =, Fili+lEO .
Or il est clair que ces fléches sont injectives, et leur surjectivité
résulte aisément de ce que U, est un F-cristal wunité. Prouvons
maintenant (ii) ===> (iii). On suppose & nouveau H de niveau {n, et
la conclusion établie pour les F-cristaux de niveau { n-1 . L'unicité
de {1.3.2.1) est claire, compte tenu de 1‘hypothése de récurrence, car
U, est nécessairement le sous-F~cristal unité de H . Pour 1l'existence,

notons qu'on a (1.3.3.2) par hypothése. D'aprés {1.3.3.1), on en déduit

ss
o)

e'Fil H = (e H , s Fil H = (s H )SS

o “Too o o Too oo

{car la décomposition en partie semi-simple et partie nilpotente est
unique), donc les rangs stables de eiHO et s;HO sont égaux. Grace
4 1.2.4, on obtient donc encore une suite exacte 1.3.3.3. On a vu ci=-
dessus que les filtrations de Hodge et conjuguées de Eo se déduisent
de celles de Ho par passage au quotient : elles sont donc opposées.

Comme E = E'(-1), avec E' de niveau { n-1 , 1'hypothése de récurrence

entraine 1'existence d'une filtration de E par des sous-F-cristaux

O=W C W C..C8 W, CW, c...
o 1 b d

1 1

tels que W, reléve Fil.E_, et Wi/wi_1 soit de la forme Ti(—l).
avec Ti un F-cristal unité. Pour i »1 , notons Ui 1'image in-
verse de Wi dans H . Les Ui , pour iY¥1 , et Uo forment une

filtration (1.3.2.1), qui satisfait visiblement aux conditions énoncées

en (iii). Ceci achéve la démonstration de 1.3.2.

REMARQUE 1.3.4. Si Ao=k , la filtration (1.3.2.1) admet un

scindage unigque

("]) ’

(1.3.4.1) U, = & VJ

BAYE
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N

ol V., est un F-cristal unité. C'est un cas particulier du théoréme
de Katz [10, 1.6.1], mais 11 est facile de vérifier ce point directe-

ment : 1l'unicité est claire, car, pour j¢i , Hom(Vi(wi),Vj(-j)) =0,
quant & l'existence du scindage, elle s'établit aisément par récurrence

sur le niveau, & l'aide d'un argument de point fixe analogue & ceux

utilisés dans la démonstration de 1.2.4.

1.3.5. Soit H un F-cristal sur AO . On appellera filtration
de Hodge sur H une filtration finie décroissante par des sous-A-
modules libres

Fi1l®H = H > Fil'® o...o Filtu o Filt e oL

vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) pour tout i , Fil'H reléve FillHO ,
(ii) (“transversalité") pour tout i , on a

(1.3.5.1) il O @ ri1i iy .
On appellera F-cristal de Hodge sur Ao un F-cristal sur Ao
muni d'une filtration de Hodge.

Un exemple standard est fourni, dans la situation géométrique
envisagée en 1.3.1, par la donnée d'un relévement de Xo/Ao en un
schéma formel propre et lisse X/A tel que la suite spectrale de
Hodge de X/A , Eij = Hj(x,ﬂ)i(/A) ———>H];R(X/A) (= H*(XO/A)), dégénére
en El , avec un terme E1 libre sur A . La filtration de Hodge de

HgR(X/A) . aboutissement de cette suite spectrale, vérifie les condi~

tions (i) et (ii} ci-dessus.

PROPOSITION 1.3.6. Soit (H,Fil"H) un F-cristal de Hodge sur

A . 8i H est ordinaire (1.3.3), les filtrations Ui (1.3.2.1) et

o - 2L
a4 . 4 . . .. 1F
Fil"H sgont opposées, j.e. on-a, pour tout i , H = Ui & Fi1t g ,

d'ou une décomposition

(1.3.6.1) H=@ ® , H =UNFil'H,
1
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avec H- de rang hi (1.3.1.5).

C'est une conséquence immédiate de 1.3.2 et 1.3.5 (i} (la condi-
tion (ii) ne sert pas).
Dans 1'exemple ci-dessus, supposons le F-cristal H = HBR(X/A)

ordinaire. Pour chagque r %1 , la suite spectrale conjuguée

i3 _ i 3 *
(*)r Ey = H <X®Wr'§ (OXX)WI/A@W}:)) ==>HDR(X®wr/A®Wr)

P . . n P
. ? 3 .
définit une filtration (Ul’ )} sur HDR(X Wr/A Wr) On peut espérer

T
que la limite projective des suites spectrales (*)r est une suite
spectrale, dont la filtration aboutissement sur H" est la limite des

(Ui r) et coincide avec la filtration (Ui).

1.4. F-cristaux de Hodge ordinaires de niveau é 1.

1.4.1. Soit H un FP-cristal de Hodge ordinaire de niveau { 1

sur A_ . D'aprés 1.3.2, on a donc une extension de F-cristaux

(1.4.1.1) 02U~ H™ V(-1) * 0,

ol U et V sont des F-cristaux unités, et U reléve Fil H .
On notera r (resp. s) le rang de U (resp. V). D'autre part, H
est muni du sous-module libre FilIH . qui reléve FillﬁO , donc

vérifie, d'aprés {(1.3.1.4},
. * .1
{(1.4.1.2) F(®v)o FI1 ' H & pH

pour tout relévement ¢ de Frobenius. De plus, d'aprés 1.3.6, H, en
tant que A-module, se décompose en somme directe

(1.4.1.3) H = U®Fillg .

En particulier, FillH est de rang s , et se projette isomorphiquement

sur V .

THEOREME 1.4.2. Avec les notations de 1.4.1 : {i) Il existe une

base a = (ai)léi(r du A-module U et b = (bi)l(i{s du A-module

FillH vérifiant les conditions
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{1.4.2.1) Va; =0 1igr,
1 .
(1.4.2.2) Vb, = £ 9,.,®a, , n,,€Q , 1€{igs ,
Iogs¢e 13073 ij  amw
* >
(1.4.2.3) F(o)o a; = a; - 1ifr,
*
= 2 i
(1.4.2.4) Fl(e)ob; =pb,+p 2 wui(ela, ., u(e)€a , 1€i{s ,
l{j\r
pour tout relévement ¢ de Frobenius. De plus, les formes T.. sont

1]
fermées, et vérifient, pour tout relévement ¢ de Frobenius,

*

(1.4.2.5) ® nij =Py + pduij($} .

(ii) Les bases a et b étant choisieg comme en (i), il

existe une unique famille de séries formelles Tije K[[t]] (o0 K

est le corps des fractions de W) telles gue, guels que soient 1 et 3,

(1.4.2.6) B,. =4ar,. ,

*
(1.4.2.7) P Tij - pTij - puij(w) =0

pour tout relévement ¢ de Frobenius. On a

(1.4.2.8) Tij(O) € pw .

De plus, si p#2 , les séries

(1.4.2.9) Uy = exp(Tij)
sont définies, appartiennent & A , et vérifient qij(O) = 1 mod pW .

Prouvons (i). Vu la structure des F-cristaux unités (1.2.2), il
existe une base a = (ai)l(i(r de U vérifiant (1.4.2.1) et {1.4.2.3),

et une base b = (b;) de FillH telle que, si bj désigne

1{i¢s
1'image de bi dans V(-1), on ait Vbi =0 et F(w)w*bi = pbi pour

tout 1 et tout relévement ¢ de Frobenius. Par suite ?bi et
* * » N r
F(o)o bi s'écrivent sous les formes (1.4.2.2) et (1.4.2.4). L'intégra-

bilité de V entraine, par application de Vv & (1.4.2.2), que

A

dn = O gquels que soient i et Jj . D'autre part, appliquant Vv 4

ij
(1.4.2.4), et utilisant 1'horizontalité de ¥ (1.1.3.3), on obtient

les relations (1.4.2.5).
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Prouvons (ii). Les formes nij étant fermées, il existe, en
vertu du lemme de Poincaré, des séries ¢ij€ K[[t]] , déterminées a
une constante prés, telles gque l'on ait (1.4.2.6). La relation

(1.4.2.5) entraine alors que

*
- - . . €KX ,
P Tij pTij pul](¢} K
donc

(1.4.2.10) m*fij - Py - puy(9) = (m*Tij)(O) - pT35(0) - pu; S(®)(0) .

o . . :
P ox 1'automorphisme de Frobenius de K . Fixons tout

+P
1

Notons x
d'abord le relévement ¢ de Frobenius tel que w(ti) = , et norma-

lisons Tij par la condition

(1.4.2.11) (w*Tij)(O) - pry4(0) - puij(@)(O) =0,

qui s'écrit encore (car(m*Tij)(O) = Tij(O)q)

.4.2. . = £ vlu,.
(1.4.2.12) le(o) 5 v ulj(w)(o)
-1 ~1

(ol Vx = pF "x = pr ). En particulier, on a (1.4.2.8). Montrons
que, si § est un relévement quelconque de Frobenius, la condition
(1.4.2.7), avec ¢ remplacé par ¢ , est satisfaite. Compte tenu de
(1.4.2.10) (avec ¢ remplacé par ¥), il revient au méme de vérifier

gue l'on a

(1.4.2.13) (¥ Tij>(0) - pfij(o) - puij(ib)(()) =0

Si P(0)=0 (i.e. ¥ est compatible & l'augmentation e w({e]] - W),
on a ($*Tij)(0) = Tij(O)G-, et (1.4.2.13) équivaut & (1.4.2.12) avec
¢ remplacé par ¥ . Il suffit donc de vérifier que uij(w)(o) =
uij($)(0) . Or l'augmentation e est le relévement de Teichmiiller
(1.1.4) de 1l'augmentation k[[t]] % k simultanément pour © et pour
$ , donc F(9)e et F(&)Y"  induisent le méme endomorphisme
O-linéaire F de e H . Appliquant e a (1.4.2.4) écrit pour 9 et

pour ¥ , on obtient donc
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*
Fle bi)

It

p(e*b.)-+p X u..(@)(O)(e*a.)
* 15r M J

pled.)+p T u,.(¥)(0)(ea.) .
* 13 J

d'ou uij(w)(o) = uij(¢)(0) , ce qui prouve (1.4.2.13) dans ce cas.
Si maintenant ¥ est un relévement quelconque de Frobenius, on peut
écrire

Bleg) =¥ () +pw, 1¢ig{n ,

N

avec w = (wl,...,wn)e W', ou wo :A ™ A est un relévement de
Frobenius tel que ¢0(0)==O . Appligquant (1.1.3.4), avec & =¢O , &

x:=bi , on obtient, compte tenu de (1.4.2.4),

.
njg
pL ]

o, *
(w )PP W (v(D)™,).
InlYo v © © i

(%) z pu,.{®la. = z pu..{$ Ja.+
l{j(r 13 J 1<j(r 1] o 3

Calculons V(D)nbi : sl D = a/atk , on a, d'aprés (1.4.2.2),(1.4.2.6),

v = N =
(Dk)bi <Dk' : dTijg)aj - (Dk’rij)aj ’
J J
d'ol, comme Va.=0 ,
n n
v =z
(D )bi . (D Tij)aj

J
pour tout multi-exposant n tel que \nl Y0 . Reportant dans (x), on

obtient

N - . 5 [n] on:*,.n
puij(¢) puij(&o) + o p- {w )} wo(D Tij)

et par suite la formule (1.4.2.13) & vérifier s'écrit

£

) (3" - b7, (0) - pu,.(} - = el )7 = 0.
(x*) (9773 )(0) = p7,;5(0) = pu, 4 ($ ) (0) Ty © (wi(D7ry 50(0))7 = 0

Notons que ¢==$o°a , ol a est l'endomorphisme de W-algébre de A
L )o= ot + ..
tel que a(tl) t, +pw, , donc que

‘* — ‘* * _ * U'_ g
#7700 = Wi 00 = @' 00T = 1 pw)

D'autre part, ¢o vérifie (1.4.2.13) comme on 1l'a vu plus haut, car

¢0(0)==O , et (@;Tij)(O) = Tij(O)G., donc

pT..(0) = r..(0)
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On peut donc récrire (#**) sous la forme

1
A
°
+
]

JPC-OM p[nl(wn(DnTij(O))U :

i

{pw)

Ty 400 % T p[“]w“<D“Tij)<o> .

\n\)O
Or on reconnalit ici le développement de Taylor de Tij(pw). Cela
établit (*+), donc (1.4.2,13) dans tous les cas. Pour démontrer la

derniére assertion de 1.4.2, nous aurons besoin du résultat suivant

de Dwork :

LEMME 1.4.3 ([5], Lemma 1) (*). Notons ¢ L'automorphisme

o-linéaire de K[[t]] (o0 t = (tl,...,tn) et K est le corps des
fractions de W) donné par £, " tg . soit fE€K[[t]] tel que
f(0)=1 . Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) £€w[[£]],

(ii) (@*f)/fp = 1+pu, avec u€wW[lt]l , uw(o)y=o0.

L'implication (i) = (ii) est immédiate. Rappelons la démonstra=-
tion de (ii) == (i). Ecrivons f = & aitl (ao==l), et supposons

prouvé que ai‘iw pour il {r (ou lil =i +...+1 ). Notant ( )

1 {3

la partie de degré total {3 , on calcule

(2 ath)P)y, = =  athP), +p T a¢t
lilyo 10 Kr lil{r-1 &~ Xr lil=r 1
= ( Z aptpi) +p b a.ti mod pW[[t]],
Pilde-1 * {z il=r *
puis, posant £P # w*f = 1+p z d.ti (4, €w) ,
[ily1 .
(= TPhyisp = adly), = = a7tP1y
[ilYo * iyt + & lilde-1 1 _
(1+p T a,th))
lilpr {r
={( I aqipi) mod pW[[t]]
lilge-1 7 {r

(ﬂi\ir—l a?tpi)<r mod pWi[t]] .

*
(") Voir aussi Hazewinkel [ 7] pour une généralisation.
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Comparant les deux expressions obtenues pour (fp)<r . on trouve
A

P B et emllel]

il=r
donc aiEW pour tout i tel que \11 =r , ce qui prouve (ii) == (i).

Avant de revenir 3 la démonstration de 1.4.2, indiquons deux con-

séquences immédiates de 1.4.3.

COROLLAIRE 1.4.4. Soit g€x[[t]] tel que g(0)=0 . Les condi-

tions suivantes sont égquivalentes :
(1) explg) €wl[tl] ,

(ii) cp*g - pg€pw [¢]] .

En effet, posons f = exp(g). Comme, pour ny1 , pn/n! (et a
fortiori p"/n) appartiennent a PW , la condition (ii) équivaut a

dire que CP*f/fp = 1+pu, avec u€w([t]l] ., ul(o) = 0.

COROLLAIRE 1.4.5. Supposons p#2 . Soit g€ K[[t]] , tel que

G(0)EpW , et ©'g - pg€ pW [t1]. Alors la série f = exp(g) est

définie, appartient &4 WL[t]] , et vérifie £(0) = 1 mod p -

En effet, soit h = g-g{0). Comme p#2 et que g(0)EpW ,
exp(g(0)) est défini, donc aussi exp(g) = exp(g(0))exp(h). Posons

g(0)=a (a€W). On a
©h - ph = 9 g - pg - (a’ -pa) € pwl[t]]

(car acr—paepw et tp*g-pgépw[[tn). Donc, par 1.4.4 appliqué a
h, ona exp(h)€wW{t]] , et comme expl(a) = 1 mod pW , on en conclut

que f = exp(g) €wWl(t]] et f£(0) = 1 mod pW

A

Fin de la démonstration de 1.4.2. I1 suffit d'appliquer 1.4.5 &

Tij : les hypothéses de 1.4.5 sont vérifiées en vertu de (1.4.2.7) et

(1.4.2.8).

1.4.6. Si H est un F-cristal de Hodge, comme en 1.3.5, la

connexion ¥V induit, grfce 3 (1.3.5.1), un homomorphisme A-linéaire
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(1.4.6.1) gr v griH - ot ®(gri_lH
.4.6. : N

N i Lo d . i+ . . . :
(ou grl = Flll/Flll 1}. En particulier, dans la situation de 1.4.1,

vV induit un homomorphisme A-linéaire

a1 1

.4.6. vV :F - ] ,
(1.4.6.2) gr v :Fil"H QA/W U
puisque U ﬁb-H/Fillﬂ (1.4.1.3), d'ol un homomorphisme A-linéaire

<4 L

.4.6. vV ind ,

(1.4.6.3) gr TA/W HomA(Fll H,U)
R ~ 1.V

ou Ty = (s -

COROLLAIRE 1.4.7. Sous les hypothéses de 1.4.1, supposons gue

(1.4.6.3) soit un isomorphisme, et gque p soit différent de 2 . Alors

les éléments 94~ 1 (14i€s , 1{j¢€r) définis en (1.4.2.9) forment

avec p un systéme réqulier de paramétres de A = W([tl] , i.e. le

- i e 3 0y L) -
W-homomorphisme W[[x131](1<l<5‘1<3<x) - A envoyant xlj sur qu 1

est un isomorphisme, et si l'on note ¢ le relévement de Frobenius

défini par m(qij) = qg‘ , on_a

*
(1.4.7.1) Fi{o)o b, = pb,
pour tout i (avec les notations de 1.4.2).

Notons m = (p,tl,...,tn) 1'idéal maximal de A = W[[t]]. Comme

. .{(0) = 1 mod pW , les qij sont des unités de A congrues a

ij
1 mod m . Pour prouver la premiere assertion, il suffit de montrer que

1
I . rm Q .
les formes ﬂlj d log 9 4 forment une base (sur A) de /W

Tout homomorphisme £ : FillH = U est déterminé par une matrice

. ) =% f..a. . -
(fl } telle que f(bl) fljaJ Notons DlJ la base de TA/W

3
telle gue

0 si (k,2) # (i,3)

{gr V)(Dij)ke =

1 si (k,8) = (i,3) .

Pour tout DE TA/W , on a, d'aprés (1.4.2.2),

(gr ) (D)b, = £ 7..(Dla. .
. J
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donc

(gr v)(Dij) n Z(D..) .

ke~ 'k ij

Les forment donc une base de Qi/w , a4 savoir la base duale de

* -~
la base Dij . D'autre part, la relation o9 qgq,. = qgj entraine

1]

* -~
¢ log qij = p log qij , mais comme log 944 = Tij , {(1.4.2.7) entraline

uij(w) = 0 , donc {(1.4.7.1) résulte de (1.4.2.4).

“ij

1.4.8. Soit, comme en 1.3.6, (H,Fil°"H) un F-cristal de Hodge

sur A (= k[[t]]) tel que H soit ordinaire. Supposons H de

niveau { N, i.e. (1.3.1) FillH0 = 0 pour i y n+l , de sorte que la
décomposition (1.3.6.1) s'éecrit

B, ® U, N Fil'H , rg(#') = h, .

(1.4.8.1) H i

= 23]
o{i¢N
Supposons d'autre part p#2 . Appliquant 1.4.2 aux F-cristaux de

Hodge ordinaires (de niveau £ 1) (U,

L. PPN
l+2/Ui,(F11 HN Ui+2)/(Fll H Ui}),

on obtient :

COROLLAIRE 1.4.9. Sous les hypothéses de 1.4.8, il existe une

i P
hi)O(i(N de H , et des éléments 90,8 de A

(i¢ N-l,af\(hi+1,ﬁ \<hi) tels que

base (ei,...,e

qi-a,S(O)e 1+pW ,

(1.4.9.1) Ve

0 (l<i<ha

-1
z (d log ooet
13¢n,_ 20370

(1{m¢{N , O\<i\<hm) .

On peut utiliser 1.4.9 pour majorer la croissance des sections
horizontales de H . Rappelons [8, 3.1] que celles-ci "convergent dans
le polydisque unité ouvert", et plus précisément gque le module
(H®A1d{tl,...,tn}}.v) posséde une base de sections horizontales : il
s'agit d'une propriété valable pour tout F-cristal, indépendamment de
toute hypothése d'ordinarité. Cela dit, il résulte aisément de 1.4.9
gue, pour tout 1 , les sections horizontales de Ui®AK{{t}} appar-

N

. A ® .,
tiennent a Ul AI& ou



est la suite de sous-A-modules de K{{t}} définie par récurrence par
(f& Li)¢==9 (f appartient au sous-A-module de K{{t}} engendaré
par les séries g telles que dg = Z aa<ilog u, s

avec a, € L, » et u, €A, u,(0) € 1+pW) .

1
Dans la situation de 1.4.8, on ne peut espérer toutefois d'énoncé

analogue a 1.4.7 (1'hypothése que (1.4.6.3) est un isomorphisme n'a

pas de généralisation en niveau ¥ 2).

2. APPLICATIONS GEOMETRIQUES

On conserve les notations AO , A de 1.1.1.

2.1. Coordonnées canonigques.

A) Variétés abdliennes {(cf. [8, §8]).

2.1.1. Soit X/A un schéma abélien formel de dimension relative
g . Le A-module

H = HéR(X/A) ,

muni de la connexion de Gauss-Manin V , est un F-cristal sur A
de rang 2g . On sait (voir par exemple {13, addendum]) que la suite

spectrale de Hodge
i3 -y ab *
E] H (X,QX/A) = H[, (X/A)
dégénére en E, ., et que le terme Eij est libre sur A , de formation
compatible & tout changement de base. I1 en résulte (1.3.5) que H ,

muni de la filtration de Hodge

1

H=ril% > ri1lls (= HO(X,Qi} =

est un F~cristal de Hodge sur Al - Notons aussi que, si XO==X®AO ,
la suite spectrale de Hodge et la suite spectrale conjuguée de XO/AO

dégénérent (en E et E

1 2 resp.) et que leurs termes initiaux sont
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libres et de formation compatible & tout changement de base. En parti-
culier, le gradué associé & la filtration conjuguée gr.(HGQAO) est
libre. D'autre part, si eyt Ay “* k est l'augmentation, le F-cristal
e;H induit sur k (1.1.4) n'est autre que Hl(XQOK/W) , car si
e:A? W est l'augmentation, e*H = HéR(X® W/W) = Hl(x® k/W) par

définition de la cchomologie cristalline.

2.1.2. Supposons la variété abélienne X®k ordinaire, ce qui
signifie, au choix, que (X®k)(k) = (zyp)g ., ou que Frobenius sur
Hl(X®>k,@) est bijectif, ou que Hl(xé9k/w) a mémes polygones de
Newton et de Hodge. D'aprés ce qu'on vient de rappeler, le F-cristal
H est alors ordinaire au sens de 1.3.3, et comme il est de Hodge de
niveau { 1 , on peut lui appliquer 1.4.2. Notons que, dans la décompo-
sition H = UGBFilIH , U et FillH sont libres de rang g . Il
de

existe donc une base (ai) de U , une base (bi)

1{igg
FillH , et des séries Tije kK[[e])l (1¢3¢qg, 1{5¢{qg) vérifiant les

1{igg

X

conditions (1.4.2.1) a (1.4.2.8). De plus, si p#2 , on dispose des

séries qy = exp(Tij)e A , telles que qij(O) = 1 mod pW .

2.1.3. Supposons que X/A soit la déformation formelle verselle
de X®k , donc que A = W[[tl,...,t 2]] . Alors (1.4.6.3) est un iso-

morphisme, qui s'identifie a 1l'isomorphisme de Kodaira-Spencer

LI 2 wlix, T

~ o] 1 1
A ) 2> Hom(H (X’QX/A)'H (x.9))

X/a
(cf. (IV 2.3)). Donc, si p#2 , les éléments qij—le A forment, en

vertu de 1.4.7, des coordonnées “"canonigues” sur A (i.e.

A= W{Eqij-llj) , et, si 1l'on note @ le relévement de Frobenius

donné par @(qij) = q?j ., on a, avec les notations de 2.1.2,

* * .
F(o)®a; =a; , F(9)®Db, =pb, (14igg) .

[on

Soit e:A > W le relévement de Teichmiiller de eo correspondant

® , i.e. tel que e(qij) = 1 . Il n'est pas difficile de montrer - nous
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établirons un résultat analogue ci-dessous pour les surfaces K3 - que
e est indépendant du choix de (a,b,q), et qu'on a un isomorphisme

canonique (défini & l'aide de (a,b,q) mais n'en dépendant pas) entre

S et Gw , ou G est le tore formel sur Zb de groupe de caractéres
HomZb(Po'Pl) , PO (resp. Pl) désignant le sous—Zb—module (libre de

rang g) de Hl(X8>k/W) formé des =x tels que Fx=x (resp.

Fx =px). Cet isomorphisme envoie e sur 1'élément neutre de GW.On peut
montrer (voir Appendice et Exposé suivant, par N. Katz) que cette struc-
ture de groupe formel sur S coincide avec celle définie, d& la Serre-Tate,

par le relévement formel versel du groupe p-divisible associé & X®k.

P » ’ . * - ]
En particulier, la variété abélienne e X/W est le relévement canonique

de (X®k)/k [14, v §3]. Rappelons que ce relévement correspond au
relévement trivial (i.e. comme produit) du groupe p-divisible associé
& X®k , ou, ce qui revient au méme, au relévement de

L1 .
FllHdgHDR(X®k/k) en le facteur direct Pl®w de pente 1 de

HU(X® k/W) (cf. 1.3.4).

2.1.4. Variante. Soit X/A une courbe propre et lisse a fibres
géométriquement connexes de genre g1 . Alors H = HéR(X/A) , muni
de la connexion de Gauss-Manin YV et de la filtration de Hodge

R S o 1 , . . ,
Fil'H = H (X,QX/A) , est un F-cristal de Hodge de niveau 1 . Si 1l'on
suppose X®k ordinaire, on peut appliquer 1.4.2, et l'on obtient les

résultats de Katz [8, §8] : si ¢ est une base de sections

2;)1¢iq

horizontales fixes par F du sous-cristal unité U , on peut en effet
.. 1

prendre comme base (bi)l<i<g de Fil H la base duale de (ai) pour

la dualité de Poincaré ((a,b) est alors une base symplectique de H),

car la compatibilité de la dualité & F et V¥V montre aussitdt que

les conditions de (1.2.4 (i)) sont vérifiées.

B) Surfaces K3 .
2.1.5. Soit X/A wun schéma formel propre et lisse tel que

Xy = X®k soit une surface K3 . Alors, d'aprés (IV 2.2, 2.3), le
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A-module

H = H (X/A)

muni de la connexion de Gauss-Manin ¥ , et de la filtration de Hodge

H = Fi1°8 O Fillw o Fi1%H O 0

est un F-cristal de Hodge sur AO . Les sous-modules Fil'H sont
libres de rangs 22, 21 , 1 pour 1i=0,1,2 , et le gradué associé
gr'H est libre. De plus, le cup-produit

<,>:H®H*I§ﬂ&%)”A

est une dualité parfaite, horizontale pour 9 , i.e. vérifiant
<Vx,y>-+<x,vy> = V(x,y> ’

et compatible & F , i.e. telle que, pour tout relévement de Frobenius

® , On ait

(F(o)o %, Flo)oy) = F(o)o (x,y) .

*
Noter que F{o)o )HgR(X/A) = pza , ol o est un automorphisme, i.e.

HgR(X/A)(Z) est un F-cristal unité (de rang 1), qu'on identifiera
au F-cristal trivial A au moyen d'une base horizontale fixe par

F . Rappelons d'autre part que l'on a
rilte = (ril%m)* .
Rappelons enfin que, si es :Ao * k est l'augmentation, le F-cristal

*
e H (1.1.4) n'est autre que la cohomologie cristalline H2(Xk/W).

2.1.6. Supposons maintenant Xk ordinaire, ce gui signifie, par
définition, que le polygone de Newton de H2(Xk/w) coincide avec le
polygone de Hodge, i.e. a pour pentes (0,1,2) avec les multiplicités
(1,20,1). I1 revient au méme de dire que Frobenius sur HZ(Xk,G) est
non nul. Du fait que e;H = Hz(xk/W) et que gr'H est libre, le
F-cristal H est alors ordinaire au sens de 1.3.3, et admet par

conséquent une filtration par des sous-F-cristaux
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< < c =
0 Uo Ul U2 H

tels que Ui/Ui—l soit de la forme Vi(—i) , ou Vi est un F~cristal
unité de rang 1, 20,1 , pour 1i=0,1,2 . De plus, comme Ui reléve

FiliHo . la compatibilité de F a la dualité entraine que l'on a

Enfin (1.3.6) les filtrations (Ui) et (Fil'H) sont opposées, i.e.

on a

= 2] P
H Ho Hl H2 ’

avec

H=U , H = Uln FillH , Hy = FilZH , H

o o 1 2 _9'U1/Uo :

1

THEOREME 2.1.7. On _suppose p#2 . Soit X/A = w{{tl,...,tzol])

la déformation formelle universelle d'une surface K3 ordinaire Xk/k

(Iv 1.3). Alors, avec les notations de 2.1.5, 2.1.6, il existe une

base (a,bl,...,bzo,c} de H adaptée 3 la décomposition

H=H®O®H®H, , et telle que {a,cY)=1, et des éléments qiEA

(1 i€20) possédant les propriétés suivantes :

(1) qi(o)==l mod pW et les q; définissent un isomorphisme

A= W[{ql-l,...,qzo-l]] (i.e. les formes 4 log q; forment une base
1
de gA/w)-
(ii) |{Ya = 0 ,
Vb= (d log q,)a (1€ 1i¢20)
\
v = -
c (4 log qi)bi ,
N \4 ;o o
(bi) désigne la base de H; duale de (bi) (pour la restriction

ou
a

Hl de 1la forme cup-produit).

(iii) 8i ¢:A > A désigne le relévement de Frobenius tel que

@(qi) = q? . alors
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*
F(e)e a = a ,
* +
F(®)9 b, = pb; (1¢ig20 ,

F(w)w*c = pzc .

D'aprés 2.1.6, le F-cristal Ul , muni de la filtration

Filtmn U, i est un F-cristal de Hodge ordinaire de niveau 1 .

D'autre part, comme X/A est la déformation formelle universelle de

Xk , 1l'application
gr'v : T, = Hom (H. ,H ) = Hom, (gr H,gr°H)
A/W ~—A'"1"" —2 !

est un isomorphisme d'aprés (IV 2.4). En vertu de 1.4.2 et 1.4.7

appliqués & U, , il existe donc une base (a,bl,...,bzo) de U

1 1

adaptée & la décomposition Ul = HOG>H1 , et des éléments qiE A

vérifiant les conditions (i) & (iii) de 2.1.7. Il reste a montrer que,
si 1l'on choisit la base ¢ de H2 telle que <fa,c?=1, les derniéres
formules de (ii) et (iii) sont satisfaites. Tout d'abord, par la condi-

tion de transversalité (1.3.5.1), on a
¥
Ve = o® ¢ + z B'®kH .
1£1£20
La relation

0 = v{a,c? = {Va,c) +{a,ved = {(a,vc

entraine o=0 . Puis, de

0 = vb,,c 9. ,¢Y +<b,,%c>
1 1 kR

et de la deuxiéme formule de (ii) on tire Bi = -d log q; . d'ou la

derniére formule de (ii). D'autre part, de la formule F(w)w*a = a et
* *

de la relation <(F(9}9 a,F(0)p c) = p2<a,c> = p2 on déduit

*
Flo)o ¢ = pzc , ce qui achéve la démonstration de 2.1.7.

2.1.8. Soit Xk/k une surface K3 ordinaire. Posons

" i 2
(2.1.8.1) P =H(X/W ., , P =H (xk/W)sz » Py =H (xk/w)F=pz .



1

ol la notation M, désigne {x€MIFx=ax} . D'aprés 1.3.4, P, est
un Zb—module libre de rang 1 , 20 , 1 pour i=0,1,2 , et le

F-cristal Hz(Xk/W) admet une décomposition unigque

2 _ 2
(2.1.8.2) HYU(X /M) = ((W,0)@P ) & ((W,pr)®P,) & ((W,p0)®P,) .
Supposons de plus p#2 . Avec les notations de 2.1.7, désignons par
(2.1.8.3) e AW

le relévement de Teichmiiller de 1'augmentation e,: A, ~ k correspon-
dant au relévement ¢ considéré en (iii), donc donné par eq(qi)= 1.

Alors X induit un schéma formel e;X/W et 1'on a
* o .2 * R
(2.1.8.4) eqH = H.DR(eqX/W) = HO (X /W) .

De plus, d'aprés (2.1.7 (iii)), e;a est une base de P_ ,

* *
(eqbi)1(i<20 une base de Pl , et eqc une base de P2 , et

* ¥ - . : . . 2 *
(eqa,vqc> 1 . En particulier, la filtration de Hodge de HbR{eqX/W)

est donnée par
(2.1.8.5) Fillu2 (e*X/W) = (W®P_ ) ® (WOP,) Fil’u? (e*x/w) = WP
e Hpr g 1 27 Hpr q 2°

Nous allons en déduire :

PROPOSITION 2.1.9. Sous les hypothéses de 2.1.7, le relévement eq

(2.1.8.3) est indépendant de la famille q==(qi) définie en 2.1.7.

On écrira donc e au lieu de eq . Par analogie avec la théorie
du relévement canonigque des variétés abéliennes ordinaires [14, v §3],
’ * .
on dira que le schéma formel e X/W , qu'on notera simplement Xy

est le relévement canonique de Xk .

2.1.10. Pour démontrer 2.1.9, nous utiliserons une description
"linéaire" des relévements formels sur W d'une surface K3 sur k .

Soit Y/W un schéma formel propre et plat tel que Y, = Y®k soit

une K3 . Alors H%R(Y/W) s'identifie canoniquement & H = HZ(Yk/W),

dfn

et FilegR(Y/w) est une droite ( facteur direct de rang 1) de H,

isotrope (i.e. contenue dans son orthogonal), relevant FilzﬂéR(Yk/k).
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THEOREME 2.1.11. Supposons p#2 . Soit YO uyne surface K3 sur

k . Posong H = H2(YO/W). L'application gui 3 un gschéma formel propre
et plat Y/W relevant Y, associe la droite FilegR(Y/w) est une

bijection de l'ensemble des relévements de Yo sur W (i.e. des

points & valeurs dans W du schéma modulaire formel de Yo) sur

1l'ensemble des relévements de FilgR(Yo/k) en une droite isotrope

de H.

Notons tout d'abord que les deux types de relévements envisagés
(relévements de YO et relévements de Fil2H§R(YO/k)) sont rigides,
i.e. n'ont pas d'automorphismes infinitésimaux. Soit Yn un reléve-

ment de Y sur W . L'ensemble des relévements de Yn sur W

o) n+l n+2

est un torseur sous Hl(YO,T . D'autre part, soit Ln une droite

)
Yo/k
. .,2.2
[ = . :
isotrope de H®W_,, relevant Lo Fil HbR(Yo/k) Alors 1l’'ensemble
des relévements de Ln en une droite isotrope de H® Wn+2 est un
torseur sous Hom(Lo,Lg/LO) : sans condition d'isotropie, on trouverait
\ 2
= HR® k = .
un torseur sous Hom(LO,HO/Lo) (ou H =H k HDR(YO/k)) ; comme
P#2 , la condition d'isotropie imposée au relévement conduit au
résultat indiqué (si H® Wn_’.2 = Ln+l$ M ., » avec L 4, isotrope
relevant Ln , une droite isotrope relevant Ln est engendrée par un

+ N R .
vecteur x-&pn ly , ou x est une base de Ln , et 1'on doit avoir

2{x,y?> = 0 mod p). Or L; = FillHZ(YO/k) , donc

Hom(L_,L:/L.) = Hom(Fil’m2_(Y_/k), gr'H2 (Y /K)) ,

et, d'aprés (IV 2.4), on a un isomorphisme canonique (donné par le

cup-produit)

1 ~ 2.2 1,2

H (YO,TYO/k) =» Hom(Fil HDR(YO/k),gr HDR(YO/k)) .
La conclusion de 2.1.11 en découle facilement.

REMARQUE 2.1.12. On notera l'analogie de 2.1.11 avec la théorie
des relévements des groupes p-divisibles et des variétés abéliennes

(relévement de la filtration de Hodge dans le "cristal" extension
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universelle) [14].

Démongtration de 2.1.9. Compte tenu de 2.1.11, il suffit d'obser-
*
ver que eqX . donc eq ¢ est entiérement caractérisé par la seconde

égalité de (2.1.8.5).

Nous allons voir maintenant qu'a l'aide de 2.1.7 on peut munir
canoniquement la variété modulaire formelle S = spf{A) d'une struc-
ture de groupe formel sur W , d'origine le relévement canonique Xw

(2.1.9). Nous aurons besoin pour cela du lemme suivant :

LEMME 2.1.13. Soient (a'.b‘l,...,béc,c') une base de H et

(qi)léi(2o une famille d'éléments de A vérifiant les mémes condi-

tions (i), (ii), (iii) de 2.1.7 gque (a,(bi),c) et (qi). Il existe

alors «af€ z; et 8=(f ;) €GL(20,Z) tels que

a' =oa, ¢' =c/o,

@ = o3
(2.1.13.1) i 1{§420 3

b! = z 8

i N oI
{320 It 3
Tout d'abord, comme f{(a', (bi),c') est une base de H adaptée &
la décomposition H = Ho@ HléB H, et que a',c¢'P»=1, il existe
a€n" et B = (Bij) € GL{20,A) tels que

1

a'=aa , ¢'=c/e , bl = A B.ib.
20 I+

Grice a 2.1.9, notons e=eq=eq,:A“'w le relévement (2.1.8.3). Comme

*
Va=Va'=0 , ona de=0, donc o est “"constant", de valeur e o €W .
Soit ¢ le relévement de Frobenius tel que @‘{qi) = qip . On a

* * (o d * ol
a' = F(o')e' a' = F(ow)oa=aF(ploa =0oa=aa

*

o .
donc @ =a , i.e. af Zp . D'autre part,

Ub! = 5 (d8,.)®b.+E B..(d log q.)®
17 (df 43 ® Dy ; j1{d log a4)®a

=(d]ogqp®a‘=(dlngqp®aa ,
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donc
(*) dBji=<) vYi, 3
et
* t = % i -
(%%} @ d log q; . Bji d log ay (1{i€20)
La formule (*) signifie que sji est constant, de valeur e*Bjié W .
Méis
* o *
[ i 1 122 t ]
pb, F(o')e 4 jaji Flo')e bj .

*
Appliquant e et tenant compte de ce gque

* * * * *
e F(¢' )¢ bj = e F(co)cpbj = e p]oj '

o .o T
on obtient Sji = Eji ¥i,3 , donc BE GL(20,Z§). De (**) on déduit
qu'il existe CEW  tel que
(B../ /)
' 1
aj =cTlq’ .
- b]
* *
Mais comme e qi =eq, =1,ona C=1, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 2.1.14. Supposons p#2 . Soient X, une surface K3

ordinaire sur k , gt S = Spf(A) la variété modulaire formelle sur

W correspondante. Scoit G le tore formel sur Zb de groupe de

caractéres Homz (PO,Pl) , avec les notations de 2.1.8. Il existe un

P
isomorphisme canonigue entre S et Gy + par leguel le relévement

canonigue Xw€ S (2.1.9) correspond & 1'élément neutre 1€ GW .

Soit a = (a,b,(qi)) comme en 2.1.7. La famille (qi) fournit
. . ~ Ay 20 s
* = - L aed
un isomorphisme ué. s _’(Gm)w Spf(W[[Ti 11, Ti a; - tandis
que la base (a,b) fournit un isomorphisme v, Zgo = Hom(Po,Pl) /
- Z hy ¥ = ¥ E] H
tel que VQ(Xl""’XZO)(a) Xibi . 81 a (a',b ,(qi)) est un
autre choix, alors, il existe &€ Z; et B = (Bij) EGL(20,Zb) véri-

fiant (2.1.13.1). Notons

Ay 20 ~ ~ 20
£: (Gm)Z — (Gm)z
P p
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(B.,/%)

1'isomorphisme donné par Ti ad TTTj J . L'isomorphisme
3
Hom(f,G ) : 70 = 720
m p p
induit par f sur les groupes de caractéres est la multiplication par

la matrice B/¢ . Les formules (2.1.13.1) entrainent qu'on a des

carrés commutatifs

u v
a a
S —3;9'(G“)20 Z2O —— Hom{P ,P.)
m P — o' 1
” u_, lfW ! B/QT Vo ”
s —= (67)%° 720 ——> Hom(P_,P.) .
m P — o' 1

En d'autres termes, 1'isomorphisme § =» Gy donné par (ua,va) est
indépendant de a , c'est 1'isomorphisme canonique annoncé. Comme par
définition XW correspond a 1l'augmentation a; » 1, 2.1.14 est

démontré.

DEFINITION 2.1.15. Nous dirons gu'un systéme a = (a,b,c,q)

vérifiant les conditions de 2.1.7 est un systéme de coordonnées (ou

paramétres) ganoniques sur S .

Noter que le choix de a correspond a celui d'une base de PO
(donc est défini & un facteur € Z; prés) et détermine celui de c¢ ,
et que, d'autre part, une fois a choisi, la donnée de b correspond
& celle d'une base de P, {qui est donc définie & un facteur
€ GL(ZO,Z&) prés) et détermine 1'isomorphisme (q;) =8 2§~(G&);O .

Problémes 2.1.16. a) Peut-on donner une définition "intrinséque®
de la structure de groupe formel sur S construite en 2.1.14, par

exemple comme représentant un foncteur convenable ? (*)

b) Etendre la théorie des coordonnées canoniques au cas
p=2 . Cela présente plusieurs difficultés. Tout d'abord, bien entendu,
trouver un substitut adégquat & la définition des 9 de 1.4.2.
D'autre part, dans le cas des K3, il y a des difficultés supplémen-—

(*) (ajoutée en janvier 1981), cette question vient d'8tre résolue
affirmativement par Nygaard.
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tique {x,x? sur HgR(Xk/k) est identiquement nulle {rappelons que,
si X est une surface K3 sur le corps des complexes, la forme {x,x)
sur HZ(X,Z) est paire [17]). On peut montrer toutefois [4] que, pour
Yo/k ordinaire, ou plus généralement si le noyau de la forme {x,x?
sur H%R(Yo/k) n'est pas égal 3 FilngR(Yo/k), l'application envi-
sagée en 2.1.11, associant & un relévement formel Y la droite iso-
trope FileéR(Y/W) c H2(YO/W) est surjective et 3 fibres finies :
pour YO ordinaire, la droite W®P2 de (2.1.8.5) définit alors une

famille finie de "relévements canoniques" de Yo .

2.2. Relévements de faisceaux inversibles.

2.2.1. Soit X/S = Spf(A) la déformation formelle universelle
d'une surface K3 Xk/k , et soit LO un faisceau inversible non trivial
sur Xk . On sait (IV 1.6) gu'il existe un plus grand sous-schéma formel
fermé T = Z(LO) © 8 tel que L, se prolonge en un faisceau inversible
L sur X, (*) et que T est défini par une équation £=0 telle que
p ne divise pas f . Supposons p#2 et Xk ordinaire. On va montrer
qu'on peut alors expliciter £ en termes de la classe de Chern cris-

talline
2
{(2.2.1.1) o, (L) € H (X /%) .
Rappelons (IV 2.9) qu'avec les notations de (2.1.8.1) on a
2.1, € .
(2.2.1.2) cl(LO) P,

En particulier, si (a,b,c,q)} est un systéme de coordonnées canoniques
sur S (2.1.15), et e:A = W est l'augmentation donnée par ay =1,

on peut écrire

(2.2.1.3) e, (L) = I x.(eb),
k20 -

avec xie Zb . On a alors le résultat suivant, dont la démonstration

va occuper le reste de 1l'exposé :

*
{ ) on note XS . le schéma formel déduit de X par un changement de

base S8' 2 S .
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THEOREME 2.2.2. Avec les hypothéses et notations de 2.2.1, T

est défini par 1'éguation

(2.2.2.1) I gt =1.
1€ig20 *

*
En d'autres termes, si, grice 4 la base e a de PO , on identifie
cl(Lo) 4 un caractére x du tore formel S (2.1.14), T est le sous-

groupe formel défini par
(2.2.2.2) T = Ker(x) .

En particulier, si p ne divise pas cl(Lo) {ce qui signifie encore
{16, 1.4] que p ne divise pas la classe de LO dans NS(Xk)), T

est un sous-tore formel lisse sur W de dimension relative 19.

2.2.3. Indiquons d'abord comment on peut, heuristiquement, se
persuader de la validité de 2.2.2. Si l'on était sur le corps des com—
plexes, on saurait que T est le lieu ou la section horizontale de
HgR passant par Cl(Lo) reste de type (1,1), i.e. dans Fillle)R .
Or, soit ;_cEHgR(X/S)@K[[qi—l]] la section horizontale telle gque
e*§==cl(Lo). Un calcul immédiat, & partir de (2.1.7 (ii)), montre que

l'on a

(2.2.3.1) X = (- Z %, log gq.)a + Z x,b,
- 1{ig20 * 1 1{i2o0 **

Donc, heuristiquement, -Z Xy log q; = o, "i.e." TTﬁji =1 est
1'équation cherchée. Naturellement, cet argument est insuffisant, mais
on peut 1'adapter en utilisant la classe de Chern cristalline pour con-
trdler, pas & pas, l'obstruction au prolongement de L, -

Nous aurons besoin pour cela de quelques rappels sur les classes de

Chern et les cobstructions, complétant (IV 2.8, 2.9).

2.2.4. Soient i :YO‘* Y une immersion fermée de schémas (ou
schémas formels) définie par un idéal I , et E, un faisceau inver-
*
sible sur Y, . de classe CZ(EO)E Hl(YO,QY ). La suite exacte de

o
faisceaux abéliens sur Y
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2.2 > (141) 2 8- 80 s 0
{2.2.4.1) 0~ (141) v Y

*
montre que l'obstruction (Eo,i) a prolonger Eo en un faisceau
inversible sur Y est 1l'image de c@(EO) par le cobord de la suite
exacte de cohomologie déduite de (2.2.4.1)

(2.2.4.2) w*(Eo,i) =4 ce(Eo) €H2(Yf(1+1)*) .

8i Y 2 Z est un morphisme, on peut considérer le complexe de de

Rham "multiplicatif"

S g * Al 1 a d
%/Z_(@.Y__SLO (7‘1/2—»&23/2—-»...) ’

et (2.2.4.1) se raffine en une suite exacte de complexes

(2.2.4.3) o~ (1+1)a{(;z - a;{;z - G; -0,
o)

.

ou
.+ dfn * dlog. ol s! :% 4
(1+1)Q , "= ((141) ——irny/z—-» yp )

L'obstruction w*(EO,i) est 1'image, par la fléche naturelle, de la
classe
(2.2.4.4) *(E_,i ) € H2 (Y, (1+1)8.)

.2.4. c (E_,1,Y/Z) CH"(Y, (1+I ‘Qy/z
cobtenue & partir de cB(EO) comme cobord de la suite exacte de coho-
mologie associéde & (2.2.4.3).

2.2.5. Supposons que 12= 0 . Alors on a

(1+1) "

M Tsgas =%t

et, de la méme maniére, (1+I)Q§;Z s'identifie &
. dfn a6l 4 4
1, = (1S, _,r%/z S ...
Notons
. 2 . 2 N
(2.2.5.1) w(E_,i) €HY(Y,I) , c(E_,i,Y/2) €H (Y,IQY/Z)

*
les images de ® (Eo,i) et c*(EO,i,Y/Z) définies par ces identifi-
cations. L'obstruction w(Eo,i) est encore 1l'image de c(Eo,i,Y/Z)

par la fléche naturelle.
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Supposons de plus que Z = (Z,K,5) soit un PD-schéma ol p
est nilpotent [1], ou que Z soit une base P-adique (avec pé P)
au sens de L3, 7.17) : le cas qui nous intéresse en fait est celui ol
7 est un W-schéma formel p-adiquement complet, muni des puissances
divisées standard sur p@z . Alors, si Y est lisse sur Z , et si
les puissances divisées ¥ triviales sur I (i.e. telles que

Vl(x}==0 pour i7 1) sont compatibles 3 celles de 2 , on a
"2 (Y 1Q§ ) = HZ(Y /2,3 )
! /Z o ¢ YO/Z

(ou désigne, comme d'habitude, 1'idéal cristallin noyau de

J
YO/Z

4 -» ] s
SYO/Z @YO), et la classe c(Eo,l,Y/Z) de (2.2.5.1) n'est autre que

la classe de Chern cristalline de L relativement a YO/Z , définie

dans [2] B

. 2
.2.5. , = € . .
(2.2.5.2) c(E_,1,Y/7Z) cl(Eo)Yo/Z H (YO/Z JYO/Z)
Nous appliquerons ces remarques au cas ou l'on a des carrés
cartésiens
Y <> Y —X
(2.2.5.3) fol A 1f l
Zo edsz —5s5 ,
X/S étant la déformation formelle universelle de Xk , Z désignant
un W-schéma formel affine p-adiquement complet, j désignant une
immersion fermée définie par un idéal J de carré nul, de sorte que
* ~
I =£f (J) . Comme leo*(&Y }=0 , donc Hl(YO,9)==O , les fléches
o

canoniques
H2(Y,T) % HO(Y,8) ., HO(Y, IR ) ¢ HpL(Y/2)

sont injectives, nous considérerons donc w(Eo,i) (resp. C(Eo.i.Y/Z))
comme un élément de HZ(Y,@) {resp. H%R(Y/Z)). D'autre part, pour
p#2 , ou si p8, =0 , les puissances divisées triviales sur I sont

compatibles aux puissances divisées standard sur p@z . D'aprés ce
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qu'on vient de voir, l'obstruction w(Eo,i) est alors donnée par la

recette suivante :

LEMME 2.2.6. Dans la situation de (2.2.5.3), si p#2 , ou si

p®Z==O , l'obstruction w(Eo,i) 4 prolonger Eo en un faisceau

inversible sur Y est 1l'image, par 1'application canonigue

HSR(Y/Z) - HZ(Y,® ) de la classe de Chern cristalline de E, rela-
tivement & 2 , ¢ (E )Y /ZE HDR(Y/Z) .

En d'autres termes, sous les hypothéses de 2.2.6, E  se prolonge
en un faisceau inversible sur Y si et seulement si

e, (E) EFillﬁgR(Y/z) )

Y/Z

2.2.7. L'intérét de la recette 2.2.6 est qu'on dispose d'un prin-
cipe de calcul pour la classe de Chern ¢ (E )Y fZ , que nous allons
rappeler.

Sous les hypothéses de 2.2.6, on peut considérer la classe de

Chern

(2.2.7.1) cl(EO)f/w€H2(YO/W) .
O

et son image

o 2

)
(2.2.7.2) cl(Eo)fO/WGH (ZO/W,R fo*( Yo/w))
par l'application canonique

2 - 1O 2
HO(Y /W) = H (2 /W.R fo*(‘SYO/W))

D'autre part, pour tout PD-épaississement Z, de ZO on peut consi-

dérer la classe de Chern

(2.2.7.3) <, (B )y 7, éaz(yo/zl) )

Le lien entre les classes (2.2.7.2) et {2.2.7.3) est le suivant : le

. 2 4 " n 2
cristal R fo*(GYO/W) a une '"valeur R fO*(GYO/w)(Zl) sur Z, , et,
pour Zl affine, la section

CLkE) ¢ p(7y) €H0(z, REE 0y 4 (20)) = HA(Y/2))
O
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définie par (2.2.7.2) est (2.2.7.3). Supposons maintenant que 1l'on

dispose d'une factorisation de la fléche Zo - 8 de (2.2.5.3) en

(2.2.7.4) z, ed sz g

N

ol Z' est un W-schéma formel lisse, p~adiquement complet, et J'

une immersion fermée. Soit Z"‘==DZ (z') la PD-enveloppe, p-complétée,
de Zo dans Z'. D'aprés Berthelotofl] (ou [3, §7]), on sait que le
Z.A—module & connexion

intégrable relativement & W . Dans le cas présent, comme on a des

. 2 . .
cristal R fO*(GYO/W) est décrit par un &

carrés cartésiens

YO — Y — X

(2.2.7.5) l l l

Z %' e——s5
o

on voit que ce module n'est autre que H%R(X/S)® Syvm s muni de la
connexion de Gauss-Manin. La classe (2.2.7.2) s'interpréte comme une
section horizontale de ce module. Quand, dans la situation de
(2.2.5.3), % est un sous-schéma fermé de 2Z', Z s'envoie dans 2Z'"
par la propriété universelle des PD-enveloppes, et la section de
HgR(X/S)X’@Z = H;R(Y/Z) induite par la classe {(2.2.7.2) n'est autre
(E

que ¢ . Nous verrons plus loin comment exploiter 1'horizon-

1 o)YO/Z

talité de la section (2.2.7.2) de HER(X/S)®<3 pour la calculer

AR
lorsque EO prolonge le faisceau donné Lo sur Xk , en utilisant

des plongements j' (2.2.7.4) bien choisis.

2.2.8. A cet effet, nous aurons besoin d'un dernier ingrédient,

un peu technique, concernant les PD-enveloppes. Notons
(2.2.8.1) Wldedd = wlle pnnnt 2
la PD-enveloppe, p-complétée, de 1'idéal (tl,...,tn) de

wllt]] = W[[tl,...,tn]] : ¢'est le sous—anneau de K[[t]] formé des

, o i, a2 .
séries < a;t /il avec aiffw tendant vers O . Considérons maintenant
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r
r

1 rn
1'idéal t~ = (t )

Lreeerty de W[[t]] , et la PD-enveloppe,

p-complétée, de t¥  dans wlle]] -

(2.2.8.2) p _ wl{elD) .

(™)
Utilisant la compatibilité de la formation des PD-enveloppes aux
extensions plates [1, I 2.7.4] dans le cas du morphisme fini et plat

r.
W{[t}j -> W[[t]} B ti a4 til , on obtient pour {(2.2.8.2) la description

suivante : le groupe additif sous-jacent est celui des séries formelles

a coefficients dans W , tendant vers O , en les t(m) , ol

t(m) = ts(tr)ﬂq] , si m=rg+s , 0K s{r , et la multiplication est la

multiplication évidente donnée formellement par (tr)[q] = trq/q!

L'application

(2.2.8.3) D( Wil = wlked

tF)

(m)

définie par l'inclusion (t¥)< (t) envoie 1'élément de base t de

multi-degré m sur (mi/q!)timl en particulier est injective.

2.2.9. Démonstration de 2.2.2. Comme LO est non trivial, on
sait (IV 3.4) que cl(Lo)#(D . Soit p" la plus grande puissance de
p divisant x==c1(Lo} , de sorte que x==pmy . avec pfy . Donc vy
fait partie d'une base du groupe des caractéres de S , et l'on peut
supposer les coordonnées (a,b,q) choisies de maniére que

: m, *
v =(1,0,...,0) , i.e. x = p (e bl) . Posons
m
T = sp(w[q;-111/(qf 1)) .
I1 s'agit de démontrer que T=T' . On va procéder en gquatre étapes.

a) Prolongement de LO sur On peut

X m
222 Spec(k[ql—l]/(qg -1)) °

le faire de deux méthodes. La plus rapide consiste & observer que,

d'aprés [ 16, 1.4], puisque pm divise cl(Lo)' pm divise aussi la
classe de LO dans NS(Xk). Si F désigne le Frobenius de Xk , Lo

. . m . . .
est donc 1'image inverse par F d'un faisceau inversible Lé . et
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par suite LO se prolonge & tout k-voisinage infinitésimal de Xk
d'ordre ( pm~1 . On peut aussi procéder directement, en prolongeant

N | _ n 1=
Lo pas a pas sur X, , ou Y = Spec(k[tl]/tl) » gqy-1=t, . Supposons
en effet m» 0 et Lo prolongé en un faisceau inversible LY sur
n
XY pour n <pm , et montrons que LY se prolonge en un faisceau
n n
. . 2
inversible sur X, . Notons c(LY )Y € HDR(XY /Yn+l) la classe
n+l n “n+l n+l
de Chern cristalline de Ly - D'aprés 2.2.6, il s'agit de voir que
n
1'image de cette classe dans H2(XY ,8) est nulle. Or Yn est le
+1

n
sous-schéma formel de Spf(W[[tl]]) défini par 1'idéal (p,t?) , et,
d'aprés 2.2.7, si D, désigne la PD-enveloppe, p-complétée, de cet

idéal dans W[{tl]] , i.e. D =D tn)(w[[tlj]) , C(LYn)Yn+1 est induit

. . 2
€ .2.7.2).
par la section horizontale c(L,.,n)Dn H]:R(X/S)8>Dn du type (2.2.7.2)
Comme, d'aprés 2.2.8, l'application D 2 D, = W((tl)) est injective,

, c . 2
C(LYn)Dn est déterminé par son image dans HDR(X/S)®Dl . Or cette

image n'est autre que la section horizontale c(LO)D
1

cela résulte de la fonctorialité de la classe (2.2.7.1), compte tenu

définie par L, :

du fait que l'on a un diagramme commutatif

Y “—*'Spf(W[[tllj)

L

Spec{k) —> Spec(W)

et que LY prolonge Lo . Comme c(LO) est la classe horizontale qui
n

prolonge CI(LO) = pme*b1 , un calcul immédiat (utilisant 2.1.7) montre

que 1l'on a

= _ (.0 m
C(LO)Dl = (p~ log ql)aDl +p (bl)Dl

(ot (as.,b désigne 1'image inverse de (a.b) sur S' pour

S‘)

S' @ 8). Donc par l'injectivité de D = D, .
m m

e(Ly )y = - (log @& Jay + p' (b)),
n o n n n
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m
(noter que qﬁ -1 appartient & 1'idéal engendré par p et

t? = (ql—l)n , de sorte que le log a un sens grice aux puissances

divisées sur (p,t?)). L'application D = @Y définie par la pro-
n+l

priété universelle des PD-enveloppes envoie x[l] (pour x¢€ (p,t?))

+ . . . .
n 1) pour i=1 et sur O pour 1 Y2 . En particulier,

toom m n+l
elle envoie log q€ sur (qﬁ -1) mod (p,tl

sur x mod (p,t

) = 0, puisque n<{p" .
de cl(Ly )5
n n

appartient a Fill , donc, d'aprés ce qu'on a dit plus haut, L, se
n

. 2
En d'autres termes, l'image c( ) € (X/5)®8
LYn Yn+1 HDR Yn+1

prolonge en un faisceau inversible sur XY .
n+l

m
b) Prolongement de LO sur X, ou Z==Spf(W[[ql—l]]/(q€ -1).

Notons LY le prolongement, obtenu en a), de LO sur XY . Posons

Z, = Spec(wn[[ql—lll/(qﬁm-l)) .

n
Supposons LY prolongé en un faisceau inversible LZ sur XZ , et
n n
montrons que LZ se prolonge en un faisceau inversible sur XZ .
n n+l

D'aprés 2.2.6 (qui s'applique grice & l'hypothése p#2), il suffit de

st c 2
vérifier que la classe de Chern c(L, ), Ho (X,
n “n+l n

N .1 . , , 2
& Fil” . Or celle-ci est induite par la classe c(L, )DE HDR(XD/D) .

+1/Zn+1) appartient

ol D est la PD-enveloppe, p-complétée, de Y ~dans W[[ql-lj]. Si

DI( ) désigne la PD-enveloppe, p-complétée, de 1'idéal I , on a
dfn
= p _ .m W[q-11])

(P qu])_ _1)

= D m  (Wllq-11D

(p.af -1)

= D m (W [q,-117)
(b, (q-1P ) 7t

p m (Wt 1D
Py

ol t,=qg.-1 . D'aprés 2.2.8, l'application D=D Wit ]])=W<<t >
1™ (£) 1 1

m
définie par 1l'inclusion (pn,qg -1) (p,ql—l) est donc injective, et

1l'on voit, par le méme argument qu'en a), que
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m

- _ P m
c(LG)D = {log ay }aD + p (bl)D .

Par suite, c(LZ )Z , image de c( ) par l'application D - @Z
n

n+l D

L
Zn n+l

définie par la propriété universelle des PD-enveloppes (qui envoie

L]

m
(pour x€ (pn,qg -1)) sur l'image de x dans &

pour
Zn+1
i=1 et sur O pour 1iY 1), est donnée par
&£ m
c(L,, ) = - (g -1)a +p (b))
Zn Zn+1 L Zn+l 1 Zn+1
=p'(b)),
n+1
m
(car of -1=0 sur =2 ). Donc c(L, ) appartient &
1 n+l Z 2
n n+l
L, 1.2 . .
Fil HDR(XZn+1/Zn+1) . et par conséquent LZn se prolonge en un faisceau
inversible sur XZ . Donc LY se prolonge en un faisceau inversible
n+1

c} Prolongement de Lo sur XT‘ . Posons ti==qi—1 . Soit

n = (nz,...,nzo) une suite d’entiers ¥ 1 , posons
m n n
. g 2 20
Ty = spE(WlLel1/(af -1, ¢,%, .0 e,07))
{donc Tzl 1) = Z). Supposons L, prolongé en un faisceau inver-
feens
sible Lpo  sur X,, . Alors, par un argument analogue 34 celui utilisé
n
en b), on voit que, si 2{i{20 , et n+1i = (n2,...,ni“1, ni+l,
ni+l""'n20) ’ LTrtl se prolonge en un faisceau inversible sur
XT' . On en déduit, par récurrence, que LZ se prolonge en un

(n+li)

faisceau inversible L

T sur XT' .

d) Fin de la démonstration. Pour prouver que T'=T , il

reste 4 vérifier que, si T"2T' est un sous~schéma formel fermé de

S , défini par un idéal I , tel que I se prolonge en un faisceau

T!
inversible sur XT" , alors T"=T' . Il revient au méme de montrer

que, si T'#FT' et 12==O , l'obstruction & prolonger Ly, en un
faisceau inversible sur XT“ est non nulle, i.e. que la classe de

2 " . . N o1 .
Chern C(LT‘}T"G HDR(XT”/T ) n'appartient pas & Fil® . Or, le méme
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calcul que précédemment fournit

m
c(LT.)T.. (q1 Dagn + P (bl)T"
m
Comme T"#T' , 1l'image de qg -1 dans T" est non nulle, donc
c(LT.)T“ﬁ Fill , ce qui achéve la démonstration.
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APPENDIX TO EXPOSE V

Nicholas M. Katgz

Al. UNIQUENESS OF GROUP STRUCTURES

Let k be a perfect field, W = W(k) 1its ring of Witt vectors, and
0 :W =»W the absolute Frobenius automorphism of W . Let M be a
finite-dimensional formal Lie variety over W , i.e. M = Spf(A) with
A non-canonically isomorphic to W[[Tl,...,Tn]] , n = dim M . Suppose
we are given a W-morphism of formal Lie varieties

&:Mm ___?M(o)

whose reduction modulo p is the absolute Frobenius endomorphism

Frob : M ® k —s (M ® k)(c) .
\ w

UNIQUENESS LEMMA Al.1.(1) Given (M,®) as above, there exists at

most one structure of commutative formal Lie group over W on the formal

(o)

Lie variety M for which the given map $: M —M is a group homo-

morphism. (2) If this structure exists, it makes M into a toroidal
(o)

formal group, and the given ®: M —sM is the unigue group homomor-

phism lifting Frobenius. (3} If (M1,¢l) and (M2,§2} both admit group

structures as in (2) above, then a morphism

f: M1 ——e-Mz

of formal Lie varieties over W is a group homomorphism if and only if

the diagram

£

My > M,

|2, |2,
(o)

u(o) £ o)

commutes.
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PROOF. We begin by proving (2). Thus let G be a finite-dimensional

commutative formal Lie group over W , together with a homomorphism
&:qc —--——>G(a)

which lifts Frobenius. We must show that G is toroidal, and that @
is unique. By the rigidity of toroidal groups, it suffices to show that
G®k is toroidal, and for this it suffices to show that Ker{Frob) is
toroidal. For this, we first observe that ®:6G —scl? is finite
{because it is finite modulo p , being a lifting of Frobenius) and flat
(because it is a finite morphism between regular local rings of the same
dimension). Therefore Ker(®) is a finite flat commutative group-scheme
over W whose reduction mod p is Ker{Frob). According to Fontaine,
if we denote by N the contravariant Dieudonné module of Ker(Frob),
then the lifting Ker(®) is described by a W-submodule LSN which
satisfies

a) L/pL =% N/FN

b) viL is injective.
But N is killed by F , and is of finite length over W . Therefore
a) implies that L=N , and b} then shows that V is injective, and
hence bijective on N . Therefore Ker(Frob) is toroidal, as required.
We next prove (3). By extending scalars W(k) - W(k) , we may suppose
k algebraically closed. Then M1 and M2 become isomorphic to products

~

of Gm , and our commutative diagram - in the category of formal Lie

varieties - becomes

(€) = — (§) ~ .

i1f £ 4is a group homomorphism, then f£= f(c) , and the diagram commutes.

To prove the converse, we argue as follows.
~ h,
In terms of “"multiplicative" coordinates T on (Gm) 1 ,4i=1,2, our
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hypothesis on £ is :
9Py = (£(1))P , £(1) = 1 mod p .
Iterating, we find
n n n
4
9Py = (s(THP
so in particular
n n
£90(1) = (£(1)P —>1 as n-o .

Therefore £(1)=1 . Now take logarithms, i.e. let

n n

1 —> (&) 2
a

F :(Ga)

be the unique pointed morphism (over the fraction field of W) for which
F(log T) = 1og(f(T})) :
then we have
F(G)(pX) = pF(X} .

Therefore F is linear, and has coefficients in Qp . As these coeffi-
cients are intrinsically the matrix entries of the tangent map of f at
the origin, they lie in W as well, hence F 1is a linear map with
coefficients in Zb =WN Qp . Therefore £(T) = exp(F(log T)) is a
homomorphism.

Finally, we obtain (1) as the special case (Ml,él) = (M,, %)) ,

2" 2
£=id , of (3). Q.E.D.

CORCLLARY Al.2. Suppose that k 1is algebraically closed, and that

(M,®) admits a group structure as above. Then

~

(1) The character group X{(M) = Homw_gp(M,Gm) is a free Zé—module of

rank n=dim M , and the natural map (of functors in Zb-modules)

M +—> Hom_ (X(M),Gm)
P
is an isomorphism.
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(2) Let g be a function on M (i.e. g€A where M = Spf(Aa)) with

g=1 modulo the maximal ideal of A . Then g€ X(M) if and only if

transforms under & by

3" (g% = P .

)contin

.

(3) Let @ be a (continuous) one-form on A , i.e. wE€ (Q;/w

Then ® = dg/qg with g€ X(M) = Hom(M,ém) if and only if

Q*(w(o)) = pw .

If w satisfies this, the associated g€ X(M) is unique ; it is given

by the formula

X
ql(x) = exp(g w) , 0=the origin in M .
o}

(4) Let TE€EA® (Wwl1/p]) be a function on M ® Wli/p] . Then 7 = log{q)
W w ‘

for some g€ X(M) if and only if T satisfies

o) =0, (') = pT

If r sgsatisfies this, then the associated g is unigue ; it is given by

the formula

g = exp{7) .

(5) Let gys-.-..q, be n=dim M elements of X(M), w,,...,w the

corresponding differentials w, = dqi/qi and  Tys.e.s T the correspon-

ding “functiong with denominatorsg” T, < log q; - Then the following

conditions are equivalent :

a) dqr---.q, form a Z% base of X(M)

b) the natural map

M ——+~Spf(W[[ql—l,...,qn-l]W)

is an isomorphism

1 contin
c) @,..., form an A-base of (GA/W)




a) wl,...,wn

e) Tl,...,T

n

form a
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form a

Z -base of
p (o244

{we ab | Q*(w(a)) = pw}

Z -base of
b

{vEAéwil/p} T(0) = O, @*(T(c)) =pT} .

PROOF. Because M 1

s toroidal, and k 1is algebraically closed, M

is {non-canonically) isomorphic to ((f-}m)n . This makes (1) obvious.

Assertion (2) is a particular case of part (3) of the uniqueness lemma,

namely Ml

Zb—ba51s Qpreverdy

and write @ as an A-linear combination of the differentials dqi/qi

=M, M

The condition

2

=Gm . Assertion {3) becomes obvious if we choose a

of X(M), i.e. if we choose an isomorphism

M S (6 )",

=z
w £, dq;/q; -

means precisely that the coefficient functions fi each satisfy

which in turn implies that each coefficient function fi is simply a

constant in Zb

w

* (0, _
fb(fi )»fi,

. Therefore

£,
= dg/q for q = Tlqy) o

because ¢(0)=1 , we obtain by integration the formula

For assertion (4),

first note that the Dieudonné-Dwork integrality cri-

X
exp(g w) = g(X) .
O

terion (cf. 1.4.4) guarantees that the series q , defined as

is integral

(i.e.

lies in

q Q____f_r_l exp('f)
A) and lies g{(0)=1 . From the equality

" (7)) = pr
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{and not simply their congruence modulo pA) we see that

@*(q(")) =q ,
and we conclude by (2) that g 1lies in X(M).
In assertion (5}, the equivalence of a), b) and c¢) is physically obvious

AT .
for (Gm) , and the equivalence of a) with d) and e) is obvious from

parts 3) and 4) above. Q.E.D.

A2. SHARPENINGS OF 1.4

COROLLARY A2.1 OF 1.4.2. With the hypotheses and notations of

1.4.2, suppose that there exists a lifting écan of Frobenius on

Spf(a) such that

* .1, (0) .1
F(Qcan)(écan(ml ) y © FilT .

Let O denote the W-valued point of Spf(A) which is the Qcan_

Teichmuller representative of the augmentation A —>k . Then in for-

mulaire 1.4.2.1-7 we have the further precisions

Va, = 0

Vb,
i

1l
. 4
3
®
o

]
Es ]
&
*
i
Q
1!
g
g’
ot

= exp(" j) is defined, lies in A , and
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FURTHER COROLLARY A2.2. (Analogue of (4.7)(1) Given ¢can as_above,

suppose in addition that (1.4.6.3) : TA/W ——9-HomA(Fi11,U) is an isomor-

phism. Then (Spf(A),@can) admits a group structure, and the morphism

Spf(a) —» 1] &

.. oom
i,3

defined by the qi,j is an isomorphism of groups.

(2) 1If p#2 , then Qcan is the unique lifting of Frobenius such that

* 1. (0) o1
F(@can)(ﬁcan(Fll ) ) € Fil® .

PROOF. The formulaire is simply obtained from the one given in

n) all vanish. The first assertion

1.4.2.1-7 by noting that the U, (%
ij’ ca

of the further corollary has already been proven when p#2 , but the

condition p#2 was used only to assure that exp(Tij(g)) make sense.

As our hypotheses on §ca give Ti,(g)==0 , this problem will not

n
arise, and the proof given goes through tel quel. The unicity of ¢can
in case p#2 resulte from the observation that the series

qij = exp(Tij) are then definible without reference to a particular
choice of @ , and furnish an isomorphism

our ¢can is the lifting of Frobenius given by

(o), _ P
<mﬂqﬁ )—(qU) . Q.E.D.
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A3. FORMAL MODULI OF ORDINARY ABELIAN VARIETIES ; THE SERRE~TATE &

DWORK GROUP STRUCTURES

Let k be an algebraically closed field of characteristic p? 0 ,
and Xo/k an ordinary abelian variety over k . Let M be its formal
deformation space, and X/M the corresponding formal abelian scheme.
One knows that M is a gz—dimensional formal Lie variety over
W = W(k). Because Xo/k is ordinary, the formal group X of X/M is
non-canonically isomorphic to (&m)g over M . The "canonical subgroup"
Hcan © X is defined to be the kernel of Ep] in X ; it is the uniqgue

finite flat subgroup-scheme of X/M which mod p Dbecomes the kernel

of the relative Frobenius endomorphism of X ® k/M ® k . We denote by
W W

Fean * X X/Hcan

the projection onto the guotient by Hcan . The guotient X/HCan over
M is a deformation of Xép)/k , so its "classifying map" is a morphism
of formal Lie varieties

-] :M—}M(g) ,
can

"defined by" an isomorphism of formal abelian schemes over M
(o),
n(x ) X/Hcan .

Thus ¢can is a lifting of the absolute Frobenius endomorphism of
M®k , and

F x —sxm >~ a  (x'9

“\/

is a lifting of the relative (to M®Xk) Frobenius endomorphism of
X®k/M®Xk . Therefore this morphism induces on HéR an M-linear map
* * * 1 1
: & —_—
Fcan can g HDR(X/M) HDR(X/M)

. . . & . .
which is none other than the crystalline map F( can) Because Fcan is
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* : 3
a physical morphism, the induced map Fcan respects the Hodge filtration

of HéR's . Therefore we have

* L1, () L1
F(écan)(écan(Fll ) ) © Fil™ .

THEOREM A3.1. The structure of group imposed on M by the Serre-

Tate description of M as

® et ®. conn
Ext(XO(p ) . xo(p ) )

coincides with the structure of group on M for which the qij = exp(Tij)

define an isomorphism of groups

M - TT‘ ém .
i,j

(o)

PROOF. The morphism @can: M —M is also a group homomorphism

for the Serre-Tate group structure on M . Q.E.D.

A4. FORMAL MODULI OF ORDINARY K3 SURFACES ; SHARPENING OF 2.1.7, 2.1.14

COROLLARY A4.1 {(of 2.1.7, 2.1.14). With the hypotheses and notations

£2.1.7 and 2.1.14, there exists a unique morphism

Qcan: Spf{A) ———>Spf(A)(0)

lifting Frobenius for which the induced crystalline map F(@Can) on

HER(X/A)
F(2, 0 :@ 0" B (x/A) —> B (x/A)

preserves the Hodge filtration, i.e. satisfies

* .2, (3) .2
F(écan)écan((Fll ) ) € Fil

* .2, (o) L1
F(Qcan)¢can((F11 ) ) € PilT .

The group structure on Spf(A) defined by Qpre--rdy, is the

unigque one for which Qcan is a group homomorphism.
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PROOF. The proof of 2.1.7 shows that any @can whose associated

F(@can) preserves the Hodge filtration satisfies

(o)y _ P L
can(qi ) = (qi) for i=1,...,20 .

Therefore Qcan is a group homomorphism ; as it is completely specified
by its effect on the q it is unique. Part (iii) of 2.1.7 shows that

such a ¢can , preserving the Hodge filtration, does in fact exist. Q.E.D.



