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Le déterminant de la cohomologie

par P. Deligne

Le présent article a pour origine une lettre i D. Quillen, datée du 20 juin
1985. Dans cette lettre, j'exploitais la philosophie d'Arakelov pour “calculer”
la torsion analytique d'un fibré vectoriel métrisé sur une surface de Riemann
(avec métrique) en terme d'intégrales de quantités élémentaires - tout au moins
dans le cas plus facile des fibrés virtuels de dimension 0. Une description
de 1'énoncé obtenu est donnée au paragraphe 1.

En essayant de comprendre la démonstration, ainsi que G. Faltings [5}, H.
Gillet et C. Soule [7], Je me suis aperqu que cette lettre établit des bribes
d'un programme peut-etre plus intéressant que le théoréme, dont il éclaire la
démonstration. Ce programme est exposé au paragraphe 2. Pouwr f : X+ Y un
morphisme projectif d'intersection compléte relative, la formule de Riemann-

Roch donne des informations sur 1'image directe f, : KO(X) + KO(Y) . En parti-
culier, elle dorme une formule pour c]’Rf oE =cldatRf*E , pour E un fibré vectoriel sur
X . Un fibré en droite est connu quand il est conmu (& isomorphisme unique prés)
localement. Si on peut "préciser” la formule de Riemarm-Roch pour clde.t.Rf*E

en un isomorphisme canonique entre det Rf,F (ou une puissance tensorielle fixe
de det Rf,E ) et un autre fibré en droite, le probléme de construire cet iso-
morphisme est local. On acquiert le droit de se localiser sur Y au prix de
travailler avec des objets & isomorphisme unique prés plutdt qu'i isomorphisme
prés. Les résultats plus précis obtenus coltent aussi une dsbauche de diagrammes
commtatifs et des cauchemars de signes. Ils ne s'appliquent qu'ad la premiére
classe de Chern. Pour interpréter de méme Riemann-Roch pour ch” Rf, , il faudrait
sans doute se battre avec des n-champs. Je recule devant cette idée mais j'espére
que la philosophie de Grothendieck {9} et le cas n =1 peuvent &tre un guide
heuristique utile. De méme: en K-théorie, le langage des espaces de lacets
infinis est plus efficace que celui des n—catégories de Picard commitatives
qu'envisage Grothendieck, mais une variante catégorique des deux premiers étages
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94 P. DELIGNE

de la tour de Postnikov de BQA  (§4) peut aider a comprendre ce qui se passe.

Le paragraphe 2 expose ces idées, et un analogue a la Arakelov, avec me-

triques.

Dans 1'analogie entre "métrique hermitienne sur un fibré vectoriel” et
“structure entiére", je tiens, au contraire de S. Arakelov [1)[2] et G. Faltings
[5], & pouvoir travailler avec des structures hermitiennes quelconques. Le pa-
ragraphe 3 fait de la propagande pour ce point de wue.

Le paragraphe 4 étudie la catégorie V(A) des cobjets virtuels d'une caté~

gorie exacte A . Cette catégorie est un avatar des deux premiers étages de

la tour de Postnikov de BQA . Son introduction nous permettra de cacher de
nombreux signes. Au paragraphe 5, on en introduit un analogue 3 la Arakelov,
pour les fibrés métrisés sur un espace analytique complexe X . Cette catégorie
incarne une théorie de classes de Chern secondaires & la Bott-Chern {4] et fournit
des applications R_ du K de la catégorie des fibrés holomorphes sur X

dans 1'espace des (p-1 , p-t) formes d'd"-fermées modulo formes d' ou d"

exactes.

Enfin, les paragraphes 6 & 11 domnnent la preuve du théoréme décrit au paragra-
phe 1, selon les lignes indiquees au paragraphe 2, avec quelques disgressicns.

Exposer 1'heuristique des paragraphes 2 et 3 est mon excuse pour présenter
des résultats incomplets, avec des demonstrations qui ne sont parfois que des
esquisses et une généralité pas toujours optimale.

Le présent texte doit beaucoup a 1'influence de nombreux mathématiciens. Je
suis particulidrement conscient de celles de A. Grothendieck et D. Quillen (§4,
d'anciemmes conversations & Bures), D. Quillen [13], C. Soula (§5) et S. Arakelov
{§3). Je prie ceux que j'oublie de m'en excuser. Dans 1a lettre a D. Quillen,
je n'utilisais que D. Quillen [13]. La démonstration donnée ici est simplifice
et rendue plus naturelle par l'usage des résultats plus forts de J. Bismuth et
D. Freed (3] and D. Freed [6] (1.22).
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96 P. DELIGNE

1. Description du théoréme principal.

1.1 Rappels: determinants ({10]}.

Pour V m espace vectoriel, on pose
det V := dkmv

Pour V* un espace vectoriel 2/(2)-gradué, on pose
det(V#) := (detv') @ (detv )’ .
On applique la meme régle aux espaces vectoriels Z-gradués, en posant v o=
) v2i , V=1 v 11 nous sera commode de noter Ls(‘l) le dual d'un espace
vectoriel de rang un. Avec cette regle,

i
det V* = s(det vi)('l) .

Pour éviter les problémes de s:l.gnes. il est préferable de définir det V
comme 1'espace vectoriel gradue dﬂ’ V placé en degré dim V , et de definir
1'isomorphisme de symetrie

ol ey
par la régle de Koszul (1'isomorphisme naif fois (—l)dl 2 » pour L; en degré
di } . L'isomorphisme
det(V) @ det(W) = det(V @ W) :

(elz\. - Aem) e (fIA. . .Afm)i"' €A . .»\End\fll\. . .Afm

donne alors lieu 3 un diagramme commutatif

vewu det(V & W) det(V) @ det(W)
| e Je
Wov det(W 8 V) = det(W) @ det(V) )

Notons 1 1'espace vectoriel gradué de rang 1 et degré O trivial. On definit
L g comme un espace vectoriel gradué de rang 1 mmi d'un isomorphisme L @ L

=1 . Ceci definit L -1 a isomorphisme miq\fe prés, L'isomorphisme L N )
L=LeL =1 faitde L 1'inverse (L'2)"" de L . Pour plus de détails,
cf 4,1. Pour un complexe K , la définition de 1'isomorphisme

det K ¥ det H*X

L - ~ ,
at ses proprietes ne posent avec ces regles aucun cauchemar de signes.
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 97

1.2 Rappels: torsion analyvtique ([14]).

Soient X une surface de Riemann compacte, munie d'une métrique hermitienme
g , et v un fibré vectoriel holomorphe sur X , mmi d'une structure hermitienne
h . Notons ﬂ:‘{ le fibrg gn droites de sections locales holomogphes les 1-
formes holomorphes et ' (¥} le faisceau des (0,q)-formes C a valeurs dans
¥ . Nous normaliserons comme suit la structure préhilbertiemme sur (X , 8 vy
définie psr g et h . (a) On regarde g comme la donnée d'une structure hermi-
tienne sur 9)1( . (b) Le produit scalairemest 1'intégrale d'une <liensir.é sur X .
{c) Localement, 5?)0 a est une section C de longueur un de Gy et que v, est
une section de € (v) (resp 8 = v,v; une section de @ (¥)) , cette densité

est

ur <v V. i(v v, 7 aA-E

po 1% 2@ "1 Y2h g
-1 -

pour <B) » B> : g VL vy vAy .

Rappelons ¢que pour z = x + iy , on a ?Ti dzAdE:% dx A dy .

Les groupes de cohomologie de V sont ceux du complexe 2 de v
3 TX, QOO(U))___ rx , 901(0)) .
Les structures prehilbertiennes des T(X , noq(U)) induisent des structures hermi-

tiemes sur HO(X,U)~5 Ker(3) et HL(X,V)= coKer(3) ¥ Im(3)* = Ker(3%) . De 1a,
une structure hermitierme < , >0 sur det H*(X,v} . Soient Ai les valeurs

propres # 0 de &* 3 , comptées avec leur multiplicité, et det'(3*3) := M e
exp(-¢'(0)) , ou rfs) est le prolongement analytique de [A;S . La torsion

analytigue de V est la structure hermitienne
— =1
'= Y&
(’>t.a. 1= det'(373) (,)0
sur det H*(X,V) . On veut la calculer.

Un féc&t:a‘ur 1 a été introduit dans le définition de la structure préhilbertienne
de T(X, 0 (V) pour assurer la validité du lemme suivant.

Lemme 1.3 La torsion analytique est compatible A la dualité de Serre.

Soit ¥' := Hom (V , 9}]&) . la dualité de Serre est une dualité entre HYX,V)
et H]'—q(x,u') . Elle induit un isomorphisme

(1.3.1) det H*(X,V) = det H*(X,V')

qu'on veut prouver étre une isometrie.
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98 P. DELIGNE

Le morphisme
Hx,0 o B %X, — ¢

est le composé du cup-produit et du morphisme trace Hq(X,U) 8 Hl'q(x,u') *
Hl(x ,vau) > H(X, n)l‘) _Ir, C. Si H*X, g,x) est calcule par le complexe
3, Tr est -zv-};-i— fois 1'intégration sur X (& un signe dépendant des conventions

prés, sans importance pour 1.3). La dualité de Serre est donc induite par la

dualité ti}r_ifx aAB entre les complexes @ de V et V' et 1.3 en résulte.

1.4 Calculer det H*(X,L) .

La régle suivante permet d'attacher & deux fibres en droite L et M sur
X un espace vectoriel de rang un <L , M> . {a) Deux sections méromorphes a
diviseurs disjoints £ et m de L et M définissent un élément non mul
L ,m de <L, M. (b)Quand on change L ou m, ona

{1.4.1) $FL , m> = f(div m) <& , m>
<L, fmd> = f(div &) <2, m> .

Si vP(!.) est la valuation de ¢ en P (i.e 1'ordre du zéro, ou -1'ordre du
pole}, ona div £ :=Evp(l) . P ; on a posé

f();np . P} := nf(P)rlp ;

Que les régles (a) (b) solent cohérentes équivaut au theoreme de A. Weil que pour
deux fonctions méromorphes a diviseurs disjoints, on a f(div g) = g(div f) .

Pour L un fibre en droite sur X , posons
det H*(X , L ~ 0) := det H*(X,L) & (det H*(x,O))-l 5
De fagon purement algébrique, on définit un isomorphisme
1.4.2)  (decirx, L- 0P s ,Le @ .

Ces constructions sont valables sur un corps de base quelconque, voire sur
une base quelconque.

1.5 Calculer ls torsion analytique.

Si les fibrés en droites . et M sur X sont mmis de metriques hermi-
tiennes, on définit comme suit une structure hermitierme sur <L , M> ., DNotons
' | une longueur carrée et posons f[Il;ii B,] = In; £[P,] . Pour des sections
méromorphes L et m comme en 1.4, on definit
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 99

(1.5.1)  log ||<2, m>] = [-z—hd‘cl" log 2]] . log |im|i + log & [divm)
+ log ||m|| [div 2] ,
ol d'd" est pris au sens des distributions.

Supposons X et L mmis de métriques hermitiermes g et h comme en
0.1, On mmnit ¢ de la structure hermitienne triviale (<1 , 1> =1) . On dispose
d'une structure hermitienne "torsion analytique" sur det H*(X , L - 0)62 , deduite
de celles de det H*(X,L} et det H*(X,0} .

Notre résultat principal est que (1.4.2) est une isométrie, le membre de
gauche étant muni de la structure hermitienne torsion analytique et celui de droite
de la structure (1.5.1). Ra¥pelons qu'une métrique sur X est vue comme une

structure hermitienne sur nx 5

Concrétement, ceci signifie qu'une construction purement algébrique permet
d'attacher 3 des sections méromorphes & diviseurs disjoints L et m de L
et L@ (le)“1 un élément non mul <&, m> de {det H¥X , L - 0))92 , avec une
variance (1.4.1), et que la longueur carrée de cet élément, pour la métrique tor-

sion analytique, est domnée par (1.5.1).

1.6 Pour prouver 1.5, nous utilisons le calcul par D. Quillen [13] et D. Freed
[6} de dérivées logarithmiques secondes de la torsion analytique en fonction de
paramdtres, Quand L est une déformation de 0, i.e est de degré 0, un argument
direct, ne requéront pas la normalisation 1.2, est possible.

Pour traiter le cas des fibrés de degré # 0 , il nous faut prouver un résultat
analogue 3 1.4, 1.5, plus compliqué, pour les fibrés vectoriels de dimension quel-
conque. Un fibré vectoriel a deux invariants discrets: sa dimension et son degré.
Ces invariants sont additifs par somme directe. Traiter le cas des fibrés vectoriels
permet de prouver 1.5 3 une constante A(x,g)deg - prés, oi A(X,g) ne dépend
que de la surface de Riemann X et de sa métrique g . La compatibilité 3 la
dualité de Serre dorme A(X,g) =1 .
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100 P. DELIGNE

2. Programme.

2.1 Incarner une integrale de classes de Chern.

Soit f: X+ § un morphisme de schemas, propre, plat et purement d'une
dimension relative N . Soient I un ensemble fini d'indices, CE (p>0,icI)
des indéterminées, avec Cg de poids p , P un polynome isobare de poids N + 1
en les CIi) & coefficients entiers, Ui des fibrés vectoriels sur X , de classes
de Chern CFi) = P v;) et intégrons sur les fibrés de f le polynome P(cg)
en les classes de Chern des ¥; pour obtenir sur 5

. p
(2.1.1) c = [xls P(c (ui)) .

La définition (2.1.1) a un sens dans divers contextes. En cohomologie £-
adique (% inversible sur §) , on a

cel(s, ) .

Pour S separé de type fini sur € , et en theorie de Hodge mixte, ¢ est une
classe de cohomrlogie entiére purement de type (1,1) [mise en garde: je n'en

ai pas de démonstration avec la généralité dite; que P(cp(vi)) est purement

de type (N+ 1, B+ 1) résulte de (P. Deligne, théorie de Hodge III, Publ.

Math. IHES 44 (1974) p 5-78, 9.1.1 et 9.1.2); reste a voir que le morphisme de
Gysin IX/S est un morphisme de structures de Hodge mixtes de Hzmk (X, Z(n))
dans HS(S,Z) ; pour X et S lisses, la dualité de Poincaré raméne les propristés

de ‘[XIS a celles, connues, de l'image inverse].

Pour X et § quasi-projectifs et lisses sur um corps algebriquement clos,
on peut travailler dans les anneaux de Chow. Dans ce cas, ¢ e3t une classe
d'équivalence linéaire de diviseurs.

Dans tous les cas, la classe ¢ est candidate 3 étre la premidre classge
de Chern d'un fibré en droites sur S . QQuand on peut travailler dans les anneaux
de Chow , ¢ est déja la classe d'isomorphie d'un fibré en droite.

Probléme 2.1.2. Dans la situation 2.1, construire "fonctoriellement" un faisceau
inversible Iy, P (V. , 1 €I) sur S, ayant c comme premiére classe de Chern.

A cause des difficultés de signes auxqueiles domne lieu ce probléme, je pre-
fererais vy supposer I totalement ordomné. Parmi les fonctorialites voulues,

on a !
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 101

(2.1.3) Soit (Vect is)y la catégorie des fibrés vectoriels sur X et des iso-
morphismes de fibrés vectoriels. Alors, Ix /5 P est un foncteur de la catégorie
(Vect is); dans la catégorie Pic (S) des faisceaux inversibles sur $ et de
leurs isomorphismes. Il est compatible aux changements de base 35' + 5.
(2.1.4) Soient j€I, P, le polynome de poids N
1

P, := ] (cgV,-p+1)CP - a_p

(localement constant sur X) et nj 1'entier (localement constant sur S)

oS P
ay : IX/S Pj(c v .

Pour Li des faiscaux inveraibles sur S , on a
P = p(cP P 1
P(cP(Vy @ £4L D) = PleP(yy)) + [ Py(e?(v,)) . PreT(Ly)
modulo le carré de 1'idéal engendre par les f*(cl(l.j)) , d'od

P - P 1
Iy/s BP0y @ £21)) Ix/s P(cP(U,) + i nc(Ly)

Pour A une section sur S5 de 0§ , ceci améne & demander que 1'autamorphisme
de miltiplication por A sur V, agisse sur L., P(v,) par i

(2.1.5) Additivité en P . Pour P = P' + P" , on veut un isomorphisme canonique

Lys P =Ty B 8 Iy B

(2.1.6) Additivité par suites exactes. Pour l'enoncer, il sera commode de poser
C(i)=1. Pour a € I , soit Ib déduit de I en dédoublant a en a' et a" .
Soit P, le polyndne en des C; (1 € I;) obtem: en remplagant dans P chaque

i

¢P par I ct, ¢, {r,s>0). Soit enfin une suite exacte
a rrgmp & 8

Q-+ >+ +y* +Q
a a a

et posons Va, t= U; , va,, 1= v; . On veut un isomorphisme canonique entre

IX/SP(U:L , 1 €I} et IX/SPI(Ui N Il) S
Dans les cas qu'on sait traiter, la définition de cet isomorphisme pose des
problémes de signes. Ils disperaissent dans la version affaiblie suivante, relative

4 un seul des foncteurs Lys P
(2.1.7) Invariance par semi-simplification. Soient des suites exactes 0 - Vi +
vi+v;+o et sV, := viov; . On veut un isomcrphisme canonique

Ix;'s P(tfi L 1€1)= st(sui , 1€ 1),
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102 P. DELIGNE

Plus précisément, on définira au paragraphe 4 la catégorie des fibrés virtuels;
chagque fibré ¢ définit un fibréd virtuel [V], chaque suite exacte courte V' +
v +» y" définit un isomorphisme [v] = {¢' @ ¢¥"] et on veut que le foncteur I){/SP
se factorise par un foncteur iy o P défini sur la catégorie des fibrés virtuels:

Iyg P (vy) = igss P (lv; )
{2.1.8) Identités entre classes de Chern.

L'exigence "additivité par suites exactes" combine 1'invariance par semi-
simplification et une formule pour Ls P appliqué & des v, dont 1'un est
une somme directe. Cette formule reléve la formule donnant les classes de Chern
d'une somme directe. De meme, les formules pour les classes de Chern d'un produit
tensoriel, d'un dual ou d'une puissance extérieure devraient se relever en isomor-
phismes canoniques. Pour qu'un tel formalisme soit utile, il faudrait aussi
déterminer les diagrammes commutatifs auxquels ces isomorphismes dorment lieu.

2.2 Incarner la compogsante de degré 2 de Riemann-Roch

Soient f: X + S un morphisme propre et lisse, purement d'une dimension
relative N, ¥V un fibré vectoriel sur X et les le fibré tangent relatif.
La formule de Riemann-Roch s'énonce

(2.2.1) ch RE, V = Ix/s ch (v) . Id (Tk/s) .

La composante de degré deux au membre de -gauche est la premiére classe de
Chern du faisceau inversible det Rf, V sur S . Sait RRNi-]. la composante
dedegré 2(N + 1) de ch{l} . Td(TxIS) . C'est uwn polyndme uTiversel de poids
(N +1) en les classes de Chern de ¢ et de TXIS » Il est a coefficients
ratiormels. Si le probléme 0.1.2 était résolu, on pourrait poser le

Probleme 2.2.2 Trouver un entier M (tel que M.RRy , soit wn polyndme & coeffi-
cients entier en les classes de Chern de UV et Ty /S) et construire un isomorphisme
canonique de fibrés en droites sur S

(2.2.2.1)  (det &, N* = Ly/s MR IV, Typed

Un tel isomorphisme préciserait la compossnte de degré deux de (2.2.1),
Pour ¥ = V' @& v , }'additivité (2.1.6) doit fournir pour le second membre

II(V¥) de {2.2.2.1) que
II(V) = II(V') @ II(v"} .
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 103

On veut que
{2.2.3) cette additivité est compatible & celle du premier membre de (2.2.2.1).

I1 n'est pas nécessaire d'attendre la solution de (2.1.2) pour se poser des
cas particuliers de 2.2,2. Par ailleurs, pour V de forme particulidre, on peut
donner un sens a la question 2.2.2 pour M um entier tel que IJI.RE!.N+1 ne soit
pas i coefficients entiers. Voici des exemples

2.2.3. Soient VU (1 ¢i¢N+2) des fibrés virtuels de dimension 0 : VU, =
V;i,—vi avec Ui et vi de méme dimension. On a ch(v)-O et

ch(e v,) = fch (V)
est un polynome en les classes de Chern des Vi et des v“ de poids > N+ 2 .
Comme polynome de poids N + 1 en les classes de Chern des Vi » U; et Ix/s 5
la composante de degre 2(N + 1) de ch(® Ui) 5 Td(IX/S est 1dentiquemenr. mulle.
Ceci améne & désirer une trivialisation cancnique de

det Rf, © Ui

En d'autres termes, et sans mentionner de fibre virtuel: pour PC {1, N+ 2],
goit P_ le fibré en droites

P
:= det Rf, (1eP ! ig )

On veut un isomorphisme canonique entre le produit tensoriel des Dp pour #P
pair et le produit tensoriel des Dp pour #P impair.

Dans le méme esprit, si I =1Iy4 I, U I, est un ensemble fini d'indices,
que les Ui = V]!_ = V; sont des fibrés vectoriels virtuels sur X (i €1) ,~que
dim Vi = dim V{ pour i € I1 ou 12 et qu'un isomorphisme @ ¢ det Ui—'
det Vy est donné-pour i€1I,,on désire une trivialisation cannn.{que de )
det Rf, (8 Ui) des que #Il + 2. #Iz >N+1. BEneffet, ona ch (Vi) =c (Ui)
=0 pour i€ I

Prendre garde que la définition de det Rf, V pose des problémes de signes;
les compatibilités désirées pour les isomorphismes canoniques conjectures ci-dessus
en donnent lieu a de pires.

2.3 Métriser.
Si V est un espace vectoriel sur , la fagon la plus simple de se donmer

une norme sur V est de se donmer un zp-module libre Voc V , tel gue le morphisme
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104 P. DELIGNE

Qp@ VO+V soit un isomorphisme. On pose
-1
{Lvil =inf {{Iall 12 v €V} -

En termes géométriques, V est un fibré vectoriel sur Spec (Qp) et VO un pro-
longement de ce fibré sur le schéma Spec(zp) .

D'aprés Arakelov, si V est un espace vectoriel complexe, il y a lieu par
analogie de regarder une structure hermitienne sur V comme un prolongement de
V ~fibré vectoriel sur Spec(C)- 3 un objet mythique qu'il ne colte rien de nommer
Spec(€)” . Si S est un schéma lisse sur T , une métrique kahlérienne sur
S est & regarder comme un prolongement § de S sur "Spec(ﬂ‘.)_“ . 51 v
est un fibré vectoriel sur 5 , une structure hermitienne sur V est & regarder

-

comme un prolongement de V de 5 a S . J'omet des grains de sels.
Appliquons cette philosophie a 2.1 et 2.2.

2.4 Soit f: X+ S un morphisme propre et lisse entre achémas lisses sur O ,
purement d'une dimension relative N . Soient I et P comme en 2.1, 8ile
probléme 2.1.2 est résolu, on dispose d'un foncteur I, P attachant & une famille
de fibrés vectoriels Ui sur X un fibré en droite I s P (ll‘JL , LEI) sur

S

X/

Probléme 2.4.1 Si les V; sont mmis de métrigues hermitienmes g; , définir
une métrique hermitienne sur le fibré en droites Iy/s P (Ui , 1 €1),

Soit V un fibré vectoriel holomorphe. Pour g une structure hermitienne
sur ¥ , les formes de Cheen g_p(v,g) sont des (p,p)-formes formées de classes
de cohomologie les classes de Chern cp(U) . Les exemples qui peuvent atre traités

conduisent & exiger:

Exigence 2.4.2 la métrigue 2.4.1 verifie

1 _
e IygF w; 1€1) - [xls

On notera que X et S n'ont pas été supposés mmis de métriques. Pour
définir une métrique sur Iy /s 3 (Ui , i €1), seule doit importer la donnée
de métriques sur les V., .

P (_c_p(ui -

Remarque 2.4.3 On exige bien sir que la métrique 2.4.1 soit de formation compatible
4 tout changement de base &' + § . Prenant pour S5' un point, on voit que le
essentiel est celui d'une base réduite & un point. Ecrivons IX ou simplement
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 105

I pour Iy /Spec(@) Pour X propre et lisse de dimension N et les V. des
fibrés vectoriels sur X , I P(V, , i €1) est un espace vectoriel complexe de
rang un, canoniquement ar.taché aux V; . Il s'agit d'attacher a des structures
hermitiennes sur les lli une structure hermitienne sur cet espace vectoriel.

On se restreint a ce cas S = Spec(€) dans la fin de 2.4,

Remarque 2.4.4 Prenons S réduit & un point et fixons X et les U; . L'exi-
gence (2.4.2) impose comment la métrique sur I Bv, , 1€ I) change quand on
change la structure hermitienne sur les vy - Supposons en effet que des structures
hermitiennes g, (t) sur les V; dépendent d'un parametre t € R . Fixons e

#0 dans I P(U , 1€ 1) et scut h(t) la longueur carree [le|| de e pour

la métrique définie par les structures hermitiermes g (t} sur les v, . Soit

A la droite affine standard, de coordonnee z , et soit sur A le fibré trivial
X, =X x A de fibre X . Soit vV, le fibre sur X, image inverse de v, -

On munit V, de la métrique qui au-dessus de z €4 est gi(zz) Appliquant
(2.4.2) a cebte famille, on obtient une formule pour 3 log h(zz) . Ona

33 log h(zZ) | PN loghtFo

et (2.4.2) détermine donc la dérivée de logh en t =0 . Translatant en t ,

on obtient la dérivée de log h en tout point. Intégrant, on determine le rapport
h(1)/h(0) . On vérifie que le nombre obtemu ne dépend pas des chemins g, (t)
reliant les gi(O) aux gi(l) .

Remarque 2.4.5 Soit a € I et supposons que V_ goit une extension:
QO+ >y + V" >0 .
a a a

Une structure hermitienne g sur V, en détermine alors sur V! : la structure
induite g' , et sur V; : la structure quotient g" . Il n'y & pas lieu de
considérer (V! , g) , (V, , &, ), vy, g“) comme une suite exacte "sur X
au-dessus de Spec(@) " au aens d’ Arakelov. Moddle: pour S wn schema sur
sEec(zP) de fibre générale S sur m , une suite de fibres vectoriels sur

S gV 2V peutetreexactesu.r S sans 1'étre sur S , meme si
elle 1'est aux points génériques de la fibre spéciale.

Si les V; sont mmis de métriques, et que sV, :=V; pour i #a, sV, =
U;Gll; . 11nyag.x__11eudespererquellsomrphim (2.1.7) entre I P(U ’
1€1I) et ITP(sV;,1i€ I) soit une isométrie, pour sV, mmni de la met.r:.que
8, ®g .
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106 P. DELIGNE

Les exigences (2.1.3) & (2.1.6), (2.4.2) d“terminent uniquement le rapport
entre les métriques de IP(V, ,i €I) et de IP(sv; , i €1) . Fixons en effet
a €1 et considérons la famille algébrique d'extensions de U; par Vé déduite
de V_ par image inverse par bt V; + U; (LED) :

Q-+ Vv sV + "0
a a a
I tela]l #x
g 3

0 v v (3l v -0 .

Par 2.1.7, IP(V; , i€ I) = IP(sVi , 1 €I) ne change pas pour V_ remplacé

par va[Al . Pour x# 0, ¢[r] est un isomorphisme de Ua“] avec V, . L'au-
tomorphisme correspondant de IP(V; , i €1) se calcule par 2.1.6, 2.1.4. Si
ga[A} est une métrique sur Ua[A] , 2.4.4 permet alors de calculer comment varie
avec ) la mitrique correspondante de IP(v; , i € I) , tant que #0. On
récupére le cas A = 0 par passage a la limite et, pour A =0, Ua[A] est

vy ® v -

2.5 Soient f: X + S un morphisme propre et lisse entre schémas lisses sur C ,
purement d'une dimension relative N , V un fibré vectoriel sur X et T)O‘S le
fibré tangent relatif. On suppose v et Ty /s mmnis de structures hermitiennes.
Il y a peut-3tre lieu de supposer que la structure Eemitienne de Ty g fournit
une structure kahlérienne sur chaque fibre X, :=f "(s) de f . Lla réponse 3
{2.5.2) ci-dessous dictera la bonne hypothése.

Sous ces hypothéses, on dispose ({14]) d'une métrique (la "torsion analytique®)
sur le fibré vectoriel det Rf, V . Elle est de formation compatible 3 tout change-
ment de base. On la suppose correctement normalisee, cf 1.2, 1.3.

$i les problémes 2.1, 2.2, 2.4 sont supposés résolus, on peut poser le

Probléme 2.5.1 L'isomorphisme 2.2.2 est-il une isométrie?

On notera que pour ce probléme, l'exposant M de 2.2.27 est sans importance.
Remplacer M par 2.M libdre 2.5.1 des questions de signes qui hantent 2.1 et
2.2.

Notons gi (N et gi (TXIS) les formes de Chern de Vv et de TXIS définies
par les métriques données. Avec les notations de (2.2.2}, une réponse positive
3 (2.5.1) implique, par 2.4.2, une réponse positive i la
Question 2.5.2 A-t-on

gl det Rf, ¥ = [x/s Ry (c*(v) , 9—*(Ix15”
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 107

Si j'ai bien compris, 2.5.2 a été prouvé par J.M. Bismut et D.S. Freed lorsque
N=1 ([3], [6)), i.eepour X unme famille de courbes paramétrées par S . Ils
ont obtenus des résultats anslogues en toute dimension (et dans des situations
non holomorphes), mais j'ignore si leurs résultats couvrent 2.5.2,

Inversément, si 1'égalité 2.5.2 vaut universellement (pour N fixé), l'argument
2.4.4 montre que la validité de 2.5.1 est indépendante des métriques sur V et
Ty /s le logarithme du rapport de similitude de 1'isomorphisme 2.2.2 est une
fonction F sur S , indépendante des métriques de V et Ty/s de formation

-

compatible 4 tout changement de base, Toujours sous 1'hypothése 2.5.2, on a

— d'd" F=0 (de sorte que F est constante si 5 est compacte connexe,
ousi S, supposée algébrique, est connexe et qu'on peut prouver F bornée).

—ws Si ¥ est une extension : QO+ V' + V> ¥ +»0 , F pour V est la somme
de F pour V' et V" (ef 2.4.5).

Une compatibilité a la dualité de Serre assurera que powr X connexe de dimension
R et ¢ :=§c_gx_(V,$§) le dusl de Serre de v

Fx, ) = 1V R0

Dans le cas des courbes (N = 1) , ces propriétés suffisent 3 assurer que la fonction
F est de la forme

F(X,v) = rg(¥) ., 6(X) ,
donc nulle sur les fibrés virtuels de rang O , comme annoncé en 1.5.

2.6 Soulé me dit que 2.5.1 est trop optimiste. Il espére seulement 1'existence
d'une classe caractéristique correction (Tx/s) de TX/S telle que le rapport
des métriques soit localement constant sur S , donné par

exp(IXIs correction (Ty,g). ch(V)) .
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108 P. DELIGNE

3. Analogies.

3.1 La théorie d'Arakelov est basée sur 1'analogie entre

{(a) €, muni de sa valeur absolue |jz|] = zz , et

(b) un corps valué complet non archimédien non discret K . On note A 1'anneau
de vatuation de K {(c'est & dire 1'ensemble des x € K tels que |{x]| < 1) .

On suppose la valuation v discréte, d'ensemble de valeuwrs Z , on note t

une uniformisante (v(t) = 1) et on definit le nombre q par ||x|| = qdv(X) .
L'analogie fait correspondre a v(x) la quantité log {jz|| . Parfois, il faut
supposer le corps résiduel fini, de nombre d'elements q . On veut remplir la

case "?" du tableau

Schéma sur € , éventusllement Schéma sur K , eventuellement
mmi de données auxiliaires mmi des mémes donnces auxliafres.

(fibré vectoriel, ...) .

Schéma sur Spee(V) ,
prolongeant le precedent.

Le cas particulier K = @[{t]] suggére une troisiéme colorme: famille analytique
de schémas, parametrée par un petit disque épointé D* , et extension de cette
famille au-dessus du disque D .

On explique ci-dessous, sous la forme d'un texte sur deux colormes, comment
parfois remplir la case "?". Dans la premiére (resp seconde) colomne, le corps
de base est € (resp K),

3.2 Soit V un espace vectoriel de dimension finie.

On suppose V muni d'une On suppose V muni d'une
structure hermitienne. On pose A-structure (un A-module libre
vl = ¢v,e> . V,EV avec V, 8, K+V). on

pose ||v|| = inf {fia]] | vG)&VA} .

On a ivll = Wr divll

11 y a parfois lieu de regarder une norme ultrametrique [iv{] quelconque
comme 1'analogue d'une structure hermitienne. Dans une base convenable et pour
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 109

des reels a; > 0 convenables, une telle norme s'écrit

Hvll = supta, llv; I -
Pour qu'elle corresponde 3 une A-structure, il faut et il suffit qu'elle soit a
valeurs dans ||[K|l ¢ R . Pour K' une extension galoisiemne finie de K ,la
restriction 3 V est une bijection des normes ultramétriques sur V' :=V @, K',
invariantes par Gal(K'/K) , avec les normes ultramétriques sur V . Ceci permet
d'interpréter une norme ultramétrique sur V avec log |vil € @.log q pour
tout v €V comme la donnée d'une A'-structure Gal(K'/K)-invariante sur V' ,

pour XK' assez grard.

3.3 Soit X un schéma propre et lisse sur € (resp K) .

La donnée d'une structure La donnée d'un schéma propre X, sur
hermitienne sur le fibréd tangent Spec(A) de fibre génmérale X définit
de X fait de X une variété une distance d sur X(K): si x et
riemannienne et permet de y n'ont pas meme reduction modulo (t) ,
définir wne distance d(x,y). d(x,y) =1 . Si x et y ont meme

réduction, on prend leur distance dans
une carte affine Y A" les contenants.

A droite, une A-structure en fournit une aprés toute extension finie K' de
K , d'ol une métrique sur ¥(K) . Pour X une courbe et Xy normal, 1'important
n'est pas cette métrique, mais le nombre d'intersection de deux sections
(fractiomaire, cf Mumford, Publ. Math, IHMES 9 (1961) p 5-22, II(b) p 17).

Une A-structure normale X, en définit une aprés toute extension finie des
scalaires (normaliser XA OA A') et pour 5 8y € X(K') = XA, (A') , on pose
(s; » SZ)K = 1/[K":K] . (s1 . 82) . Ce nombre est independant de K' (asaei grand
pour que les s; soient dans X(K')} et définit (s1 s 52)1( pour sie X(Ky
0:} a (s1 , SZ)K >0, avec (sl s 52)1( >0 siet seulement si les s, ont meme .
reduction.

3.4 Soit £ un fibré vectoriel sur X .

Une structure hermitienne sur Soit X, Ppropre sur Spec(A) prolon-
E définit, pour chaque x €X , geant X et £ wun fibre vectoriel
une structure hermitienne sur sur XA prolongeant E . Soit x €
la fibre E de E en x . X(K) . C'est 1'image de x, € XA(A):'*
X(K) et xK E, est une A-gtructure

Licensed 1o Princeton University. Prepared on Wed May 23 11:09:58 EDT 2012 for download from IF 128.112.203.193
License or copyrighl restrictions may apply o redistiibution; see hitp:isnanw.ams.org/publicalions/ebooks/lerrs



110 P. DELIGNE

De méme pour x € X(K') , K' une extension finie de K . Si le prolongement
X domine X, et que EA est 1'image inverse de Ey (xA » Ey) et (XA 5 EA)
dé{inissent les mémes structures entiéres sur les £ # (x 3 X(K) , ou X(K') , ou
X(K)) . Soit I 1'ensemble ordonné filtrant des prolongements propres de X sur
Spec(A) et Ent(E,i) 1'ensemble des prolongements de £ sur i {pris & un iso-
morphisme qui est 1'identité sur £ prés) . On définit une A-structure sur F
comme un element de la limite inductive Ent(E) des Ent{E, i) . C'est 1'analogue
d'une structure hermitienne c .

Spit I* 1'ensemble des prolongements propres normaux. Disons qu'un ouvert
U de X, dans I* est gros s'il contient X et les points generiques de la fibre
speciale. Si X, et X, sont dans I* et que X; domine X, , il exffte un
gros ouvert U, € X, tel que ¢: X; + X, induise un isomorphisme de ¢ (UA) avec
UA . Soit Ent*(F,i) 1'ensemble des germes de prolomgement de F sur un gros ouvert
de i € I* (germe selon le filtre des gros ouverts). £i XA domine xA et que
UAI est l:n gros owvert de x;\ s+ 1l existe un gros ouvert UA de xA avec UA >
¢ () * U, et la restriction définit Ent*(E , X;) » Ent*(€ , X,) . Certaines
metriques hermitiemnnes singuliéres ont pour analogue des elements de la limite projec-
tive Ent*(f) des Iknt* (£,i) . Powr X connexe, soit X(1) 1'ensemble des anneaux
de valuation discrétes B du corps des fonctions rationnelles sur X qui sont anneau
local d'un X, propre normal en un point générique ae la fibre spéciale. Un elément
de Ent*(E) equivaut a la donnee, pour chaque B dans X(1) , d'une B-structure
sur la fibre generique E, de E/X.

Exemple 3.4.1 Soit D un diviseur sur X .

Sur 0(D) , on definit une Prolongeons ((D) de X & xu(l[A -D)
structure hermitierme en recollant O(D) sur X & ¢ sur
singuliere par ||1]] = 1 X, - D (ils sont egaux a ¢ sur 1'inter-

section X - D) . Ces prolongements defi-
nissent un element de Ent*(0(D)) .

Un élément E de Ent*(E) sera dit regulier sur un cuvert U de X, contenant
X 8'il existe un prolongement EU de £ sur U telle que, pour_l:oul: L H x"\ -
)(A dominant xA » E et ¢*E coincident sur }'intersecticn de ¢ 111_ avec un gros
ouvert. L'elément ci-dessus de Ent*(0(D)) est regulier sur X, -D .
3.5 Dans la fin de ce paragraphe, X est une courbe propre et lisse. Soit L un
faisceau inversible sur X.
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LE DETERMINANT DE LA COHCMOLOGIE i

Supposons L mmi d'une structure Soit L g prolongement de L &
hermitierme h . La forme de Chern XA , propre et plat sur Spec(A) ,
FL,h » ou F , ou simplement F est prolongeant X , supposé mrmal.' Soit
localement € 1'ensemble de composantes irreducti-

bles de la fibre spéciale réduite et,

pour D €C , soit n(D) la multiplici-
pour 8 une section locale holomorphe té de D dans la fibre spaciale. Soit
inversible. F

F = 111:_1‘”" log |isli

L0 simplement F , la fonction
n(D) degy, (Lp) sur C.

On a
degl.nlxl". deg L= | FD).
DE -C=
Pour simplifier, on supposera dorénavant X, régulier.
Se dormer une structure Les prolongements de 0 a X, 8'identi-
hermitiemne sur le fibré fient, par Et+— (E} , aux diviseurs
en droites trivial ¢ revient concentras sur la fibre spéciale. Pour
& se domner la fonction réelle E = Im(D)D , notons Ly la fonction
sur X sur C: Ly(D) = a(D)/n{D) . La fonction
constante L =1 correspond au diviseur

L i= -log [I1f - *fibre spéciale”

Par analogie, sur & , on appellera encore diviseur E concentré sur la fibre sp_g'-
cisle une métrique i, sur 0, oula fonction Ly correspondante, et multiple

de la fibre une métrique constante sur 0.

3.6 Soient E et F deux diviseurs concentrés sur la fibre spéciale. Leur nombre
d’'intersection (E,F) :=

ot e qyitd J
L ]xlog lLligd'a" 1og fll, I 03 g, whx, , Tk, o)

] = X(0, @ 0.) = X(0) - X{0p @ O(-F))
)y Lg 1?? =] LE(D) FtIF)(D)
Intégrand par partie, on Soit ¢ un ordre total sur C et, pour
obtient (E.F) = D' # D" dans 2 , soit c(D',D") :=

{n(D*)D' , n(d")P") > 0 . Utilisant que
ﬁst mul pour vn diviseur F multiple
de la fibre, on obtient (E,F) =
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112 P. DELIGNE

1 - - . I o
L ] & 1log 1]l (& log [I1{lp) 1%3 €(i,3) (1g(8) = LD = L ()
De 1i résulte que la forme ( , ) est symétrique semi-définie negative et que, si

X est connexe, son noyau est réduit aux multiples de la fibre spéciale.

3.7 Un diviseur compactifié E La construction Ew~+(diviseur E _ sur
est la domnée d'un diviseur Eg X , prolongement O(E) de O(EK)) iden-
sur X et d'une structure hermitienne tifie un diviseur sur XA a un diviseur

sur O(Em) . Soit encore Ly := -log linli . E, sur X mmi d'un prolongement a

Deux diviseurs compactifiés E et F sont XA du faisceau inversible O(Fk) sur

disjoints si Ly et Lo sont a supports X .
disjoints.

$i Eg = 1 ny Pi , la fonction réelle LE est C hors des Pi , avec une
singularité en n, log ZZ en chaque P, - Si d'd" est pris au sens des distribu-
tions, la forme de Chern Fo de O(EE) est
—1 g
Pegy 44 +)',ni‘sl,i .
Si E et F sont deux diviseurs compactifiés avec E, et Fp disjoints,

on définit leur nombre d'intersection par
-1 t am
OO EU A A A A R %
: ]Fauz) ‘lp v Lg [ |

(notation [ ] de 1.5.1). Ce produit d'intersection est caracterise par sa symetrie,
son additivité, le fait qu'il est domné par IFELF pour F & support dans la fibre
spéciale et que (E,F) =0 pour E et F disjoints.

Analogue: Si les diviseurs E et F sur xA ne se coupent que sur la fibre
‘speciale, le nombre d'intersection (E,F) est encore défini. Si F est a support
dans la fibre spéciale, on a

(E,F) = | FdE)(C) 5 LF{C) .
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4. Objets virtuels,

Dans ce paragraphe nous montrons comment attacher & chaque catégorie exacte
A([12] p9l) la catégorie de ses objets virtuels V(A) . Cette catégorie est um
avatar, 3 la Grothendieck [9], des deux premiers étages de la tour de Postnikov
de 1'espace de lacets infinis de groupes d'homotopie les K (A) de Quillen.

4.1 Rappelons qu'une catégorie de Picaxd est une catégorie P , non vide, dont
toute fléche est un isomorphisme, munie d'un foncteur + : P x P+ P et d'une
contrainte d'associativité pour + (Saavedra [15] I 1.1., Mac Lane [11]) et
telle que pour chaque objet P les foncteurs X~ P+ X et X+ X + P soient
des autoéquivalences de P . Ces axiomes impliquent 1'existence d'un objet umité
0 . (Saavedra [15] I 1.3), unique 3 isomorphisme unique prés, et que chaque objet
X admet un opposé: un objet -X mmi d'un isomorphisme X + (-X)= 0 . Un

tel objet est unique 3 isomorphisme unique prés.

Une catégorie de Picard commtative est une catégorie de Picard mmie d'une
contrainte de commtativité compatible 3 la contrainte d'associativité (Saavedra
f15), I 1.2, Mac Lane [11]). Dans une telle catégorie, on sait définir la “somme"
d'une famille finie (Xi) ie1 d'objets, avec les propriétés habituelles, Mise
en garde: pour X =Y , 1'isomorphisme de symétrie X + Y + Y + X n'est en général
pas 1'identitd. Ce n'est pas inquiétant: on a la méme chose pour la somme directe
d'espaces vectoriels.

Le foncteur X+ ~X est muni de la dormée de compatibilité & + suivante:
1'isomorphisme (X +Y) + ({(-X) + (<Y} = (X + (X)) + (Y + (-¥}) =0+ 0 =0
fait de (-X)} + (-Y) un opposé de X + Y . Cette donmée est compatible & 1'asso-
ciativité et i la commitativité. Le foncteur X+~ -X est involutif: par symétrie
de + , 1'isomorphisme X + (-X) = 0 définit un isomorphisme (-X) + X =0 qui
fait de X l'opposé de -X : X= ~(-X) .

Mise en garde: le diagramme
(4.1.1) ((-X) + X} + (-XK) === (-X) + (X + (-X)
{ I
0+ (X)) =(X) ==(X)+0

n'est en général pas commtatif. A cause de (4.1.1), il faut étre prudent quand
on ecrit un isomorphisme par = et qu'on sowmet ce = aux régles du calcul algébrique.
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Posons A - B := A+ (-B) . D'un isomorphisme ¢, entre A et B+X, note

A =B+ X, ondeduit par addition de (-X) aux deux membres un isomorphisme
A-X=B+X-X=B. Ajoutent X , on trouve un isomorphisme ¢2:A=B+x
qui différe en général de 1'originsl. Par la suite, nous attacherons en principe
3 un isomorphisme A -X =B 1'isomorphisme A =B + X qui lui donme naissance
par addition de (-X) .

Soit P une catégorie de Picard commutative. Nous noterons m,(P) (resp
nl( P)) le groupe commtatif des classes d'isomorphie d'objets de P (resp le
groupe commtatif des automorphismes de 0) . Le foncteur Y+ X + Y , évalue
en Y =0, identifie ﬂl(P) au groupe des automorphismes d'un quelcongue objet
X de P . En particulier, chaque objet X definit €(X) € 1,(P) : 1'automor-
phisme de symétrie de X + X . On vérifie que ¢ : nO(P) + wl(P) est additif.
Le défaut de commtativité du diagramme (4.1.1) ci-dessus est ¢(X) et les iso-
morphismes 9 et 9, ci-dessus différent par =(X) . Du point de vue de (9],
P correspond & un espace de lacets infini n'ayant que deux groupes d'homotopie
consécutifs non mils et ¢ est 1'action du géneérateur du groupe d'homotopie stable
n (8D =22 .

Exemple. La catégorie P des fibrés en droites gradués sur un schéma S , avec
lacontrainte de commutativité donnée par la régle de Koszul. Les objets de P
s'identifient aux paires (a,L) , a un entier localement constant sur S (i.e.
a €r(5,2)) , L un faisceau inversible. Ona (a,L) + (b,M) ={a +b ,LO M)

et le morphisme de symétrie est fm+— (-1)ab mi . Ona Ty = T(8,2) x Pic(S),
a1 = 1(5,0%) et e((fil.)) = (-1)® , L'cbjet 0 est (0,0) . L'oppogé de A
dans P semotera A . Pour A = (a,L) , on l'identifiera a (-a,L ) par
1a domée de 1'isomorphisme évident

(-a,t) + (@, =@, LV 0 1) = (0,0,
i.e.par (-1)® fois la donnde de 1'isomorphisme évident
(a,1) @ (-a,L") = (0,0) .

4.2 Soit A ume catégorie exacte, Pour definir les groupes K;A , Quillen [12]
construit une catégorie QA de mémes objets que A . En terme de la realisation
géométrique BQA de QA ([12] §1) , mmie du point base O définit par un objet
zéro 0 de A, la catégorie V(A) des objets virtuels de A admet la description
suivante:
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(a) un objet de V(A) est un lacet de point base 0 de BQA ;
{b) une fléche de Y a Y, est une classe d'homotopie d'homomotopies de
] a v, (avec respect du point base).

La composition des lacets fait de V(A) une categorie de Picard. La somme
directe dans A induit une opération @ dans QA et ® : BQA X BQA * BQA
fait de BQA un H-espace associatif et commutatif. De 15, une contrainte de
commtativité pour + : notant 0 le lacet trivial, on a un isomorphisme dans

V(A

(4.2.1) ¥ 012=(Yl+0)0(0+Y2)=(1190)+(0@‘¥2)=Y + Y,

1 1

et la commutativité de @ fournit la contrainte

(4.2.2) ‘11+Y2=Y1972=T29Y1=72+Yl .
Elle fait de V(A) une catégorie de Picard commtative, avec pour i =0, 1
ﬂi(V(A)) = Ki(A) .

4.3 Voici une description plus algebrique de V(A) . Soit (A, is) 1la catégorie
d'objets ceux de A , et de fléches les isomorphismes de A . Pour P une catego-
rie de Picard, considerons les foncteurs [ J: (A, is) * P, mmis de donnees

(a) (b) ci-dessous soumises aux axiomes (¢) (d).

(a) (domée d'additivité) la donnée pour toute suite exacte courte } : A' «+
A+ A" (A' + A monomorphisme admissible, A + A" &pimorphisme admissible) d'un
isomorphisme {f} : {a) » [A'] + [A"] , fonctoriel pour les isomorphismes de suites
exactes,

{b) pour les objets zéro de A , un iscmorphisme [0] » O .

{c¢) Soit ¢: A+ B un isomorphisme, et I la suite exacte O + A +B (resp
A+B~+0). Alors, [¢] (resp [9] 1) est le composé

[A]'{—ZT" (o} + [B] W {B]

(resp (BT~ {A) + (0] —3* (a1 ) .
(d) (associativité) Pour C muni d'une filtration admissible & trois crans:
C>B 2420, le diagramme d'isomorphismes (a)
[f] [al : [C/A)
(B} + [C/B)— [A] + [B/A] + [C/B]

est commutatif.

Licensed lo Princeton University. Prepared on Wed May 23 11:09:58 EDT 2012 for download from IP 128,112.203.193.
License or copyright restrictions may apply to redistribution; see hitp:/iwww.ams.orgipublicaliens/ebooks/terms



116 P. DELIGNE

On notera que (c) détermine uniquement la donnée (b). Il nous sera souvent
commode d'omettre (b) et de modifier (c) en

(c') (compatibilité aux zéros) il existe une donnée (b) vérifiant (c).

$i la catégorie de Picard P est commutative, nous dirons qu'une donnée
d'additivité (a) est commutative, ou compatible a la commtativite si pour A =
A' @ A" , les suites exactes courtes 1A' +a+4" et I": Amsa-n
domnent lieu a un triangle commtatif

[A'] + [A7] (A"} + [a')

(4.3.1) (z) {z'}
[A* @ A"]

Pour chaque catégorie de Picard P, les foncteurs [ } : (A,is) + P munis
d'une dormée d'additivitd {} vérifiant (c') (d) forment une catégorie. Un argu-
ment standard montre qu'il existe un systéme (P, [ ], { }) universel, note
(™, 01, ], tel que pour chaque P , cette catégorie de foncteurs | ]
soit aquivalente 3 celle des foncteurs additifs P™ 4+ P . Nous allons esquisser
la vérification de ce que la catégorie P universelle est V(A) . La domnnée
de commutativité de V(A) sera caracterisée par la compatiblité de [ ] & la
commutativité,

4.4 Esquigse. Appelons groupoide de Picard indexe par un ensemble I 1la dommée
de

(a) pour x,y € I , une catégorie PY , dont toute flache soit un isomorphisme;
H

(b) Pour x,¥,z €I , une composition ©: Pz B x PY < P s telle que tout P
L Ld
dans Pz v (resp Py x) le foncteur X+— PoX (resﬁ X == XoP) s0it une equiva-
’ ]
lence;

(¢) une dommée d'associativité pour o (vérifiant 1'axiome du pentagone).

Soit Q une catégorie. Considérons les groupoides de Picard P indexeés
par Ob(Q) , munis des données suivantes: (e) pour toute fléche ¢: x-+y,
[¢] dans P x est donng; (f) pour toute paire de fléches composables I =
(®) » ) » un isomorphisme [I}: (o, o 91 % [9,] o [9)] est donné; on exige
ge pour trois fleches composables, le diagramme
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 17
lo3 ° 92 °9y] = log ©9p) © loy]
lgg] o [o, e 01 = [9,] o [9,) o [0,]

soit commtatif (compatibilité entre associativites).

Pour P un groupoide de Picard sur Ob(Q) , les donnees (e) verifiant (f)
forment une catégorie. Un argument standard assure 1'existence de " s L],
[ 1) universel, i.e.tel que pour tout P la categorie des foncteurs T compatibles
4 0 de P dans P soit equivalente par T+— T[ ] , 3 celle des dormees
(e) vérifiant (f), Notons I' ce groupoide de Picard universel.

La description simpliciale de " et U montre que pour tout objet q
de q, I est la catégorie de Picard des lacets de point base gq dans BQ ,

et des clasées d'homotopie d'homotopies entre lacets.

Supposons donné un objet q de Q et, pour chague objet x , une fléche
o de q vers x . Pour tout systéme (P, [ ], { }), les foncteurs [ay]-
U . [a ] identifient les Py x a P , et il revient au méme (&quivalence
de Z-car.egories)de se domner un systeme (P, [1,1}) ouun systéme du type
suivant. Une catégorie de Picard P, mumnie de: (i) pour tout ¢: x*+y , un
objet [9] de P ; (ii) pour toute paire i= (tpl ) q’z) de morphismes composables,
un isomorphisme {{] : [q)2 ° @1} lo,} © [¢y] . Cette dormée est supposée compati-
ble a 1'associativité. Enfin (iii) des isomorphismes [ax] ~0.

Soient A une catégorie exacte et Q = Q{A) . Pour tout monomorphisme admis-
sible i : A+ B (resp épimorphisme admissible j : B * A) notons comme dans
[12] «, (resp j!) la fleche correspondante, dans Q{A) , de A dans B .,

Pour ¢ un isomorphisme, on ecrit simplement ¢:= ¢, = ((p-l)! . Fixons un objet
zéro 0 et notons z, et 7z les morphismes A +0 et 0+A. Il reste a
vérifier que pour Q = Q(A) muni de q:" 0 et des o := z’: , une domee (7,
(i)a (iii)} comme ci-dessus équivaut a une donnee (P , (a)a(d)) comme en 4.3.
Rigoureusement, “veérifier" signifie "construire une équivalence de 2-catégories”.

4.5 Soit (P, (i) a (ii1)) . Pour tout cbjet A de A, poso'ls (A} = [z, 'l .

Pour tout isomorphisme ¢: A+ B, ona tpz?-z! et cpz ]‘;. I.apraniere
égalité fournit par (ii) un isomorphisme [¢)iz,] = [z?] et par (iii)} un isomorphisme
{¢] ~0 . La deuxidme égalité fournit alors par (ii) un isomorphisme encore moté ¢
de [A] avec [B). On vérifie que cette construction définit un foncteur de (A,is)
dans P .
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118 P. DELIGNE

Soit u : A+ B dans Q(A) , i.e,un isomorphisme de A avec un sous—quotient

Bzﬂl1 de B. Pour i 1'inclusion de Bl dans B , le diagramme de Q(A)

! Zg !
O_B]-__)Bl

est commitatif, et { , zzl.31 = z? . Ce diagramme fournit donc dans BQA une homotopie
du lacet (z!B)_1 u z!‘ avec le lacet (zl;l)_1 21!3 , i.e un isomorphisme [u] = [31] .
5i on remplace (B1 , i) par (Bi , i') représentant le meme sous-chbjet de B ,

et que ¢: B, + B' est 1'unique isomorphisme tel que i'¢ =i , on verifie que

1 1
le diagramme

[u)

V

4

¢ 1
(3] (8]}

i

est commtatif. La construction ut— [u] est ainsi déeterminée a isomorphisme

unique prés par le foncteur [ ] : (A,is) *+ P. Pour u=2z, : 0+B,ona

B, = 0 et les isomorphismes (iii) proviennent d'un isomorphisme (0] ~ O .
Soit dans A une suite exacte courte admissible ! :

ae—t . p—d.c,
Elle définit dans QA  un diagramme commutatif

¢ —I—
Iz? z! Ii!

0 ———nube—
et 1, z,A = z? el: 3 ? = z' . De 13 une homotopie dans BQA  entre les lacets
@ 2 et Do G DLz, toe.m tsomorprtame ([} = 8] ~ [A] + [C] .
On vérifie que les condil::i.ons (c ) (d) de 4.3 sont vérifiées par P , le foncteur
A+ [A] et les isomorphismes {}}.

Réciproquement, soit (P, [ ], | }) comme en 4.3. Pour u: A+ B un
morphisme dans Q{A) , i.e un isomorphisme de A avec un sous-quor.ient B, IB
de B, onpose [u] := [B ] . On dispose d'un isomorphisme {z,] = [Q] = 0
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 119

Soit un morphisme compose

A—2 - p—Y¢

u {(resp v) est un isomorphisme de A (resp B) avec un sous—quotient BZIB1
(resp C:(CO) de B (respC) . Soit C; 1'image inverse dans C3C C de B,C
B~ C5/C, , de sorte que vu est 1'isomorphisme A-"--»BZIB1 =>CZ;’C1 . Ona [u] =
{BI] , Iv) = [Col , [wl = [C,] et la suite exacte courte O~ C,>C,+ B >0
fournit un isomorphisme ({wu] = [C1] = ICO][BI] = [v]{u) . Les conditions de
(i) & (iii) sont vérifiées, et cette construction est inverse de la precedente.

4.6 Variante. On peut encore définir V{4) par le probléme universel suivant,
variante de celui considéré en 4.3. On veut une catégorie de Picard munie de

(a') la donnée pour tout objet A de A d'un objet [A) de P ; (b') la donnee
pour chaque suite exacte courte admissible I : A'“—A—+A" d'un isomorphisme
[z} : [A] » [A'] + [A"] , ces dormées satisfaisant a 1l'axiome: (c') pour tout
diagramme commtatif

Af B [ - cl

c

1\:3'

Al
avec (A,B,C'),(B,C,A') ,(A,C,B') (etdonc (C',B',A) des
suites exactes courtes admissibles, le diagramme

[c] (] + [B']

[B] + {A']——[A] + [C'] + [A']

est commutacif.

C'est apparemment plus simple que 4.3, mais il est perilleux de ne pas imposer
a priori la fonctorialité pour les isomorphismes. Avec cette définition, il ne
serait pas &vident d'emblée que des catégories équivalentes domment lieu & des
catégories d'objets virtuels équivalentes. On ne pourrait plus appliquer [ ]
3 un objet défini a un isomorphisme unique pres. C'est pourquoi dans (c') apparait
C' ,non BfA,... . On vérifie toutefois que (a') - (c') eéquivaut a (a) - (d) :
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120 P. DELIGNE

pour Z un objet zéro, on reconstitue (b) : [Z] + 0 en considérant la suite
exacte courte Z +Z +2Z et pour ¢: A + B un isomorphisme, on reconstitue
{9] en considérant la suite exacte Z + A + B . On vérifie (a) - (d) .

4.7 Pour X muni d'une filtration admissible finie F , un usage itéré de 4.3
(a) fournit un isomorphisme dans V(A) : [x];»[[Gr;.(X)] . Pour X muni d'une
bifiltration admissible, le diagramme

-~

16 (] (%) —= JlGr} (X))

l l

i3 J ol
{[GrF 6rg 01 E[GrG 6ry ¢4)]

est commutatif. On le déduit par récurrence sur la longueur des filtratiecns du
lemme suivant

Lemme 4.8 Soit un diagramme commutatif 3 lignes et colonnes des suites exactes
courtes admissibles

AT
I e

Le diagramme
L [x1 f1x,]
3 )
L)) LX)

est commutatif.

Preuve: Si xi=)(§=0 , Ona x=1§0)¢ et le lemme se reduit & (4.3.1).
Dans le cas genéral, il s'agit de comparer les isomorphismes de [X] avec la

some des [xi] définis par les filtrations

x,icxlc:xl+x1cx et

x.{cxlcx1+x1cx,
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 121

de quotients successifs les Xj Ces filtrations commengant toutes deux par
xi=xlnx1 et finissant par x1 +x1 , On se raméne au méme probléme pour

+X1IX nx1 , i.e. au cas ou xl X2=0
4.9 Pour A dans A, soitu le morphisme diagonal de A dans A @ A, et v:
(a,b)—a-b de A@A dans A . Lasuite 0 +A%A®ASA>O est exacte
admissible et 1'automorphisme de symétrie de A ® A induit 1'identité (resp
-1) sur le sous-objet (resp le quotient) A de A @A . On en déduit que
e(A)} est défini par 1'automorphisme de [A] induit par -1 .

4,10 La catégorie dérivée D°(4) est le quotient de la catégorie triangulée

des complexes bornés i homotopie prés KP(a) par la sous-catégorie épaisse des
complexes acycliques. Si P est une catégorie de Picard commtative, munie de

11 : (a,is) + P vérifiant 4.3 (a) & (d) et (4.3.1), les arguments de [10]
fournissent une extension encore notée [ ] de DP(A) dans P . Le cas universel
fournit

[]: @P@), 18) — V(A)

4.11 Un foncteur exact T: A » B induit T: Q4 + Q8. La définition topologique
de V(A)  (4.2) fournit donc T: V(A) + V(8) . En termes catégoriques, [ ] »

T : (A,i8) » W(8) est mmi de dormées 4.3 (a) & (d), donc défini un morphisme

de catégories de Picard V(A) » V(8) . Ce morphisme induit les morphismes définis
par T: K.(A) = n;(V(A)) » K;(B) = n,(V(B)) pour i=0,1. En particuller,

si T induit des isomorphismes l(i(A) #Ki(B) pour i=0,1, T induit une
équivalence V(A) + V(B) .

Une catégorie exacte et sa duale ont méme catégorie Q , donc mémes catégories
d'objets virtuels. Pn termes catégoriques: un foncteur exact contravariant
T: A+ B définit encore T: (A,is) + V(8) muni de donnée (4.3 (c) & (f), d'od
encore T: V(A) » V(8) . Pour u: X+ Y un isomorphisme, Tu: [TX] » [TY]
est ['D.l_l] .

Un foncteur biexact ©: A x B+ C definit

V(A) x V(B) » V(C) ,

distributif par rapport & + . On prendra garde a la trappe suivante.
(a) Soit 6: P, xP, > P un foncteur distributif par rapport & + entre catégories

3
de Picard commutative. Par definition, celd signifie que, 8 X ou Y fixe,

Licensed to Princeton University. Prepared on Wed May 23 11:09:58 EDT 2012 for download from IP 128.112.203.193.
License or copyright restriclions may apply 10 redistribulion; see htip:fwww.ams.arg/publicalions/ebocksitarms



122 P. DELIGNE

X @ Y est un morphisme de catégories de Picard commitatives, et que tout diagramme

ix, e 1Y Ix; e [Yj)
I(dx; e ¥, 1%3' X Y,

est commutatif.

Si -Y est 1'oppose de Y , 1'isomorphisme
XY+ X9-Y=X0(Y+-¥Y)=X80=0

fait de X @ -Y l'opposé de X @Y : X O (<Y)— (X9 Y) . De méme, (-X) %
Y= -(XeY) .

(b} Le diagramme
(-X) & (-Y)—— =((-X) 8 Y)

~

-(X 8 (-Y)) -—-(X8Y)Y=X0Y

n'est en général pas commutatif. Son défaut de commtativite est €(X @ Y) .
La verification est laissée au lecteur.

4.12 Comme illustré par 4.11, les fonctorialités conmnues pour les K, fournissent
en général -avec la méme construction- une fonctorialité pour les catégories d'objets
virtuels.

Pour S un schéma, soit Vect(S) 1la catégorie exacte des fibres vectoriels
sur S . Pour S noethérien, soit Coh(S) la catégorie abélienne des faisceaux
cohérents sur S . On pose K(S) = V(Vect(S)) et K'(S) = V(Coh(S)) . Le résultat
analogue pour les Ki ([12] 7.1) montre que K(S) + K'(S) est une équivalence
pour S régulier (et séparé). De méme, si f: X + 5 est un morphisme lisse,
ou simplement a fibres réguliéres, et que X est quasi-projectif, la catégorie
des faisceaux cohérents sur X plats sur S (ou simplement de Tor-dimension
finie sur S) donne lieu aux memes groupes K , et aux memes objets virtuels,
que Vect(S) .

Un morphisme de schémas f: X » § definit f*: K(S) *K(X) . Si f est
propre et plat et X quasi-projectif, il definit aussi f,: K(X) ~K(S) . Si
Vect'(X) est la catégorie exacte des fibrés vectoriels sur X avec R'EV =0
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 123

pour i > 0, il résulte en effet du dual de [12] §4 cor.3 que Ki(Vect'(S))—"u
Ki(Vect(S)) . Le foncteur f, induit un foncteur exact de Vect'(X) dans Vect(S)

et on définit £, comme le composé
K(X) = V(Vect (X))~ V(Vect'(X)) —2% V(Vect(s)) = K(S)
(cf (12] 7.2.7).

4.13 Exemple Soit X un schéma. Lerang rg(V) d'un fibré vectoriel V sur

¥ est un entier localement constant sur X , i.e.une section de T(X,Z) . Le
déterminant det(V) de V est le fibré en droites gradué puissance extérieure
maximale de U , en degré rg(Vv) , i.e, avec les notations del.l (exemple), det{V)
;= (rg(v) , %U ¥) . Pour chaque suite exacte courte

Vie——V-—RY" ,
on dispose d'un isomorphisme
det(V') @ det(¥") — det(V) :

localement, pour (ef) (1 < i {n) une base de V' et (ef) 1 ¢i<m une
base de V" , avec e relevé en é'; dans V',

800 ! YAL..aeYelan,, TAe"A... A" .
(ei" Aen) ® (e1 Aem) ej 4 AenA eln e

Les conditions de 4.3 sont vérifiées. La propriété universelle de K(X) = Vect(X))
assure donc une factorisation de det par un foncteur, encore noté det , de

K(X) dans la catégorie de Picard P des fibrés en droites gradués. Si V=

v' ® y" , les suites exactes (' V—=y" et " y —=¢' domnent lieu a

un triangle commutatif

det (V') @ det(v) — 252 4ot (0") @ det(v")

det(v)

Le foncteur det est donc compatible 3 la commitativite. C'est ce qui justifie
de définir la contrainte de commutativité de P par la regle de Koszul.

Si X est le spectre d'un anneau local A, ona Ky(A) =2 et KL(A) =
A* . 11 en résulte que dans ce cas det K(X) * P est une equivalence.
Si X est régulier, le foncteur K(X} * K'(X) est une équivalence (4.12).

-

De 13, une extension du foncteur det de Vect(X) a Coh(X) :
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124 P. DELIGNE

Coh(X) — K'(X) «—K(X)— P

Plus généralement, sur X quelconque, on dispose ([10]) d'une extension de det
a la sous-catégorie nctf(x) de la catégorie dérivée D(X,0) : complexes bornés,
de tor dimension finie et d'e-présentation finie (= sur X noethérien: a coho-

mologie cohérente).

4,14 La catégorie de Picard P des fibrés en droites gradués est un quotient
de la catégorie de Picard des fibrés virtuels, et les foncteurs © et dual passent
au quotient. Pour le dual, on définit le foncteur dual par

dual (n,t) = (n,L%) ,
avec la compatibilité évidente a la somme

dual (A + B} = dual (A) + dual (B) .
Pour U un fibré vectoriel, 1'isomorphisme

det(vY) = dual (det(v))

est défini par la condition que desbasesduales locales e ,-.., &, L &5 ,...,

e' de v et IY définissent des bases duales eA...he et ein Ae“_l

de Av et Ay . Pour toute suite exacte v y——y" de suite exacte transposée
Ve Vs 'Y | 1e diagramme

det(¥") —— det{V"") 8 det(v'Y) — det(v'Y) 8 det(v"™)

dual det(V} ~ dual (det v' & det v') - cdual det(v'} @ dual det(y")
(ot en premiére ligne apparait Koszul) est commutatif.
Pour le produit tensoriel, on pose
(8,L) ® (b, M = (ab , L% ¢ u%)
on définit det(V) @ det(W)-—=det(V ® W) par
(A - ea)eb 8 (£,A... Afb)eﬁ—* Ades e; 0 fj en ordre lexicographique.
I1 faut alors définir
A@(B+C)=A8B+A8C
par 1'isomorphisme évident,
(A+B)8C~ABC+BBC

Licensed to Princelon University. Prepared on Wed May 23 11:03:58 EDT 2012 ior download from IP 128.112.203.193.
License or copyright restrictions may apply 1o redisiribution; see hitp:/iwww.ams.org/publications/ebooksfterms



LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 125

avec un signe (-l)N y N=ab ﬂ_gz'_ll , et
A@B-=B9A
avec un signe (-1)" , N = 20810 ML
les foncteurs k passent aussi au quotient.

Pour K dans la catégorie dérivée, de tor-dimension finie et de dual £,
on a encore

det(K’) = dual det(K) .
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5. Fibrés métriques virtuels.

5.1 Soit X un schéma lisse de type fini sur € . Pour abréger, on appellera
métrique sur un fibré vectoriel V sur X une structure hermitienne sur V .

On se propose de définir la catégorie XM(X) des fibrés métrigues virtuels sur

X . Trois définitions, avant d'énoncer ses propriétés essentielles. On notera
K(X) 1la catégorie des objets virtuels de la catégorie exacte des fibrés vectoriels
sur X . On notera M(X) la somme sur p des groupes

) = {(p-1 1) - forme reelle sur X
celles Im + Im(d"

La fibre d'un morphisme de catégories de Picard commtatives f: A+ B est la
catégorie des objets de A munis d'un isomorphisme f(a) ~0 . Si f est fidéle,
les objets de cette categorie fibre n'ont pas d'automorphismes non triviaux et

on appelle encore fibre le groupe des classes d'isomorphie d'objets de la catégorie
fibre.

(i) On veut disposer d'un foncteur d'cubli
w: KMX) + KX)

(un morphisme de catégories de Picard commtatives) fidele, surjectif sur les
classes d'isomorphie d'objets et de fibre M(X) .

La donnée de KM(X) muni d'un tel foncteur d'oubli équivaut a celle d'un
morphisme u de catégorie de Picard commtative de K(X) dans ls catégorie de
Picard commutative des M{X)-torseurs. Voici comment. Etant dormés KM(X) et
w, on attache & x dans K(X) 1'ensemble u(x) des classes d'isomorphie d'cbjets
v de KM(X) , munis d'un isomorphisme w(v) ~x . C'est un M(X)-torseur. Réci-
proquement, si 1 est donné, on définit un objet de KM(X) comme étant une paire
(x,g) d'un objet x de K(X) et d'une métrique virtuelle g€ u(x) sur x .

Vu la définition de K(X) comme solution d'un probleme universel, il suffit,
pour construire u , d'attacher a chaque fibré vectoriel V sur X un M(X)-
torseur (V) , et de construire pour K des isomorphismes 4.3 (a) obeissant
au formalisme de 4.3.

(ii) Un fibré métrique (V,g) doit définir un fibreé métrique virtuel (V,gl
avec w([V,g]) = [V] . En d'autre termes, une métrique g sur V doit définir
une métrique virtuelle [g] sur [V] . Si V est une somme directe: V = V' « ¥" |
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 127

ona [V] = [v'] + (V'] , u([V]) = u([V']) + u([V"]) et la métrique virtuelle
definie par g , somme directe orthogonale de g' et g" , doit etre la somme
de [g'] et [g"].

(iii) Un fibré métrique virtuel v doit définir une forme de Chern ch(v) ,
avec les propriétés suivantes.

(a) ch((v,g]) = ch(v,g) ,

avec au second membre la forme définie par [4] représentant la classe de cohomo-
logie ch(V} (caractére de Cherm).

{b) ch(vl + vz) = ch(vl) + ch(vz) .
(c) Pour v muni de w(v) ~ ¢, défini par a € M(X) ,
= Lo ggn
ch(v) Tl d'd"a .

5.2 Une théorie 5.1 équivaut a une théorie secondaire a la Chern Bott [4}. Expli-
quons ce qui est requis.

Supposons donnée une théorie 5.1. St g et h sont deux métriques sur
un fibré V , par (II), elles dafinissent [g] et (h) dans u([V]) . Definissons
§(g ; h) € M(X) par

(5.2.1) [g] = {h] + &(g ; ) dans u([Vv]) .

Si V est extensionde V" par V' et que g, g , &8 sont des métriques
sur V, V' et V', définissons ¢6(g ; g' , g") € M(X) par

(5.2.2) fgl = [3'] + [g"] + &(g ; g' , g") dans w([V]).
Ona

(5.2.3) 8(g) ; 8,) *+ 88y 5 8y) = 6(31 5 &)

(5.2.4) gy s 8 » 8)) - 8g, ; , 32

G(gl gz) = d(g1 32) - dS(g1

(5.2.5) Soient V=¥, DV, 2V, 2V, = {0} et g(i,J) une métrique sur

vilvj (i<3). Ona
8(g(0,3) ; g(0,2) , g(2,3)) + 8(g(0,2) ; g(0,1) , g{1,20
= §(g(0,3) ; g(0,1) , g(1,3)) + &(g(1,3) ; g(1,2) , g(2,3))
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(les deux membres valant [g(0,3}] - (g(0,1)] - {g(1,2)] - [g(2,]
(5.2.6) pour V=V' @V,

8g'9g" ;8 ,8)=0
(5.2.7) ch(¥,g) = ch(V,h) + oz d'd" 8(g,h)

(5.2.8) ch(V,g) = ch(V',g") + ch(V",g") + 7oy 4'd" &(g ; 8'.8") -

Réciproquement, des fonctions & vérifiant (5.2.3) & (5.2.8) fournissent
une théorie 5.1. Pour V un fibré vectoriel, on définit u{V) comme etant le
M(X)-torseur, unique i isomorphisme unique prés, muni de

[métriques sur V}—[—]—* wv)
verifiant (5.2.1). L'existance est garantie par (5.2.3).
Pour V extension de V" par V' , on définit
W)+ p(V*) s u(V)

comme étant 1l'unique isomorphisme pour lequel (5.2.2) est vrai. L'existence est
garantie par (5.2.4). Que ces isomorphismes obéissent au formalisme 4.2 résulte
de (5.2.5) et (5.2.6) pour V' =0 ou V' =0 . Le foncteur y fournit donc

u: K(X)~——— (torseurs sous M(X)) ,

compatible a la commtativitd grace & (5.2.6). Comme expliqué en 5.1, la donnée
de 1 équivaut 3 celle de KM(X) , mmie de w.

Le groupe KM;(X) des classes d'isomorphie d'objets dans KM(X) est engendré
par les (V,y) , V fibré vectoriel et vy ¢ u(V) , avec les relations suivantes:

(a) (V,Y) - (V,7') ne dépend que de ¥ - ¥' dans M(X) ; (b) pour V extension
de V' par V', si 6(g; g',g") =0, alors (V,[g]) = (v',[g'D) + (v',[g"]D) .
Les conditions (5.2.7) (5.2.8) équivalent donc & 1'existence de

¢h: I(HO(X)———> formes
vérifiant 5.1 (iii).

5.3 Supposons domnées des fonctions § comme en 5.2, donc une théorie 5.1.

Le facteur direct M'(X) de M(X) est le groupe additif des fonctions réelles
sur X et, par passage au quotient par p?l MP(X) , le foncteur u fournit un
foncteur u de K(X) dans les (X)-torseurs. Pour tout x dans K(X) , soit
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 120

v(x) 1'ensemble des métriques sur le fibré en droite det(x) . On en fait un
Hl(x)—torseur en définissant la métrique h+a (a€ Ml(x)) par

Nsllpeg = Nell, - exte)

oi || || désigne la longueur carrée. Les conditions suivantes (5.3.1) (5.3.2)
sur & assurent 1'existence d'un unique isomorphisme § —wv (un iscmorphisme
de morphismes de catégories de Picard) qui, pour g une métrique sur un fibré
vV, envoie [g} € u([V]) sur la métrique de det(V) = det[V] déduite de g .

(5.3.1) 0 lger g / 11 Naee n = exp(s (g, 1))

(5.3.2) Si V est extensionde V" par V' et que la mitrique g sur V
induit g' sur V' et a pour quotient g" sur V' ,cna

1

§(g;g'.8")=0.

Pour V un fibré vectoriel, (5.3.1) assure l'existence d'un (unique) isomor-
phisme de M(X)-torseurs u {[V]} + w([V]) qui & [g] associe la métrique de
det(V) définie par g . La condition (5.3.2) assure que les données 4.2 coincident
pour u et v .

Dit avec moins de précision: si (5.3.1) (5.3.2) sont vérifiés, une métrique
virtuelle sr x d&finit une métrique sur det(x) . la premiére classe de Chern
est respectée.

Remarque 5.4 Soient KM,(X) le groupe des classes d'isomorphie d'objets de

EM(X) et ml(x) le groupe des automorphismes d'un quelconque objet. Que le
foncteur d'oubli: XM(X) + K(X) soit fiddle, surjectif sur les classes d'isomorphie
d'objets et de fibre M(X} fournit une suite exacte

(5.4.1) 0+ 14 (D) » KX % M) - 04, (X) » K(X) + 0 . La définition de 1a
fl2che 3 est qu'un automorphisme u € KI(X) d'un objet se transforme une métrique
virtwelle y en y + 3u . L'existence de ch sur I(MO(X) assure que la fléche -
3 est & valeurs dans le noyau de d'd" .

Cette suite exacte suggére que KM(X) est une version tronquée d'une catégorie
BM(X) s'envoyant dans K(X) par un foncteur d'oubli non fidéle.

Soit AP 1le complexe de composantes les All: := {(2p - k ~ 2)-formes réelles

sur X , modulo celles dans F* @ P , avec pour différentielles d , et soit
¥ (X) la some des lﬁ(X) = Hk(AP) . Il devrait exister des groupes Iﬁdi(x)
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domnant lieu & une suite exacte longue
(5.4.2) MK S KX - KD -,

et KM(X) aurait pour groupe de classes d'isomorphie d'objets KM (X) = KM (X) ,
pour groupe des automorphismes de O 1'extension M, (X) de KM (X) .

5.5 Une théorie de classes de Chern secondaires vérifiant (5.2.3) a (5.2.8) et
(5.3.1) (5.3.2) est contenue, pour l’essentjel, dans [4]. Une variante de 1'approche
de [4) m'a été signalée par C. Soula,

Expliquons comment définir (g ; h) verifiant (5.2.3) .

Rappelons la définition de ch(V,g) . Soit V=V'+ 9" ¥1 . y~+ ﬂl'o(v) .
9" : V>0 (V) la comection métriquede V (Vg=0, V" =3") . Elle se grolonge
en V: Q%%(V) » Q*(V) vérifiant V(ax) = de.x ¢ o¥x (¢ = (-1)%8%) et ¢
est un endomorphisme @**-lindaire de 9**(V) , la multiplication par une 2-forme
K de type (1,1) A valeurs dans End(V) . Ona
ch(V,g) = Tr exp (-;-,lg K) .
Supposons que g dépende de t € T . Ci-dessous, T sera une variéte diffé-
rentiable, mais il serait plus naturel de se placer dans le cas universel ol
T est l'espace des structures hermitiermes sur V . La donnée de g(t) est
cetled'une structure hermitienne sur 1'image inverse per de V sur XxT.
Le complexe de de Rhamde X x T est trigradud: nombre de dz , de dz et
de dt , et la différentielle extérieure se décompose en d =d' + d" + d'l: .
Les chp(v,g(t)) dans szp’p(x) fournissent une forme de type (p,p,0) , notée
chP(v,g) , sur XxT.
Nous allons construire (cf {4)) une forme réelle AP , de type (p~1, p-1,
1) , telle que
dy hP(V,g) = 5oy d'd AP
et une forme BP , de type (p-2 , p-1 , 2) telle que
d'.l‘ AP = a'pP + complexe conjugué .

Ces formes sont de formation compatible d tout changement d'espace de paramétres

T, *T . Pour ch uncheminde t €T & tlcT,corresporﬂantidesmétriques
g(0) et g(1) sur V, on pose

(5.5.1) P(g(1) , g(0)) := Ich [
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Si chl et c:h2 sont deux chemins de g(0) & g(1) et que ch1-¢:h0 est

le bord d'un cycle H, om a
J IAP-J 2Ap=d'l B® + complexe conjugué
ch H
L'espace de toutes les formes hermitiennes sur V étant contractile, (5.5.1)
définit sans embiguité &P(g(l) , g(0)) € M¥(X) .

5.6 Pour chaque valeur de t , on dispose de la comnection métrique v de V.
Les composantes V' et V' de ¥V se prolongent en ¢' et V' : m**(pr*V) +
!I***(pr*V) , de type (1,0,0) et (0,1,0) , vérifiant 9'(mx) =d'a.x 2 aV'

et V"(mt) = d"a.x ¢ a¥™x (£ = (-1) 8m) . On dispose aussi d'une cormection

4 "dans la direction T" : prfv -+ 900 (p:fV) exprimant que prfv est une image

131

inverse: d, pr{(v) =0 . Soit d2 la comnection "dans le sens de T" caractérisée

par
d.r(v.w) = (4 v,v) + (v,dzwr) .

la métrique identifie pr{V a pr{ (antidual de V) , et cl2 correspond au

de 1'antidual. Les di se prolongent en d; : R**(V) + qeex(V) avec
4 {ox) = dTu.x * u.dix . Soit L := d d.1 . C'est un endomorphisme (au sens
zlz-gradue) du Grreemodule GF*x(V) , defini par une (0,0,1)-forme a valeurs
dans End(V) .

On a, les [] étantprisal.taens Z/2~gradué

v" =d1= ={v .d1]=[v',d21=0

Soit L, 1'algdbre de Lie (au sens Z/2-gradué) librement engendrée par des éléments

impairs V' , V", d.1 , sounis aux relations précédentes: [V' , v'] = [V |

= I4q, ,d1]=[d2.d2]=[v" ,d1]=[\7' » d,) =0 . Elle est trigradufe,
les générateurs étant de degrés respectifs {1,0,0) (0,1,0) et (0,0,1) pour 4
et 4, . Elle admet pour quotient 1'algébre de Lie (Z/2-graduée) commtative
de base d' , 4", d.f (avec V'=s @' , V'r— 4" , di"—'dT) + Soit

L = Ker (Lo—t ' ,4qd", dT>) 5

Pour toute situation (X ,V, T, g sur X xT) comme ci-dessus, Lo
agit sur @***(V) et L agit par endomorphismes Q***-lindaijres (au sens Z/2-
gradué): on dispose d'un morphisme de Lie

L = g***(End(V)) .
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Soit P une forme invariante de degré k sur &, , O n est le rang de
V. Soit 2p la forme lindaire sur Symk g telle que P(x) = !.p(x ) . Etant
invariante, £, définit une section du dual de Sym~ End(V) . Les puissances
symétriques étant prises au sens Zf2-gradué, on en déduit

(P, ) SYmF(L)— QF*H(Sym’ EndV) — Qemk
Par invariance, c¢(P, ) est mil sku.r L, Symk(l.)] . L'action de Lg sur 1
induit une action de Ly sur Sym (L)}/[L , Sym L ] . Cette action se factorise
par LO/L =4, 4, dT) . Le morphisme

cp t SLIIL , SymL | — amee
comute & d' , d" et d'.[ . C'est un morphisme de tricomplexes. Les formes que
nous considérons sont dans 1'image de cp et les calculs essentiels se feront

dans Sym“(L)/[L , Syn'L ] , indépendamment de P .
Soit V=9' + 9", Soit dans L
K =¥ := %[9,9] = [v',9] ,

de type (1,1,0) . Ona [7,77] = 0 (Bianchi) et donc [v',K} = [¥",K} =0 .
Seit

Li=dy-4d, ,
dans L, de type (0,0,1) . Soit dgy=%(d +d,)) . Ona
ldgol] = %fd, + 4, , d, - 4,1 = KId, , d,)] - [4; , 4 =0
[dgoK} = ~(1v',9°] , dy) = -[v" , [¥",4,]] = 19" [, dy]]
= %(-{v* , [V",L]] + [v*, [V',L])
puisque dg=d; + 5L =d, - 4L .
Dans la somme des Symk(l.)l[l. R Syka ], on adone
dp exp K = [d, , expK] = exp K [d;,K]
= k(-adv' ad?" + adv" ad?') (expK.L)
= ~d'd" (expK.L)
dT(epr.L) = [dD , expk.L] = exp K. [dO.K].L
= axp K. %[-2dV' adv* + ad?” adv')(L).L
= % {-ad?'(exp K.[V",L].L) + exp K.[v",L][¥',L]
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+ad¥ (exp K.[¥',L].L} - exp K.[V',L][V",L]
» & {-d'(exp K.[V",L].L) + d"{exp K.[V',L].L)}
Pour B la forme invariante de degr? k () , on a
c(P, , exp K) := c(P A f:) = (-Zﬂi) chk(v,g) ,
d'ou

dp h(v,g) = o d'd" P , e:cp(21ti K).L) et

-1 1 -1 "
dT(c(Pk 5 exp(m K).L) = !iﬁ d (C(P s exp( 5=+ 7n K).[V",L).L)

+ complexe conjugué.
Ceci fournit les formes AP et BP de 5.5.

Remargue 5.7 La construction 5.6 ne dépend pas des propriétés partiCulieres de
ch(V,g) . Pour toute forme invariante P, si ¢ (V.g) est la forme P(Zﬂi K)
correspondante, elle fournit 6 (g,h) vérifiant

cp(v,g) - cP(V.h) m drd” Sp(g,h) .
On 8 6P+Q =6 + 6Q et
(5.7.1) Gm(s.h) = cp(v,h) GQ(g,h) + GP(g,h) \cQ(V,g) .
Noter que dans M(X) , on a
5.7.2) &, . 2—}‘1- a'avy = 'z“n'f a6y . 6y
ceci assure la symétrie en P et Q du membre de droite.
Pour la forme de Chern

ch(V,g) = Tr exp G5 K)
8(g,h) est doma par intégration de

A = Te(expzoy K).L)
ol exp et le produit sont pris au sens de la composition dans pj(\n .
Remarque 5.9 Pour la somme de deux fibrés, on a

ch(Vlov ,31032)“d1(v 5 gl)+ch(v ,Q) et

(5.9.1) g 98 » by Ohy) = &g , M)+ 8g, » hy) .
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Pour le produit tenmsoriel, on a
5.0 ch(vlovz,glegz)=ch(v '81)' ch(V, ,gz) et
e 6(g) @8, » hy 8 h)) =ch(V, , hy) &g, , hy)
+ 6(gy » hl) ch(v, , 32)
(cf 5.7.2 pour la symétrie en v, et V).

Sur le fibré en droite trivial ¢ , soit 1 (resp u.l) la métrique pour laguelle
{1l vaur 1 (resp la constante u) . On a

{5.9.3) é(u.1,1) = logu .

Tensorisant (V,g) avec 0 muni de ces métriques, on deduit de (5.9.2) (5.9.3)
que pour une constante u ,

(5.9.4) &{ug,g) = ch(V,g) loglu) .

Noter que ch(V,ug) = ch(V,g) , que, comme il se doit, d'd"é(ug,g) = 0 mais que
8(ug,g) est en général non ml.

Remargue 5.10 On vérifie facilement que dans 1'algébre de Lie L , les éléments
de T-degré O sont réduits sux miltiples de K . Dans le tricomplexe

SySCLY/IL , sym't ],

seull(keatdoncde'!-degré 0 . On peut montrer que pour & > 0 , la partie
de T-degré © est d' et d"-acyclique. Pour £ =1, il en résulte que la
formile donnée pour $(g,h) est essentiellement unique.

5.11 Expliquons comment dafinir &(g ; g',g") (cf 5.2). Si on impose (5.2.4),
il suffit de traiter le cas ol la métrique g sur V induit la métrique g'
sur V' et a pour quotient g sur V' . Pour g' et g" ainsi choisis, posons

6(g) = 6(g ; g',8") .
La condition (5.2.4) se réduit a
8(g)) - 6(gy) = &(g, ;5 &) ~ 8(g] ; &) - é(gy ; &)
et (5.2.6) & ce que pour une somme directe orthogonale, §(g} =0 .
Soient A €T, V, le pull-back de 1'extension V par Xi: V' =+ y"
0 v’ -+ 0
[

v o vll
oy
0 v v LAl )
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 135

et ¥ 1'inage inverse par o(1) de 1'orthogonsl V* de V' dans V. Notams g,
1a métrique sur V, , induisantg' et 8" sur V' et V' et pour laqueile i‘; est
1'orthogonal de Vl . Pour A=0,ona (V ,go) = (V',g') @ (V",g") . Ceci amdne
a postuler que 6(g,) 0 pour A+0. Pour ) #0, o(A) est un isomorphisme.
Soit g(1) la métrique o(A)(g,) sur V. Ona &(g) =6(g(2)} . La formle (5.11.1)
por h=g(h) ,donc h' =g et b= [A]7}g" , inpose

&) = Lin 8(8gM) - oCg" I e

= ln 8(8,8(2)) - dog |IA]] eh(v",g")

(appliquer (5.9.4)). Montrons qu'une telle limite exdste.

Les g()\) forment une famille paramétrée par C* de métriques sur V .

[ -~ -
En terme de la décomposition, comme fibré C ,de V en V'@V — V' @ V",
ona g(A)=g'4® lell-lg" . Notant pr" la projection sur V" , on calcule
que la 1-forme I & valeurs dans End pr,*V , sur X x O* , est
L=-d log [fA]l . pr* .

Calculons la cowrbure K, de (V, , g,) . Fn terme de la décomposition,
comme fibre’ C , de V, en V' 0?":-:-*\?' 9V ,ona g =g 0g" ,ela
comnection ¥, = Vi + ¥ est

(" A.a) (V' 0)
|- L - ] —
 "lo @ T\ e v
01

oo « dans @ Hom(V",V') détermine la classe d'extension de V . De 13, notant
K' et K" 1les courbures de (V',g') et (V',g") et V la connection de Hom(V",
vy,
(l(' = Ixlaa* A7 (a) )
Kl a

“XV"(a*) K" ~||Alle*a

Pour ) # 0, la courbure K()) de (Vl,gl) est 1'image par o)) de
K, et &g(}), g) se déduit donc par intégrationde 1 & A de

Tr(-exp(zor K(1) . d log A]|.pe™)
= Tr(-exp(z2 K,). pr") .d log |IA]]

dont le terme constant est la trace de -exp TN K") . A cause de ce terme constant,

La quantité & intégrer est le produit par d 10f 1Al d'un polynome en ||A|]
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138 P. DELIGNE

1'intégrale diverge pour A + 0 , avec une divergence en -log ||Al} . ch(V",g") .
La limite qui doit définir &(g) exiate donc, et

(5.11.3)  &(g) -] (Tr(explzot K )pr*) - Tr(exp(zmy K))) - d log ||

Plus précisémnt, nous définissons 6(g) par (5.11.3). L'espace M(X)
(un quotient) n'étant pas nécessairement séperé, la définition par passage & la
limite n’a en effet qu'une valeur heuristique.

5.12 Pour vérifier les propriétés (5.2), il est plus commode d'utiliser une autre
construction des fonctions & qui m'a &été signalée per C. Soulé. L'idée est
la suivante. Pour tout schéma lisse X , X et son produit X x A]' avec la droite

affine ont mémes L Ce fait, powr i = 0,1 , implique que le foncteur

pry : K()—= K(X x Al
est une équivalence. Les foncteurs s*: K(X x AI) + K(X) pour s une section
de X x Allx sont donc tous naturellement isomorphes. En particulier, pour
V un fibré vectoriel sur X x A]' , les [s*W] sont naturellement isomorphes.
Soient i, et i, les sections X + X x {0} et X+Xx {1} , et Vo = 15V,

V1=1{V.

Supposons provisoirement qu'un formalisme 5.1 est dormé. Si g; est une
métrique sur V, , les [g;,] sont des métriques virtuelles sur [V ]e [V ],
et [gol - [g ]e M(x) est défini. C. Soulé propose que, lorsque V est prolonge
en un fibré mx:ore mwoté V sur xxl’l , [ggl = [gll es;domepar la formule
suivante. On choisit ume métrique g sur V sur X xP , induisant g €t
- d'ol une forme de Chern ch(V,g) sur X x B induisant ch(Y 8y) et
ch(V,g,) sur X x {0} et X x (1} - et

Gun g - Iyl =, g T Toadleli/zmil

Notons D(g0 31) le membre de droir.e. L'identité sur lE‘1

-1 e . - -
7o dra” logtllzl/llz1]l) = 6(0) - 6(1)

assure que
- = L g
(5.12.2) . ch(Vy ,» gy) - ch(V, , 8 = 3g 4 Mg, > 8) -
Soit W un fibré sur X et prenons V=prf ¥ . Ona Vop=V, =W et
Vv définit 1'isomorphisme identique de [vol (W] avec [v1] =W . si g )
et g sont deux métriques sur W , et que la métrique g sur pri¥ sur X xP
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 137

induit g, sw X x {0} et g @r Xx {1} , ce qui précéde améne C. Soulé
a prendre comme fonction (g ; gl) de 5.2 la fonction
(512.9  Dggsg) -], enwg) . logla/lz) -

XxP /X
Soit W un fibré sur X extension de W' par W' . les W, (comme en

5.9) sont les restrictions aux X x {A} d'un fibré V sur X xAl . ona V=
Wew ,V, =W et V définit 1'isomorphisme naturel

Wi— (W @ W] = W]+ [W] .
En dehors de 1la section 0 , les 9 de 5.9 fournissent un isomorphisme i: de
V avec prf“. Nous notercns encore V le prolengement de V & X xP  auquel
o se prolonge. 51 s: 0(-¥x{0}) » 0 est 1'inclusion naturelle, V est défini
par le diagramme cartésien

0 ' P ——— prw"—— 0
] s
0 » pr' v—s prW" @ 0(-Xx{0}) —— 0

Si une métrique g sur V induit des métriques g, sur V, =W et g, 0
gy Sur VO-H' ® W' , ceci améne C. Soulé & prendre comme fonction 8(gy 5 36 .
ga) de (5.2) la fonction
(5.12.8)  D(g; 5 & » &) [x Py D) - Log(flzfi/liz-1 D) -
x
D'aprés (5.12.1), les exigences (5.2.7) et (5.2.8) sont remplies.
les définitions de D(go 5 31) (5.12.1) et (5.12.3) (5.12.4) dépendent d'une
métrique g interpolant des métriques données au-dessus de X x {0} et X x
{1} . Si on change g , on modifie ch(V,g) par un d'd"a , o a & une restriction
mille 3 X x {0} et X x {1} (utiliser 5.5, ou (5.12.1), avec X remplacé par
X xP). Dans 1'identitéd
ld'd"a. Log( izl /]lz=1]) = d'[ d"a. log(llzli/||z-11])
" ]a. d'1og(liz|l/|lz-111D
+ Jo. a'artogClizii/ 21
(intégrales selon les fibrés de X x P]'lx , prises au sens des distributions),

le troisiéme terme est mil. Les seconds membres de (5.12.1) (5.12.3) (5.12.4)
sont donc définis sans ambiguité dans M(X) .
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138 P. DELIGNE

5.13 Comparons les constructions 5.6 et (5.12.3). Soit V un fibré vectoriel
sur X et g memétriquemsonimageimersem x»rl 5 Décmposonsla
forme cplpriV , g) , pour P wn polynome invariant de degré p , selon le type
(0,0 , 1,0), (0,1) , (1,1) dans la direction P :

CP(Prfvs 3)'C+A+B+D 5

La forme cp étant fermée de type (p,p) , ona

(5.13.1) diplc+dy A=dpy c+dyB=0,d B=diA=0

(5.13.2) dpl B+ dy D=dpy A+ dgD=0.

La construction 5.6, elle, fournit wne (p-1 , p~1 , 1)-forme E avec
— _l- Tt "

(5.13.3) dpl ¢ = T dx E,

et des (p-1,p2,2) e (p2,pl, 2) formes Fl et Fz avec

(5.13.4) dpl E = c:l"l-‘1 + d'F2 .

Décomposons E en E' + E" selon le type dans la direction de l’1 . Les formes

"R [ A LB U " = " o at = L -
-‘:!x E', dx‘E . -dPE + 1 ,d:'l’E . dx F, , mltipliees par 701, * verifient
les identites (5.13.1) (5.13.2) verifiees par A , B, D . Ceci suggere
(5.13.5) 21 A= -di E' 2ni B = d"‘ E"
= 1 LA [ = [0 -1 L] .
2ni D dl’E dsz -d.E +dxF1
On vérifie que tel est bien le cas. Apres un changement de variables, (5.13.3)

domepom:lesnétriques £ et g,,portéespa.r Vv sur Xx {0} et X x {»}

Dlgy s &) = -]y Dilog el

% X < P/x

Modulo Im(d') et Im(d") , ou exactement si la metrique au~dessus de X
{z} ne déepend que de ||z|| , auquel cas F, =F, =0, 1'intégrale au second

membre vaut i fois

- %( 1 E" - d" El) ].Og z = _l }i El E - E" g
x xPlyx ‘n Pl AL z z
& _dz, .
--l!;r-:(?--i-) IiEdG

et D(gQ ; 8,) est la moyeme des $(g, » g,) calculés pour les rayons allant
de 0 a =,

5.14 Vérifions les identités 5.2 pour D . Pour (5.2.3), on munit prfV sur
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 139

X xP dune métrique g induisant g, sur Xx {1} (1 =1,2,3) ;ona
[
Dg; 5 &) = -| e . log(z-i/2-3)

et on utilise que 1log(ab) = loga + logb .

Pour (5.2.4), on considére sur X xP' 1e fibré (5.11, 5.12) qui interpole

entre V' V' (sur X x [0]) et V (sur X x {1}) , et son image inverse sur
Xxl’lx 1'1 On prend une métrique g qul interpole en (0,0) et (1,0) €

Fl,g0g et g ,eten (O1) et (1,1),g0g et g . Soit ch
la forme de Chern. Il s'agit de comparer

eh.oxCllzll /R 1) | eh.1og(lzl /= - 1]
[x « Pl x {o}nx gtil=l I X xB' x (1l/x

. ch.1oe([zll/llz - 1ID). == a'd* 2og(iitfi/]le - 11
kxﬂxﬁm =] = |

et

|

. mmummm—un-k en.10g( el /It - 2I))

x x {o} xPY/x x {1} xBtx

) ch.logCllell/lle = 1] .+ 555 d'a* ogClizfi/liz - 1]I) -
lerlx Plfx og(llell/l il 21‘1 gl Izl /1l I

Modulo Im(d') et Im{d") , on pssse de 1'un 4 1'autre par une intégration par
partie.

Prouvems (5.2.5). Soit W le sous-faiscean suivant de 1'image inverse de
V sur XxP xP . S8 z,t sont les coordonnées de P x P, on ne touche
pasd V endehorsde z=0 ou £t =0 . La, on ne prend que les sections d'image
dans pr*(WV) divisible par z et d'imagedans pr*{VN) divisible par
z et t. S B x {1} (resp {1} x®}), onobtient Je fibré interpolant entre
Vet VV,0V, (resp VN, OV) . Sur plx{o} , on interpole entre V/¥,
oV, et wv ov./v 0112 Sur (o) ¥ » on interpole entre V/V, & V,
et V/V OVN ovz Prenant une métrique g jnterpolmtleamtriqlmdam.
et procedmt ocmm dans la preuve de (5.2.4), on obtient (5.2.5).

Prouvons (5.2.6). la definition de D demande de considérer sur XxP
le fibré pefV' @ privi(-X x {0}) , isamorphe a prIv @ p’iv'('x x {=]) , et
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140 P. DELIGNE
une métrique g quiestg' ® g" sur X x {0} et X x {1} . On peut prendre g
invariant par Z+— 1 - Z et la millité de D résulte alors de 1'antiinvariance
de log(liz|I/|I1 - z|]) .

Enfin, 5.2.7 et 5.2.8 résultent de (5.12.2). L'argument heuristique de 5.1l
devrait permettre de comparer (5.11.3) et (5.12.4).

5.15 Esquissons la vérification de (5.12.1), la base heuristique des formules
avec leaquelle{ nous avons travaillé. Soilent i, et i les inclusions de

X dans X xP par x+= (x,0) et x— (x,1) . L'isomorphisme considéré en
5.12 entre les foncteurs 1 et if : K(X xP') + K(X) est caractérisé par
1a propriété de dommer lieu & 1'isomorphisme évident si appliqué & prV ou a
prfv 8 0(-Xx{=}) . Il définit une {ri.vialiaar.ion du M(X)-torseur u(ia x) -
u(if x) pour tout x dans K(X xP') ., Cette trivialisation est caractérisée
par sa compatiblitd & + , et que c'est 1l'évidente pour un priV ou un pryv
8 0(-X x {»}) . La trivialisaticn correspondante de u(igV) - u(i}V) , pour

V un fibré vectoriel sur X xP , est caractérisée par les mémes propriétés
de normalisation, et une compatibilité aux suites exactes courtes 0 + V' +V +
Vv'+0. S5 g,g" et g" sont des métriques sur V , V' et V" , cette com
patibilité s'écrit, pour la formule proposée (5.12.1),

D(govsl)'D(Sé,gi)'D(ga.EI)“D(Soi86:83)"0(81;8{-85:),
et se prouve par un argument semblable & celui prouvant 5.2.4 (5.14). La norma-
lisation se déduit, comme 5.2.6, de 1'antisymétrie de log(liz|i/]lz - L||> par

z—1-2z,
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 141

6. Intégrale d'un produit de premiéres classes de Chemn.

6.1 Soit f: X+ 8 un morphimme de schémas propre, plat et purement de dimension
relative N . Le programme 2.1, powr P le polynime LTt C;q demande la
construction d'un foncteur (pour les isomorphismes} IXIS P(Ul aveey vml) attachant
& N+ 1 fibrés vectoriels sur X um fibré en droites sur S . Dans tous les
contextes usuels, la premidre classe de Chern d'un fibré V ne dépend que de

det(V) . Ceci amdne 3 se concentrer sur le cas ol les v, sont des fibrés en
droites. Si on sait traiter ce cas, on posera

(6.1.1) les P(v1 nCoOD VN+1) L] st P(det(vl) peses det(Vm_l))

Pour notre théoréme principal, on a besoin ducas oi N=1 et oi X est
une famille de courbes lisses paramétrées psr S . Dans ce cas, le foncteur requis
a été construit dans SGA4 (XVIII 1.3). Comme dans SGA4, nous le noterons <& , W) .
Pour S wspectre d'un corps k , on peut en dommer la description directe
suivante. On définit < , > comme 1'espace vectoriel de rang un sur k , engendre
par des synmboles <2 , m> pour & et m des sections ratiomelles de L et N,
8 diviseurs disjoints, avec les relations

<L, tm> = £{div(R)) <2 , m>
(6.1.2)
fr, m> = f(div(m)) <4 , m> .

Que la comstruction ne s'effondre pas se rameéne su théoreme de Weil que, pour
f et g deux fonctions ratiomnelles sur X & diviseurs disjoints, on a ([16]
III §4)

f{div(g)) = g{div{f)) .

la construction de SGA% est plus compliquée, plus instructive et reprouve le théoréme
de Weil.

Sur une base quelconque, la méme construction marche, pour autant qu'on se
localise pour ia topologie étale: le faiscesu des sections locales de <L , W
est le faiscesu de O-modules engendré par des sections locales <L , m> avec
les relations (6.1.2), avec f£(div(%)) interprété comme une morme: pour D un
diviseur de Cartier relatif, on pose £(D) := NDIS(f)‘ On a f(Dl + Dz) = f(Dl)'

£(D,) . On écrit div(s) =D - D, et onpose f(div(2)) = f(Dl).f(Dz)'l .

Pour L =0(D) , et 1 1la section canonique ¢ 0(D) , ona <1, fm> =

Licensed ta Princeton University. Prepared on Wed May 23 11:09:58 EDT 2012 for download from IP 128.112.203.193.
License or copyright restrictions may apply to redistribution; see hilp:ffwww.ams.org/publications/ebooks/terms



142 P. DELIGNE

NDIS(f) . <1, m . Deld, un isomorphisme
(6.1.3) (D) , B> = L M
avec <l , M) “ws("‘) . Pour la définition de Nwsu , voir 7.1.

Au paragraphe 8, on indiquera, avec des esquisses de démonstrations, comment
traiter 1'intégrale d'un produit de premiéres classes de Chern dans un cas plus

, »

general.
6.2 La définition 6.1 rend claire la définition d'isemorphismes de bimultiplicativite:

<L10L2,H)='(L1,H)0<L2

<L,H10H2) (L,M1>O<L,M2>,

y M>

n

et de symetrie
AL, d>— W, L.,

Pour L =M, l'isamorphill:m de symétrie (un automorphisme de <L , L>) est la
miltiplication par (-1)*®8 b (saas XvIII 1.3.16.6) .

6.3 Sur €, sl L et M sont mmis de structures hermitiennes, on définit une
structure hermitiemme sur <L , M> par

6.3.1)  log|[<e,m| = 2;—1[d'd" logli2]] . 2ogl| =]

+ log(||m}{}) [div(2)] + log(jjt]]) (div (m] .

oi d'd" est pris au sens des distributions et ou [ ] est comme en 1.5. Regrou-
pant les deux premiers termes, on obtient la formule equivalente

(6.3.2) loglKe,m>f| = IFL dog||m}] + log(]|&]]) [div(m))

qui cache la symétrie mais rend claire que le second membre vérifie 1'identité
logli(£4m> || = logl|<2,m>|| + logl|£(div{m))||

requise par {6.1.2) pour que (6.3.1) soit légitime.

6.4 Justifions cette dafinition par 1'analogie du §3. Dans le cadre du §3, 2e
colonne, solent L et M deux faisceaux inversibles sur xA et £ , m des sections
rationnelies sur X, , 3 diviseurs disjoints. Elles définissent une base <L , m>

de <L, M>9Al(. Soient D et E les diviseursde & et m , vus comme sections
ratiomelles de L et M sur XA: on a sur XA des isomorphismes de faisceaux
munis de sections ratiomnelles (L , £) = (0(D) ,1) et (M, m

=(3(E) , 1) . Avec ces notations, la valuation de <& , m> est le nombre d'inter-
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 143

section (D,E) . Pour le prouver, on se raméne i supposer div(f) fini sur A
et on utilise que <L , MW = Ndiv(l)/Spec A(M) ,

Dans 4.3, £ et m définissent de méme des diviseurs compactifiés (3.7) et
-log|l@m >|| est leur nombre 4'intersection.

6.5 Soient ¢ et V deux fonctions Cm avec ¢ + y =1 . On suppose ¢ (resp
¢) nul su voisinage de div(t) (resp div(m)) . Une intégration par partie permet
de récrire (4.3} sous la forme

(6.5.1) loglla ,m]| = [ql Jdoglim|]. ¥ + ‘ Fy -logll2]l. ¢

1 LL] t
5= | d" loglle|t . log|lm|}. d'¢

Y 2mi

1 ' "
* ml d' loglml} . loglizll. d"e

Cette formule m'a été indiquée par 0. Gabber. Elle rend claire que la définition

de la métrique de <L , M> garde un sens pour L et M munis de métriques singu-
liéres, pour autant que leurs singularités soient disjointes. On définit une métrigue
singuliére comme la donnée, pour toute section locale inversible, d'une fonetion
généralisée (distribution) log||s]| , avec logl|fs|| = log|is]] + log|f|| . Om

ne tient pas a ce que ||s|| ait un sens.

1a formule 6.3 peut encore s'exprimer comme suit. La section L de L,
de diviseur D , fournit un isomorphisme de L avec O(D) , transforment & en
1 . Avec sa métrique, L est isomorphe au produit temsoriel de 0(D) , avec la
métrique singuliére pour lagquelle [|1]| =1 (cf 1.3.4) et de @ , avec la metrique
singuliére pour laquelle |1} = |{¢]| . La métrique de <L , M> est caracterisé
par sa compatibilité i la bimultiplicativité, a la symétrie, et par les regles
suivantes:

(i) Si O(D) est mmni de la métrique singuliére pour lagquelle ||i]| =1 , 1'isomor-
phisme (6.1.3)

<0(D) , H> = N (W)
est compatible aux métriques.

(ii) Ona <0, 0> = € et la métrique de <(0,g) , (0,h)> est celle pour laquelle
-log||1|| est le nombre d'intersections des "diviseurs concentrés sur la fibre
spéciale” (3.5, 3.6} définis par g et h.

6.6 La définition 6.3 s'étend trivialement au cas oi S est un schoma lisse de
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144 P. DELIGNE

type fini sur € , plutdt que Spec(C) . Dans ce cadre, le résultat suivant est
crucial

Proposition. Soient gl(L) et gl(u) les formes de Chern des fibres en droites
métrisds L et M . La forme de Chern du fibré en droite méetrise <L , ® est
donnée par

(6.6.1) gL, W) = [ ¢ (DA ¢ (W) .
X/s
Rappelons que la premiére forme de Chern est donnée par

- 1 "
g (L) = 35 d'd"logil2]|

pour & ume section locale inversible de L (et |2l = <&,22) .

On notera que (6.6.1) a un sens pour L et M mmis de métriques singuliéres
de lieux singuliers disjoints. Par additivitd des deux membres de (6.6.1), il suffit
{¢f 6.5) de traiter les deux cas suivants: (a) L est ¢{D) , pour D un diviseur
Etale sur S , et sa métrique est la métrique singulidre pour laquelle [{1]| =
1;(b)L et M sont isomorphes & 0 . Dans le cas (a), ¢, (L) est le courant
défini par le cycle D : pour toute forme B sur X, les gl(L)/\ g est la trace
de D & S de la restrictionde B8 & D . Ceci est compatible au fait que

-

<L , M> est, avec sa métrique, lanorme de D & S de la restrictionde M

8 D. Danslecas (b): L=0,avec ||| =g et M=0, avec 1] =h,
le fibré <L , M est trivial, avec

1 "
log [I1] = m[ - d'd"log g. logh ,

1 1
=—— d'd” log||i]| = [ d'd"log g d'd"log h
2ni (21t1$2 X/s

lXIS
6.7 Arakelov et Faltings fixent sur la courbe X une densité positive u de
masse totale 1 et appellent admissible une métrique sur un fibré en droites dont
la forme de courbure est proportiomnelle 2 u . A un facteur prés, un fibré en
droites a une et une seule métrique admissible. Pour D un diviseur, il existe
donc sur 0(D} une et une seule métrique admissible tel que

I log ||1]|]. v =0 .

g (L g, () .
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51 0(D) est mmni de cette métrique, et L d'une métrigue admissible, 1'isomor-
phisme (6.1.3)

(D) , L> = ND(L)

est une isométrie: pour £ une section ratiommelle de L inversible sur D ,
<1,2> correspond 3 ND(L) »

Log|l<1,23]| = ] F, . log fl1]l + logli#l] fdiv(1)]

et 1'intégrale au second membre est mulle par hypothése, tandis que le second terme
est log||&]J(D] .
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7. <L, M> et cohomologie.

7.1 Noxmes. Pour g: S'~+ S fini et plat, le morphisme norme NS'IS: 8, Og.-’
0% induit un foncteur norme de la cat3gorie de Picard Pic(S') des faisceaux
inversibles sur $' dans Pic(S) . Pour [ un faisceau inversible sur S' ,
de faisceau de sections inversibles L* , sa norme NS' /s (L) est un faisceau
inversible N sur S muni d'un morphisme de faisceaux Ng,,.o® &, L*» N*

- Y 2 = ¥ :
:rer:.flant NS'IS (up NS'/S (u) NS'IS (t) . Le couple (N, Ng.,g! est unique
A isomorphisme unique prés.

Pour FO et Fl des fibrés vectoriels sur 5' de méme rang, on dispose
d'un isomorphisme canonique
(7.1.1) det(g, Fy - B4 Fl) = NS'{S det(F, - F,) , i.e X
F " oa -
det g, Fo @ (det g, F,) Ng. /g (det Fo 8 (det F)) )
compatible a la localisation sur S , et caractérisé par le fait que pour tout
isomorphisme u: F. + F les trivialisations des deux membres déduites de u

1 0’
se correspondent. De tels isomorphismes u existent localement sur S et que

(1.1) ne depende pas du u choisi exprime que pour v un automorphisme de Fy oo
ona

det(v , g, Fl) = NS'IS det(v , Fl) .

Plus généralement, pour g: X+ S quelconque et E sur X , S-plat, & support
S' fini sur S, on definit
Nesgi 8 O~ 0% : u— det(u , g E) ,
un foncteur norme correspondant et un isomorphisme
(7.1.2) det(g*fﬁFo = S*EOFL) = NHSdeI:(Fo = Fl) .

Montrons que (7.1.1) provient d'un isomorphisme fonctoriel en v , fibré virtuel
de rang partout mul sur S'

(7.1.3) det g,V = NS'!S det v .

Définissons un foncteur Ngr des faisceaux inversibles gradues (a , L) sur
S' dans les faisceaux inversibles gradués sur S par

Ngr(a , L) := (TrS'IS (a) , det g*oa ] NS'ISL ).

Licensed to Princelon University. Prepared on Wed May 23 11:09:58 EDT 2012 for download Irom IP 128.112.203.193.
License or copyright restrictions may apply to redistribution; see hitp:iwww.ams,org/publications/ebooksiterms



LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 147

La donnée de compatibilité & + é&vidente sur ce foncteur est compatible & la commu-
tativité et A l'associativitéd. Pour E un fibré vectoriel sur §' , directement
ou par (7.1.1), on a un isomorphisme

det g, F = NgrdetE

et cet isomorphisme est compatible & 1'additivité en E des deux membres. Il
se prolonge donc en un isomorphisme fonctoriel en v virtuel:

(7.1.4) det g, v = Ngr det(v)

qui, pour v partout de rang 0 domme (7.1.3).
De méme, (7.1.2) provient de

(7.1.5) det g, (E@vV) = N )g det(v)

pour v de rang O .

Suppogons g plat de dimension relative 1 . S5i E est localement le conoyau
d'un morphisme u: 0" + 0" avec det(u) fibre & fibre non diviseur de zéro,
det u est 1'dquation d'un diviseur de Cartier relatif div(E) ne dépendant que
de £ : 1le fibré en droites det E est trivialisé en dehors de S' , la section
trivialisante d se prolonge & X et div(E) est définipar d=0. Ona
NE,'S = Ndiv(E)IS pour le morphisme norme, donc pour le foncteur norme.

Soient g: X + 5 propre et plat purement de dimension relative un et D
un diviseur de Cartier relatif. Pour tout faisceau inversible M sur X , on
a

0{D) , M — ND’,S(H) s K, D — NDIS(M) .

En d'autres termes, pour tout faisceau inversible L et toute section § de [ ,
fibre & fibre non diviseur de zéro, on a

A, >—— Ndiv(!.)ls(") : LR, M — Ndiv(z)ls("') .

Construction 7.2 Soient f: X + S, propre, plat, purement de dimension relative
1, E, et E deux fibrés vectoriels sur X , partout du rang, et F, et

F. de méme. On a

1
(7.2.1) <det(Ey - E;) , det(Fy - F,)> = det £,((E, - E,) @ (Fy - F,))
Le langage des fibrés virtuels ncus sera utile pour ne pas noyer 7.2 dans
un océan de signes.
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148 P. DELIGNE

Au membre de gauche, EO - E1 est le fibré virtuel somme de [EO] et de
l‘opposélde (g1 . Le fibré en droites gradué det(EO - El) est det(Ey) @
det(fl) . Il est de degré 0 car E, et E sont de meme rang et on 1'identifie
au fibré en droites sous-jacent. Soit u: E, + Ey et motons E, le complexe

El + Eo {degrés -1 et 0}). On a det(E) = del:(Eo - El) . 81 u est un monomor-
phisme, son conoyau £ est de Tor-dimension finie; la projection de EO sur E

est un quasi-isomorphisme de E, avec le complexe réduit 3 £ en degre O, d'od
un isomorphisme

(7.2.2) det(E) = det(E,) = det(Eo - El) = det(EO) dezt(El)-'1

I1 est daduit par addition de del:(!:'l)'1 aux deux membres de 1'isomorphisme det(Eo)
= det(El) det(E) défini par la suite exacte courte Ef*Ey*E - Sur 1'ouvert

ol u est inversible, les deux membres de (7.2.2) sont trivialisés, et les triviali-
sations se correspordent: 2 gauche, £ = 0 et det(E) est donc trivial. A droite,
u induit det(u): det(El)-'—"-v det(Eo) . On note encore det{u)} la trivialisation
correspordante de det(fo - El) .

Au membre de droite, (Eo = El) e (F0 o Fl) est un produit tensoriel d'objets
virtuels. Quels que soient u: El > E, et vi F = FO » c'est le fibré virtuel
défini par le complexe E, @ F, (moter que c'est la "difficuleé” 4.11 (b) qui
rend ceci possible). S5'il existe u et v qui soient des monomorphismes, avec
det(u) et det(v) fibre a fibre non diviseurs de zéro et non simultanément rwuls,
de conoyaux E et F ,u et v définissent un isomorphisme d'objets virtuels

(7.2.3) (Eg-E)@(Fy-F)=I(E @ FJ=[®Fl=0,

et cette trivialisation définit une trivialisation du membre de droite de (7.2.1).
Notons a{u,v) 1'isomorphisme (7.2.1) par laquelle cette trivialisation correspond
& la trivialisation <det u , det v> du membre de gauche.

Supposons seulement disposer de u: E, * E, avec det(u) fibre a fibre
non diviseur de zéro. On a par 7.1 un isomorphisme

det j;'*((E0 - El) Q (FO - Fl)) = det £ (FE @ (FO = Fl)) = Nyiv £/ det(Fo - Fl)

et det u identifie <det(f - El) , a Ndiv(E)IS( ) . Ceci identifie les
deux membres de (7.2.1) a Nyiv /s det (F0 - Fl) , d'oll un isomorphisme a(u)
entre les deux membres. On vérifie aussitdt que si a(u,v) est défini, il coincide

avec a(u) .
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Aux deux membres de (7.2.1), les E, et las Fy jouent des rdles symétriques.
Par symétrie, v: Fy *Fp définit donc afv) avec afu,v) = a(v) quand aofu,v)
est défini.

Etant dormés trois fibrés EO . E1 et 52 , ona
(7.2.4) (Eo - Ez) = (Eo - El) + (El - EZ)

et une additivité pour les deux membres de (7.2.1). Si on dispose de u': E,
EO et u": F.2 + E1 de composé u , 1'isomorphisme (7.2.4) coincide avec celui
défini par la suite exacte courte

coker{u" )~—- coker(u)}—+ coker(u') .

On en déduit que a(u) , a(u') , a(u") sont compatibles & 1'additivité des deux
membres de (7.2.1). Si on dispose seulement de u et u" , soit u' le morphisme
rationnel wi" "l et définissons a(u') comme étant 1'iscmorphisme entre les deux
membres de (7.2.1) tels que a(u) , a(u') , o(u") soient compatibles & 1'additivité.
Pour f: Eé + E, sans diviseur de zéro, a(u') est le méme, calculé avec u

et u" ou uf et u"f . Ceci permet de définir afu') pour u': E, +Ey wn
isomorphisme sur un ouvert dense fibre a fibre et contenant fibre d fibre les points
non de Cohen Macaulay: localement sur S (pour la topologie étale), il existe

.E2 sur X et u": EZ »El tel que u'u” soit txg’:::)rphisme, et deux tels sont
coiffés par un méme troisiéme; prendre E,=EaL avec L ample. Que ce

soit possible localement sur S5 suffit, car la définition d'une fléche (7.2.1)

est un probléme local sur S ,

Symétriquement, un morphisme ratiormel v: Fy * F, analogue d u': E

Ey définit wn isomorphisme (7.2.1) a(v) . Montrons que, quels que soient u:
E1 & EO et v: F1 o FO rationnels (isomorphisme sur wn ouvert fibre a fibre

dense et contenant les points non de Cohen-Macaulay, on a o{u) = a(v) . Les com
patibilites a 1'additivité et & la localisation sur S ramenent a supposer u

et v des morphismes avec div{u) et div(v) disjoints. Dans ce cas, afu) =
a(u,v) = &(v) . Il en résulte que ofu) (resp a(v)) est indépendant de u (resp
v): c'est 1'isomorphisme 7.2.1

Variante 7.3 L'isomorphisme (7.2.1) provient d'un isomorphisme biadditif, fonctoriel
en des fibrés virtuels de rang 0

(7.3.1) <detu, det v> =det £, (U@ V) .
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150 P. DELIGNE

Il s'agit de montrer que pour tout isomorphisme de fibrés virtuels (I’0 - Fl)
—:-v(FE) - Fi) , les isomorphismes (7.2.1) domnent lieu & un diagramme commutatif

<det(Ey - E)) , det(F, - F)> —— det £,((E, - E,) ® (Fy - F,))

$det(EU - El) s det(F(‘) - Fi))

- L )
det £,((Ey - E;) @ (Fy - F1))
(et de méme, symétriquement, pour E remplagant F) .
On se raméne & supposer qu'il existe u: £, * £y non diviseur de zéro et au meme
probléme pour 1'isomorphisme
F - —_ -
det £,(E® (Fy - F.)) Np/q det(F, - F.) ,
traité en (7.1.4) (7.1.5),

7.4 Pour u et v virtuels de rang O , det(u 8 v) est trivialisé: localement,

u et v sont isomorphes & O et la trivialisation est définie aussi bien par

un isomorphisme u-~— 0 que par un isomorphisme v + 0 (pour un énoncé plus genéral,
voir 4.14) . Pour f: X+S coomeen 7.2 et u, v, w derang O, on a donc
un isomorphisme

(7.4.1) det f,{u@v@w)=Cetu, det{ivO@w>=1.
Cette définjtion fait jouer un role spécial a u , mais 1'isomorphisme obtenu est

symétrique en u , v et W : on se raméne & supposer u , v et w définis par

- - — ] a . -
EO E1 : F0 Fl . G0 G1 et qu'il te.xisfe a: E1 +E0 ,‘b. !-‘1 + FO SEC (';1 +
GO de déterminants non diviseurs de zéro & diviseurs deux a deux disjoints. On

trouve que 7.4.1 est déduit de 1'isomorphisme
coker (a) @ coker (b) @ coker {(c) = 0
ou E, F,G jouent des roles symetriques.
Construction 7.5 Soit f: X + S une courbe sur S , propre, plate et d'intersec~-

tion' compléte relative. Le fibré en droites sous-jacent au fibré en droites gradué
det RE,(L -0) := det RE,L @ det Rf,0"> donne lieu & un isomorphisme

(7.5.1) (det R, (L - N - w,Leuly.

Pour tout fibré vectoriel F sur X , de dual de Serre Hom(F , w) , la dualité
de Serre

Riom(RE,F » 0) [-1] = RE, Hom(F , w)
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dorne lieu & un isomorphisme entre les fibrés en droites sous-jacents aux fibrés

endroites gradués det Rf,F et det Rf, Hom(F , w) , (situés en degrés différant

par un entier pair). De 13, un isomorphisme

det RE,((L - 0) @ (wt™) - 0) = det BE, w. (det RE,L)L . (det REwl 1) . det RE,0
- (det BE, (L - 0n%2)

et cn applique 7.2.1.

7.6 Les deux membres M de 7.5.1 donnent lieu & des isomorphismes canoniques

(7.6.1) M(LOW) = M(L) @ M(K) & <L , WP

et (& gauche, dualité de Serre)

(7.6.2) Mt lew) = M(L) .

Nous utiliserons que les isomorphismes(7.6.1) (resp (7.6.2)) des deux membres se
correspondent par (7.5.1). L'usage essentiel, en 7.11, ne le requiert qu'au signe
prés.
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8. Intégrale d'un produit de premidres classes de Chern. Cas général (esquisse).

8.1 Avec les notations de 6.1, et comme expliqué en 6.1, il s'agit d'attacher

3 des faisceaux inversibles t, (0<1<N) sur X un faisceau inversible

Ly seens LN> sur S . Nous supposerons X projectif sur S . Pour S réduit
d un point, on peut définir <L. ,..., L comme 1'espace vectoriel engendre par
des symboles <& ,..., £,> , pour les 2, des sections méromorphes dont les divi-
seurs ont une intersection vide, avec les relations suivantes. Si 0 ¢ i (N,

et que les div(!.j) {(j # 1} ne se coupent qu'en un nombre fini de points, défi-
nissant un O-cycle Zaa Py = div(l!. } , on veut

(8.1.1) (g seevs Ehy 4ouey 40 = Ilf(P ) [

Ry aeenr by
Le fait que By seees !.N> n'est défini que si 1'intersection des div(ki)

est vide, et que (8.1.1) n'est imposé que si 1'intersection des div(lj) (j#1)
a un sens en tant que O-cycle, crée une difficulté inessentielle. Si on la néglige,
il est clair que deux quelconques (!.1 SELLD "N+;> sont proportiomels joindre

1 peers By 1) a (m1 se oy "'N-rl) par une chaine de <n0 D008 nN> {(0<a¢
N +1) avec ni-li o my o, en ne changeant A chaque étape qu'un seul argument.
Si deux chailnes coincident sauf pour wne valeur de a , qu'elles imposent le mame
rapport <m}f{R> := <y e mN)I(P. perer B résulte du théoreme de Weil f(cl:w g)
= g(div f) sur une intersection de (N - 1) diviseurs. Ne changeant qu'un n?
& la fois, on peut passer d'une chaine a une autre en un nombre fini d'étapes.
Toutes les chailnes imposent donc le méme rapport <m>/¢L> . Pour que la construction
ne s'effondre pas, il faut encore vérifier que, pour <m>/<L> ainsi calcule, on

a bien
(1) (Lad>/<md) (<mdfeed) = <mdf<a> .

Sipouruni(O(i ¢N) ona b, =m =n =3, avec div(s)'-'-A B, 1'asger-
tion se raduit a (1) pour (L. ,.., ii yeees L ) . (nb yers "'i yeees "N) et
(no nODCH "1 ACOBE nN) sur A et B. Cholsissant. une section méromorphe s
de Lo,onserameneacecasencmparant £ =(t. A000H !.)a Lt = (s, & L
seeey LN) et de méme pour m et n : il faut une canpat;bilite entre rapports
dans le carré

<!IL>—-—-—(!-|')

my ———— (m'>
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Joignant % & m par une chaine, on peut supposer que £J.=mj sauf pour une
valeur 1 de j . L'assertion se raméne alors & une question analogue sur 1'inter-
section des div(!.j} (j#0,1) ,1i.e.aucas N=0 ou 1 déja traité.

8.2 Bouchons les trous de cet argument. Pour éviter de parler de sections méro-
morphes, il y a intérit & introduire un faiscesu inversible trés ample X tel

que les L © X soient aussi trés amples. Au lieu d'une section méramorphe &
deLi,onprerdradeasections !.i de Liox et z;dex,suppoaéeslocale-
ment non diviseur de zéro.

Formellement, £, = li / L et div(!. )= div(l. } - div(!.") . On a gagné
que div(l') at div(!.") sont des diviaeurs de Cartier.

Une chaine de £ & m peut contenir des n interdits, i.e. avec une inter-
section des div(n') V) div(n") non vides, Pour obvier a ce probléme, on pose

LR/m> 1= (KRD/CED) I (<m> /L))

pour un r choisi assez général et le membre de droite défini comme en 8.1. Avec
cetterégle (1) est clair. L'indépendance de r résulte de 8.1 (1) pour L, r,
rl etm,r,rl,avecrettl assezgeneram:

L'hypothése “assez général” a un sens et suffit i faire marcher les arguments
8i le corps de base est infini. Le cas d'un corps de base fini demande de plus
une descente galoisierme.

Un autre probléme est le sens A attribuer & ume intersection de (N - 1)
div(2,) . On veut que ce soit une courbe & laquelle on puisse appliquer le théoréme
de Weil. Le plus simple ici est de ne considérer que des systémes £ = (2. ,...,
"N) > 4, = (!.i » 4]} telaque chaque £ ou oY soit non diviseur de zéro sur

toute intersection de div (13) + div (1;) (3#1) .

Ainsi modifié, 1'argument 5.1 fonctiomme encore sur une base S , pour autant
qdon;e localise pour la topologie &tale sur S . Dans 5.1.1, le produit des
£(P,) = est & remplacer par la norme de f , de 1'intersection des (div(l') =

d:w(z“)) (j#1) & S§. L'intersection considérée est un revétement fini et
plat virtuel de S .

8.3 Supposons que S = Spec{f) , que X est lisse et que les Ly sont munis de
métriques. On définit une métrique sur Ly seep LY par la formile suivante.

Soient L =11/ %] comme en 5.2, avec D] := div (1) et D} :=div(e]) lisses
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et les Di et D'.l' (0 £ i ¢N) en position générale. Pour J c [0,N] , soit
D(J) 1l'intersection des D, := D! - D" . On aura 4 intégrer sur D(J) . Par
définition, une intégration sur D(J) est la somme sur les Jy €J des (-1
" v . vros = w ol
ID(J'JI) , o D(J, Jl) est 1'intersection des Dj( JEJ Jl) et des DJ. (j€

Jl) . On pose

831 logliag ror 22l = 1 [py) o

ou la somme porte sur les JCI, J# 1 et ol, pour un j{(J) quelconque dans
[0.N] - J , a, est le produit des —2}7—1 a'd” logllell (€I, 3¢ 3I)) et
de loglll..(J)ll . la forme a, dépend du choix de J(J) mais non son intégrale.
Le d'd" est pris au sens des distributions. On a encore (cf (4.3.2)).

1
(8.3.2) log||@n seems gyl = 1 [ A e . logllell .
y N7 oden iy 3= 1
Cette construction se généralise au cas o X est projectif et lisse sur

S de type fini sur € .

8.4 Les constructions 8.1 & 8.3 sont symétriques en les i; : pour toute permita-
tion ¢ de {O,N] , on dispose de

a{a) : (LO N060R LN)--—--o- <LU(0) naooH LU(N)> .
Si Li =1, (avec i # jJ) et que o est la transposition qui échange i et
j,ona a(e) = (-1)® avec n un entier localement constant sur S . Cet entier
est

n= [ e(L) . I ) N
X/S i k#i, 3 by
ainsi qu'on le verifie par raduction au cas N=1 .

Proposition 8.5 Pour X 1lisse sur 5 , supposé lisse de type fini sur € , et
les L mmis de métriques, on a
1 1
Pl C T L>)=f At
= 0 ' : N x,S = 1
Comme en 6.6, on se ramene au cas ou chaque L; est soit un o(D) , avec
D lisse, mmi de la métrique singulidre pour laquelle ||1|f = 1 , soit est isomorphe
a 0. I.ecasoﬁlmLi est m  ((D)}) se raméne & un énoncé analogue sur D :
on a une isométrie
oo , 1.1 seves LN) =<1_1 10000 LN) sur D.

le cas ot tous les L, sont isomorphes & ¢ se traite comme en 6.6.
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE
9., IC2 et isomo ame de Riemarm-Roch

9.1 Soit f: X + S propre et plat purement de dimension relative 1 . Pour
P le polynome C2 s 2.1 nous demande de comstruire un foncteur (pour lea isomor-
phismes) Ix ISCZ des fibrés vectoriels sur X vers les fibrés en droites sur
S . La clagse de Chern c© vérifie
(9.1.1) cZ(E) =0 pour £ derang 1, et
9.1.2)  c&E) = 2N + Fen) + e e
pour E une extension de E" par E' . Ceci conduit a vouloir 1'existence d'iso-
morphismes canoniques
9.1.3) Iy CHE) =0 powr E derang 1;
5 2 2 "
9.1.4) I, 050 = Iy CPE') @ L, CPE") B <det(e') , det(e”)> .
9.2 Considerons la categorie de Picard commutative suivante:

objets: triples (n ,L , M) ol n €T(X,Z) (un entier localement constant sur
X) , o0 L est un faisceau inversible sur X et ou M est un faisceau inversible
sur S ;

fléches: isomorphismes ;

addition des objets: (n' , L' , M') + " , L* , W) est le triple (n' +n" ,

L' OL" , M BN <L, L") .

Definissons 1'isomorphisme d'associativité (a + Az) *A TA 4 (A2 + A3) .
Posons Ai=(ni,l.i.u1) (i=1,2,3), (A1+A2)+A3=(n' s L', M)

et A + (A2+A3)- n" ,t",N"). Ona

n=n1+n2+n3=n
L'=(L19L2)0L3=L19(L20L3)'L

'

M (ulsuzoql .L2>)9M39<L19L2 .1.3>

M"zMIO(HZOH L3))0(L1,L20L3)

et la bimultiplicativité de < > jointe aux isomorphismes usuels d'associativitée
et de commtativité pour © identifient tant M' que M" 3 gu e 195 <L

- JE4R

3 2!

il

L
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156 P. DELIGNE

Définissons 1'isomorphisme de commtativité o:A) + A, = A, + A . Posons

= i = = 1 = L]l
Ai (ni,Li,Mi) (i 1,2),A1+A2 (n,L',M'),Az"-A1 (n" ,
L",""). ona

n'=n1+n2=n
L'=L10L2,l.=l.20[.1 et
L > 1" est L2 = (‘-1)"1“2;211

M= M O M 0L, LD

M, 0M @<L, , L> et

N =M, @M B2y, L

" 3N
MY > W est m Bmy @ (L, ROF(-1) m, O m @<L, , LD
avec N = IX!S nlnz(cl(l.l) - c]'(L?_)) . Ce signe est justifié par le

Lemue 9.2.1 Les données d'associativité et de commtativité ci-dessus sont compati-
bles

n oty s ey ey

0(12)+\ /A2+c(13)
+A+

Posons Ai = (ni v Lo M ), c{i) = ¢ (L ) et soit N{ , ) 1l'exposant de (-1)
dans la définiticn de 1 acticm de aof , ) sur la troisiéme composante. Calculons
les images d'une section locale g = (il » £2> <£1 N D. > (12 » 23 m mym, de 1a
troisiéme composante de A1 + % + A3 . Les L szem: un role de figurants

et on les omettra de la notation. Pour calculer o(1,23) (8} , on recrit

By p

o(1,23) (3) = (-1)
= (-1)
Pour calculer (o(1,2) + A3) (s) : on récrit s = <£1 . !.2> <R.1 12 S Par

N(1,23)
N(1,23)

0’213 ’ !,1) (12 ’ 13)
<12.1>(£2,E)(£3,£1>.

1,2) )Mz
0(1.2) <%y 5 £y> domne ( -1)N <, , 4> et 4, donme (-1) V4Lt ,
d'ou
(0(1,2) + Ay) (8) = (1) <ay 2y > <L )" 122.1 » Ryd
L 13 N(1,2) + [mnge(3) N
= (-1) Gy, > <8, , 2040, b
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 157

De méme,
(A + 0(1,3)) (Ka, 5 2.5 <2y 5 29> <4y 29%)
- (_I)N(113) + !ﬂ1n36(2)
I1 reste & vérifier une congruence modulo 2
N(1,23) = N(1,2) + _[nlnzc(3) + N(1,3) + jn1n3c(2) .
Avant intégrationde X & 5, on a en effet
“1(“2 + n3) (c(1) + ¢(2) + e(3)) = “1"2(°(1) +cf(2)) + "1“2°(3)
+ n1n3(c(1) +¢(3)) + nlnsc(z) 5

Pour la deuxiéme composante, on retrouve la compatibilité entre assodativité
et commmutativité pour les faisceaux inversibles gradués. Ceci termine la preuve
de 9.2.1.

La vérification, plus facile, des autres axiomes de catégories de Picard commu-
tatives est laissée au lecteur.

9.3 Une version précisée de (9.1.4) est qu'on veut que le foncteuwr £ ~» (rg(f) ,
det(£) , lescz(f)) se factorise par un morphisme de catégories de Picard commutative
des fibrés virtuels sur X dans la catégorie 9.2 - la compatibilité & + prolongeant
celle de

(fibrés virtuels) ——— (rg(E) , det(E)) .

On veut de plus une compatibilité & tout changement de base S'/S (i.e. un morphisme
de préchamps en catégories de Picard commutatives de £K(X) vers le champ sur

5 de catégories 9.2) . La proposition suivante est un résultat d'existence et
dynicité pour un tel foncteur IC, , muni de données additionnelles et satisfaisant

d des axiomes additionnels., On y suppose f lisse. Localement sur S pour la
topologie étale, X est alors quasi-projectif et un faisceau cohérent Q sur

X de Tor-dimension finie sur 8 définit un fibré vectoriel virtuel [Q) sur

X . On posera IC,(Q) := 102([01) .

Proposition 9.4 Soit f comme en 9.1, supposé lisse. A isomorphisme unique prés,
il existe un et une seul foncteur 102 , mni, de fagon compatible a tout changement
de base, de donndes du type suivant.

(i) le foncteur T: Er— (rg(E) , det E, IC,(E)) est mmni, pour chaque suite
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158 P. DELIGNE

exacte courte E' » F + E" d'un isomorphisme T(E) ~ T(E') + T(f")} . Cette donnde
prolonge la domnée analogue pour Er—(rg E, det £) , et est compatible 3 1'asso-
ciativité et d la commtativité: T se factorise par un morphisme de K(X) dans
la catégorie de Picard commutative 9.2. B

(ii) Pour L un fibré en droites, ICZ(L) est trivialisé.

(iii} Soient s ume section de X/$ , Q' un fibré en droites sur S, @ = 5,Q" .
Soit L un fibré en droites sur X prolongeant @ (i.e. tel que Q' = s*L) .
La suite exacte courte

O+ L(-s(8))+ L+ Q +0
et (i) fournissent un isomorphisme

Icz(L (-s(5)) 1C,(Q) <L(-s(8)) , det (@)> = IC,(1) ,
d'ol par (ii} et parce que det(Q) = 0(s(S)) un isomorphisme

IC,(Q) s*(t(-s(8))) = 0, i.e.

16,(Q) = (s%Q)"" s¥o(s(5)) -
On exige que cet isomorphisme soit indépendant de L .
Remarques: (a} La condition (iii) n'est pas conséquence de (i) (ii). En effet,
si on modifie les données de trivialisation (ii) par un facteur X(deg L) , elle
ne reste vérifiée que si nt—A(n) est de la forme nt— A" .

(b) Ta formulation de (iii) utilise que, par (i) , T est prolonge

a K(X). Soient Ll et L2 deux fibrés en droites munis d'un isomorphisme s*l.i =Q.
Comparons les présentations Q = Li/Li(-s) a O+E~ L @ L+ Q+0.
D'aprés 4.8 appliqué au diagramme des 9

Li(s) » L~

+ ¥

E, L 00,0

b, =t, +5,
le diagramme

T(L, @ L) = T(L,) + T(L,)

T(E) + T(Q) = T 1(-3)) + T(LZ) + T(Q)
est commutatif. L'isomorphisme
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 159

T(t,) - T (-9)) = Q) = TUL, 8 L,) = T(E)

est donc déduit des isomorphismes T(l.1 @ Lz) = T(Ll) * T(Lz) et T(E) = 'I(L1
(-8)) + T(Lz) : les soustraire membre 3 membre. En termes ol seuls apparaissent
des fibré vectoriels, (iii) affirme la commutativité du diagramme

T(Ll) - T(l.l(-s)) = T(Ll) + T(Lz) - T(g) = T(Lz) + ‘1‘(1,2(-5))

(s @7 s*0(s(8))

(c) Nous écrirons la preuve sous 1'hypothése que S est le spectre d'un corps
algébriquement clos et que X est connexe. Le cas général se traite de méme:
remplacer "point" par "section" et parsemer de "localement pour la topologie étale".
Nous donnerons ensuite une seconde preuve de 1'existence, sans cette hypothése
simplificatrice.

9.5 Preuve de l'unicité Tout fibré vectoriel E admet une filtration 0 C F,C

o CFy=E,avec F, un fibré vectoriel de rang i localement facteur direct
dans E. On peut construire une telle filtration comme suit. Si E est de rang
<1, il n'y a rien a faire. Sinon, on choisit un fibré en droite L . Si L

est assez négatif pour que E @ L-1 soit engendré par ses sections, ume section
générale s ne s'anmulle mulle part et définit £:L + F  localement facteur direct.
On prend F; = £(L) et on recommence avec !:';’1‘-‘1 . S5i une filtration F est domnée
at qu'on construit G par le procédé précédent, général, et avec L chaque fois
choisi assez négatif, F et G seront en position générale au sens suivant. En
dehors d'un ensemble fini S de points, F et G sont opposées: il existe une
décomposition £ = iavecF=iOL ,G=i% L; - Au voisinage de chaque
8 €5, il existe une seule valeur a Bt i (1£a<d)pourlaquelle F &

G4-j+1 De soit pas tout E, et coker(F @G d atl + E) est ponctuel de rang

1. Auvoisinagede s, (E, F, G) est alors 1scmorphe au modéle suivant:

le faisceau modéle M est le sous-faisceau de 0(s) de sections les (f1

fd) avec £, dans 0 pour ifa,a+l et £ fn de mémes parties polaires.
Les filtrations F , G sont induites par les filtrations opposées évidentes (cf.
ci-dessus) de o(s)d .

Notations 9.5.1 Pour F et G deux filtrations en position générale de E ,

- - [] =
nous utiliserons les notations suivantes: L, := F, n Gy gey + E' =OL; , S 1'en-

semble des points o F et G ne sont pas opprasees, a(a) l'entier i tel que

F [ G‘1 iﬂ—i"—v Een s , Qs les faisceaux ponctuels de rang ur, avec Qs localise
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160 P. DELIGNE

en s , donmant lieu 3 la suite exacte
cwe-»z»s?sosﬂn.
Pour L un fibré en droite, soit T(L) = (1 ,L , 0) dans la catégorie 9.2.
Pour Q ponctuel de rang un, en s , soit T(Q) = (0 , O(s) , (S*Q)_l ] -rs) s

ol 1, est 1l'espace tangent en s . Pour une suite exacte 0+ L(-8)» L+ Q~
0 , on définit

(9.5.2) T(L(-8)) + T(Q) — T(L)
par la fléche évidente L(-s) @ 0(s) = L et par
(s*Q)_l 81, 8 <L(-s), det Q0

défini comme suit: det Q = 0(s) , <L(-8) , det Q> = s*.(=8) = s%. & s*)(-3) =
s*Q 8 ms/mi , et on prend 1'isomorphisme avident

(' o 1, 5% 8 mslmi 0.
Soient 'l:1 et Tz deux foncteurs (xg £, det E , ICz(E)) comme en 9.4.
Pour E de rang 1, ladonnée (ii) definit un isomorphisme 'l‘i(E) = T(E) . Pour

Q ponctuel de rang un, et L un fibré en droites mmi d'un isomorphisme Q =
Ls , 80it Ti(Q) 3 T(Q) 1'isomorphisme rendant commutatif

Ti(L(-s)) * Ti(Q)—'-"-v T, (L)

T(L(-8)) + T(Q) — T(L) .
D'apres 9.4 (iii}, il ne dépend pas du choix de L .

Pour F une filtration de E de quotients successifs des fibrés en droites,

soit ¢(F) 1'isomorphisme composé
= F_ . Foyo % Foy.

T,@E) = [ T,(Gr, E) Er(c;ie) LT (6rE) = T8 ,
somme, rel 9.4 (ii), des Tl(GriE) = T(GrEE) = TZ(GrIIE) .

Soit EIC. E avec un quotient ponctuel de rang un, en un point s :

0o - E + E =+ qQ + 0

La filtration F de £ induit une filtration, encore notée F , de E, - Sauf
pour une valeur, a , de i, ona Gr(E)—*Gr(E) Pour i=a,ona

o—~GrFE1—-crE—-Q—*o .
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 161

Appliquant 4.7 aux filtrations F et & DE' D o} de E, on trouve un diagramme
commutatif dans K(X) :

(€]

I[G:ffl

F
[g,) + lQl—(llery g 1) + [}

(f1éche verticale droite déduite de [Gri£,] + [Q] = (GclE]) . Passant par le
coin supérieur droit, on trouve que O(F) est compatible aux

. F . F
Ti([E]) =) T:l([Gri EI]) + '.l‘i([Q]) = | TGr, El) + T(Q) .
Pagsant par le coin inférieur gauche, on en déduit upe compatibilité entre ¢(F)

por E et EI:
rl(e)—m—'rz(s)

QCF:
T,() + T(Q)——’l)z(El) + (Q

(fléches verticales: additivité de Ti pour E1 +E+Q et ‘I‘i(Q) = T(Q)) .

Montrons que {(F) est independant de F . Deux filtrations etant toujours
en position générale par rapport & une méme troisiéme, il suffit de verifier que
&F) = §(G) si F et G sont en positicn générale. Onpassede EF a E' (no-
tations 9.5.1) par une suite de modifications du type considéré plus haut, Il
suffit donc de prouver que (F) = §(G) powr E' , i.e. pour une somme L
mmie des deux filtrations opposees évidentes. Celd résulte de ce que T, et

1
T, sont supposés compatibles 3 la commutativité:

I, (1) — I

A N

TI(EI) '1‘2(61)

i) — nzui) .

Les $(F) dafinissent un isomorphisme de foncteurs Tl—'"» T, , compatible
aux trivialisations 9.4 (ii). Pour verifier qu'il est compatible a 1'additivite

par suites exactes EI*E*Ez,prendre F avec El=1'undes Fa.

9.6 Preuve de l'existence  Nous allons prouver 1'assertion 9.4 d'existence par
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162 P. DELIGNE

une méthode suggérée par la preuve 9.5 de l'unicité. Pour simplifier la rédacticn,
on continue 3 supposer X connexe sur k algébriquement clos.

Soient F un fibré de rang d sur X et F une filtration de £ de quotients
successifs des fibrés en droites. On pose

T(E , F) := ] 'r(crf E)

Soit EIC E avec Q: E/E ponctuel de rang un. Pour chaque valeur de i

sauf une, on a GrF51—> GrFE . Pour la valeur exceptionnelle, i = a , on a une

suite exacte courte Gr El - Gr E+Q et (9.5.2) fournit un isomorphisme
(9.6.1) T™E,F)s= T(EI » F) + T(Q) .

Soient L un fibre en droites s et t , deux points distincts, Q, = Li1(-s)
et Qt: = LfL(-t) . On vérifie que le diagramme d'isomorphismes (9.5.2) (= (9.6.1))

T(L(-8)) + T(Q,)

(L)
(9.6.2}
T(L(-t)) '+ T(Q) —— T(L(-s-t)) + TQ) + T(Q))
est commutatif.

Soient 0Q et Q ponctuels de rang 1, de supports des points distincts, E'
le noyau d'un ep:.morphlsme de E dans Q1 + Q et Ei 1= Ker(F » Qi) . Soit
a(i) l'entier tel que Gra(l) ; Gr:(l)f ne soit pas un isomorphisme. Le diagramme
d'isomorphismes 9.6.1

(9.6.3) ™E , F) ——— T(f; , F) + T(Q,)

HE, , B) + T(Q) — T(E' , F) + ]r(ql) + T(Qy)

est commutatif. Si a(l) # a(2), c'est trivial (plutot: exprime que les contraintes
d'associativité et de commutativite de la catégorie 9.2 sont compatibles). Si
a(l) = a(2) , cela resulte de (9.6.2).

Soient F et G comme en 9.5.1, dont nous reprenons les notations. Iterant
la construction (9.6.1), on obtient un isomorphisme
T(E, F) = T(E' , F) + L 7(Q) =1T(Ly) « 1 T(Q)

et de meéme pour G . L'iteration suppose le choix d'un ordre total sur S mais
il résulte de (9.6.3) que 1'isomorphisme obtenu n'en dépend pas. Le membre de
droite étant le méme pour F et G , on obtient un isomorphisme
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 163

(9.6.4) T(E , F) —— T(E , G) .

Disons que deux filtrations F et G sont adjacentes si il existe a tel

que F =G pour i #a etque F et G indujsent sur F +1"Fa-1 des filtra~
tions en position générales. Ona T(F , F) = i#a?aﬂ TG, (8)) + T(F, , /F,_, »

F) , de méme pour G , et 1'isomorphisme {9.6.4) pour Foi/Faq = 6,47/6, fournit
(9.6.5) T(E , F)— T(E , G) .

Soient Q ponctuel de rang un, localisé en s , et E, le noyau d'un épimor-
phisme de F dans Q . Dans divers cas ou cela a un sens, les isomorphismes (9.6.1)
et (9.6.4) (resp et (9.6.5}) donnent lieu a un diagramme commutatif

e, F) I(E, » F} + T(Q)

(9.6.6) | i
T{(E , G) — T(E, , G) + T(Q)

Cas 1: F et G en position général, et, avec les notations 9.5.1

sous-cas (a): s ¢S et , pouruwm a, Li-rQ est non trivial si et seulement
8i i=a

sous-cas (b): s ¢S et , pourwm a, Li"Q est non trivial si et seulement
i i=a ou a+1

sous-cas {c): s¢5 eten s, El=E' .

Cas 2: F et G adjacentes, avec F, # G, et, posant F, =F . (E)/F_,(E),

F=F, . (EMF_,(E) , on a soit

sous-cas (a) (b) (c): Fl + F n'est pas un isomorphisme et F , muni des filtratioms

F,G etde F est justifiable des cas 1 (a) (b) (&)

sous—cas (d): Fi™ F , i.e. F ,(E)==F (&) ou F,_ (F) ne s'envoie pas
isamorphiquement sur Fa_l(E) 5

Le cas 1 (a) se déduit de (9.6.3) et le cas 1 {c) est la définition de 9.6.4.
Prouvons 1 (b). Appliquant 9.6.3, on se raméne & supposer que E =Ol.i . On se
raméne aussi au cas oi d = 2 . Soient L=F ,H4=G . Ona Ls-wQs-vMs .
Ona T(E, F)=T(L) + T(M) , T(E , G) = T(M) + T(L) , (9.6.4) = symétrie. On
a T(E, , F) = T(L(-8)) + T(W) , T(E, » G) = T(M(-8)) + T(L) et (9.6.4) est
T(L(‘S}) + T(M) = T(L(-8)) + T(M(-3)}) + T(Q) = T(M(-s)) + T(L(-8)) + T(Q) = T(M(-8))
+ T(L) . Il s'agit de vérifier la commtativité du diagramme
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164 P. DELIGNE

T(L) + T(H) — C(L{-8)) + T(M)) + T(Q) — (T(L(-s)) + T(M(-3))) + T(Q) + T(Q)
! |
T(M) + T(L) —(TQ) + TM(-s))) + T(Q)— (T(M(~-s)) + T(L(-s)) + T(Q) + T(Q)
(& droite, symétrie pour T(L(-8)) + T(M(-s))) . Elle résulte de ce que 1'auto-
morphisme de symétrie de T(Q)} + T{(Q) est 1'identité.

Les cas 2{(a) (b) (c) se raménent 4 1 (a) (b) (c) et 2 (d) est trivial.

Soient F , G en position geénérale et reprenons les notations (9.5.1). Pour
chaque permutation o de {1 ,..., d} , soit F_ la filtration de E , de quotients
successifs des fibrés en droites, qui induit sur E' 1la filtration par les
i?a"a(i) . Pour 1 la transposition de deux entiers consécutifs, F et F . sont
ad jacentes. Pour o= (1 ,...,d) (resp (d,..., z)}, F, =F (resp G) . Joi-
gnons F & G par une chalne F =F0) , F(1) ,..., F{N) =G de F , avec
F(i +1) adjacent 4 F(i) .

Lemme 9.6.7 L'isomorphisme (9.6.4) est le composé des isomorphismes (9.6.5) :
T{(E , F(O}) ~ T(E , F(1))} » ... = T(E , F(N)) .

Pour s €S ,8i E = Ker(E -PQS) , onvérifie que (9.6.6) s'applique &
E, & E et aux paires de filtrations (F , G) (cas 1 (b)) ou (F(i) , F{(i + 1))
{cas 2} . Ceci raméne 1'énoncé pour £ au méme €noncé pour £ - Itérant, on
se raméne au cas trivial oi £ = oL, .

Lemme 9.6.8 Pour F, G, H trois filtrations en position générale (en un sens
qui sera précisé), le triangle d'isomorphismes (9.6.4)

(E, G) — 1(E, 6)

T(E , H)

est commutatif.

Le cas oi E est de rang ¢ 1 est trivial. Supposons F de rang 2 et prenons
@mme hypothése de position générale que F , G , H sont deux & deux en position
générale avec des lieux exceptiomnels disjoints. Soit P le fibré en droites
projectives P(EY) . Les droites F, , Gl 5 Hl définisgent trois sections f, ,

8 » h1 de P/X . L'hypothése de position générale est qu'elles ne se coupent
que deux d deux, et transversalement. Si fl et g se coupent en p au-dessus
de s € X, la modification, en s , qui remplace [ par .';'1 = F1 + G1 , remplace
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 165

P par un contracté de 1'éclaté de P en p : contracter le transformé par de
la fibre en s . Aprés cette modification, la trace Hl(-s) de H sur E'
reste, en s , un supplément de F, et G . Dessinsur P:

1 By [5)
g1 51
- -
P ¢ P &claté: | 81 /] contracté:{ I;
1 | 1
S
) ¢ o $

Soit Q := ElEl . Par définition (ou 9.6.6, cas 1 (b)) ,le diagramme
TE , F)ee——————=r T(E , G)

TCE' , F).+ T(Q) — T( £' , G) + T(Q)
est commtatif. Par 9.6.6 (cas 1 (a)) ,

T(E ,F) — N(E , H)
I I
™E "', F) + T(Q) — T(E' , H) + T(Q)

1'est également et de méme pour G et H . La commutativité 9.6.8 pour £ équivaut
donc & la méme commutativité pour E' . Itérant cette construction, on se raméne

4 supposer les sections f, , & » by de P disjointes. Cela signifie que { =
L+L , avec F1=L+O,GI-O+L,H1=imgediagonalede L . Traitons

ce cas. Pour M un sous-fibré en droites de £ localement facteur direct, la
troisiéme composante de T(E , filtration par M ) est <M , E/M > , d'élément
typiquse <a , b> avec a (resp b) une section ratiomnelle de M {resp E/H ) .
Pour b wune section ratiomnelle de E d'image b dans E/M , on écrira encore

<a , B> pour <a, b> . Avec ces notations, les isomorphismes du triangle 9.6.8
induisent sur la troisiéme composante des T(E , *) , la seule qui pose probléme,

les isomorphismes suivants. Pour a et b des sections ratiommelles de L 3
diviseurs disjoints, on a

<(a,0) , (0,b)> p— <(0,b) , (a,0)
il

<(a,0) , (b,b)> <(0,b) ',I {a,a)>
¥ ¥

<b,b} , (a,0)> = <(b,b} , {0,~a)> (a,a) , (0,bY
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166 P. DELIGNE

car le signe (-1)N s N=1.1, (deg L + deg L) est +l . la commtativité (9.6.8)
affirme donc que dans <L , L> on a

<a,b> = <b,-a> .

On a en effet <b,-a> = (-1)%%8 L tha> et <a,b> = (-1)38 L (ba> .

Supposons maintenant E de rang > 3 et prenons comme hypothése de position
générale que F et G sont en position générale et que, pour une chaine F(i)
comme en 9.6.7, H est en position générale avec chacun des F{(i) , et opposé aux
F(i) aux points exceptionnels pour (F , G) . La factorisation 9.6.7 raméne 9.6.8
au lemme suivant

Lerme 9.6.9 Pour F et G adjacentes et H en position générale par rapport
34 F etd G,etopposé @ F et G aux points exceptionnels pour (F , G) ,
le triangle d'isomorphismes 9.6.4 et 9.6.5

(E , F} —————— T(E, G)

T(E , H)
est commutatif.

Soit a l'entier tel que F, ¢ G, - Pour i#a,a+1l, soit L = Fin
i = = F - G _

3141 go;t F Fa+1 Hd—a+1 , de rang 2, et |* = Fan Hd—a+1 s Y= (;aﬂ

Hy o L =F 4N H 13- les traces de F »G et FHd-aG .'mrF F ; EnGdeho:Is

d'un nombre fini de points, on a E=0Li0F.F=L eL =L @eL =L &L ,

et F,G,H sont dornés de fagon évidentes en terme de ces décompositions.

H

On laisse au lecteur le soin de verifier qu'en les points exceptionnels s ,
on a soit

(a) £ = OLiO Foec (F . LG . LI'l sont en position générale dans F (cas ouen s

F,=G, , F, n'est pasun supplémentaire de Hy ., » o4 G n'est pas un supple-
mentaire de H  ..)

(b) Fy

bl) i=a~-1,(b2)i=a+1l,Mita,a~-1,a+1.

n'est pas un supplémentaire de Hy jo POUE

Si s est dutype (b) et que E = E en dehors de s et vaut ®L, ®F en s,
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(9.6.6) s'applique a F (CE et a (F,G ,(F,H, (G, H . L'assertion
(9.6.9) pour F équivaut donc & la méme pour E - Pour E , s n'est plus excep-
tiomel, ou est du type (a) (si s était du type (bl)). Le cas ou tous les points
exceptionnels sont du type (a) se raméne aurang deux, daja traiteé.

Fin de la preuve d'existence. Soient F et G deux filtrations de £ . On définit

(9.6.10) T™E, F) =>T{E, G)

come le composé des isomorphismes (9.6.4)
T(E, F) = T(E , H} = T(E , G)
pour H en position générale par rapport a F et G .

D'aprés (9.6.8) applique a (F, K, H') eta (G, H, H') , deux filtra-
tions H, H' doment lieu au meme isomorphisme (9.6.10) si (F , H, H') , (G,
H, H') sont en position générale, donc toujours. D'apres (9.6.8) (resp 9.6.9),
1'isomorphisme (9.6.10) coincide avec (9.6.4) (resp (9.6.5)) si ce dernier est
défini. Les isomorphismes (9.6.10) forment un systeme transitif d'isomorphisme
et on note T(E) 1la valeur commne des T(E , F) . Pour une suite exacte courte
E' + E+E" , une filtration F avec f' = F. pour w a définit un isomorphisme

T(E) = T(E , F) = T(E' , ¥) + T(E" , F) = T(E') + T(E") .
Cet isomorphisme est indépendant du choix de F (comparer deux F par une chaine
de filtrations adjacentes). C'est une dommée 9.4 (i) sur T . Pour E de rang
un, F est unique et T(E) = T(E , F) = T(E} déja défini, d'oi une dornée 9.4

{ii) vérifiant 9.4 (iii). La troisiéme composante de T est le foncteur IC2
voulu,

9.7 Autre preuve de 1'existence.

S$i v est un fibré virtuel de rang zéro et de determinant trivial sur X :
chOtv) = C-hl(v) =0, ona chz(v) = -cz(v) et 1la formule de Riemarn-Roch s'écrit

¢ fv= [ - cz(v) .
Soit R(v) = (v - 0°85) — (det v-0) . Ona
(9.7.1) v=08Y4 (det v - 0)+ R(W)

et, appliquant c* & 1'égalité correspondante dans Ky » on obtient tOR(v) =
R(v) =0, BR(v) = ¢Xv) .
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168 P. DELIGNE

Ces formules suggérent de définir
2 = N
(9.7.2) IyjC(E) := det £ (-R(E))
det £,((det £ - 0) - (£ - 0°8F )y |

1

et plus généralement, pour v dans K(X) , lescz(v) = det £, (-R(v)) .

Etudions 1'additivité en v des foncteurs v 05 ' et vi— (det v - 0) ,
et par 13, par 9.7.1, de v R(v) .

Pour n et m deux entiers, définissons

(9.7.3) oM g o =

par (X seees xn) , (Yl yeves ym)l—r (x1 peeer X s ¥y sees ym) . Soit (Z)
la catégorie de Picard commutative d'ensemble d'cbjets I'(X , Z) , de fléches les
isomorphismes identiques, et d'addition + . Alors, v—+ rg(v) et n— [0“]
(muni de 9.7.3) sont des morphismes de catégories de Picard. Le premier est compatible
5 la commutativité, le second non: il s'en faut de e(o)“m . Le fonctear wv——
wrg(v)] a donc pour défaut de compatibilité & la commutativité

8 L BV W, eV

(9.7.2) 9.7.2)
or8(v+w)

rg(v) rglw) rg(v) rg(w)

1'alément €(0)
de 0.

de K représenté par 1'automorphisme (-1)

Pour L et M deux fibrés en droites, plusieurs définitions d'un isomorphisme
d'objets virtuels

(9.7.4) (LBMN-D=(L-0)+(H=-0)+(L=-0)8 (H=-0)

sont possibles ((~0) @ (-0) ~ 0 & droite, ordre des © 3 gauche) . Les iso-
morphismes obtenus différent par €(0) . On choisit la définition pour laquelle,
si L =0(D) et = 0(E) (d'od 0(D) - 0 = [OD(D)] s vos) €t que D et E
sont disjoints, 1'isomorphisme obtemu est déduit des 1'isomorphismes omE(D +

E) = OD(D) ] OE(E) et de la trivialisation

(D) - 0) ((E) - 0) = OD(D) @ OE(E) =0

(car les supports sont disjoints). L'isomorphisme 9.7.4 a les compatibilités suivan-
tes & 1'associativité et & la commtativité {on omet les signes @):
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LE DETERMINANT DE LA COECMOLOGIE 169

(9.7.5} LHN - 0
(L=0)+ (MN=-0) + (L =-0)MuN-0) (LM =0) + (N=0)+ (WM =-0)N~ D)

(L=-0)+(M-0)+ (N=-0) +{(L-QN(M=-0) +{(L-0)N-0)+ (M-0)N-20)
(L= 0)M=-0XN-0

(IM = 0) ——e (L =) + (M=0) + (L-0)M=-20)
(9.7.6) | |
(M =) ==—=e (H=0) + (L-0)+ (M=-0)L-0

Pour le foncteur vé—+(det v - )} , 1'isomorphisme det(v + w) = det(v) &
det(w) et {9.7.3) fournissent

(9.7.7) (det(v + w) =0) = (det v = 0) + (det w - 0) + {det v - 0) (det w - 0)

et pour cet isomorphisme une compatibilité & la (9.7.5) & 1'associativité. Par

contre, det n'étant pas compatible a la commtativité, (9.7.7) ne 1'est pas non

plus: il s'en faut de 1'élément de K représenté par 1'automorphisme (_l)rg(v)rg(w)
de det(v +w) .

L'isomorphisme (9.7.1) et les compatibilités a 1'additivité (9.7.3) (9.7.7)
fournissent pour R(v) un isomorphisme

(9.7.8) R(v + w) = R(v) + R(w} ~ (det v - 0) (det w - 0) ,

avec une compatibilité & 1'associativité (cf 9.7.5) mais non a la commutativité:
défaut e(det v det w - o)rg(v)rg(w) 5

Le fibré virtuel R(v) est fibre & fibre de rang et de degré mul, donc d'Euler-
Poincaré nul et le fibré en droite gradué det f R(v) est de degré 0 . Par appli-
cations des foncteurs det, f, et "-" , (9.7.8) et (7.3) fournissent un isomor-

phisme
9.7.9) Iy + W = Lo, ) 8 I C(w) @ det v, det w>
avec défaut de compatibilité a la commutativité (--1)N s

N= rg(v) rg(w) (c,{v) + c.(w)) .

On en déduit une compatibilité 3 1'additivité pour
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170 P. DELIGNE

vi—(rg{v) , deti{v) , leSCz(v))

qui fait de ce foncteur un morphisme de catégories de Picard commtatives de

K(X) dans la catégorie 9.2. De 13, une donnée d'additivitd pour E+—(xg E ,
det E , Ix,SCZ(E)) . Pour £ de rang 1, R(E) est trivialisé, d'oi wne domnde
9.4(ii) On vérifie qu'elle vérifie94(iii). Ceci achéve la deuxidme preuve de
1l'existence.

9.8 Appliquons det f, a (9.7.1):

(9.8.1) det £, v = det RE,0°E "V g det £ (det v - 0) @ IX,SCZ(V)-I .

D'aprés ( 7.5), le second facteur est une racine carrée de <det v,detv 8 u;}s> .

D'aprés Mumford ([17] § 5 , det RE,0  est une racine douziéme de <w , w> .
On obtient ainsi des isomorphismes de Riemann—Roch:

Théoréme 9.9 Soit X propre et lisse sur 5 , i fibres géométriques commexes.
Pour v dans K(X) , on a des isomorphismes:

(1) Si v estderang O, et de det(v) trivialisé:
2
det £, v IXISC (v)
(ii) Si v estderang O,
a2 -1 2, -2
(det f,v) = <det v , det v @ wess” @ IyssC (9
(iii) En général,

(det £, W2 o

, warg(v)

{w @ (det v , det v 8 "'J-{}S)% ] lescz(v')-12 .
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10. Métriser I : .

10.1 Soient X ume variété analytique complexe, £ ume suite exacte courte
E' + F + E" de fibrés vectoriels sur X , h une métrique sur F et h' , k"
les métriques induite et quotient sur F' et E" . Au §5, nous avons rappelé
la définition d'un "terme correctif® &.(h) := 61( h ; b’ , h") dans M(X)
vérifiant

enl(e, m = anlC e, n) v anler , w) v g dd S .

Les formules =0 s ¢t = -t:hz-l-li(chl')2 donnent que

e = X(E',h') + cME' , ') c(E",h") + cP(E",h") - -Z%fd'd“sz(h)

et d'aprés (5.11.3), avec les notations de 5.11,

0 -
fm = [0 Clialleta a 10l

e —L
2ni
(oi aga! {Hom(E" , £'))

Trl{a*A a)

Théoréme 10.2 Soit X une courbe projective non singuliére. Il est possible,
d'une et d'une seule fagon, d'attacher & chaque fibré vectoriel métrique (E ,h)
sur X  une métrique sur 1'espace vectoriel de rang un I,sz( E) de sorte que

(i) Pour F de rang 1, on obtient la métrique 1 sur 1'espace vectoriel IxCZ(E) =
cC.

(ii) Pour toute suite exacte courte E' + E + " , définissant un isomorphisme
IC,(E) = IC,(E') ICZ(E") (det E' , det ",

si x & gauche correspond & y 4 droite, les longueurs carrées sont liées par

=il = [Iylf exp (a) avec
1

a= HI Tr(a*A o)

X
(notations de 10.1).

10.3 Unicité: Soient (E, h) et F unme filtrationde E de quotients successifs

des fibrés en droites: 0 €F,C ... CF;j=E. la définition de IC2 fournit

un isomorphisme
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172 P. DELIGNE

_ F F
1c,(€) = i%. <Gri(E) , Grj(E) >

et un usage itere de 10.2 (i) (ii) détermine le rapport entre la metrique 10.2
4 gauche et le produit des métriques & droite, lorsque chaque Gr ; est mmi de
la métrique hy déduite de celle de E . Ce rapport exp(a) est le ;uivant.
Le fibré virtuel [E] est canoniquement isomorphe & la sonme des [Gr,(E)] ,
et la métrique virtuelle [h] est la somme des [hi] plus un terme correctif
§. Ona
as= -I &
X

Avec paramétres, gi f: X +35 est une famille de courbes projectives non
singuliéres paramétrée par S , E un fibré vectoriel sur X muni d'une métrique
h et que F est une filtration comme plus haut de £ , la construction ci-dessus
fournit une métrique gF sur IX /Scz(E) . D'apres 10.1, le terme correctif intro-
duit dans 10.2 (ii) assure que

Ler:ne 1:;4 La forme de Chern cl(lescz(E) . gF) est 1'intégrale IXIS de
e , h) .

10.5 Existence. Il s'agit de montrer que la métrique gF ne dépend pas de
F. Soient F et G deux filtrations. Pour toute application g(z) de €
dans 1'espace des métriques, 10.4 donne

q'4" log(gF(z)IgG(z)) =0.

Il en résulte (cf 2.4.4) que u(F , G) := log(gF/gG) est indépendant de la métrique
g . Pour trois filtrations F , G, H,ona u(F, H) =u(F, G) +u(G, H) .
Pour voir que u = 0 , il suffit donc de le vérifier pour F et G en position
générale. Ce cas se réduit a celui oi F et G sont adjacentes (cf 9.6.7), puis
aucas o E est de rang deux.

Pour £ de rang deux, la donnée d'une filtration F equivaut a celle d'un
fibré en droites LCE localement facteur direct. Que les fibrés L et M

correspondent 3 des filtrations en position générale F , G signifie qu'il existe
un diviseur réduit E et un isomorphisme ¢ entre L et M sur E tel que

L® MC ECL(E) ®8 ME)

et que les sections locales de £ soient les (% ,m) , avec #&respm) section
locale de L(E) (resp M(E)} et % et m de méme partie polaire (rel.¢) .
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 173

les suites exactes L + £ > M(E) et M+ E+ L(E) fournissent des isomorphismes
(10.5.1) ap ¢ KL, W(E)> + IC,(E)

(10.5.2) ag * M, LEY - ICZ(E) .

On laisse au lecteur le soin de verifier le

Lemme 10.6 Soient & et m des sections de [ et M, Supposons que £ et

m ne s'anmullent pas sur E , donc définissent <L , m> € <L , M(E}> et (m, LD E
<M, L(E)> . Si L{E et m|E se correspondent par ¢ , alors, au signe prés,

<4 , m> et ¢m, £ définissent le méme &lément de IC“(E) .

La métrique gF sur ICZ(E) correspond par (10.5.1) & la métrique de <L , M
modifiée par un terme correctif, et log ]hF(< L, m))IIg est la somme de (a) 1'inte-
grale qui apparait dans la définition de |[<&,m>| , (g) les termes ponctuels
qui y apparaissent, (c) 1'intégrale qui définit le terme correctif,

Choississons un recouvrement X = U VUV avec Ucc X-div(l) -div(m} et
VcecX~E. Il existe une métrique g sur £ telleque, sur U, g soit
invariante par 1'sutomorphisme de £ qui échange ¢ et m, que, sur V, L LM,
que localement sur V, soit |[2]| =1, soit ||m| =1, et que |f2]] = ||m}] =
1 sur E. Pour une telle métrique, les termes ponctuels (b) sont nuis, les
intégrands dans (a) (c) sont nuls et log ]hF< g, mf, = log||mG<m s )P.>||gG par
symétrie. Ceci termine la preuve 10.5 et celle de 10.2.
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11. Le théoréme,

11.1 Soient X wune courbe projective et lisse sur € et E un fibré vectoriel
sur X . Si wy et F sont mmis de métriques h et g , les deux membres de
1'isomorphisme de Riemann-Roch 9.9

8rg 8(-12)

(11.1.1)  (det DX , EN%% = o, w2 § et £, det £ ® m;}s>°6 ® Ix/SCZ(v)

sont métrisés. A gauche, la métrique “torsion analytique", normalisée comme en
1.2. A droite, le produit tensoriel de metriques (6.3) et (10.2). Pour x , 8
gauche, correspondant & y , 4 droite, soit

$X ,E, b, g) = dog(lix|I/]lyl]) .

Rassemblons les informations dont on dispose swr ¢ . Si X et E dépendent
de paramétres, j.e.sionpart de f: X+ S etde £ sur X, (11.1.1) correspond
3 un isomorphisme de fibrés en droites. Si wg et E sont métrisés, la premiére
forme de Chern de det Rf_F , pour la métrique “torsion analytique” a été calculée
par [3] [6] . Elle est domnée par la formule de Riemann Roch, au niveau des
formes, et coincide donc (6.6.1) (10.4) avec la premiére forme de Chern du membre
de droite, On conclut:

(11.1.2) En présence de paramétres, la fonction § sur $ vérifie
d'd"d = 0 .

Pour E = E' ® £" et une métrique g sur F somme directe orthogonale de
métrique g' sur E' et g" sur E", 1'isomorphisme (11.1.1) est compatible
4 1'additivité des deux membres,et les métriques sont compatibles & 1'additivité.
On a donc
(11.1.3) OX, E,h,g)=0X E' ,h,g)+0X, " ,h,g").

Enfin, la compatibilité a la dualité de Serre pour les fibreés en droites
donne
{11.1.4) X, t,h,g =0X, w',h,hep .

i1.2 Comme expliqué en 2.4.4 , (11.1.2) implique que (X ,E, h, g) ne dépend
paisde g et h. Posons (X ,E) :=@¢X ,f, h, g). Si E extension de

E' par E' , la somme directe E' @ " est une limite de fibrés isomorphes i

E . Par (11.1.3), on a donc
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LE DETERMINANT DE LA COHOMOLOGIE 175

$X, E) = §(X, E') + §(X, E")
de sorte que §(X , £) ne dépend que de la classe de E dans KO(X) . Ona
Ko(X) = Pic(X) x Z

(les seuls invariants stables d"um fibré sont sa dimension et son déterminant).
A X fixé, la fonction O(X , E) se factorise donc par Pic(X) x Z . Etant additive,
elle est de la forme

O(X , £) = a(X) rg(E) + b(X) deg(E) .
et (11.1.2) affirme que a et b sont des fonctions pluriharmoniques sur 1'espace
de module des courbes.
La compatibilité i la dualité de Serre (11.1.4) &quivaut & b(X) =0 .

11.3 En genre g# 1, 2, une fonction pluriharmonique est constante: en tout
gerre, l'espace de modules M des courbes de genre g vérifie HI{M R} =0,

de sorte qu'une fonction pluriharmonique réelle ¢ est la partie réelle d'une
fonction holomorphe £ . Pour g#1 , 2 M admet une compactification (normale)

M avec M- M de codimension >2, £ se prolonge a M et f est donc constante.
On a prouvé:

Théoreme 11.4 A un facteur exp(a(X) rg(E)) pres , (11.1.1) est une isométrie.
Ona d'd"a=0 et,engenre g#1, 2, a(X) ne dépend que du genre de X .

Remarque 11.5 En genre 1 , on vérifie que ¢ = 0 . Ceci laisse penser que,
pour une constante ¢ , on

a(X) = cy(X) .
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