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Déformations de 1’Algebre des Fonctions d’une Variété Symplectique:
Comparaison entre Fedosov et De Wilde, Lecomte

P. DELIGNE

Introduction

Soit M une variété différentiable. On s’intéresse aux déformations de 'opérateur
“produit” de deux fonctions en un produit associatif mais non nécessairement
commutatif. Plus précisément, on s’intéresse aux déformations *; dépendant d’un
parametre formel ¢, de la forme

Frg=>) calf,g)t"

avec ¢, R-bilinéaire et différentiel en f et g. Pour un panorama de la théorie de ces
“star-products”, nous renvoyons 4 [10]. Qu'on déforme le produit usuel signifie que

co(f,9) = fg. On a
fHrg—g= f={fg}t+0()

avec {f,9} = c1(f,9) —c1(g, f) et {, } est un crochet de Poisson.

De Wilde et Lecomte {1}, [2] et Fedosov [4] ont montré que si M est une variété
symplectique, il existe une déformation *; du produit donnant lieu au crochet de
Poisson symplectique. Disons que deux déformations #; et % sont isomorphes si
on passe de Vune & Vautre par f +— Y ¢, (f)t" avec co(f) = f et ¢, R-lindaire et
différentiel en f. La construction de Fedosov montre que les classes d’isomorphie de
déformations #;, donnant lieu au crochet de Poisson symplectique, sont classifiées
par les suites (R, )n » o de classes dans H*(M). La méthode de De Wilde et Lecomte
permet une classification analogue.

Notre but est de comparer les méthodes utilisées, les classifications correspon-
dantes, et d’expliciter l'effet d'un changement de paramétre formel

o0
t— Zant” (a3 inversible) .
1
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§1. Déformations

1.1. Soient M une variété différentiable (toujours supposée paracompacte) et
A = C™(M) Valgebre des fonctions C* sur M. La géométrie algébrique suggere
une autre description de la notion de “déformation #; du produit” considérée dans
Vintroduction. Il s’agit de considérer une R[¢]-algébre A;, munie d’un isomorphisme
A= A;[tAy, et vérifiant les conditions (1.1.1) et (1.1.2) ci-dessous.

1.1.1. Ay est plat sur Rft] et est séparé et complet pour la topologie t-adique:
A = lim proj A, /1" A;.

Si on choisit un relevement R-linéaire de A dans A;: une section g — & de la
projection A; — A;/tA; = A, la condition (1.1.1) équivaut & ce que

Z Apt™ — Z ant™: Alt] — 4

est une bijection. Le produit de A; est déterminé par sa restriction & I'image A ¢ A,
de A par ~:

ab= Z en(a, )"

1.1.2. T existe un relévement g -~ & pour lequel les ¢, {a,b) sont différentiels en o
et b.

Pour un tel relévement, les ¢,(a,b) définissent un produit =; au sens de
Uintroduction. Si on change le relevement en

at— ch(a)Nt”, (1.1.3)

avec ci{a) = a et ¢, R-linbaire et différentiel en a, la condition (1.1.2) est encore
vérifiée.

LEMMA 1.1.4. On obtient ainsi tous les relévements vérifiant (1.1.2).
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Preuyve. Utilisons le relevement donné au départ pour identifier 4y et A[t]. Soit G
le groupe des automorphismes R[t]-linéaires g de A[t] qui sont l'identité modulo
t. Ils sont déterminés par leur restriction & A, de la forme a — > ¢, (a)t™ avec
co(a) = a. Le transformé par g du relevement identique id de A dans A[t] est
a— Y c,{a)}t™, et les relévements forment un espace principal homogéne sous G.
L’écriture, en terme du relévement g{id), du produit , coincide avec celle, en terme
du relévement identique, du produit g7 1(*):z,y — g {gz * gy).

Soit G le sous-groupe de G formé des g pour lesquels ¢, (a) est différentiel en
a. Il s’agit de voir que si un produit * est donné par des c,(a, b) différentiels en a et
b et que g~ () a la méme propriété, alors g est dans Gg;z. Prouvons par récurrence
sur n que pour un tel g, donné par a — > ¢;{a)t?, les ¢;(a) sont différentiels en
a. Supposant les ¢;(a) différentiels en a pour i < n, il s'agit de le prouver pour

n—1 .
i=n>0.0nag=g oh, avec g; donné par a — Y c¢;(a)t’ dans Gag et h de
=0
la forme a — a + ¢, (a)t™ + -+ et k™! transforme le produit *' := g7 *(x), donné
par des c,(a,b) différentiel en a et b, en g7 (*). Mod "1, on a
Rl (ha+ hb) = A7 ((a +t"cn(a)) ¥ (b + t"ca(b)))
R a*" b+ t"(cn(a)b + ac, (b))
=a+ b+ 1" (cn(a)b+ acn(b) — cn(ab))

il

de sorte que
¢n(a)b + acy(b) — ¢, (ab)

est différentiel en a et b. La oll a — ¢,(a)b + ac,(b) — c,(ab) ou ~ ce qui revient
au méme — a — c,(a)b — ¢, (ab) est différentiel en a d’ordre < N pour tout b,
a > cy(a) est différentiel en o d’ordre <N + 1. Ceci termine la preuve de 1.1.4.

Changer le relévement change le produit #; correspondant en un produit iso-
morphe, au sens de l'introduction, d’oti une bijection entre classes d’isomorphie de
produits #;, au sens de I'introduction, et classes d’isomorphie de R[t]-algébres A;,
munies de A /tA; > A, vérifiant (1.1.1) (1.1.2).

Pour a,b € A, et @, b dans A; relevant aetb, [d,l;] mod#? ne dépend que
de a et b: le crochet de Poisson {a,b} = %[d,b] modt ne dépend que de la classe
d’isomorphie de A;.

REMARQUE 1.2. L’algébre A; est automatiquement 2 unité: si f dans 4, est invert-
ible mod ¢, la multiplication & gauche par f est bijective, car elle 'est aprés passage
au gradué pour la filtration t-adique, et si fu = f, u est une unité & gauche. Méme
argument & droite. Soit ~ un relévement comme en (1.1.2), et utilisons-le pour
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identifier A; & A[t]. Si u est Punité de (A4;, *), le relévement a — au (produit dans
Alt]) releve 1 en u et vérifie encore (1.1.2). Les ¢,(a,b) correspondant vérifient

enla,1) = ¢, {1,0) =0 (1.2.1)

pour n > (: opérateurs différentiels sans terme d’ordre 0 en @ ou b. Les changements
de relévements respectant les unités sont donnés par (1.1.3) avec ¢,(1) = 0 pour
n> 0.

Dans la littérature, la condition (1.2.1) fait souvent partie de la définition des
x-produits.

REMARQUE 1.3. On peut montrer qu’il existe des relévements pour lesquels les
cn(a,b) sont sommes d’opérateurs bidifférentiels en a, b d’ordre <(p,q), avec p +
g < 2n. On passe d’un tel relévement & un autre par (1.1.3), avec ¢, (a) d’ordre < 2n
en a.

1.4. Les conditions de réalité utilisées ci-dessus ne sont pas les plus usuelles. Voici
des variantes.

Variante complexe: partir non de C°° (M), mais de la C-algdbre A® = C*(M)®C
des fonctions C™ 3 valeurs complexes. On prend A plat sur C[t], séparé et
complet pour la topologie t-adique, muni de A$/tAY —» A et admettant un
relévement a — @ vérifiant (1.1.2). Ceci correspond & un produit #; ol les ¢, (a, b)
sont complexes. Le crochet de Poisson {a,b} = ci{a,b) — c1(b,a) est complexe.
S’il est non dégénéré, il correspond a une 2-forme fermée non dégénérée complexe
w € Q*(M) ® C. Bien qu’on n’ait pas de modeéle local (théoréme de Darboux) dans
ce contexte, la méthode de Fedosov continue & s’appliquer.

Une déformation réelle, i.e., une déformation au sens de 1.1, s’identifie & une
déformation complexe, comme ci-dessus, munie d’une involution o de AY, o(zy) =
o(z)o(y), induisant la conjugaison complexe sur C[¢] et sur AC. Déformation réelle
correspondante: ’algébre des points fixes de o.

Variante *-réelle: déformations complexes AY, munies d’une anti-involution =:
(zy)* = y*z*, induisant la conjugaison complexe sur C[t] et sur A®. Une déforma-
tion *-réelle donne lieu & un crochet de Poisson purement imaginaire. Il est d’'usage
de le diviser par 4.

Si une déformation complexe est isomorphe (resp. anti-isomorphe) & sa com-
plexe conjuguée, elle provient d’une déformation réelle (resp. *-réelle) et cette
derniére est unique & isomorphisme prés. Cela résulte par un argument standard
de cohomologie galoisienne (pour Gal(C/R)) de ce que le groupe GG des automor-
phismes (C[t]-linéaires et I'identité modt) d’'une déformation complexe est pro-
unipotent. Si o est un automorphisme (resp. anti-automorphisme) de A;, induisant
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la conjugaison complexe sur C[t] ainsi que sur A%, il s’agit de vérifier qu’on peut
corriger ¢ en ac avec a € G pour avoir (ac)? = 1, puis que si o est déja involutif
et que (bo)? = 1, avec b € G, alors o et bo sont conjugués par ¢ € G. Solutions:
a = (6%)71/2, ¢ = b/? (on a bb" = 1, donc b2 = (b=1/2)7 et il faut résoudre
b=cl").

1.5. Pour suivre par transport de structures Peffet d’'un changement de parametre
formel ¢, il est commode de reprendre 1.1 en remplagant R[[t] par une R-algébre V
supposée seulement isomorphe & R[t]: une R-algébre qui soit un anneau de valu-
ation discréte complet de corps résiduel R. Soit m Vidéal maximal. Le choix d'un
générateur t; de m équivaut par f — f(¢1) & celui d’un isomorphisme de R[¢t] avec
V. Le crochet de Poisson défini par une déformation est a valeurs dans Pespace
vectoriel de dimension un m/m?.

REMARQUE 1.6. Il revient au méme de déformer C°(M), comme en 1.1, ou de
déformer le faiscean C*° des fonctions C* sur M. Il faut comprendre “déformation
de C*°” comme étant un faisceau de R[t]-algebres A, plat (i.e. sans ¢-torsion)
séparé et complet: A; > lim proj.4;/t", muni de A;/tA; —> C™, et vérifiant
localement (1.1.2). Les faisceaux en jeu étant mous (d’apres [7] II 3.4.1, la ques-
tion est locale), y compris celui des relevements vérifiant (1.1.2), on obtient la
déformation correspondante de C°°(M) par passage aux sections globales.

§2. Comparer deux déformations

2.1. Soit M une variété symplectique. Antérieurement aux travaux de De Wilde,
Lecomte et Fedosov, on savait déja ([8], [9]) que si H3(M,R) = 0, il existe une
déformation A; de A = C°(M) au sens 1.1, donnant lieu au crochet de Poisson
symplectique. Si de plus H%(M,R) = 0, cette déformation est unique & isomor-
phisme pres. Soit aut(A;) lalgébre de Lie des dérivations R[¢]-linéaires et triviales
modulo ¢ de A4;. Si H'(M,R) = 0, les dérivations dans aut(A4;) sont intérieures. Si
H°(M,R) =R, i.e. si M est connexe, R[t] est le centre de 4;. Si H'(M,R) = R
et que H1(M,R) = 0, on a donc une suite exacte d’algébres de Lie

0— Rﬁﬂ} — Al - aut(Al} — 0. (211)

Rappelons ’'idée essentielle. La théorie des déformations de A est controlée
par la variante du complexe de Hochschild C,4(A, A) pour laquelle C4(A4, A) est
Pespace des fonctionnelles R-multilinéaires c(fy,---, fn): A®™ — A différenticlles
en les f;. Le complexe C};r(A, A)[1] est une algébre de Lie différentielle graduée et
que des ¢;(a, b) définissent un *-produit équivaut & ce que la série formelle ¢ = ) ¢;t*

1
a coefficients dans (Cjig (A4, A)[1])! = Cg(A, A) vérifie dc + Lc, ] = 0.
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Le groupe de cohomologie H?C};4( A, A) est 'espace des champs de p-vecteurs,
et le crochet de Cz(A, A)[1] induit en cohomologie le crochet de Schouten. Un
crochet de Poisson est un champ de 2-vecteurs vérifiant [n,1] = 0. Il induit une
différentielle adn sur H*(C}z(A, A)[1]). Point essentiel: si 7 est non dégénéré, et
qu’on utilise la structure symplectique correspondante pour identifier p-vecteurs et
p-formes, adn devient la différentielle extérieure.

2.2. Supposons que H°(M,R) = R et H(M,R) = 0, et traduisons (2.1.1) en terme
de groupes d’automorphismes.

Pour £ une algébre de Lie pro-nilpotente, limite projective d’algebres de Lie
nilpotentes £,,, nous noterons exp(L) le groupe correspondant: £, muni de la loi de
Hausdorfl. On a exp(L) = lim proj exp(L,). On notera “exp” (£} un élément ¢ de
L, vu comme élément de exp(L).

Soit Aut{A;) le groupe des automorphismes Rft]-linéaires et triviaux modulo ¢
de A;. L’exponentielle est une bijection de aut(A;) avec Aut(A;) et un isomorphisme

exp(aut(A4)) =+ Aut(4;): “exp”(a) — exp(a).

La suite exacte (2.1.1) d’algebres de Lie pro-unipotentes fournit une suite exacte
de groupes
0 — exp(R[t]) — exp(A1) = Aut(4;) -0 (2.2.1)

et un isomorphisme
exp(A; /R[t]) —=» Aut(4,;). (2.2.2)

Noter que P’algeébre de Lie R[t] étant commutative, le groupe exp R[t] est simple-
ment le groupe additif R[z].

L’application exponentielle exp: A; — A, induit un isomorphisme “exp”{a)

— exp(a) de exp(A;) avec le groupe multiplicatif A}* des éléments de A; dont la

réduction modulo ¢ est positive. De méme pour Rft]. Ceci permet de récrire (2.2.1)
sous la forme

0 — R[t]*t — ATT — Aut(4;) — 0; (2.2.3)

un élément a de A}T s’envoie sur 'automorphisme intérieur z — aza™" correspon-
dant de A;.

2.3. Passons au point de vue faisceautique 1.6. Si A; et A3 sont deux déformations
donnant lieu au crochet de Poisson symplectique, puisque localement les H* supéri-
eurs sont muls, A, et Ao sont localement isomorphes. Les classes d’isomorphie de
déformations Ay sont donc classifiées par le groupe de cohomologie non abélienne
HY(M, Aut(A1)), ot Aut(A;) est le faisceau des automorphismes de la déformation
As.
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De (2.2.1), on déduit une suite exacte de faisceaux
0 — exp(R[t]) — exp(A1) — Aut(Ay) — 0 (2.3.1)

ol exp(R[t]) désigne le faisceau constant de valeur exp(R[t]) ~ R[¢]. La suite
exacte (2.3.1) définit un cobord

H'(M, Aut(A4;)) — H*(M,R[t]). (2.3.2)

Nous noterons [Aj; : A;] 'image par (2.3.2) de la classe d’isomorphie de A;. Rap-
pelons sa définition en cohomologie de Cech. On choisit un recouvrement ouvert
{(Us)ier de X et des isomorphismes de déformations p;: A; — Az sur U;. Soit
cij = pi_lpj: un automorphisme de A; sur U; N Uj. Les ¢;; sont le 1-cocycle
décrivant Aj;. Supposons que c;; se releve dans exp(A; ). Tel est le cas aprés pas-
sage & un recouvrement plus fin (cf. A.1 (al)). Choisissons un relevement &;. Les
Yiji = &y, ¢ sont un 2-cocycle & valeurs dans exp(R[t]), identifié & R[#]. Sa
classe est [Ajp : Ay].

11 est parfois commode de définir y;;, par la formule équivalente
CijCik = YijkCik-
D’apres [6] IV 3.4, de méme qu'un H?! classifie des torseur, un H? classifie
des gerbes. La gerbe G en jeu ici est la suivante: un objet de G sur U est un
torseur P sous exp(A;), sur U, muni d’un morphisme exp(A4; )-équivariant dans le

Aut{A;)-torseur des isomorphismes A4; — As. Le faiscean des automorphismes de
P (compatibles a la projection donnée) est exp(R[¢]).

PROPOSITION 2.4. Pour A;, A; et Az trois déformations donnant liew au crochet
de Poisson symplectique, on a

[.Ag s Al =[As Az] + [As Z.Al].

1 ¢ preuve (cocyclique). Pour (U;) un recouvrement ouvert assez fin, choisissons

sur chaque U; des isomorphismes
Ay = Ay = As

et des relévements &;; de pi_lpj et gij de g;° 1qj de cobord les 2-cocycles yi;x et zij.
Le cocycle

. ,—1( Y=o o an, = v dms = i s = coinHds

(a:p)™ " (aips) = p; "¢ 4ip; = p; "dijp; = p; 'pip; digp; = cizp; (di)

se reléve en 5éjp;1(gij). Ona

&y (dig)Enpy  (djk) = E&n-Cr 7 (di)Ek-pic  (dse)

= yigntin-C;p (05 (dig)) - (dje)-

Comme cj_‘,cl p;l = p;l, on a encore
= yiikCik-py  (dijdjx) = .Uz’jkzz'jkéikp;;l(tiik),

& comparer & &P, " (dr).-
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2 810€  preype (gerbale). Soit P le bitorseur des isomorphismes de A; avec As:
espace principal homogene & droite sous Aut(A4;) et & gauche sous Aut(As). De
méme, soit @ celui des isomorphismes de Ay avec As. Le bitorseur composé QJo P
est le bitorseur des isomorphismes de A; avec As. Si P est un relévement de P en
un exp(Ay )-torseur, P est aussi un torseur & gauche sous le tordu de exp(A; ) par P,
i.e. sous exp(Az) puisque Ay est le tordu de A, par P: P est un (exp(A; ), exp(A2))-
bitorseur. De méme, un relévement Q de Q en un eXp(Ag) torseur est automatique-
ment un (exp(As), exp(As))-bitorseur. La composition Qo P induit sur les faisceaux
d’automorphismes la multiplication sur exp(R[t]), et Iexistence du foncteur Q o P:

(gerbe classifiée par [As : Ag]) x (gerbe classifiée par [Ap : A;]) —
(gerbe classifiée par [As3 : A,])

fournit 2.4.

Si A est une déformation de C>°(M), I'algebre opposée A° est également une
déformation. Le crochet de Poisson induit est I'opposé de celui de A. Si A; et A
sont deux déformations, correspondant & la méme structure symplectique w, A? et
A correspondent & la méme structure symplectique —w et [AJ : AJ] est défini.

On a
PROPOSITION 2.5. [AJ: AY] = —[Ay : A4].

Preuve. On calcule en cohomologie de Cech, avec [Ag : Aq] classe de yijk déduit de
Di, Cij et c” comme en 2.3. L’isomorphisme p;: A; — Ay fournit p?: A — AJ et

pg 1pg = cm Si ¢;; est Pautomorphisme intérieur de A; défini par ¢;; dans Al ,

cij est Pautomorphisme intérieur de A? défini par cijl. Le produit dans A9

1

Cij (@_kl)"léi_jl

est dans A; le produit (cjkéz._kléij)”l. Passant au logarithme, on obtient 2.5.

PRrOPOSITION 2.6. L’application (2.3.2) est bijective.

Conjointement avec 2.4, cette proposition affirme que l'ensemble des classes
d’isomorphie de déformations comme en 2.1: donnant lieu an crochet de Poisson
symplectique, est vide ou un espace principal homogene sous H?(M, R[z]).

En tant que faisceau d’ensembles, le faisceau exp(.A;) est isomorphe 3 Ay, et
3 C°[t]. Le faisceau C*°[t] étant fin, le faiscean exp(A;) est mou. §'il s’agissait de
cohomologie abélienne, il ne resterait pour prouver 2.6 qu’a invoquer la suite exacte
longue de cohomologie attachée & (2.3.1). Le language des gerbes permet d’adapter
cette preuve & notre situation. Voir 'appendice (A3).
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VARIANTE 2.7. Comme en 1.5, soit V isomorphe & R[t] et M muni d’un crochet de
Poisson non dégénéré & valeur dans m/m?. Les constructions qui précédent mon-
trent encore que ’ensemble des classes d’isomorphie de déformations de C*°(M)
sur V, donnant lieu au crochet de Poisson imposé, est vide ou un espace principal
homogene sous H2(M, V). En d’autres termes, la formation de [Az : A;] de 2.3 est
compatible & un changement de variable ¢t — f(t).

VARIANTE 2.8. Supposons donnée une 2-forme fermée non dégénérée complexe w,
et considérons les déformations de C°°(M) ® C sur Cft] donnant lieu au crochet de
Poisson correspondant. Les résultats de [8] rappelés en téte de 2.1 restent valables
et fournissent une classification par H'(Aut(A;)). La suite exacte (2.3.1) est &
remplacer par

0 — exp(Ct]) — exp(y) — Aut(As) — 0, (28.1)

ol exp(C[t]) est simplement le faisceau constant de valeur le groupe additif C[¢] et
oli 'application exponentielle de A; dans .4; induit un isomorphisme “exp”(a) —
(exp(a), a mod t) de exp(A;) avec le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de A; munis d’un logarithme de leur réduction modulo ¢.

On obtient que 'ensemble des classes d’isomorphie de déformations complexes,
donnant lieu au crochet de Poisson défini par w, est vide ou un espace principal
homogene sous H2(M,C[t]). La compatibilité 2.5 (passage & ’algébre opposée)
reste valable.

VARIANTE 2.9. Si la 2-forme w est purement imaginaire, on dispose encore d’une
variante #-réelle. Si A; et A3 sont deux déformations complexes de méme crochet
de Poisson non dégénéré, on a pour leurs complexes conjugiuées

[Az : ./41] = [Az . .Al]_
et pour les algébres opposées
[Ag : Ag] = - [.Ag . Al] .

Pour A; anti-isomorphe & sa complexe conjuguée, les déformations A; ayant la
méme propriété et de méme crochet de Poisson, supposé non dégénéré, sont clas-
sifiées par [Az : A1] € H2(M,iR[t]), et par 1.4, 'ensemble des classes d’isomorphie
de déformations *-réelles ayant le crochet de Poisson imposé est vide ou un espace
principal homogene sous H2(M,iR[t]).

On pourrait aussi invoquer une suite exacte analogue & (2.8.1):

0 — exp(iR[t]) — exp(A]) — Aut(As,x) — 0 (2.9.1)
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ol A est P’algébre de Lie des a dans .4 vérifiant a* = —a. L’exponentielle identifie
exp(A7) au groupe des éléments inversibles f de A, vérifiant ff* = 1 et munis
d’un logarithme de leur réduction modulo ¢.

REMARQUE 2.10. On peut cumuler 2.7 et 2.8 ou 2.9: pour V isomorphe & C[t]
(resp. R[t]), les classes d’isomorphie de déformations complexes (resp. x-réelles) de
C®(M) sur V (resp. Vi), de crochet de Poisson non dégénéré donné, forment un
ensemble vide ou principal homogéne sous H*(M, V) (resp. H*(M,iV)).

§3. La méthode de Fedosov

Rappelons ce qu’il nous faudra savoir de la méthode de Fedosov.

3.1. Soit Ey 'espace vectoriel symplectique type, de dimension 2n: coordonnées p;,
¢ (1<i<n), w =73 dp;rdg;. Le produit de Moyal *; de deux fonctions C* sur Ey
est

Frog=exp (5 300,04 - 00 ) 104,00 o)

évalué en (p/,¢") = (", ¢") .

1l correspond & une structure de R[t]-algébre * sur le Rt}-module C*°(Eo)[t],
faisant de ce dernier une déformation de C°°(Ey). Cette construction, invariante
par translations, n’utilise que la structure d’espace affine symplectique de Fy: le
groupe symplectique affine ASp = 9p x (translations) agissant sur C'*°(Ey) respecte
le produit *.

Variante polynomiale: R[(p;), (gi),t] C C*°(Eq)[t] est une sous-R[t]-algebre,
pour le produit *. Elle est graduée, avec p;, ¢; de degré 1 et ¢ de degré 2. On note
F 1a filtration correspondante: degré >mn. C’est la filtration par les puissances de
'idéal ({(p:),(g:)) = ((pi),(g),t), noyau de I’évaluation en 0 de la réduction mod-
ulo ¢.

Variante formelle: soit A/(; le complété A Porigine de C*°{Ey). Le produit de
Moyal est encore défini sur A= A/(;l[t}] = R[(p:), (@), t]. L’algebre obtenue est le
complété de R](p;), (¢;),1] pour la filtration F. Le groupe symplectique continue &
agir sur AA ainsi que I’algébre de Lie asp de ASp. Le crochet [f,g] = fxg—g= f de
A & valeurs dans tA , se prolonge uniquement en un crochet de Lie R[¢]-linéaire

sur ;A La filtration F se prolonge, avec F™ = 1F"+2 Dans 1A les éléments
(% forme quadratique) forment Palgebre de Lie 5p Plus prec1sement il existe un
unigue isomorphisme

1 1~
P 5p — {-t- - formes quadratiques } C EA
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tel que Paction de z € sp sur A soit adp(z).

Pour n > 0, l'algtbre de Lie FO/F™(1A) est de dimension finie, extension
de p(sp) par le radical unipotent R @ F'/F™. On notera exp(F°/F™)} le groupe
algébrique correspondant, extension du groupe symplectique par un groupe unipo-
tent d’algebre de Lie R @ F*/F™,

Passant 4 la limite projective, on obtient un groupe pro-algébrique noté
exp (FO(—}A )) extension du groupe symplectique par le radical unipotent

exp (R <] Fl( lAA)) 1’action adjointe de l’algebre de Lie FO( AA) sur A s 'integ-
re en une action du groupe exp (FO( 14 )) sur A, limite projective de I’action
des exp (FO/F™ (1A )) sur les A / F"A . Le centre exp(R[t]) aglt trivialement. On
peut vérifier que cette action identifie le quotlent exp (FO( ) /RM) au groupes

des automorphismes de la R[t]-algebre A et 1A /3R[t] & l'algébre de Lie de ses
dérivations.

3.2. Le systéme (Sp, %A ,p) est du type suivant: un groups de Lie GG, une algébre
de Lie £ sur laquelle G agit, et un plongement G-équivariant p de g = Lie G dans
£, z — adp(z) devant coincider avec Paction de g sur L. Pour G connexe {(notre
cas), cela revient a: G groupe de Lie, £ algébre de Lie et p:g < £ tel que adp
s’intégre en une action de G sur L.

De tels systémes (G, L, p) sont familiers en théorie des représentations des
groupes de Lie semi-simples, oll est commode de remplacer un groupe H par un
compact maximal K et Palgebre de Lie de H. Si L s’intégre en L contenant G,
Vinformation portée par (G, L, p) est celle du complété formel de L le long de G,
avec sa structure de groupe.

Soit un systéme (G, L, p}, avec G supposé connexe (pour simplifier). Supposons
tout d’abord que £ s’intégre en L et p en un morphisme G — L. Dans ce cas, si P
est un G-torseur sur une variété M, on peut pousser P par G — L pour obtenir un
L-torseur Py, et on dispose de la notion de connexion sur Pr. Cette notion ne dépend
pas en fait de pouvoir intégrer p en un morphisme de groupes: une connexion est
“quelque chose qui s’écrit Vo + 3, avec Vo une connexion sur P et 3 une 1-forme
a valeurs dans L7, avec les identifications (Vo + a) + 8 = Vo + (p() + 8) pour a
une 1-forme & valeurs dans g”.” Formellement, on définit 'espace des connezions
sur P, comme le quotient

{ connexions sur P } x Q'(£7)/Q (g7).

Le formalisme usuel reste valable:

(a) SiV est une représentation linéaire de (G, L, p}, i.e. est muni d’actions com-
patibles 7 de G et £, une connexion V sur P induit une connexion 7(V), ou
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simplement V, sur le fibré V¥ tordu de V par P sur M. Si on voit 7(V) comme
un endomorphisme de degré un de Q*(V?), on a (Vg + 8) = 7(Vo) + 7(3).

(b) Une connexion V a une courbure R dans 9?(LF). Pour V comme en (a), la
courbure de 7(V) est 7(R): 7(V)? = 7(R). Pour V = L, 51 V = Vg + [ et que
Vo est de courbure Ry, on a

R=Ro+Vo(B)+516,6] e
VR=0 (Bianchi) .

Nous appliquerons ces constructions a (Sp, tA p) agissant sur l'algébre A
La sous-algebre de Lie FO( A ) s mtegre en un pro-groupe de Lie agissant sur A

mais il n’en va pas de méme de %A . Exemple: 1 + (forme linéaire) agit comme une
translation infinitésimale.

3.3. Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 2n. Chaque espace tangent

T, est un espace vectoriel symplectique, et les espaces de reperes symplectiques

lsom (Eg,T,) forment un Sp-torseur P sur M. La méthode de Fedosov est de

chercher une connexion V sur P, e (au sens 3.2) ayant les propriétés (A), (B)
%

ci-dessous.

Tordant A par P, on obtient un fibré AP sur M. Sa fibre en z € M est

( complété en 0 de C>=(T;) )[t]- (3.3.1)

Le fibré A P est de dimension infinie. II faut le voir comme un systéme projectif de
fibrés de dimension finie. Il hérite des structures de A invariantes par le groupe
symplectique: la structure de R[[t]-algebre, la filtration F' de %AA,

Le fibré des (3-forme linéaire affine sur T;) s’envoie isomorphiquement sur

le quotient de A ¥ par F°. Puisque sp C F°, une connexion V sur P, ~ a une
q T p ) 14
t

projection “ mod FO” sur I'espace des 1-formes & valeurs dans le fibré vectoriel
des % forme linéaire affine sur espace tangent}: écrire V = V + 3 avec Vg une
connexion sur P et projeter 3.

L’application identique de Ty, est une 1-forme 79 & valeurs dans le fibré tangent.
Un vecteur tangent v € T}, définit la forme lindaire w(v, }:w = w(v,w). Appliquant
cette construction & 9, on obtient une I-forme w(no, ) & valeurs dans les fonctions

linéaires sur les T,,. On pose
1
= '{w(n(b )

Conditions sur V:
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(A) Vmod FO est 7;

(B) La courbure R de V est une 2-forme & valeurs dans le centre $R[t] de 4 7.
D’aprés Uidentité de Bianchi, la 2-forme R est automatiquement fermée.

3.4. Soit V; une connexion sur P, i.e., une connexion linéaire sur le fibré tangent
respectant la structure symplectique. Si le fibré tangent est traité comme un fibré
en espaces affines, il admet une unique connexion sans glissement V2 de partie
linéaire V¢. Sans glissement: tel que le transport paralléle de T, & Ty4, envoie 0
sur —dz + O(62?). La connexion induite sur le fibré des fonctions sur les T}, est

Vol (£) = Volf) = 3ng(£).

Le lecteur peut prendre cette formule comme définissant VaT. Par (3.3.1), Vaf

induit une connexion sur A ¥. C’est la connexion définie par la connexion Vo + 7
sur P, e En effet, pour f une fonction sur T et v un vecteur tangent, on a dans

l’alg‘elgre de Moyal
1
{;Q}(’U, )3}(} = _avf

et donc, dans les 1-formes & valeurs dans V'algébre de Moyal,
1
[777)6} = ‘t‘w(%, })f :—ar}of'

La courbure de V& est une 2-forme 3 valeurs dans 'algébre de Lie du groupe
symplectique affine (Spx translations) du fibré tangent. Par définition de la torsion
Ty de Vg, c’est la somme Ry + Ty de la courbure et de la torsion de V.

La courbure de la connexion Vy+7n de P Ie releve Ry+To: ¢’est Ro+Von+n?,

e

ot 7% = 3[n,n):

1
2 — -
n = tw
1
VQ’I? = ;w(To, )

Une connexion vérifiant (A) s’écrit
V=Vo+9+p3

avec § & valeurs dans (R @ F* (%AA))P. Sa courbure est

1 1
R=-w+w(To, )+ Ro+ [, 6] + VoS + 5%
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La condition (A) impose

1
R = Zw + termes de filtration > —1
et R — %w, mod F°, est donné par la torsion Ty. En particulier, (B) impose & Vg
d’étre sans torsion.

3.5. Fedosov prouve que pour chaque 2-forme fermée R & valeurs dans %RM, de

partie polaire w - 7, il existe une connexion V vérifiant (A) (B) de courbure R.

De plus, deux telles connexions sont transfozmées Pune de Pautre par une trans-
formation de gauge, section de exp (F1 (%A P )) Son argument procéde par ap-
proximations successives le long de la filtration F, utilisant & chaque étape que le
complexe de de Rham de chaque espace tangent T, est canoniquement homotope au
sous-complexe réduit & R en degré 0. L homotopie provient de 'homotopie z — Az
(1> A >0) entre Iapplication identique de T, et 'application constante de valeur 0.
Cette canonicité évite que se posent des problémes globaux sur M.

Soit V une connexion vérifiant (A) (B). La condition {B) assure que la con-
nexion induite sur le fibré en algébres (A ) est sans courbure. Modulo ¢, le fibré
en algebres (A /tA )T est le fibré dont la fibre en z est 'alggbre jet (T,0) de
jets d’ordre co en 0 de fonctions sur 'espace tangent T,,. Un jet d’isomorphisme
az: (Ty,0) — (M, z) a une dérivée en 0 qui est un automorphisme de 7). La condi-
tion (A) assure alors qu'il existe un unique champ de jets infinis d’isomorphismes
0y (T, 0) — (M, z) (z € M), de dérivée 1 en 0, tel que 'isomorphisme correspon-
dant A

(A /tA)® — (jets infinis de fonctions sur M)

transforme V en la connexion canonique sur les jets d’ordre infini. On sait que
0*(jet,,) est une résolution du faisceau des fonctions C*°, l'augmentation étant
J = jetoo(f). De méme, *(A /tA )T est une résolution de C*°(M), une section
horizontale a de (A /tA )T correspondant & la fonction z — valeur de a, en 0.
Filtrant par la ﬁ}:cration t-adique et appliquant ce qui précede au gradué associé,
on voit que (2*(A ¥') est une résolution du faisceau de R[¢]-modules C>°(M)[t], une
section horizontale a,(u,t) correspondant & a,(0,).

Le faisceau A(V) des sections horizontales de (AA)P est une déformation de
C*° (M), le morphisme structural A(V) — C°(M) étant

a+— la fonction de z: évaluation en 0 de a, mod ¢ .

Si on I'identifie 3 C* (M) [¢] par a — a,(0, 1), le produit est donné par un x-produit.
Notons pour usage ultérieur

-~

Q" (AF) est une résolution de A(V) . (3.5.1)
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PROPOSITION 3.6. Sotent V; et Vy deuz connexions vérifiant (A) (B), de courbure
Ry et Ry. La différence Ry — Ry est une 2-forme fermée & valeurs dans R[t] et
[A(V3): A(V1)] est sa classe de cohomologie.

Rappelons comment obtenir un cocycle de Cech de classe de cohomologie celle
d’une 2-forme fermée «. Pour un recouvrement ouvert (U;) convenable, on résoud

a=dF; (sar U}, B — B = dfs; {sur U; N UJ)

et cijr = fix — fix + fij vérifie de;jr = 0, i.e. est localement constant. Le cocycle
cherché est 'opposé —c;;i. Le signe provient de ceux qui parsément le complexe
double C(U, Q*).

Ecrivons donce
Ry — Ry =dB; B —Bi=dfi; cije = fijx — fir + fij-
Les connexions Vy et Vi 4+ §; ont la méme courbure (puisque 5; est & valeurs

centrales, la courbure de Vy + §; est simplement Ry + V158; = Ry + df;). 1l existe

donc g; dans exp(F* %AAP ) transformant V1+8; en Vo, et sur U; g, 1 g¢; transforme
V1 + 85 en V1 + §;: écrivant simplement V pour Vjy,

979V (g g;) Tt = B~ B; = —dfi

et g~ ! g; exp(— fi;) est horizontal pour V. C’est une section du sous-groupe unipo-
tent de exp (F°2AF) d’algebre de Lie (F* + R) et on a

9; g exp(— fij) = exp(ui;)

avec u;; dans (F1 (%A )@R) P et horizontal. Notons %;; la réduction mod ¢ de tu;;.
En chaque point « € M, @;;{z) est un jet d’ordre infini de fonctions sur (75, 0), nul
a lorigine. Il est aussi horizontal. L’argument par lequel Fedosov montre que A(V)
est bien une déformation montre qu’une section horizontale du fibré des jets d’ordre
infini de fonctions sur les 1}, est déterminée par la valiur de ces jets & Porigine. On

a donc %;; = 0 et u;; est une section horizontale de A 7, i.e., appartient & A(V).

Sur AT, V and V + f; définissent la méme connexion. Puisque g; trans-
forme V + 3; en V3, g; induit un isomorphisme de la déformation A(V) avec la
déformation A(V3). Puisque f;; est central, Pautomorphisme g;'g; de A(V) est
donné par exp(u;;), i.e., est 'automorphisme intérieur de A(V) défini par exp(u;;)
dans A(V)*.

On a

exp(ujk) exp(u) ™" exp(u;;) =
= (g5 " gr exp(—fix)) (g7 " gr eXp(_fik))“l (97 g; exp(—F:5))

= exp(—cijk)
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et 3.6 résulte de la définition de [A(V3): A(V1)].

3.7. D’aprés 2.6 et 3.6, les déformations A de C*°(M) sur R[t], donnant lieu &
un crochet de Poisson non dégénéré, sont classifiées par ce crochet de Poisson,
correspondant & une structure symplectique w, et par une classe de cohomologie
cl(A) dans H2 (M, IR[¢]) de partie polaire 1.[w]. La classe de cohomologie attachée
a A s'obtient en mettant A sous la forme A(V), et en prenant la courbure de V.

Nous allons vérifier que la formation de cl(.A) est compatible & un changement
o)
de variables t — f(t), f(t) = 3 ant, avec a; inversible: si A’ est déduit de A par
1
’extension des scalaires f*:R[t] — R[¢t], t — f(¢), on a cl(A") = f*cl(A).

1l suffit de vérifier que les constructions 3.1 & 3.5 peuvent é&tre reformulées
pour garder un sens pour R[¢] remplacé par V isomorphe & R]t], comme en 1.5.

3.8 L’analogue du fibré A F. Soit m 'idéal maximal de V. Les droites m/m? et
m™1/V sont en dualité. La variété M est supposée non pas symplectique, mais mu-
nie d’une 2-forme fermée wp non dégénérée & valeurs dans m =" /VC. Il lui correspond
un crochet de Poisson

{ , }C=®(M)xC®(M)—C®M)®m/m?

et on s’intéresse aux déformations de C°(M) telles que le crochet correspondant
soit mod m? ce crochet de Poisson. En chaque point x, le crochet de Poisson cor-

2
respond & un 2-vecteur & coefficients dans m/m?: 7o € A T,, @ m/m?.
Soit Ey un espace vectoriel muni d’un 2-vecteur 7y & coefficients dans m/m?.

On veut lui associer un V-module libre F, muni d’un 2-vecteur 7 672\ E ®@m, tel
que (Ey, 7o) soit (E,7) mod m. L’idéal fractionnaire m™! est libre de rang un.
Tordons-le en m™! ®g (m/m?). Le module obtenu est trivialisé modulo m. Une
racine carrée de m™! @g (m/m?) est un V-module libre de rang un p, trivialisé
modulo m, muni d’un isomorphisme de modules trivialisés modulo m

p®? eom 7l @p (m/mQ).

Une telle racine carrée existe, et est unique & isomorphisme unique preés. On prend
E = E;®p p- Ona

2 2 2 2
AE@Vm:AE0®Rp®2®ym: (/\E{)@Jm/m2> rV Z)/\E‘Q®m/m2

et on prend pour 7 'image de 7.
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Description équivalente: si on choisit une uniformisante ¢, 7o s’écrit 7.t avec

2
71 €A Ey. On prend F = By ®@r V et 7 = 71.£. On identifie ces modules entre eux
par
t choisi t’ choisi

Ey @RVTEO QrV

avec ay, = [¢//t.(¢' /tmod m)~1]'/>.

Soit enfin AA(EO) = [ISym™(EY): le complété & l'origine de I'algébre locale
de E, vue comme schéma vectoriel sur Spec(V). Le 2-vecteur 7 définit un produit
de Moyal sur AA(EO). On dispose d’'une angmentation AA(EO) —V =R et les
puissances de l'idéal d’augmentation fournissent la filtration F. Puisque AA(EO) est

commutative modulo m, m_lAA(Eo) est une algebre de Lie. On a

-~

m™ A (Ep) >m ™ Sym*(EY) = m™p ™2 @g Sym® (&)
=V @m™/V @ Sym?(Ey) > m™!/V @ Sym?(Ep).

Si 1y est non dégénéré, ce sous-espace est algebre de Lie de Sp(Fy): Sp(Fyp) agit
sur AA(EO) et Laction de x € sp est ad p(z), pour p(z) I'élément correspondant de
m~!/m® @ Sym?(Ey) C m‘“lAA(EO). 1l suffit de le vérifier aprés avoir choisi une
uniformisante ¢, auquel cas on retrouve 3.1.

Pour chaque z dans M, appliquons cette construction & T, et & 75 € /2\ Ty
®@m/m?. On obtient un fibré en V' algebres filtrées A sur M et un morphisme

d’algebres de Lie sp — m™1A , pour sp le fibré des algébres de Lie symplectiques
des T,.

3.9. Définissons une Connezion comme étant “quelque chose qui s'éerit” Vg + 3,
avec Vg une connexion symplectique sur la fibré tangent et 3 une 1-forme 4 valeurs

dans m~'4 , (no-modulo) V'identification (Vo + a) + 8 = Vo + (a + ) pour o une
1-forme 3 valeurs dans sp C m~1A . Une Connexion induit une connexion sur le
fibré AA, et a une courbure: celle de Vi + 3 est la somme de celle de Vg, a valeurs
dans sp C m™1 A, et de Vo(3) + 3.

On traduit facilement pour les Connexions les conditions (A) (B) de 3.2. Une
Connexion V vérifiant (A} (B) fournit une déformation de C°(M) sur V: 'algébre
des sections horizontales de A. La classe de cette déformation est la classe de
cohomologie de la courbure de V.

On a déja vu, en choisissant une uniformisante ¢, que cette construction attache
bien & chaque déformation une classe de cohomologie. Que les définitions puissent
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étre faites sans mentionner £ montre P'invariance par changement d’uniformisante

t— f(t):

CONSTRUCTION 3.10. Les classes d’isomorphie de déformations sur V' de C=(M),
donnant liew ¢ un crochet de Poisson non dégénéré, sont classifées par

(a) ce crochet de Poisson

(b) une classe de cohomologie cl € H*(M,m™'), d%image dans H*(M,m~*/V) la
classe de la 2-forme fermée & valeurs dans m=*/V définie par le crochet de
Poisson.

VARIANTES 3.11. Le méme énoncé vaut, avec le méme preuve, pour les déformation
complexes (V isomorphe & C[t]) et pour les déformation #-réelles (V isomorphe &
R[t], classe dans H2(M,im™1)).

§4. La méthode de De Wilde et Lecomte

4.1. Soit (M,w) une variété symplectique et soit A une déformation de C®(M)
sur R[t], donnant lieu au crochet de Poisson correspondant. D’apres (2.1.1), toute
dérivation R[¢]-linéaire et induisant Omod ¢ est localement de la forme ad f avec
f section de A. Divisant par t, on trouve que toute dérivation R[f]-linéaire est
localement de la forme ad f, avec f section de %A. De plus, ad f est trivial si et
seulement si f est une section du faisceau constant TR[¢].

Soit £ l'algebre de Lie des dérivations D de A induisant sur R[] une dérivation
Atd;, avec A localement constant. Associant & D sa restriction & R[¢], on obtient
une suite de faisceaux

1 1
0 — —R[f] — - A 24 L+ RtG; — 0. (4.1.1)
LEMME 4.2. La suite (4.1.1) est ezacte.

Preuve. 11 reste & voir que £ se projette sur le faiceau constant R.¢8;. La question
est locale. On peut donc supposer que M est un espace vectoriel symplectique et
que A est C°°(M)[t] muni du produit de Moyal, Les

Fla,t) — fOM 22, x) () eRY)

forment un groupe & un paramétre d’automorphismes. Son générateur infinitésimal
induit t9; sur RJt].
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4.3. La suite exacte (4.1.1) définit une classe de Yoneda

obspr(A) € Ext (R, %Rl{t]}) = H? (M, %Rﬂt]]) )

Voici son interprétation en terme de gerbes (et notre choix de signes).

Considérons le probléme de relever I'extension £ de R.td; par 4/1R[t] en
une extension par %.A, i.e. d’avoir un diagramme commutatif de faisceaux de R-
espaces vectoriels & lignes exactes

0 ~14 L R 0

(4.3.1)

0 — LA/LR[[A] L R 0.

La seconde ligne est déduite de 4.1.1, avec R.t0; identifié a R. Le relévement L est
automatiquement un faisceau d’algébres de Lie: si 7 dans L se projette sur 1 dans
R, et sur £ dans £, on munit £ du crochet pour lequel il est produit semi-direct
de RY et %.A, laction de £ sur %A étant celle de £. Ce crochet est indépendant du

choix de 7.

La seconde ligne de (4.3.1) étant localement scindée, il existe localement
des relévements L: scinder £ en ($A/LR[t]) x R (comme faisceau vectoriel) et
prendre £ = 1A x R. Deux relévements sont localement isomorphes (en tant
que relevements) et le faisceau des automorphismes d’un relévement (en tant que
relevement) est Hom (R, $1R[¢]) = 1R[t]. Les relevements £ forment donc une gerbe
sur X, de lien 1R[t], et obspy(A) est sa classe de cohomologie, obstruction &
Pexistence d'un relevement global.

Précisons les signes: & f dans R[¢] correspond l'automorphisme I+
f.(image de 7 dans R). Si Ez est un relévement sur U; et c,-j:Ej — Ei un iso-
morphisme de relevements sur U;; = U; N Uj;, obspr(A) est la classe du 2-cocycle
cjkci—klckj.

PROPOSITION 4.4. Soit A une déformation comme en 4.1, obtenue par la méthode

de Fedosov 3.5 & partir d’une connexion V de courbure R, de classe de cohomologie
cl(A) = [R] € H*(M, +R[t]). L obstruction 4.3 est

obspr, (A) = —10; [R] .

Preuve. Soit Ey P'espace vectoriel symplectique type, comme en 3.1. Sur I'algébre

de Moyal formelle A , identifiée & R[(p;), (¢:)][¢] en tant que R[t]-module, on dis-
pose d’une action des homothéties f(p,q,t) = f(AY/?p, \1/2¢, At), de générateur
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infinitésimal E := t0; + 3(Xpi&p, + ¢:0,,). Soit L P'algébre de Lie produit semi-
direct R.E x -};A . Le groupe symplectique agit sur L par transport de structures.

1l fixe E. Les éléments de %AA de la forme i.(forme quadratique) sont annulés

par E. L’algébre de Lie du groupe symplectique agit donc sur L par ad p(z), avec
p:sp — +A comme en 3.1.

Soit P comme en 3.3 et tordons par P la suite exacte
1 ~

On obtient un fibré d’extensions (4.4.1), limite projective de fibrés vectoriels de
rang fini. C’est une extension du fibré trivial (correspondant & R.t6;) par 1A £,

1~ P
0— (EA) — LF B > . (4.4.1)F

Le fibré A P est déerit en 3.3.1.

La connexion V de P, ~définissant A = A(V) fournit une connexion sur L.

14
t

Sa courbure est ad R, pour R la courbure de V. C’est la 2-forme a valeurs dans les

dérivations de L%

£i— — tO,R.pr({)

Comme en 3.6, exprimons la classe de cohomologie de la 2-forme fermée R
par un cocycle de Cech: si @ = R et que s, fij, ci;x sont comme en 3.6, c’est la
classe de —¢ijz.

Sur U;, la connexion V; := V—03; est de courbure nulle, et induit une connexion
de courbure nulle sur L¥. Soit L; ¢ LT le faisceau des sections horizontales.

LEMMA 4.5. La suite
1
0— EA s L; — R.t0; — 0 (4.5.1)

déduite de (4.4.1)F par passage auz sections horizontales est ezacte.
Preuve. La suite exacte (4.4.1)F fournit une suite exacte de complexes de de Rham.

Par {3.5.1), la suite exacte longue de faisceaux de cohomologie correspondante se
réduit & (4.5.1).



DEFORMATIONS DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS D'UNE VARIETE SYMPLECTIQUE 687

L’extension L; est une solution sur U; au probléme de relévement (4.3.1). Soit
pr la projection de LT sur (R.t8;)¥, identifié au faisceau des fonctions C™. Si £ est
dans L;:

(V-=8)(¢)=0

pr(£) est localement constant et

(V= 8:)(0) = (V = B; + B; = B:)(&) = [dfi, 1]
= pr(i?).d(~t3tfij)

de sorte que £ + pr(£)td; f;; est dans L;: on dispose d’isomorphismes
Ciyt Lj — Ll — £+ pr(é).t@tf,-j

et cjkc;;cz-j est automorphisme défini par td;c;;x, en accord avec 4.4.

4.6. Comme nous l’avons exploité au §2, les déformations (sur un ouvert U variable
de M) A de C* sur R[t] donnant lieu au crochet de Poisson symplectique forment
une gerbe. Son lien: le faisceau exp(A/R[t]) des automorphismes de A (indépendant
de A3 automorphisme intérieur prés). Les déformations A comme ci-dessus, munies
d’un relévement £ comme en 4.3.1, forment également une gerbe. Le faisceau des
automorphismes de (A, £) est une extension de celui des automorphismes de A par

celui des automorphismes de £, & A fixé:
0— %R[{t]] —+ Aut(A, £ — Aut(A) — 0 (4.6.1)

et (4.6.1) fait du lien Aut(A, £) une extension centrale du lien Aut(.A).

Les faisceaux de groupes {4.6.1) sont pro-unipotents, et s’identifient & leurs
algebres de Lie:

1 e
0+ E[] QD qut(A, £y — A/RJ] — 0 (4.6.2)
munies de la loi de Hausdorff. L'action adjointe de 'algebre de Lie A sur L releve
la projection de A sur A/R[t] en ad: A — aut(A, L), et la section " de A, qui agit

trivialement sur A, agit sur £ par £ — —nt™. (image de £ dans R): I'image de —nt™
par 4.6.2.0). On a donc un isomorphisme:

1 ~
add@®: A/R® ER SR - qut(A, L)
d’exponentielle un isomorphisme

exp(A/R) x %R x R Aut(A, £). (4.6.3)
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4.7. L’idée essentielle de De Wilde et Lecomte peut étre présentée comme suit.
La gerbe Go des déformations A de C*° comme en 4.6, avec son lien exp(A/R[t]),
ouvre la porte & une obstruction dans H*(M,R]¢t]) & I'existence d’un objet global.
Formellement: le cobord de la classe de Gy dans H?(exp(A/R[t])). Bien que la coho-
mologie soit nonabélienne, on peut donner un sens & ce cobord (A6, A9). Il est plus
facile de chercher un objet global de la gerbe Gy des (A, £) et d’obtenir A comme
sous-produit. Formellement: on a seulement une obstruction dans H?(exp(A/R)) x
H?(iR) x H%(R), avec H%(exp(A/R)) = H3(R): Pobstruction dans H*(R[t]) s’est
réduite & une dans H3(R). On écope aussi d’obstructions parasites dans H?(1R)
et H2(R).

4.8. La stratégie 4.7 ne permet de produire que des déformations A vérifiant
obspr(A) = 0. D’apres 4.4 et 3.4 ou 3.10 (b), elle ne peut donc réussir que si la
classe de cohomologie [w] de la structure symplectique est nulle. Que le cas [w] =0
soit plus facile est confirmé par Iantériorité [1] sur [2].

Une variante de 4.7 permet de produire des déformations pour lesquelles
obspr(A) est préassigné. Il s’agit de tordre la gerbe G; par ume classe dans
H2(1R[t]).

Plus précisément, soit ¢;j; un 2-cocycle de Cech & valeurs dans %R[[t]], de classe
c € H?, et soit Gf la gerbe suivante: un objet de Gf sur un ouvert U de M est la
donnée de

4.8.1. une déformation A de C sur R[] (sur U), munie de relevements (4.3.1)
L; sur les U NU; et d’isomorphismes de relevements ¢;;: £; — L; sur UNU; NU;,
vérifiant la condition de cocycle tordue

CikCyy Cij = Cijk-
Localement (par exemple sur chaque U;), le cocycle ¢ x est un cobord, et le

choix de b dont il soit cobord définit une équivalence de G avec G. Le calcul menant
3 (4.6.4) étant local, le lien de Gf est encore donné par (4.6.4)

1
Lien (Gf) = exp(A/R) x ;R x R (4.8.2)
Si (A, Li, cij) est un objet global de G§, on a
obspr(A) =c (4.8.3)
La décomposition (4.8.2) du lien de Gf en produit définit une décomposition

correspondante de la gerbe, et de 'obstruction & lexistence d’un objet global.
Pour se débarasser des obstructions dans H2(1R) et H?(R), le plus simple est
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de remplacer Gf par une gerbe quotient. Considérer plutét que Gy la gerbe G,
des déformations A comme en 4.1, munie d’un relévement de extension £ en une
extension par T A/IR S R:

0 TA/ROR I R 0

(4.8.4)

0 A/ R[] - L R ~0.
Le lien de Gy est exp(A/R). L’obstruction & P'existence d’un objet global est dans
H3(R) (A9) et la déformation A sous-jacente & un objet global vérifie

obspr(A) = ¢ mod H? (%R@R) .

D’apres 4.4 et 3.4 ou 3.10 (b), A n’est donc pas déterminé isomorphisme pres:
ambiguité dans H*(R). Pour se débarasser de ces ultimes obstructions et ambiguité,
plusienrs méthodes sont possibles: voir 4.9 et 4.10.

4.9. Si on pense & une déformation A comme construite pas & pas de A/t"A
a A/t"T1A, les ambiguités et obstructions résiduelles apparaissent au début, et
peuvent étre traitées directement. Soit 7 le champ de 2-vecteurs correspondant
au crochet de Poisson. L’interprétation en cohomologie de Hochschild de la nullité
[n,m] = 0 (voir 2.1} assure P’existence d’une 2-cochaine ex(f, g) telle que

fo-+ 51F. g}t + el )P (49.1)

soit associatif modulo #3. La cochaine c,(f, g) := ca(g, f) a alors la méme propriété.
Pour le voir, passer au produit opposé et remplacer ¢ par —{. Remplagant ¢s par
%(cz + ¢4, on peut donc supposer ¢ symmétrique. Supposons-le.

Considérons la gerbe suivante. Un objet local consiste en
(a) Une déformation A de C*° sur R[],
(b) Un isomorphisme ¢ de A/t* avec la déformation mod t? donnée par fg -+

31/, g}t sur C*°[t}/(¢*), cet isomorphisme étant localement relevable en un
isomorphisme de A/t? avec la déformation mod 3 (4.9.1),

(¢) Un relévement (4.8.4).
On vérifie que deux objets sont localement isomorphes, et que le faisceau des

automorphismes d’un objet est exp(tA). Le faisceau t.A étant moun, il existe un
objet global, unique & isomorphisme prés.
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La déformation sous-jacente est de classe de Fedosov }w (voir 4.12). Pour
obtenir les autres déformations, il suffit de modifier (b), (c) en (b*), (c*):

(b*) Soit o une 2-forme fermée. Soit 1+ 17, le 2-vecteur & coefficients dans R[t]/t?
inverse de la 2-forme non dégénérée w + ta. On ajoute & (4.9.1) le terme

(11, f 79}
(c*) Tordre (¢) par un 2-cocycle & valeurs dans tR[{], comme en 4.8.

4.10. De Wilde et Lecomte procédent autrement: ils utilisent 'involution t+— — ¢
de R[] et cherchent un =-produit f * g tel que

Frosg=g*: f.

En terme de déformations du faisceau d’algébres C*°(M), il s’agit de chercher une
déformation A munie d’une anti-involution 7 induisant ¢ — — ¢ sur R[¢]. Pour une
telle déformation, on déduit de 4.4 et 2.5, ou on vérifie directement, que

obspr(A) € %R[{tQ]}.

4.11. Soit donc ¢ un cocycle de Cech, & valeurs dans tR[¢?]. Considérons le probléme
de construire un objet du type (a) (b) suivant.

(a) Une déformation A de C*°(M) comme en 4.1, munie d’une anti-involution 7
induisant ¢ — — ¢ sur R[t] et l'identité sur C°(M).

Le faisceau des dérivations R[¢]-linéaires et commutant & 7 de A est la sous-
algébre de Lie de 1.4/ $R[¢] des anti-invariants sous 7. Les dérivations commutant
a 7 et agissant sur R]t] par A\t0; sont une extension £7:

0— (%A/%Rﬂﬂ]) — L~ —+Ritd; -0

- — . — -7
(b) Sur chaque U;, un reléevement de £~ en une extension £; de R par (%A) / —}R.
Des isomorphismes c;;: £; — £; vérifiant la condition de cocycle tordue
—1 _ )
CikC Cij = Cijk-
Comme en 4.6, on vérifie que ce probléme a localement une solution unique 2
isomorphisme pres. Le faisceau des automorphismes est

exp(A™7).

La gerbe des solutions est donc une gerbe de lien mou et, par A.5, il existe une
solution globale, unique a isomorphisme pres.

Pour ¢ = 0, on obtient
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PROPOSITION 4.12. Sur une variéié symplectique, il existe & isomorphisme (non
unique) prés un et un seul systéme du type suivant:

(a) wune déformation A de C*(M) comme en 4.1
{b) wune anti-involution T de A induisant t — —t sur R[t] et lidentité sur C°°(M)

(c) un relévement de L™ en une extension de R par (1.A) Y/ iR:

0 (1477 /iR L~ R 0

(AL £ R 0.
D’aprés 4.4, la classe (3.4) de A est
cl(A) = %M- (4.12.1)

REMARQUE 4.13. Une déformation comme en 4.12 est sous-jacente & une défor-
mation comme en 4.9 (a) (b) (c): prendre pour ¢ de 4.9 (b) I'unique isomor-
phisme mod #? qui transforme 7 en t — — ¢, et obtenir (4.8.3) en poussant par
g%[./]l)“r/%R — 2 A/IR @ R. La déformation de 4.9 (a) (b) (c) a donc pour classe
r wi.

REMARQUE 4.14. Une déformation A munie d’une involution 7 comme en 4.10
fournit aussi une déformation *-réelle. En formules: faire ¢t = ¢h. Dans notre langage:
munir Ag¢ de Panti-involution composée de 7 de la conjugaison complexe.

4.15. Ce paragraphe 4 est pour I'essentiel une traduction dans le langage des gerbes
des textes cocycliques [2] [3] de De Wilde et Lecomte.

Une différence: ils restreignent leur considération aux x-produits vérifiant

Ffr_ig=g#* f (4.15.1)

(cf. 4.10). Une telle déformation du produit induit une déformation de I’algébre de
Lie de Poisson sur R[t?]. Dans le language de 4.10: considérer les invariants 4™ de
7 dans A, un R[#?]-module, et munir A" du crochet

%(fg - gf).

Il revient au méme de déformer le crochet de Poisson — la déformation étant lo-
calement, au premier ordre, d'un type préassigné-ou de déformer C*, avec (4.15.1):
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la construction (A,7) — (A", 1], |) définit une équivalence de gerbe. Ils utilisent
cette équivalence pour s’exprimer en terme de déformations du crochet de Poisson.

Appendice: cohomologie non abélienne

A.1. Nous travaillerons en cohomologie de Cech, sur un espace paracompact X.
La paracompacité garantit que pour tout recouvrement ouvert U = (U;)ser, étant
donné n>1et

(a.n) pour chaque ig,---,in, € I, un recouvrement ouvert (Ui,..;,)o de
0rryin = U,N...N Ui,

il existe un recouvrement ouvert V = (V;);cs et p: J — I tels que V; C U,y
et que chaque Vj,.. ;. soit contenu dans un (Ucp(jo)-..w(jn))a-

U;

Cet usage de la paracompacité n’est pas sérieux. S’il est seul en cause, le cas
général (un topos quelconque) peut se traiter de méme en cohomologie hyperéechiste
(cf. SGA4t2V7). Seules les notations sont plus lourdes.

La paracompacité garantit aussi que les faisceaux mous ont de bonnes pro-
priétés d’acyclicité.

Un ouvert U d’un espace paracompact X n’est pas nécesairement paracom-
pact, et la restriction & U d’un faisceau mou n’est pas nécessairement molle. Cette
difficulté disparait pour X métrisable ([7] II 3.4.2). Dans le cas général, le bon
critere de localization est [7] 11 3.4.1: soient I un recouvrement ouvert d’un espace
paracompact X et F un faisceau sur X. Pour que F soit mou, il faut et il suffit
que pour tout U dans U, la restriction de F & U vérifie

Toute section de F sur F C U fermé dans X se prolonge & U . (A.1.1)

Nous dirons qu’une gerbe G sur un espace paracompact X a un lien mou si
pour tout objet G de § sur un ouvert U, le faisceau sur U des automorphismes de
G sur U vérifie (A.1.1). Condition équivalente: pour tout objet & de G sur un fermé
F de X, le faisceau sur F des automorphismes de G est mou.

A.2. Soit une suite exacte de faisceaux en groupes
0—+A-—+B—+C—+0 (A.2.1)
avec A central. On dispose d’un cobord

8: H*(X,C) — H*(X, A). (A.2.2)
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Pour @ un C-torseur, notons cl(Q) le cobord de la classe de @ dans H*(X,C). Cest
I'obstruction & relever () en un B-torseur (i.e. la classe dans H?(X, A) de la A-gerbe
des relévements de Q).

Le faisceau C agit sur la suite exacte (A.2.1). Tordons-la par Q. L’action de C
sur A étant triviale, la suite tordue s’écrit

0—A—BY—(C% 0. (A.2.1)°9

Le faisceau C? est le faisceau des automorphismes du torseur @, qui en devient un
(C,C9)-bitorseur. Si P est un C9-torseur, le composé P o @ = P x Q/C? est un
C-torseur. On a

cl{(P o Q) = cl(P) + cl(Q). (A.2.3)

La preuve est la méme qu’en 2.4.

ProrosITION A.3. Si B est mou sur X paracompact, le cobord (A.2.2) est bijectif.
LEMME A.4. H'(X,B) =0.

Preuve. Si P est un B-torseur, le faisceau des sections de P est mou: il est localement
isomorphe & B et on applique le critére local de mollesse (A.1). En particulier, P
admet une section globale: tout B-torseur est trivial.

INJECTIVITE. Si P et @ sont deux C-torseurs de méme classe, la classe dans H2(A)
du C%-torseur P o Q71, égale & cl(P) — cl(Q) par (A.2.3), est triviale. La suite
exacte (A.2.1)¥ fournit une suite exacte d’ensembles pointés

HY(B?) — H'(C?) — H*(A)

et H'(BY) = 0 par A.4, car d’aprés le critére local de mollesse (A.1), le faisceau
B%, localement isomorphe & B, est mou. Le CQ-torseur P o Q™! est donc trivial: P
est isomorphe a Q.

De méme que V'injectivité de (A.2.2) résulte de (A.4), la surjectivité résultera
du lemme suivant.

LEMME A.5. Sur un espace paracompact X, une gerbe G de lien mou admet un
objet global.

Prewve. Soit (F;);cr un recouvrement fermé localement fini de X, tel que sur chaque
F;, G admette un objet G;. Si G admet un objet G sur un fermé F, cet objet
est unique & un isomorphisme (non unique) prés: résulte de H'(F, Aut(G)) = 0.
Soit E l’ensemble des systémes formé d’une partie J de I, et d’isomorphismes
cjk: Gj — Gy (4, k € J) sur F; N Fy, vérifiant la condition de cocycle. Ordonné par
prolongement, 'ensemble E' est inductif, donc admet un élément maximal (J,c).
Les G; se recollent en G sur la réunion ¥, des F; (j € J). Pour tout i € I, G; et
G sont isomorphes sur Fy N F;, et le choix d’un isomorphisme permet de prolonger
(J,e) en (JU {i}, ).
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Par maximalité, J = I et (g est I'objet cherché.

SURJECTIVITE. Soit ¢ € H?(A) correspondant & une gerbe G; dont les objets
locaux ont pour faisceau d’automorphismes A. Poussons par A — B pour obtenir
une gerbe G de lien B. Si ¢;;;, est un cocycle de Cech représentant c, elle admet la
description suivante que le lecteur peut prendre pour définition: un objet G de G sur
U est la donnée de B-torseurs G sur les U N U; et d’isomorphismes ¢;;: G; — G
sur U; N U; NUj, vérifiant la condition de cocycle tordue

-1 o
Cik CijCik = Cijk-

Par A.5, la gerbe G a un objet global G. Poussons les torseurs G; par B — C.
Les torseurs obtenus se recollent en un C-torseur (, avec 'image dans C des

¢;; comme donnée de recollement, et on laisse au lecteur le soin de vérifier que
d{G)= ¢

A.6. Dans [6], le cobord & valeur dans H* en cohomologie non abélienne n’est défini
que pour la gerbe des réalisations d’un lien. Voici le cas général.

Soient H une gerbe, F' un faisceau abélien et supposons donné, pour chaque
objet local Z de H, une extension centrale

0 — F — Gz — Aut(Z) — 0, (A.6.1)

fonctorielle en Z et compatible & la localisation. On suppose que "action par foncto-
rialité de Aut(Z) sur Gz est celle définie par Uaction intérieure de Gz sur lui-méme
(cette action intérieure se factorise par Gz /F).

EXEMPLE 1. Solent L un lien, A la gerbe des réalisations de L et F le centre de L.
Pour chaque réalisation Z de L, le faisceau {dans H) des automorphismes de Z est
celui des automorphismes intérieurs, d’olt une extension centrale

0 — F — Z — Auty(Z) — 0.

EXEMPLE 2. Soient {M,w) une variété symplectique, # la gerbe des déformations
de C°° sur RJt] donnant lieu au crochet de Poisson symplectique et F le faisceau
constant R[¢]. Pour A dans H, on a Aut(A) = exp(A/R[t]), d’olt une extension
centrale

0 — R[] — exp(A) — exp(A/R[t]) — 0.

Nous nous proposons de définir une classe 9% dans H3(F). Soit U = (U;)ier
un recouvement ouvert de X. Pour U assez fin, H admet un objet Z; sur chaque
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U,. Choisissons Z; et posons (; = Ggz,. Apreés passage & un recouvrement plus
fin (cf. A1, al), Z; et Z; sont isomorphes sur Us;. Soit P;; le bitorseur des
isomorphismes Z; — Z;: un (Aut(Z;), Aut(Z;))-bitorseur sur U;;. Choisissons un
(G z;, Gz, }-bitorseur Pij, muni d’un morphisme de bitorseurs ¢: }Bij — F;; tel que,
pour s une section locale de 15”, l'isomorphisme correspondant G; — G;: g +— s(g)
tel que sg = s(g)s soit déduit de g(s) par fonctorialité. Deux tels (P;;, g) sont locale-
ment isomorphes, avec pour faisceau d’automorphismes F. Aprés passage & une re-
couvrement plus fin (cf. A.1, a.2), lsz-jo ~jk, muni de sa projection sur Pj;0P;, = Py,
est donc isomorphe & Py, sur Ui;r Choisissons ¢, jx: Py — 15@- ) ﬁjk. Sur Uyjpe, les
ci;; fournissent deux isomorphismes By = F;j o Py, o Pyy.

Cije > 7
Py . Pijo Pj,

Cike Cike

R e =
Py, o Prpy—"2%—D;; 0 Py, 0 Pyy.
La cochaine a valeurs dans F
—1
dijke = (Cijncike) ™ (Cijkecije)

est un cocycle, et changer les ¢;;; modifie d par un cobord.

DEFINITION. H est la classe du cocycle d.

Dans le cas particulier de 'exemple 1, L. Breen exprime cette construction
de fagon plus géométrique, faisant apparaitre JH comme la classe d’une 2-gerbe
convenable (On the classification of 2-gerbes and 2-stacks, Astérisque 225, SMF
1994: §6).

AT, S5id = 0, soit G la gerbe engendrée par un objet Y; sur chaque U;, avec
Hom(Y;,Y;) = 151-1- sur Uy, la composition étant donnée par les c;j. Elle est munie
d’un morphisme de gerbes ¢:G — H:Y; — Z, et, pour tout objet local Y de G,
d’image Z dans H, on dispose d’un diagramme commutatif fonctoriel en ¥ et

compatible & la localisation

0 F Aut(Y') Aut(Z) 0
s (A.7.1)
0 F - Gz Aut(Z2) 0
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Réciproquement, §’il existe un morphisme de gerbes ¢: G — H et un isomor-
phisme (A.7.1), le cocycle d est cohomologue & zéro: relever les Z; en des ¥; dans
G et prendre P;; = Hom(Y;,Y;), ciju = (composition) ~! pour avoir d = 0.

PROPOSITION A.8. Pour que 0H = 0, il faut et il suffit qu’il existe un morphisme
de gerbes ¢: G — H donnant liew & un isomorphisme fonctoriel et compatible & la
localisation (A.7.1)

COROLLAIRE A.9. §7 X est paracompact et que, le lien formé par les Gz est mou,
alors OH = 0 si et seulement si la gerbe H admet un objet global.

Preyve. Si 0H = 0, la gerbe H est quotient d une gerbe G a laquelle A.5 s’applique:
G, et donc H, admet un objet global.

Réciproquement, si Z est un objet global de #, on peut identifier 7 & la gerbe
des Aut(Z)-torseurs. Prendre pour G celle des G z-torseurs.
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