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P. DELIGNE 

Introduction 

Soit M une vari6t6 diff6rentiable. On s'int6resse aux d6formations de l 'op6rateur 
"produit" de deux fonctions en un produit associatif mais non n6cessairement 
commutatif. Plus pr6cis6ment, on s'int6resse attx d6formations ,~ d6pendant d 'un 
param6tre formel t, de la forme 

f *~ g = ~ cn(f ,g) ~n 

avec c~ R-bilin6aire et diff6rentiel en f et g. Pour un panorama de la th6orie de ces 
"star-products", nous renvoyons k [I0]. Qu'on d6forme le produit usuel signifie que 

co(f, g) = fg.  On a 
f *~ g - g *~ f = { f , g } t  + 0(~ 2) 

avec {f, g} = cl( f ,  g) - c1(9, f )  et { ,  } est un crochet de Poisson. 

De Wilde et Lecomte [1], [2] et Fedosov [4] ont montr6 que si M est une vari6t6 
symptectique, il existe une d6formation ** du produit donnant lieu au crochet de 
Poisson symplectique. Disons que deux d6formations , t  et ,~ sont isomorphes si 
on passe de l'une k l 'autre par f ,--,- ~ c~(f) t  n avec co(f) = f e t  cn ]R-lin6aire et 
diff6rentiel en f .  La construction de Fedosov montre que les classes d'isomorphie de 
d6formations *t, dormant lieu au crochet de Poisson symplectique, sont classifi6es 
par les suites (R~)~ > 0 de classes dans H2(M).  La m6thode de De Wilde et Lecomte 
permet une classification analogue. 

Notre but est de comparer les m6thodes utilis6es, les classifications correspon- 
dantes, et d'expliciter l'effet d 'un changement de param6tre formel 

o o  

t I ' ~ a~t "~ (al inversible) . 
1 
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§1. D6formations 

1.1. Soient M une vari~t~ diff6rentiable (toujours supposSe paracompacte) et 
A = C ~ (M) t'alg~bre des fonctions C ¢¢ sur M.  La g~om~trie alg6brique sugg~re 
une autre description de la notion de "d~formation *t du produit" consid~r~e dans 
l 'introduction. I1 s'agit de consid~rer une IR~t~-alghbre A1, munie d 'un isomorphisme 
A = A~/ tA~,  et v~rifiant les conditions (1.1.1) et (1.1.2) ci-dessous. 

1.1.1. A1 est plat sur ]R[t]] et est s@ar~ et complet pour  la topologie t-adique: 
A 1 %  lim projA1/tnA1.  

Si on choisit un relSvement R-lin~aire de A dans AI: mm section a ~---,- ~ de la 
projection A1 -+ A1 / tA1  = A, la condition (1.1.1) ~quivaut/~ ee que 

est une bijection. Le produit de A1 est d~termin~ par sa restriction ~ l ' image .~ C A1 
de A par ~:  

Z b) 

1.1.2. I1 existe un rel~vement a ~ 5 pour lequel les c~(a, b) sont diff~rentiels en a 
et b. 

Pour un tel rel6vement, les cn(a, b) d~finissent un produit *t au sens de 
l 'introduction. Si on change le rel6vement en 

(1.1.3) 

avec cl(a) = a e t c n  ~-linSaire et diff6rentiel en a, la condition (1.1.2) est encore 
v~rifiSe. 

LEMMA 1.1.4. On obtient ainsi tous les  rel~vements vdrifiant (1.1.2). 
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Preuve. Utilisons le rel~vement donn~ au d @ a r t  pour  identifier A1 et AltO. Soit G 
le groupe des au tomorph i smes  ]R~[t~-lin~aires g de A I t  ~ qui sont l ' identit~ modulo  
t. Ils sont d~termin~s par  leur restr ic t ion ~ A, de la forme a J--~ ~ c~(a)t  ~ avec 
co(a) = a. Le t ransform~ par  g du rel~vement identique id de A dans A H est  
a ,--~ ~ c~(a) t" ,  et les rel~vements forment  un espace pr incipal  holnog~ne sous G. 
L'~cri ture,  en t e rme  du rel~vement g(id),  du produi t  , ,  coincide avec celle, en te rme 
du rel~vement identique, du produi t  9 - 1 ( , ) :  x,  y ~--,- g - l ( g x  , gy). 

Soit Gdiff le sous-groupe de G form~ des g pour  lesquels c~(a) est  diff~rentiel en 
a. I1 s 'agi t  de voir que si un produi t  * est  donn~ par  des c~(a, b) diff~rentiels en a et 
b et que g -1  ( , )  a la m~me propri5td,  alors g est  dans Gdiff. Prouvons  pa l  r~currence 
s u r n  que pour  un tel g, donn~ par  a ,--~ ~ ci(a) t  ~, les c~(a) sont diff~rentiels en 
a. Supposan t  les c~(a) dLff6rentiels en a pour  i < n, il s 'agi t  de le p rouver  pour  

n_j_ 
i = n > 0. On a g = 91 o h, avec gl  donng par  a ~--,- ~ ci(a)t  i dans Gdiff et h de 

i=0 

la forme a ,-,- a + c~(a)t  n + . . .  et h -1 t ransforme le produi t  *' := g11(*),  donnd 
par  des c~(a, b) diff~rentiel en a et b, en g - I ( , ) .  Mod t ~-1,  on a 

h- t (ha  ,! hb) =_ h - l ( ( a  + then(a)) *' (b +  nc.n(b)) ) 

- h - 1  b + + 

- a *'b + t (c (a)b + ac (b) - c (ab)) 

de sorte que 

c~(a)b + ac , (b)  - cn(ab) 

est  diff~rentiel en a e t  b. L~ o~ a ~ c~(a)b + ac~(b) - c~(ab) ou - ce qui revient  
au m~me - a ,--~ c~(a)b - Cn(ab) est  diff6rentiet en a d 'o rdre  _< N pour  tou t  b, 
a ,--~ cn(a) est  diff~rentiel en a d 'o rdre  _< N + 1. Ceci te rmine  la preuve de 1.1.4. 

Changer  le rel~vement change le produi t  *t cor respondant  en un produi t  iso- 
morphe ,  au sens de l ' introduct ion,  d'ofi une bijection entre  classes d ' i somorphie  de 
produi t s  *t, au sens de l ' in t roduct ion,  et classes d ' i somorphie  de R~t~-alg6bres At ,  
munies  de A 1 / t A I  % A,  v6rifiant (1.1.1) (1.1.2). 

Pour  a, b C A, et g, b dans A~ relevant  a et b, [5, b] m o d t  2 ne d6pend que 
1 de a et b: le crochet  de Poisson {a, b} = 7[g, b] m o d t  ne d6pend que de la classe 

d ' i somorphie  de A1. 

REMARQUE 1.2. L 'a lg~bre  A1 est  au tomat iquement  k unit~: s i f  dans  A1 est  invert-  
ible rood t, la mult ipl icat ion k gauche pa r  f est  bijective, car  elle l 'es t  apr~s passage  
au gradu~ pour  la fil tration t-adique,  et si f u  = f ,  u est  une unit~ k gauche. M~me 
argument  ~ droite. Soit ~ un rel~vement comme en (1.1.2), et utilisons-le pour  
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identifier A~ 5 A[t]. Si u est l'unit4 de (A~, *), le relhvement a ,--* au (produit dans 
A H )  relive 1 en u et v4rifie encore (1.1.2). Les c~(a, b) correspondant v4rifient 

cn(a, 1) = Cn(1, b) = 0 (1.2.1) 

pour n > 0: op4rateurs diff~rentiels sans terme d'ordre 0 en a ou b. Les changements 
de rel~vements respectant les uni%s sont donn4s par (1.1.3) avec c~(1) = 0 pour 
n > 0 .  

Dans la litt4rature, la condition (1.2.1) fair souvent partie de ta d4finition des 
.-produits. 

REMAI~QUE 1.3. On peut montrer qu'il existe des rel~vements pour lesquels Ies 
Cn(a, b) sont sommes d'op4rateurs bidiff~rentiels en a, b d'ordre < (p, q), avec p + 
q <_ 2n. On passe d'un tel rel~vement ~ un autre par (1.1.3), avec cn(a) d'ordre < 2n 
en a. 

1.4. Les conditions de %alit4 utilis4es ci-dessus ne sont pas les plus usuelles. Voici 
des variantes. 

Variante complexe: partir non de C ~ ( M ) ,  mais de la C-alg~bre A c = C ~ ( M ) ®  C 
des fonctions C ~ ~ valeurs complexes. On prend A1 c plat sur C[t~, s@a% et 
complet pour la topologie t-adique, muni de Acl/tA c ~, A c, et admettant un 
rel~vement a ,-~ ~ v4rifiant (1.1.2). Ceci correspond g u n  produit *t oh les cn(a, b) 
sont complexes. Le crochet de Poisson {a, b} = c l ( a , b ) -  Cl(b, a) est complexe. 
S'il est non d4g4n6%, il correspond ~ une 2-forme ferm4e non d~g4n4r4e eomplexe 
co E f~2(M) ® C. Bien qu'on n'ait pas de module local (th4or~me de Darboux) dans 
ce contexte, la m4thode de Fedosov continue 5 s'appliquer. 

Une d4formation %elle, i.e., une ddormation au sens de 1.1, s'identifie ~ une 
d4formation eomplexe, comme ci-dessus, munie d'une involution cr de At1, a(xy) = 
a(x)a(y), induisant la conjugaison complexe sur C[[t]] et sur A c. D4formation %elle 
correspondante: l'alg~bre des points fixes de or. 

Variante *-r6elle: d4formations complexes A c munies d'une anti-involution *: 1,  
(xy)* = y 'x*,  induisant la conjugaison complexe sur C[t] et sur A c. Une d4forma- 
tion *-%elle donne lieu 5 un crochet de Poisson purement imaginaire. I1 est d'usage 
de le diviser par i. 

Si une d4formation complexe est isomorphe (resp. anti-isomorphe) 5 sa com- 
plexe conjugu4e, elle provient d'une d~formation %elle (resp. *-%elle) et cette 
derni~re est unique ~ isomorphisme pr~s. Cela r6sulte par un argument standard 
de cohomologie galoisienne (pour Gal(C/R)) de ce que le groupe G des automor- 
phismes (C~@Iin4aires et I'identit4 modt )  d'une d4formation complexe est pro- 
unipotent. Si (rest  un automorphisme (resp. anti-automorphisme) de A1, induisant 
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la conjugaison complexe sur C[t]] ainsi que sur A c, il s 'agit de v~rifier qu'on peut 
corriger ~r en aa  avec a ¢ G pour avoir (a(r) 2 = 1, puis que si ~r est d~jk involutif 
et que (ba) 2 = 1, avec b ~ G, alors a et ba sont conjugu~s par c ~ G. Solutions: 
a = ({72) -x/2, c = b ~/2 (on a bb ~ -- 1, donc b ~/2 = (b-~/~) ~ et il faut r~soudre 
b = c~-~). 

1.5. Pour suivre par  t ransport  de structures l'effet d 'un changement de param~tre 
formel t, il est commode de reprendre 1.1 en rempla~ant N~t I par une R-alg~bre V 
suppos~e seulement isomorphe ~ N[tl: une ]~-alg~bre qui soit un anneau de valu- 
ation discrete complet de corps rgsiduel N. Soit m t'id~al maximal. Le choix d 'un 
g~n~ra.teur t~ de m ~quivaut par  f ~--~ f(t~) ~ celui d 'un isomorphisme de ~[t~ avec 
V. Le crochet de Poisson dSfini par  une d~formation est 5 valeurs dans l 'espace 
vectoriel de dimension un m / m  ~. 

REMARQUE 1.6. I1 revient au m6me de d6former C~(M),  comme en 1.1, ou de 
d6former le faisceau C °O des fonctions Coo sur M. I1 faut comprendre "d6formation 
de doo" comme 6tant un faisceau de R[t]-alg6bres A1, plat (i.e. sans t-torsion) 
s6par6 et complet: A1 ~, lim proj ¢41/t n, muni de A1/tA1 ~ C °°, et v6rifiant 
localemem (1.1.2). Les faisceaux en jeu ~tant mous (d'apr~s [7] II  3.4.1, la ques- 
tion est locale), y compris celui des rel~vements v~rifiant (1.1.2), on obtient la 
d5formation correspondante de C~(M)  par passage aux sections globales. 

§2. Comparer  deux d~formations 

2.1. Soit M une vari~t~ symplectique. Ant~rieurement aux travaux de De Wilde, 
Lecomte et Fedosov, on savait dSjk ([8], [9]) que si H3(M,]R) -- 0, il existe une 
d6formation A1 de A = C~(M)  au sens 1.1, donnant lieu an crochet de Poisson 
symplectique. Si de plus H2(M,]R) = 0, cette d~formation est unique k isomor- 
phisme pr~s. Soit aut(Ax) l 'algbbre de Lie des d~rivations R[t~-lin~aires et triviales 
modulo t de A~. Si HX(M, JR) = 0, les d~rivations dans aut(Ax) sont intSrieures. Si 
H°(M,P~) -- JR, i.e. si M est connexe, ]R[t~ est le centre de Ax. Si H°(M,]~)  -- 
et que HI(M,F~) = 0, on a donc une suite exacte d'alg~bres de Lie 

0 ~ ]R[t~ - -~  A1  ~ a u { ( A 1 )  ~ O. (2.1.1) 

Rappelons l'id~e essentielle. La th~orie des dSformations de A est controlSe 
par la variante du complexe de Hochschild C~i~(A, A) pour laquelle C~i~(A, A) est 
l 'espace des fonctionnelles R-multilin~aires c ( f l , . . . ,  fn):A ®~--~ A diff~rentielles 
en les f~. Le complexe C~i~(A , A)[1] est une alg~bre de Lie diff~rentielle graduSe et 
que des c~(a, b) d~finissent un . -produi t  ~quivaut 5. ce que la s~rie formelle c = ~ ciff 

1 
coefficients dans (C~iff(A , A)[1]) 1 = C~ifr(A , A) v~rifie dc + ½[c, c] = O. 
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Le groupe de cohomologie HPC~i ~ (A, A) est Fespace des champs de p-vecteurs, 
et le crochet de C~i~(A,A)[1 ] induit en cohomologie le crochet de Schouten. Un 
crochet de Poisson est un champ de 2-vecteurs v~rifiant [~/, ~] = 0. I1 induit une 
diff~rentielle adr /sur  H*(C~i~(A , A)[1]). Point essentieh si ~ est non d~g~ndr~, et 
qu'on utilise la structure symplectique correspondante pour identifier p-vecteurs et 
p-formes, ad~ devient la diff~rentielle ext~rieure. 

2.2. Supposons que H ° ( M , ~ )  -- N e t  HI(M,[~) = O, et traduisons (2.1.1) en terme 
de groupes d'automorphismes. 

Pour £ une alg~bre de Lie pro-nilpotente, limite projective d'alg~bres de Lie 
nilpotentes E~, nous noterons exp(L) te groupe correspondant: E, muni de la toi de 
Hausdorff. On a exp(Z) = lira proj exp(l:n). On notera "exp" (g) un ~l~ment ~ de 
~, vu comme ~l~ment de exp(~:). 

Soit Aut(A]) le groupe des automorphismes ]~[t~-lin~aires et triviaux modulo t 
de A1. L'exponentielle est une bijection de aut(A1) avec Aut(A1) et un isomorphisme 

exp(auf(A1)) ~.' Aut(A1): "exp ' (a ) ,  ~ exp(a). 

La suite exacte (2.1.1) d'alg~bres de Lie pro-unipotentes fournit une suite exacte 
de groupes 

0 --*- exp(]~[t~) --,- exp(A1) --~ Aut(A1) ~ 0 (2.2.1) 

et un isomorphisme 
exp(A~/R~t]]) ~* Aut(A1). (2.2.2) 

Noter que l'alg~bre de Lie N[t~ 6tant commutative, le groupe exp R~t~ est simple- 
ment le groupe additif ~[t] .  

L'application exponentielle exp: A1 --~ A1 induit un isomorphisme "exp"(a) 
,--,- exp(a) de exp(A~) avec le groupe multiplicatif A~ + des ~16ments de A~ dont la 

r~duction modulo t e s t  positive. De m~me pour ]R~t]. Ceci permet de r~crire (2.2.1) 
sous la forme 

0 --~ ]~t~ *+ --~ d~ + -~  Aut(A1) --~ 0; (2.2.3) 

un ~l~ment a de A~ + s'envoie sur t 'automorphisme int6rieur x ~--~ axa - t  correspon- 
dant de A1. 

2.3. Passons au point de vue faisceautique 1.6. Si A1 et .42 sont deux d~formations 
donnant lieu au crochet de Poisson symplectique, puisque localement les H i sup~ri- 
eurs sont nuls, M1 et .42 sont localement isomorphes. Les classes d'isomorphie de 
d~formations .42 sont donc classifi~es par le groupe de cohomologie non ab~lienne 
H i ( M ,  Aut(.41)), off Aut(.41) est le faisceau des automorphismes de la d~formation 
A1. 
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De (2.2.1), on d~duit une suite exacte de faisceaux 

0 -~  exp(~[t]) --~ exp(A1) --~ Aut(A1) -~  0 (2.3.1) 

off exp(I~t]) d~signe le faisceau constant de valeur exp(RIt]) ~ ~t]]. La suite 
exacte (2.3.1) d~finit un cobord 

H i (M, Aut(A1 )) --~ H2(M,  ~ t ] ) .  (2.3.2) 

Nous noterons [A2 : A1] l'image par (2.3.2) de la c]asse d'isomorphie de A2. Rap- 
pelons sa d~finition en cohomologie de Cech. On choisit un recouvrement ouvert 
(U~)~r de X et des isomorphismes de d~formations Pi: A1 --~ A2 sur U~. Soit 
c~j = p~lpj: un automorphisme de A1 sur U~ N Uj. Les cij sont le 1-cocycle 
d~crivant ,42. Supposons que cij se relive dans exp(A1). Tel est le cas apr~s pas- 
sage ~ un recouvrement plus fin (cf. A.1 (al)). Choisissons un rel~vement 5ij. Les 
Yijk :-- cjkci-klcij sont un 2-cocycle ~t valeurs dans exp(l~[tl) , identifi~ ~ ]R[t~. Sa 
classe est [A2 :Ai] .  

I1 est paribis commode de d~finir Yijk par la formule ~quivalente 

Ci jC jk  ~-- yijkCik. 

D'aprbs [6] IV 3.4, de m~me qu~un H i classifie des torseur, un H e classifie 
des gerbes. La gerbe ~ en jeu ic ies t  la suivante: un objet de ~ sur U est un 
torseur P sous exp(At), sur U, muni d 'un morphisme exp(A1)-~quivariant dans le 
Aut(A1)-torseur des isomorphismes A1 -~  Ae. Le faisceau des automorphismes de 
P (compatibles ~ la projection donn~e) est exp(I~[t D. 

PROPOSITION 2.4. Pour A~, A2 et A3 trois ddformations dormant lieu au crochet 
de Poisson symplectique, on a 

[¢43: A1] = [A3: A2] -~ [¢42 : ,A1]. 

1 ~re preuve (cocyclique). Pour (Ui) un recouvrement ouvert assez fin, ehoisissons 
sur chaque U~ des isomorphismes 

A1 ~ A2 ~ A3 

et des rel~vements Cij de --1  dij de q~lqj Pi PJ et de cobord ]es 2-cocycles y~jk et zijk. 
Le cocycle 

-~d ~ -1 (qipi)-~(qjpj) = p ~ q ~ i q j p j  = pi ijpj = p-( pjpj dijpj = cijP-f~(dij) 

( ( ) = p ;  ( ( ) 
= # 

Conlnle - i - I - i ~'kPj =p~ ,onaencore 

= = 

comparer ~ 5i~;5~-I(d~). 
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2 ~me preuve (gerbale). Soit P l e  bitorseur des isomorphismes de A1 avec A2: 
espace principal homog~ne g droite sons Aut(~4~) et g gauche sons Aut(~42). De 
m~me, soit Q celui des isomorphismes de A2 avec Aa. Le bitorseur eompos4 Q o P 
est le bitorseur des isomorphismes de Jr1 avec A3. Si/3 est un rel~vement de P en 
un exp(A1)-torseur,/3 est aussi un torseur g gauche sous le tordn de exp(A1) p a r / 5  
i.e. sous exp(A2) puisque A2 est le tordn de A1 par P : /5  est m~ (exp(A1), exp(A2))- 
bitorseur. De m~me, un rel~vement Q de Q en nn exp(A2)-torseur est automatique- 
ment un (exp (A2), exp(Aa))-bitorseur. La composition (~ o/5 induit sur les faiseeaux 
d'automorphismes la multiplication sur exp(IR~), et l'existence du fonctenr 0 o/5: 

(gerbe classifi6e par [A3: A2]) × (gerbe classifide par [A2: Az]) -+ 
(gerbe classifi4e par [J[a: At]) 

Iburnit 2.4. 

Si A est une d4formation de C°°(M), l'alg~bre oppos~e A ° est 4galement une 
d4formation. Le crochet de Poisson induit est l'oppos6 de celui de Jr. Si A,  et A2 
sont deux d6formations, correspondant g la mSme structure symplectique a~, A ° et 
A ° correspondent g la m~me structure symplectique -co et [A ° : A °] est d6fini. 
On a 

PROPOSITION" 2.5.  [A 0 : A 0] = --[A2 : A l l .  

Preuve. On calcule en cohomologie de Cech, avec [A2 : All classe de Yijk d~duit de 
Pi" A1 p~, cij et Cij c o m m e  en 2.3. L'isomorphisme Pi: A1 -+ A2 fournit 0. o ~ A0 et 

p0-1p0 0 Si est l'automorphisme int~rieur de A1 d~fini par cij dans A~ +, k j --- Cij" Cij 

c~ ° est l'automorphisme int~rieur de A ° d~fini par ~I. Le produit dans A ° 

~--1 ~ - - i  - -1 - - -1  % (qk) % 

~-I(~ ~-1 est dans ~41 le produit [cjkQk ij) . Passant au logarithme, on obtient 2.5. 

PROPOSITION 2.6. L'application (2.3.2) est bijective. 

Conjointement avec 2.4, cette proposition affirme que l'ensemble des classes 
d'isomorphie de d~formations comme en 2.1: donnant lieu au crochet de Poisson 
symplectique, est vide on un espace principal homog~ne sons H2(M, R~t~). 

En tant que faiscean d'ensembles, le faisceau e×p(A1) est isomorphe g A1, et 
g Coo~t~. Le faiscean Coo~t~ ~tant fin, le faiscean exp(A~) est mou. S'il s'agissait de 
cohomologie ab~lienne, il ne resterait pour prouver 2.6 qn'g invoqner la suite exaete 
longue de cohomologie attach~e ~t (2.3.1). Le language des gerbes permet d'adapter 
cette preuve g notre situation. Voir l'appendiee (A3). 



DEFOI~MATIONS DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS D~UNE VARIETE SYMPLECTIQUE 675 

VARIANTE 2.7. Comme en 1.5, soit V isomorphe ~t ]R[t I e t  M muni d 'un crochet de 
Poisson non dSg~n4r4 k valeur dans m/m 2. Les constructions qui pr4c~dent mon- 
trent encore que l'ensemble des classes d'isomorphie de d4formations de C~(M) 
sur V, dormant lieu au crochet de Poisson impos4, est vide ou un espace principal 
homog~ne sous H2(M, V). En d'autres termes, la formation de [`42 : All de 2.3 est 
compatible ~ un changement de variable t -*- f(t). 

VARIANTE 2.8. Supposons donn4e une 2-forme ferm4e non d4g4n4r4e complexe w, 
et consid~rons les d6formations de C~(M)® C sur C[t] dormant lieu au crochet de 
Poisson correspondant. Les r4sultats de [8] rappel4s en tgte de 2.1 restent valables 
et fournissent une classification par Hl(Aut(`41)).  La suite exacte (2.3.1) est 
remplacer par 

o exp(CN) -+ e p(`41) Aut(`41) O, (2.8.1) 

off exp(q t~ )  est simplement le faisceau constant de valeur le groupe additif q t ~  et 
off l'application exponentielle de ,41 dans A1 in&fit un isomorphisme "exp" (a) ,--~ 
(exp(a), a mod t) de exp(`41) avec le groupe multiplicatif des 616ments inversibles 
de `41 munis d 'un logarithme de leur r6duction modulo t. 

On obtient que l'ensemble des classes d'isomorphie de d4formations complexes, 
dormant lieu au crochet de Poisson d6fini par w, est vide ou un espace principal 
homog6ne sous H2(M, qt~). La compatibilit6 2.5 (passage ~ l'alg~bre oppos6e) 
reste valable. 

VARIANTE 2.9. Si la 2-forme w e s t  purement imaginaire, on dispose encore d'une 
variante *-r4elle. Si A1 et A2 sont deux d4formations complexes de m~me crochet 
de Poisson non d4g4n4r4, on a pour leurs complexes conjugu4es 

All --[A2: A1]- 

et pour les alg~bres oppos4es 

A °] = - [ `42:  `41] 

Pour `41 anti-isomorphe £ sa complexe conjugu4e, les d4formations `42 ayant la 
m~me propri4t4 et de m~me crochet de Poisson, suppos4 non d4g~n6r4, sont clas- 
sifi~es par [`42 : `41] C H2(M, iR~t~), et par 1.4, l'ensemble des classes d'isomorphie 
de d4formations ,-r4elles ayant le crochet de Poisson impos~ est vide ou un espace 
principal homog~ne sous H2(M, iR[t]). 

On pourrait  aussi invoquer une suite exacte analogue ~ (2.8.1): 

0 ~ exp(ilR[t~)-~ exp(`4~-)--,-Aut(`41, *)--~ 0 (2.9.1) 
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off A~- est l'algSbre de Lie des a dans ~4i v6rifiant a* = - a .  L'exponentielle identifie 
exp(A1) au groupe des 51gments inversibles f de A1, v~rifiant f f* = 1 et munis 
d 'un logarithme de teur r6duction modulo t. 

REMARQUE 2.10. On peut cumuler 2.7 et 2.8 ou 2.9: pour V isomorphe ~ C[t~ 
(resp. IR[t]), les classes d'isomorphie de dSformations complexes (resp. *-r6elles) de 
C a ( M )  sur V (resp. Vc), de crochet de Poisson non d6g~n~r~ donn~, forment un 
ensemble vide ou principal homogbne sous H2(M, V) (resp. H2(M, iV)). 

§3. La m6thode de Fedosov 

Rappelons ce qu'il nous faudra savoir de la m~thode de Fedosov. 

3.1. Soit E0 l'espace vectoriel symplectique type, de dimension 2n: coordonn6es p{, 
qi (I ~ i < n), w = ~ dp~Adqi. Le produit de Moyal *t de deux fonctions C a sur E0 

est 

~valu~ en (p', q') = (p", q " ) .  

I1 correspond k une structure de R[t]-alg~bre • sur le IR[@module C~(Eo)[tl, 
faisant de ce dernier une d6formation de C~(Eo). Cette construction, invariante 
par translations, n'utilise que Ia structure d'espace attlne symplectique de E0: le 
groupe symplectique attine ASp = Sp x (translations) agissant sur C °° (E0) respecte 
le produit , .  

Variante polynomiale: iR[(pi), (qi), t ] C  C °~ (E0) [t~ est une sous-R[t]-alg6bre, 
pour le produit *. Elle est gradu6e, avec Pi, q~ de degr6 1 et t de degr6 2. On note 
F la filtration correspondante: degr5 > n. C'est la filtration par les puissances de 
l'id~al ((Pal, (qd) = ((Pal, (qd, t), noyau de l'~valuation en 0 de la r6duction mod- 
ulo t. 

Variante formeIle: soit AA° le compl6t~ ~ l'origine de C°°(Eo). Le produit de 

Moyal est encore dgfini sur A := Ao[t ] = R[(pi), (qi), t~. L'alg~bre obtenue est le 
compl~t~ de R~(p~), (q{), t] pour la filtration F.  Le groupe symplectique continue 

agir sur A ,  ainsi que l'alg~bre de Lie azp de ASp. Le crochet If, g] = f * g - g * f  de 

A ,  ~ valeurs dans tA,  se prolonge uniquement en un crochet de Lie R[t]-lin6aire 

sur y A .  La filtration F se prolonge, avec F n 1F~+2 Darts 1 = y _  . TA,  les ~l~ments 
(~. forme quadratique) forment l'alg6bre de Lie ~p. Plus pr~cisement, il existe un 
unique isomorphisme 

p: sp --~ • formes quadratiques C t 
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tel que Faction de x E sp sur A~ soit adp(x). 

Pour n > 0, l'algSbre de Lie F°/F~(~A) est de dimension finie, extension 
de p(sp) par le radical unipotent R ® F1/F ~. On notera exp(F°/F n) le groupe 
alg4brique correspondant, extension du groupe symplectique par un groupe unipo- 
tent d'alg~bre de Lie R ® F~/F ~. 

Passant 5 la limite projective, on obtient un groupe pro-alg4brique not4 

exp(F°(1A~)) extension du groupe symplectique par le radical unipotent 
0 1 ~ exp (R ® F 1 (~A ~)). L'action adjointe de l'alggbre de Lie F (TA)  sur A s'int~g- 

re en une action du groupe exp (F°(~A~)) sur A~, limite projective de Faction 

des exp (F  °/F ~ (~A~)) sur les A / F  n A .  Le centre exp(R[t~) agit triviMement. On 

peut v6rifier que cette action identifie te quotient exp (F°(~A ~ ) / N t ] )  a u  groupes 
1 ~ 1 des automorphismes de la R~t]-alg~bre A ,  et 7A/TR[tl ~ l'alg~bre de Lie de ses 

d4rivations. 

3.2. Le syst~me (Sp, 1 ^ TA,  p) est du type suivant: un groups de Lie G, une alg~bre 
de Lie £ sur laquelle G agit, et un plongement G-4quivariant p de g = Lie G dans 
£, x ~--~ adp(x) devant eoincider avec Faction de g sur £. Pour G connexe (notre 
cas), cela revient k: G groupe de Lie, l; alg~bre de Lie et p:g ~+ £ tel que adp  
s'int~gre en une action de G sur £. 

De tels syst~mes (G, £, p) sont familiers en th4orie des repr4sentations des 
groupes de Lie semi-simples, oh est commode de remplacer un groupe H par un 
compact maximal K et l'alg~bre de Lie de H. Si 12 s'int~gre en L contenant G, 
l 'information port4e par (G, £, p) est celle du compl4t4 formel de L le long de G, 
avec sa structure de groupe. 

Soit un syst~me (G,/2, p), avec G suppos4 connexe (pour simplifier). Supposons 
tout d 'abord que 12 s'int~gre en L e t  p e n  un morphisme G ~ L. Dans ce cas, si P 
est un G-torseur sur une vari4t5 M, on peut pousser P par G -~  L pour obtenir un 
L-torseur PL et on dispose de la notion de connexion sur PL. Cette notion ne d@end 
pas en fait de pouvoir int4grer p e n  un morphisme de groupes: une connexion est 
"quelque chose qui s'4crit V0 + t9, avec V0 une connexion sur P e t / 3  une 1-forme 

valeurs dans £P, avee les identifications (V0 + ~) +/9 = V0 + (p(c~) + ~) pour c~ 
une 1-forme £ valeurs dans t~e. '' Formellement, on d4finit l'espace des connexions 
sur Pc  comme le quotient 

{ connexions sur P } × ~l(12P)/~l(gP). 

(a) 
Le formMisme usuel reste valable: 

Si V est une repr6sentation lin4aire de (G, 12, p), i.e. est muni d'actions com- 
patibles T de G et 12, une connexion V sur PL induit une connexion T(V), ou 
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(b)  

simplement V, sur le fibr~ V P tordu de V par P sur M. Si on voit v(V) comme 
un endomorphisme de degr5 un de f~*(vP), on a T(V0 +/3) = ~'(V0) + T([3). 
Une connexion V a une courbure R duns f~2(£p). Pour  V eomme en (a), la 
courbure de 7(V) est 7(R): 7(V) 2 = T(R). Pour V = £, si V = Vo +/3 et que 
V0 est de courbure R0, on a 

R = Ro + vo(9)  + Z] et 

VR.--  0 (Bianchi) . 

Nous appliquerons ces constructions 5 (Sp, ~A A, p) agissant sur l'algSbre A ~. 

La sous-alggbre de Lie F ° ( ~ A  ~) s'int~gre en un pro-groupe de Lie agissant sur A ~, 

I ~ 1 (forme lin6aire) agit comme une mais il n 'en va pus de mSme de 7A .  Exemple: 7 
translation infinit6simale. 

3.3. Soit (M, w) une vari~t6 symplectique de dimension 2n. Chaque espace tangent 
Tx est un espace vectoriel symplectique, et les espaces de rep~res symplectiques 
Isom (Eo,Tx) forment un Sp-torseur P sur M. La m6thode de Fedosov est de 
chercher une connexion V sur P~ff (au sens 3.2) ayant les propri6t6s (A), (B) 

ci-dessous. 

Tordant A ~ par P ,  on obtient un fibr~ A ~P sur M. Sa fibre en x E M est 

( compl4td en 0 de C °c(Tx) ) ~t]~. (3.3.1) 

Le fibr~ A P  est de dimension infinie. I1 faut le voir comme un syst~me projectif de 
A 

fibr6s de dimension finie. I1 h6rite des structures de A iuvariantes par le groupe 
1 symplectique: la structure de E[t~-alg~bre, la f l t rat ion F de 7A , . . . .  

Le fibr6 des (1-forme lin6aire affine sur T~) s'envoie isomorphiquement sur 
1 ~'e F 0. le quotient de 7A par Puisque sp C F °, une connexion V sur P~- a une 

projection " rood F °" sur l'espace des l-formes k valeurs duns le fibr6 vectoriel 
des {~. forme lin5aire atfine sur l'espace tangent}: ~crire U = Vo +/~ avec V0 une 
connexion sur P e t  projeter/3. 

L'application identique de Tx est une l-forme r/0 k valeurs duns le fibr~ tangent. 
Un vecteur tangent v ¢ Tx d6finit la forme lin6aire w(v, ): w ~-~ w(v, w). Appliquant 
cette construction ~t rlo, on obtient une 1-forme a~(~o, ) ~ valeurs dans les fonctions 
lin6aires sur les T~. On pose 

1 
, = ). 

Conditions sur V: 
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(A) V mod F ° est ~/; 

(B) La courbure R de V est une 2-forme k valeurs dans le centre ~N[t]] de 7A . 

D'aprhs l'identit6 de Bianchi, la 2-forme R est automatiquement ferm6e. 

3.4. Soit V0 une connexion sur P,  i.e., une connexion lin6aire sur le fibr6 tangent 
respectant la structure symplectique. Si le fibr6 tangent est trait6 comme un fibr6 
en espaces affmes, il admet une unique connexion sans glissement V~ ff de partie 
lin6aire V0. Sans glissement: tel que le transport parall~le de Tx ~ Tx+~ envoie 0 
sur -Sx  + 0(5x2). La connexion induite sur ]e fibr6 des fonctions sur les Tx est 

v~fr(f) = Vo(f)  - Go (f)" 

Le lecteur peut prendre cette formule comme d6finissant V~) ~. Par (3.3.1), V~ ff 

induit une connexion sur A ~P. C'est la connexion d6finie par la connexion Vo + T] 
sur P~A ~. En effet, pour f une fonction sur T~ et v un vecteur tangent, on a dans 

l'alg~bre de Moyal 

et donc, dans les 1-formes ?~ valeurs dans l'alg6bre de Moyal, 

[ , , f ]  = [~-w(~/o, ), 

La courbure de V~) fr est une 2-forme ~ valeurs dans l'alg6bre de Lie du groupe 
symplectique affine (Sp x trans]ations) du fibr6 tangent. Par d6finition de la torsion 
To de V0, c'est la somme R0 + To de la courbure et de la torsion de V0. 

La courbure de la connexion Vo +7  
~- 1 ohm2 ~[~,~]: 

Vor/= 

de P1 ^rel6ve Ro+To: c'est Ro+Vor]-]-~] 2, 
TA 

1 
--0.) 
t 

~(To, ). 

Une connexion v6rifiant (A) s'6crit 

V = V o + f / + f l  

avec fl ~ valeurs dans (N ® F I (  }A ~)) P. Sa courbure est 

R = -~o + oa(To, + Ro + [~, fl] + % 3  + f12. 
t 
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La condition (A) impose 

1 
R = - a ~ +  termes de filtration > - 1  

t 

e t R -  1 7a J, mod F °, est donn6 par la torsion To. En particulier, (B) impose 5~ Vo 
d'6tre sans torsion. 

3.5. Fedosov prouve que pour chaque 2-forme ferm6e R £ valeurs dans ~]R[t], de 
1 il existe une connexion V v6rifiant (A) (B) de courbure R. partie polaire cJ. y, 

De plus, deux telles connexions sont transform6es l'une de l 'autre par une trans- 

formation de gauge, section de exp ( r l ( ~ A P ) ) .  Son a r ~ m e n t  proc~de par ap- 
A 

proximations successives le long de ta filtration F,  utilisant k chaque 6tape que le 
complexe de de Rham de chaque espace tangent T~ est canoniquement homotope au 
sous-complexe r6duit k IR en degr6 0. L'homotopie provient de l'homotopie x ~--~ ,kx 
(1 >_ A >_ 0) entre l'application identique de Tx et l'application constante de valeur 0. 
Cette canonicit6 6rite que se posent des probl~mes globaux sur M. 

Soit V une connexion v6rifiant (A) (B).  La condition (B) assure que la con- 

nexion induite sur le fibr6 en alg~bres ( A ) P  est sans courbure. Modulo t, le fibr6 

en alg6bres (A / tA  )P est le fibr6 dont la fibre en x est ]'alg~bre je t~(T~,0)  de 
jets d'ordre ec en 0 de fonctions sur l'espace tangent T~. Un jet d'isomorphisme 
a~: (T~, 0) --~ (M, x) a une d6riv6e en 0 qui est un automorphisme de T~. La condi- 
tion (A) assure alors qu'il existe un unique champ de jets infinis d'isomorphismes 
a~: (T~, 0) --~ (M, x) (x C M), de d6riv6e 1 en 0, tel que l'isomorphisme correspon- 
dant 

(A ~CA )P -~ (jets infinis de fonctions sur M) 

transforme V en la connexion canonique sur les jets d'ordre infini. On sait que 
~*( je t~)  est une r6solution du faisceau des fonctions C ~ ,  l 'augmentation 6tant 

f ~--~ jetoo(f  ). De m~me, f~*(A/tA )P est une r6solution de C~(M) ,  une section 

horizontale a de (A / tA  )P correspondant £ la fonction x ,---~ valeur de a~ en 0. 
Filtrant par la filtration t-adique et appliquant ce qui pr6c6de au gradu6 associ6, 

on voit que f~* (A ~P) est une r6solution du faisceau de R[t]-modules C ~ (M)ItS, une 
section horizontale ax (u, t) correspondant ~ az(0, t). 

Le faisceau A(V) des sections horizontales de (A~) P e s t  une d6formation de 
C ~ (M), le morphisme structural A(V) --~ C ~ (M) 6tant 

a ~--~ la fonction de x: 6valuation en 0 de a~ mod t .  

Si on l'identifie £ C~(M)[t] par a ,--~ a~(O, t), le produit est donn6 par un ,-produit .  
Notons pour usage ult6rieur 

fF(A ~P) est une r6solution de A(V) . (3.5.1) 
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PROPOSITION 3.6. Soient V1 et V~ deux connexions vgrifiant (A) (B), de courbure 
R~ et R2. La diffdrence R2 - R1 est une 2-forme fermde it vateurs dans ]~[t] et 
[A(V2): A(V~)] est sa classe de cohomotogie. 

Rappelons comment obtenir un cocycle de Cech de classe de cohomologie celle 
d'une 2-forme ferm6e a. Pour un recouvrement ouvert (Ui) convenable, on %soud 

~ = d Z ~  ( s n r U d ,  Z ~ - Z ~ = d f ~  (surU~eU~) 

et cij~ = fjk - fik + f i j  v6rifie deijk = 0, i.e. est localement constant. Le cocycle 
cherch~ est l'oppos~ - -Ci j  k.  Le signe provient de ceux qui pars~ment le complexe 
double C(b/, ft*). 

Ecrivons done 

R2 - R1 -- dZ~ Z~ - ~ = df~j c~jk = f jk  - f~k + f~5. 

Les connexions V e e t  V1 + ~i ont la m~me courbure (puisque /~i est ~t valeurs 
centrates, la courbure de V1 +/3i est simplernent R1 + Vl¢?i = R1 + d~i). I1 existc 

done g~ dans exp(F 1 ~A ~p) transformant V1 +~ien  V2, et sur U~j g~lgj transforme 
V1 + ~j en V1 + ~ :  ~crivant simplement V pour V1, 

g~l g j V ( g f l  g j ) - i  -- Zi - fly = -d f i j  

et g~lgj exp(-fiy) est horizontal pour V. C'est une section du sous-groupe unipo- 

tent de exp (F°}A ~P) d'alg~bre de Lie (F 1 + JR) P e t  on a 

g~l gj exp(- f i j )  = exp(uij) 

1 1 A 
avec uij daaas (F ( T A ) ® N )  P e t  horizontal. Notons g~j la %duction mod t de tuij. 
En chaque point x C M,  5~j(x) est un jet d'ordre infini de fonctions sur (T~, 0), nul 

l'origine. I1 est aussi horizontal. L'argument par lequel Fedosov montre que A(V) 
est bien une d~formation montre qu'une section horizontale du fib% des jets d'ordre 
infini de fonctions sur les T~ est d~termin~e par la valeur de ces jets ~ l'origine. On 
a done ~ j  = 0 et u~j est une section horizontale de A ~P, i.e., appartient ~ A(V). 

Sur A ~P, V and V +/3i d~finissent la m~me connexion. Puisque g~ trans- 
forme V +/3i en V2, gi induit un isomorphisme de la d~formation A(V) avec la 
d~formation A(V2). Puisque f l j  est central, l'automorphisme -1 9i gj de A(V) est 
donn6 par exp(uij), i.e., est l'automorphisme int~rieur de A(V) d6fini par exp(uij) 
dans A(V)*. 

On a 

exp(ujk) exp (uik)-  ] exp(uij ) = 
--1 (gi ga exp(-  fik)) -1 -~ = (gj gk exp(-f jk))  -1 (gi gJ exp(- f i j ) )  

= exp(-cijk) 
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et 3.6 r~sulte de la d~ition de [A(V~): Jt(V~)]. 

3.1'. D'apr~s 2.6 et 3.6, les d~formations A de C ~ ( M )  sur ]R[t~, donnant lieu 
un crochet de Poisson non dgg~n~r~, sont classifi~es par ce crochet de Poisson, 
correspondant 5 une structure symplectique co, et par une classe de cohomologie 
el(A) dans H 2 (M, ~N[t~) de patt ie polaire ~.[co]. La class® de cohomologie attach6® 
5 A s'obtient en mettant  A sous la forme A(V),  et en prenant la courbure de V. 

Nous allons v~rifier que la formation de el(A) est compatible ~ un changement 
oo 

de variables t ~-~ f ( t ) ,  f ( t )  = ~ a,~t~ avec a~ inversible: si A '  est d~duit de A par  
1 

l 'extension des scalaires f*: IR[t] --~ IR[tl, t,--~ f ( t ) ,  on a c1(,4') = f*cl(A). 

I1 suffit de v~rifier que les constructions 3.1 ~ 3.5 peuvent 5tre reformul~es 
pour garder un sens pour IR[t~ remplac~ par  V isomorphe ~ R[t~, comme en 1.5. 

3.8 L'analogue du fibr~ A ~P. Soit m l'id6al maximal de V. Les droites m / m  2 et 
m - 1 / V  sont en dualit6. La varigt5 M est suppos6e non pas symplectique, mais mu- 
nie d'une 2-forme ferm~e w0 non d6g~n~rc}e h valeurs dans m - 1 / V  °. I1 lui correspond 
un crochet de Poisson 

{ , }: C~°(M) x C~°(M) ~ C~(M)  ® ~ / , ~  

et on s'int6resse aux d6formations de C ~ ( M )  telles que le crochet correspondant 
soit mod m 2 ce crochet de Poisson. En chaque point x, le crochet de Poisson cot- 

2 
respond ~ un 2-vecteur ~ coefficients dans re~m2: To E A T~ ® m/rn  2. 

Soit E0 un espace vectoriel mnni d 'un 2-vecteur T0 5 coefficients dans r n / m  2. 
2 

On veut lui associer un V-module libre E,  muni d 'un 2-vecteur T E A E ® m, tel 
que (Eo,~-0) soit (E,~-) mod m. L'id~al fractionnaire rn -1 ®st libre de rang un. 
Tordons-le en m -1 ®x (m/m2) .  Le module obtenu est trivialis~ modulo m. Une 
racine earr¢e de rn -1 ®~ ( m / m  s) est un V-module libre de rang un p, trivialis6 
modulo m, muni d 'un isomorphism® de modules trivialis~s modulo m 

p®~ ~. m -1 e a  (~/m2).  

Une telle racine carrSe exist®, et est unique k isomorphism® unique pr~s. On prend 
E = Eo ®~ p. ® h a  

_ ~ p®2 = Eo ® rrt/m 2 ®RV D A E o ® m / m  2 E ®w rn -- Eo ®R ®win  

et on prend pour T l ' image de To. 
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Description 5quivalente: si on choisit une uniformisante t, ~-o s'~crit ~-l.t avec 
2 

~-1 C A Eo. On prend E = E® ® a  V et ~- = ~'l.t- On identifie ces modules entre eux 
par 

t choisi t ~ choisi 

E o ® a V  * E o O a V  
ar t  t 

avec at,,t = [t'/t.(t'/tmod m) -1] 1/2. 

Soit enfin A~(Eo) = ~ Sym~(EV): le compl~t~ ~ l'origine de l'alg~bre locale 
de E, vue comme schSma vectoriel sur Spec(V). Le 2-vecteur ~- d~finit un produit 

de Moyal sur A~(Eo). On dispose d'une augmentation A~(Eo)--~ V--~ It~ et les 

puissances de t'id~M d'augmentation fournissent la filtration F.  Puisque A~(Eo) est 

commutative modulo m, m - l A  (Eo) est une alg~bre de Lie. On a 

m-lA~(Eo) Dm-lSym2(Ev) = m- lp  -2 ®~ Sym2(Eo) 

= V ® m-1 /V  ® Sym2(Eo) D m-1/V ® Sym2(Eo). 

Si ~'o est non d6g6n~%, ce sous-espace est l'alggbre de Lie de Sp(Eo): Sp(Eo) agit 

sur A~(Eo) et Faction de x E 5p est adp(x) ,  pour p(x) l'~l~ment correspondant de 
A 

rn-1/m ° ® Sym2(E0) C m - l A  (Eo). II suffit de le v~rifier apr~,s avoir choisi une 
uniformisante t, auquel cas on retrouve 3,1. 

2 
Pour chaque x dans M, appliquons cette construction ~ T~ et /t T0 C A Tx 

A 

® m / m  2. On obtient un fib% en V alg~bres filt%es A sur M et un morphisme 

d'alg~bres de Lie sp ~-+ m - l A  ~, pour 5p le fib% des alg~bres de Lie symplectiques 
des T~. 

3.9. D6finissons une Connexion comme 6rant "quelque chose qui s'6crit" V0 + ,3, 
avec V0 une connexion symplectique sur la fib% tangent et/3 une 1-forme ~ valeurs 

dans m - l A  ~, (no-modulo) l'identification (V0 + a) +/3 = V0 + (c~ + ,3) pour c~ une 

1-forme k valeurs dans zp C m - l A .  Une Connexion induit une connexion sur le 

fib% A ,  e t a  une courbure: celle de V0 + ,3 est ta somme de celle de V0, k va]eurs 

dans sp C m - l A  ~, et de V0(,3) +/3 2. 
On traduit facilement pour les Connexions les conditions (A) (B) de 3.2. Une 

Connexion V v6rifiant (A) (B) fournit  une d6formation de C~(M) sur V: l'alg~bre 

des sections horizontales de A .  La classe de cette d6formation est la classe de 
cohomologie de la courbure de V. 

On a d6j~ vu, en choisissant une uniformisante t, que cette construction attache 
bien ~ chaque d6formation une classe de cohomologie. Que les d6finitions puissent 
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6tre faites sans mentionller t montre l'invariance par changement d'uniformisante 
t ,-+ f( t) :  

CONSTRUCTION 3.10. Les classes d'isomorphie de ddformations sur V de C°~(M), 
donnant lieu dun  crochet de Poisson non ddgdndrd, sont elassifdes par 

(a) ce crochet de Poisson 

(b) une cIasse de cohomoIogie cl E I I2(M,m-1) ,  d'image dans H 2 ( M , m - 1 / V )  la 
cIasse de la 2-forme fermde it vaIeurs dans m - 1 / V  ddfinie par le crochet de 
Poisson. 

VARIANTES 3.11. Le m6me 6nonc6 vaut, avec le m6me preuve, pour les d6formation 
complexes (V isomorphe ~ C[t~) et pour tes d~formation *-%elles (V isomorphe 
R[t~, classe darts H2(M, im-1)) .  

§4. La m6thode de De Wilde et Lecomte 

4.1. Soit (M,w) une vari6% symplectique et soit ,4 une d6formation de C°~(M) 
sur IR[t~, dormant lieu au crochet de Poisson correspondant. D'apr~s (2.1.1), route 
d6rivation R~t~-lin6aire et induisant 0 mod t e s t  localement de la forme ad f avec 
f section de ,4. Divisant par t, on trouve que toute d6rivation R[@lin6aire est 

1 localement de la forme ad f ,  avec f section de T,4" De plus, ad f est trivial si et 
seulement si f e s t  une section du faisceau constant {Nit]. 

Soit L; l'alg~bre de Lie des d6rivations D de ,4 induisant sur ]R[t~ une d6rivation 
AtOt, avec A IocaIement constant. Associant ~ D sa restriction k IR[t~, on obtient 
une suite de faisceaux 

(4.1.1) 

LEMME 4.2. La suite (4.1.1) eat exacte. 

Preuve. II reste ~ voir que L; se projette sur le faiceau constant ~tOt. La question 
est locale. On peut donc supposer que M est un espace vectoriel symplectique et 
que ,4 est C°°(M)[t~ muni du produit de Moyal. Les 

forment un groupe ~ un param~tre d'automorphismes. Son g~n~rateur infinitesimal 
induit tot sur N[t~. 



D~FOP~MATIONS DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS D'UNE VARIETE SYMPLEOTIQUE 685 

4.3. La suite exacte (4.1.1) d6finit une classe de Yoneda 

ObSDL(A) E Ext~ (]R, 1R[t~) = H2 (M, ~R~[t]) . 

Voici son interp%tation en terme de gerbes (et notre choix de signes). 

~ R t  Consid~rons le probl~me de relever l'extension t2 de R.tOt par 7 A / 7  ~ ] en 
une extension par 1 TA, i.e. d'avoir un diagramme commutatif de faisceaux de R- 
espaces vectoriels ~ lignes exactes 

ff o 0 , 7A ) , ) 

I 
~ R t  0 , ~AI~ [[]] , £ , R  . . . . . . .  0. 

(4.3.1) 

La seconde ligne est dSduite de 4.1.1, avec ~.tOt identifi6 ~ N. Le rel~vement £. est 
automatiquement un faisceau d~lgSbres de Lie: si [ dans ~. se projette sur 1 dans 
R, et sur ~ dans £, on munit £ du crochet pour tequel il est produit semi-direct 
de R~ et 1 yA, Faction de [ sur 1 ~ 7A ~tant celle de ~. Ce crochet est ind@pendant du 

choix de g. 

La seconde ligne de (4.3.1) ~tant localement scind~e, il existe localement 
1 1 N t  des rel~vements £: scinder £ en (7A/7 [ ~) x ~ (comme faisceau vectoriel) et 

prendre £ 3 = 7A × ~. Deux rel~vements sont loealement isomorphes (en rant 
que rel~vements) et le faisceau des automorphismes dhm rel~vement (en rant que 
relSvement) est Hom(R, ~N[t]) = ~[t]. Les rel~vements ~ forment donc une gerbe 
sur X, de lien }]~[tl, et obSDL(A) est sa classe de cohomologie, obstruction 
Fexistence d'un rel~vement global. 

P%cisons les signes: ~ f dans ~[t] correspond l'automorphisme [--~ ~+ 

f.(image de ~ dans R). Si ~ est un rel~vement sur U~ et c~j: ~j -~ L'~ un iso- 
morphisme de rel~vements sur U~j = U.i A Uj, ObSDL(J[) est la classe du 2-cocycle 
Cjkcikl ekj. 

PROPOSITION 4.4. Soit ,4 une dgformation comme en 4.1, obtenue par ta mgthode 
de Fedosov 3.5 ~ partir d'une connexion V de courbure R, de ctasse de cohomologie 
el(A) = JR] E H 2 (M, ~N[t~). L'obstruction 4.3 est 

ObSDL(A) = -tOt[R]. 

Preuve. Soit Eo l'espace vectoriel symplectique type, comme en 3.1. Sur l'alg~bre 

de Moyal formelle A ,  identifi6e ~ R[(p~), (qi)~[t~ en rant que N[t~-module, on dis- 
pose d'une action des homoth6ties f(p, q, t) ~--~ f(A1/2p, A1/2q, At), de g6n6rateur 
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infinitesimal E := tot  + ½(2p~Op~ + q~Oq~). Soit L t'alg~bre de Lie produit semi- 

direct ]R.E ~< 7 A .  Le groupe symplectique agit sur L par t ransport  de structures. 

1 ~ ~.(forme quadratique) sont annulgs I1 fixe E.  Les ~l~ments de TA de la forme 
par  E.  L'alg~bre de Lie du groupe symplectique agit donc sur L par  adp(x) ,  avec 

1 p:sp --~ ~A comme en 3.1. 

Soit P comme en 3.3 et tordons par P la suite exacte 

1 A  
0 --~ : A - ~  L ~ IR.tOt --~ O. (4.4.1) 

t 

On obtient un fibr6 d'extensions (4.4.1), limite projective de fibr6s vectoriels de 
1 2p. rang fini. C'est  une extension du fibr6 trivial (correspondant ~ lR.tc~t) par yA . 

0 - ~  --~ L P ~ d ~ --~ 0. (4.4.1) P 

Le fibr~ A P est d~crit en 3.3.1. 

La connexion ~ de P~A A d~finissant A = A(V) fournit une connexion sur L P. 

Sa courbure est adR,  pour R la courbure de V. C'est  la 2-forme ~ valeurs dans les 
d~rivations de LP: 

~ , , - tc3tR.pr(~) 

Comme en 3.6, exprimons la classe de cohomologie de la 2-forme ferrule R 
par  un cocycle de Cech: s i a  --- R et que ~/, f i j ,  c43k sont comme en 3.6, c'est la 
classe de --Cijk. 

Sur Ui, la connexion Vi := V - / ~  est de courbure nulle, et induit une connexion 
de courbure nulle sur L P. Soit L/ C L P l e  faisceau des sections horizontales. 

LEMMA 4.5. La sui te  

0 --~ t A --~ L~ --~ R.tO~ - ~  0 

dgduite de (4.4.1) p par  passage  aux  sec t ions  hor i zon ta tes  est exacte.  

(4.5.1) 

Preuve .  La suite exacte (4A.1) P fournit une suite exacte de complexes de de Rham. 
Par  (3.5.1), la suite exacte longue de faisceaux de cohomologie correspondante se 
r~duit ~. (4.5.1). 
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L'extension Li est une solution sur U~ au probl~me de relhvement (4.3.1). Soit 
pr la projection de L P sur (R.t0t) P, identifi~ au faisceau des fonctions C ~ .  Si g est 
dans Lj: 

(V - ~j)(e) = o, 

pr(g) est localement constant et 

(V - gl)(e) = (V - gj + my - g~)(e) = [dfij,g] 

= pr(g) .d( - tOt f i j )  

de sorte que g + pr(£)t0tfij est dans L~: on dispose d'isomorphismes 

cij: Lj  --~ Li:~ , * e + pr(g).t0tfij 

e t  CjkCi~-klcij est l'automorphisme d6fini par  tOtCijk, en accord avec 4.4. 

4.6. Comme nous l'avons exploit6 au §2, les d~formations (sur un ouvert U variable 
de M) A de C a sur ~It~ dormant lieu au crochet de Poisson symplectique forment 
une gerbe. Son lien: le faisceau exp(A/]RH) des automorphismes de A (ind@endant 
de A h automorphisme int~rieur pros). Les d~formations A comme ci-dessus, munies 
d 'un rel~vement L" comme en 4.3.1, forment ~galement une gerbe. Le faisceau des 
automorphismes de (A, L') est une extension de celui des automorphismes de A par 
eelui des automorphismes de L', ~ ,4 fix~: 

0 --~ ~RIt ~ -~  Aut(A, £) -~  Aut(A) --~ 0 (4.6.1) 

et (4.6.1) fait du lien Aut(A, £)  une extension centrale du lien Aut(A). 

Les faisceaux de groupes (4.6.1) sont pro-unipotents, et s'identifient g leurs 
alg~bres de Lie: 

--~ " t N t ~  ~ au~(A, Z)  - -  A / N N  --~ 0 (4.6.2) 0 

munies de la loi de Hausdorff. Fac t ion  adjointe de l'alg~bre de Lie A sur £ relive 
la projection de A sur A / ~ [ ~  en ad: A ~ aut(¢4, £)~ et la section t ~ de A, qui agit 
trivialement sur A, agit sur £ par [ E--~ -n t~ . ( image de [ d a n s  R): l'image de - n t  ~ 
par 4.6.2.@ On a donc un isomorphisme: 

ad 6): A / X  • t • X ~. aut(A, 

d'exponentielle un isomorphisme 

1N Aut(A, Z). (4.6.3) exp(A/N) x t x ]R. ~, 
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4.7. L'id6e essentielle de De Wilde et Lecomte peut 6tre pr6sent6e comme suit. 
La gerbe Go des d6formations A de C ~ comme en 4.6, avec son lien exp(A/IR[tl), 
ouvre la porte ~ une obstruction dans H3(M, R~t~) ~ l'existence d'un objet global. 
Formellement: le cobord de la classe de Go dans H2(exp(A/~ t~) ) .  Bien que la coho- 
mologie soit nonab61ienne, on peut donner un sens ~ ce cobord (A6, A9). I1 est plus 

facile de chercher un objet global de la gerbe ~1 des (A, £) et d'obtenir A comme 
sous-produit. Formetleraent: on a seulement une obstruction dans H2(exp(A/R))  x 
H 2 (~]~) x H2(R), a,vec H2(exp(A/R))  - H3(~): l 'obstruction dans H3(~t~) s'est 

r6duite £ une dans H3(I~). On 6cope aussi d'obstructions parasites dans H2(~I~) 
et H2(~).  

4.8. La strat6gie 4.7 ne permet de produire que des d6fbrmations A v6rifiant 
ObSDL(A) = 0. D'apr6s 4.4 et 3.4 ou 3.10 (b), elle ne peut donc r6ussir que si ta 
classe de cohomologie [w] de la structure symplectique est nulle. Que le cas [w] = 0 
soit plus facile est confirm6 par l'ant6riorit6 [1] sur [2]. 

Une variante de 4.7 permet de produire des d6formations pour lesquelles 
obSDL(¢4) est pr6assign6. I1 s'agit de tordre la gerbe G1 par une classe dans 

Plus pr6cis6ment, soit cidk un 2-cocycle de Cech k valeurs dans l~[t~, de classe 
c E H 2, et soit ~ ta gerbe suivante: un objet de G~ sur un ouvert U de M est la 
donn6e de 

4.8.1. une d6formation A de C ~ sur R~t] (sur U), munie de rel~vements (4.3.1) 

£-i sur les U N Ui et d'isomorphismes de rel6vements cid: ~'d - ~  ~-i sur U N Ui n Uj, 
v6rifiant la condition de cocycle tordue 

CjkCC~klcij ~ Cij k.  

Localement (par exemple sur chaque U~), le cocycle Cijk est un cobord, et le 
choix de b dont il soit cobord d6finit une 6quivalence de ~ avec ~. Le calcul menant 
5 (4.6.4) 6rant local, le lien de 6~ est encore donn6 par (4.6.4) 

1 R Lien (G~) = exp(A/R) x t x R. (4.8.2) 

Si (,,4, ~i, cid) est un objet global de ~ ,  on a 

obsDL(A) = (4.8.3) 

La d6composition (4.8.2) du lien de G~ en produit d6finit une d6composition 
correspondante de la gerbe, et de l 'obstruction 5 l'existence d 'un objet global. 
Pour se d6barasser des obstructions dans H~(~N) et H2(N), le plus simple est 
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de remplacer ~ par une gerbe quotient. Consid~rer plut6t que G1 la gerbe ~2 
des dgformations A comme en 4.1, munie d 'un rel~vement de l'extension £ en une 
extension par ~ 7 ,4 /yR ® JR: 

0 , i 1 TA/T~ • R . f , ~ , o 

1] (4.8.4) 

0 1 1 . T`41~Ntl , L , ~ ,~ o. 

Le lien de G2 est exp(A/I~). L'obstruction £ l'existence d 'un objet global est dans 
Ha(R) (Ag) et la d6formation .4 sous-jacente ~ un objet global vfirifie 

ObSDL( ,4 )=cIodH2(1NGN) .  

D'apr~s 4.4 et 3.4 ou 3.10 (b), A n'est donc pas d~termin~ isomorphisme pros: 
ambigu'it~ dans H e (N). Pour se d~barasser de ces ultimes obstructions et ambigu~t6, 
plusieurs m~thodes sont possibles: voir 4.9 et 4.10. 

4.9. Si on pense ~ une d~formation ,4 comme construite pas ~ pas de ,4/t~,4 
5~ ,4/tn+1,4, les ambigu'it6s et obstructions r~siduelles apparaissent au d~but, et 
peuvent ~tre trait~es directement. Soit ~? le champ de 2-vecteurs correspondant 
au crochet de Poisson. L'interpr6tation en cohomologie de Hochschild de la nullit~ 
[r], r]] = 0 (voir 2.1) assure ]'existence d'une 2-cocha~ne c2(f, g) telle que 

fg + ~{f,g}t + c2(f,g)t 2 (4.9.1) 

soit associate modulo t 3. La cochaine c~2(f, g) := c2(g, f )  a alors la mSme propri6t~. 
Pour le voir, passer au produit oppos~ et remplacer t par - t .  Remplagant c2 par 
1 C 7( 2 + c~), on peut done supposer c2 symm6trique. Supposons-le. 

Consid~rons la gerbe suivante. Un objet local consiste en 

(a) Une dgformation A de c a sur N t ] ,  

(b) Un isomorphisme ~ de A/t  2 avec la d~formation mod t 2 donn~e par fg + 
½{f,g}t sur C~[t]/(t2), cet isomorphisme ~tant localement relevable en un 
isomorphisme de A/t  3 avee la dSformation mod t a (4.9.1), 

(c) Un rel~vement (4.8.4). 

On v6rifie que deux objets sont localement isomorphes, et que le faisceau des 
automorphismes d'un objet est exp(tA). Le faisceau t.4 6rant mou, il existe un 
objet global, unique ~ isomorphisme pr~s. 
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La d6formation sous-jacente est de classe de Fedosov -lw (voir 4.12). Pour  
obtenir  les autres  d6formations,  il suffit de modif ier  (b), (c) en (b*), (c*): 

(b*) Soit c~ une 2-forme fermde. Soit r; + tr;~ le 2-vecteur k coefficients dans ]R[t]/t 2 
inverse de la 2-forme non d~g~n~r6e w + tc~. On ajoute  k (4.9.1) le te rme 

( ~ ,  fag}.  
(c*) Tordre  (c) pa r  un 2-cocycle ~t valeurs dans t]R[[t~, comme en 4.8. 

4.10. De  Wilde et Lecomte  proc~dent  aut rement :  ils utilisent l ' involution t ~--~ - t 
de R H et cherehent un . -p rodu i t  f .~ g tel qne 

f * - t g = g * t  f .  

En terme de d~formations du faisceau d 'alg~bres d ~ (M),  il s 'agi t  de chercher une 
d~formation A munie d 'une  anti- involution ~- induisant  t ~--*- - t sur R[t~. Pour  une 
telle d~formation,  on d6duit de 4.4 et 2.5, ou on v6rifie directement,  que 

ObSDL(A) e 1R[t2~. 

4.11. Soit done c u n  cocycle de Cech, ~ valeurs dans  tR[t2~. Consid~rons le probl~me 
de construire  un objet  du type  (a) (b) suivant.  

(a) Une d~formation A de C ~ ( M )  comme en 4.1, munie d 'une anti- involution T 
induisant t ~--~ - t sur R[t~ et l ' identit~ sur  C ~ ( M ) .  

Le faisceau des d6rivations IR[[@lin~aires et commutan t  5 v de A est la sous- 
alg~bre de Lie de 1 1 7A/TR[ t~  des ant i - invariants  sous T. Les d~rivations c o m m u t a n t  
5~ ~- et agissant  sur R[t~ pa r  ;~tOt sont une extension £ - :  

0 --~ R t --~ £ -  --~ R.tOt --~ O 

1 - -  1 R (b) Sur chaque U{, un rel~vement de £ -  en une extension £~- de a pa r  (T.A) / 7  • 

Des isomorphismes c i j :£~- -~  £~  vSrifiant la condition de cocycle tordue 

C j k ~ C i j  = Cij k. 

C o m m e  en 4.6, on v~rifie que ce probl~me a localement  une solution unique 
i somorphisme pr~s. Le faisceau des au tomorphismes  est 

exp(A-~-).  

La  gerbe des solutions est  donc une gerbe de lien m o u e t ,  par  A.5, il existe une 
solution globale, unique ~ i somorphisme pr~s. 

Pour  c = 0, on obtient 
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PROPOSITION 4.12. Sur une varidtd symplectique, iI existe ~ isomorphisme (non 
unique) pros un et un seul syst~me du type suivant: 

(a) une dgformation A de C ~ ( M )  comme en 4.1 

(b) une anti-involution T de A induisant t ,-~ - t  sur ~[t] et l'identitd sur C ~ (  M)  
I --'r i~. (c) un rel~vement de £- en une extension de i par (yA)  /7  " 

0 i -T i 
, (Tx)  t ~ i  , ~ -  • ~ , o 

1 11~ t - - r  o , ( y x / ~  I[ 1) , ~ -  , t , o. 

D'apr~s 4.4, la classe (3.4) de A est 

cl(A) = }[w]. (4.12.1) 

REMARQUE 4.13. Une d~formation comme en 4.12 est sous-jacente ~ une d6for- 
marion comme en 4.9 (a) (b) (c): prendre pour ~ de 4.9 (b) l'tmique isomor- 
phisme rood t 2 qui transforme ~- en t --~ - t, et obtenir (4.8.3) en poussant par 

1 --T 1 7A /TR @ ~. La d~formation de 4.9 (a) (b) (c) a donc pour classe 
~[~]. 

REMARQUE 4.14. Une d6formation A munie d'une involution 7 comme en 4.10 
fournit aussi une d6formation .-%elle. En formules: faire t = ih. Dans notre langage: 
munir Jtc de l'anti-involution compos~e de f de la conjugaison complexe. 

4.15. Ce paragraphe 4 est pour l'essentiet une traduction dans le langage des gerbes 
des textes cocycliques [2] [3] de De Wilde et Lecomte. 

Une diff6rence: ils restreignent leur consid6ration aux *-produits v6rifiant 

f *- t  g = g *t f (4.15.1) 

(cf. 4.10). Une telle d~formation du produit induit une d6formation de l'alg~bre de 
Lie de Poisson sur ]l~[t2]l. Dans le language de 4.10: consid~rer les invariants ~4 ~ de 
~- dans ,4, un ~[t2]-module, et munir A ~ du crochet 

l ( f g  - g f ) .  

I1 revient au m~me de d6former le crochet de Poisson - -  la d6formation ~tant lo- 
calement, au premier ordre, d 'un type p%assign6-ou de d6former C ~ ,  avec (4.15.1): 
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la construction (`4, T)~-~ (`4~, ~[ ,  ]) d6finit une ~quivalence de gerbe. Ils utilisent 
cette ~quivalence pour s 'exprimer en terme de d~formations du crochet de Poisson. 

Appendice: cohomologie non ab~lienne 

A.1. Nous travaitlerons en cohomologie de Cech, sur un espace paracompazt  X.  
La paracompacitd garantit  que pour tout recouvrement ouvert H = (Ui)iEI, dtant 
donnd n _> 1 et 

(a.n) pour chaque i o , . . . , i n  E I, un recouvrement ouvert (Uio. . . i , )a  de 

gio,...,~ = gio n . . .  n Ui~, 

il existe un recouvrement ouvert P = (!/~)jcj et ~: J --~ I tels que 1/) C Uv(j) 
et que chaque Vj0...j~ soit contenu dans un (U~,(jo)...~,(j~))~. 

Cet usage de la paracompacit6 n 'est  pas s~rieux. S'il est seul en cause, le cas 
g~n~ral (un topos quelconque) peut se traiter de m~me en cohomologie hyper~echiste 
(cf. SGA4t2V7). Seules les notations sont plus lourdes. 

La paracompacit~ garantit  aussi que tes faisceaux mous ont de bonnes pro- 
pri~t~s d'acyclicit~. 

Un ouvert U d 'un espace paracompact  X n 'est  pas n~cesairement paracom- 
pact,  et la restriction £ U d 'un faisceau mou n 'est  pas n~cessairement molle. Cette 
ditficult5 dispara~t pour X m6trisable ([7] II  3.4.2). Dans le cas g~n~ral, le bon 
crit~re de localization est [7] I I  3.4.1: soient H u n  recouvrement ouvert d 'un espace 
paracompact  X et $- un faisceau sur X.  Pour que 5 c soit mou, it faut et il sutfit 
que pour tout U dans H, la restriction de 9 r ~ U v~rifie 

Toute section de Y sur F C U ferm4 dans X se prolonge g U .  (A.I.1) 

Nous dirons qu'une gerbe G sur un espace paracompact  X a un lien mou si 
pour tout objet G de ~ sur un ouvert U, le faisceau sur U des automorphismes de 
G sur U v~rifie (A.1.1). Condition ~quivalente: pour tout objet G de 6 sur un fermg 
F de X,  le faisceau sur F des automorphismes de G est mou. 

A.2. Soit une suite exacte de faisceaux en groupes 

O ---~ A -~  B --~ C ---~ O (A.2.1) 

avec .4 central. On dispose d 'un cobord 

0: H I ( x , C )  --~ H2(X,  ~ ) .  (A.2.2) 



DI~FORMATIONS DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS D'UNE VARIETE SYMPLECTIQUE 693 

Pour Q u n  C-torseur, notons ct(Q) te cobord de la classe de Q dans H I ( X , C ) .  C'est 
l'obstruction ~ relever Q en un B-torseur (i.e. la elasse dans H 2 (X, A) de la A-gerbe 
des rel6vements de Q). 

Le faisceau C agit sur la suite exacte (A.2.1). Tordons-la par Q. L'action de C 
sur .4 6rant triviale, la suite tordue s'6crit 

0 --~ .4 --~ B Q -~  C Q --~ O. (A.2.1) Q 

Le faisceau C Q est le faisceau des automorphismes du torseur Q, qui en devient un 
(c, cQ)-bitorseur. Si P e s t  un cQ-torseur, le compos6 P o Q -- P × Q/cQ est un 
C-torseur. On a 

cl(P o Q) = cl(P) + cl(Q). (A.2.3) 

La preuve est la m6me qu'en 2.4. 

PROPOSITION A.3. Si B e s t  mou sur X paracompact, le cobord (A.2.2) est bijectif. 

LEMME A.4. H i ( X ,  B) = O. 

Preuve. Si P e s t  un B-torseur, le faisceau des sections de P e s t  mou: il est localement 
isomorphe ~ B e t  on applique le crit~re local de mollesse (A.1). En particulier, P 
admet une section globale: tout B-torseur est trivial. 

INJECTIVITE. Si P et Q sont deux C-torseurs de m~me classe, la classe dans H 2 (`4) 
du cQ-torseur P o Q- l ,  6gale ~ cl(P) - cl(Q) par (A.2.3), est triviale. La suite 
exacte (A.2.1) Q fournit une suite exacte d'ensembles point,s 

HI(uQ) --~ HI(cQ) --~ H2(`4) 

et H I ( B  Q) = 0 par A.4, car d'apr6s le crit6re local de mollesse (A.1), le faisceau 
B Q, localement isomorphe ~ B, est mou. Le CQ-torseur P o Q-1 est donc trivial: P 
est isomorphe ~ Q. 

De m6me que Finjectivit6 de (A.2.2) r6sulte de (A.4), la surjectivit6 r6sultera 
du lemme suivant. 

LEMME A.5. Sur un espace paracompact X ,  une gerbe G de lien mou admet un 
objet global. 

Preuve. Soit (Fi)iEi un recouvrement ferm6 localement fini de X, tel que sur chaque 
F~, G admette un objet Gi. Si G admet un objet G sur un ferm~ F,  cet objet 
est unique k un isomorphisme (non unique) pros: r6sulte de HI(F ,  Aut(G)) -- O. 
Soit E l'ensemble des syst~mes form6 d'une partie J de I, et d'isomorphismes 
cjk: Gj --~ Gk (j, k E J) sur Fj NFk, v6rifiant la condition de cocycle. Ordonn6 par 
prolongement, l'ensemble E est inductif, donc admet un 61~ment maximal (J, c). 
Les Gj se recollent en Go sur la r6union Fo des Fj (j E J). Pour tout i C I,  Gi et 
Go sont isomorphes sur Fo N F~, et le choix d 'un isomorphisme permet de prolonger 
(J, c) en (J  U {i}, c'). 
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Par  maxilnalit6, J = I e t  Go est l 'objet  cherch6. 

SURJECTIVITE. Soit c C H2(A)  correspondant k une gerbe ~1 dont les objets 
locaux ont pour faisceau d 'automorphismes .A. Poussons par .A --~ B pour obtenir 
une gerbe ~ de lien B. Si cijk est un cocycle de Cech repr6sentant c, elle admet la 
description suivante que le lecteur peut prendre pour d~finition: un objet G de g sur 
U est la donn6e de B-torseurs Gi sur les U N Ui et d ' isomorphismes cij: Gj -~  Gi 
sur Ui N Uj N Uk v6rifiant la condition de cocycte tordue 

C~k, J C i j C j k  = Ci j  k . 

Par A.5, la gerbe ~ a un objet global G. Poussons les torseurs Gi par B --~ C. 
Les torseurs obtenus se recollent en un C-torseur G, avec l 'image dans C des 
cij comme donn~e de recollement, et on laisse au lecteur le soin de vgrifier que 
cl( ) = c. 

A.6. Dans [6], le cobord ~ valeur dans H 3 en cohomologie non ab~lienne n 'est  d6fini 
que pour la gerbe des r6alisations d 'un lien. Voici le cas g6n~ral. 

Soient 7 / u n e  gerbe, F u n  faisceau ab~lien et supposons donn~, pour chaque 
objet local Z de 7/, une extension centrale 

0 --~ F --~ Gz  --~ Aut(Z) 4 0, (A.6.1) 

fonctorielle en Z et compatible h la localisation. On suppose que Faction par foncto- 
rialit~ de Aut(Z)  sur Gz est celle dSfinie par Faction int~rieure de Gz sur lui-m6me 
(cette action int~rieure se factorise par G z / F ) .  

EXEMPLE 1. Soient L un lien, 7t la gerbe des r6alisations de L e t  F l e  centre de L. 
Pour chaque r~alisation Z de L, le faisceau (dans 7t) des automorphismes de Z e s t  
celui des automorphismes int6rieurs, d 'o~ une extension centrate 

0 --~ F --~ Z --~ Autn (Z)  --~ 0. 

EXEMPLE 2. Soient (M, a;) une vari~t@ symplectique, 71 la gerbe des d@formations 

de C a sur ]~[t] dormant lieu au crochet de Poisson symplectique et Fle faisceau 

constant a[t]. Pour • dans 7/, on a Ant(A) = d'o  me extension 

centrale 

0 --~ R[t~ --~ exp(A) -~ exp(A/NtD -~ 0. 

Nous nous proposons de ddfinir une classe 0 7 / d a n s  H3(F) .  Soit L / =  (Ui)i~i 
un recouvement ouvert de X. Pour/A assez fin, 7/ admet un objet Zi sur chaque 
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Ui. Choisissons Zi et posons Gi := G&. Apr~s passage g u n  recouvrement plus 
fin (el. A.1, al) ,  Zi et Zj sont isomorphes sur Uii. Soit Pij le bitorseur des 
isomorphismes Zj --~ Zi: un (Aut(Zj) ,Aut(Zi))-bi torseur sur U/_j. Choisissons un 
(Gz~, Gz~)-bitorseur/Sij, muni d 'un morphisme de bitorseurs q: Pij -+ Pii tel que, 
pour s une section locale de/Sij, l'isomorphisme correspondant Gj --*- Gi: g ~--~ s(g) 
tel que sg = s(g)s soit ddduit de q(s) par fonetorialitd. Deux tels (/5~j, q) sont locale- 
ment isomorphes, avec pour faiseea~t d'automorphismes F .  Apr~s passage g une re- 
couvrement plus fin (cf. A. 1, a.2),/Sij o/Sjk , muni de s a p roj ection sur Pij o Pjk = Pik, 
est done isomorphe g/Sik sur Uijk Choisissons Cijk: Pik -""  P i j  o Pjk. Sur Uijkt, les 
cijk fournissent deux isomorphismes/Sie % P~j o Pjk o Pkg. 

La cochaine ~ valeurs dans F 

dijkg := (CijkCikg) -l(cykecijg) 

est un cocycle, et changer les cij~ modified par un cobord. 

DI~FINITION. 07/ est ta classe du cocycle d. 

Dans le cas particulier de l'exemple 1, L. Breen exprime cette construction 
de fagon plus g4om4trique, faisant apparaitre 07i comme la classe d'une 2-gerbe 
convenab]e (On the classification of 2-gerbes and 2-stacks, Ast4risque 225, SMF 
1994: §6). 

A.7. Si d = 0, soit ~ la gerbe engendr4e par un objet Y/ sur chaque Ui, avec 
Hom(Yj, Y/) = Pij sur Uij, la composition dtant donn4e par les cijk. Elle est munie 
d'un morphisme de gerbes ¢: G --~ 7/: Y/~--~ Zi et, pour tout objet local Y de ~, 
d'image Z dans 7/, on dispose d 'un diagramme commutatif fonctoriel en Y e t  
compatible g la localisation 

0 , F , Aut(Y) 

0 , F ~ Gz  

, Aut(Z) . 0  

. A u t ( Z )  • 0 

(A.7.1) 
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R@ciproquement, s'il existe un morphisme de gerbes ¢: G -~  7 / e t  un isomor- 
phisme (A.7.1), le cocycle d est cohomologue '~ z6ro: relever les Zi en des Yi dans 
G et prendre /Sj  = Hom(Yj, Yi), C~jk = (composition) -1 pour avoir d = 0. 

PROPOSITION A.8. Pour que 07 /=  O, il faut et il su~t  qu'il existe un morphisme 
de gerbes ¢: ~ ~ 7/ dormant lieu h u n  isomorphisme fonctorieI et compatible d la 
locaIisation (A.7.1) 

COROLLAIRE A.9. Si X est paracompact et que, le lien formd par les Gz est mou, 
alors 07 /= 0 si et seulement si la gerbe 7/ admet un objet global. 

Preuve. Si 0 7 / =  0, la gerbe 7l est quotient d'une gerbe G h laquelle A.5 s'applique: 
G, et donc 7/, admet un objet global. 

R6ciproquement, si Z e s t  un objet global de 7/, on peut identifier 7 /~  la gerbe 
des Aut(Z)-torseurs. Prendre pour ~ celle des Gz-torseurs. 
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