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TRAVAUX DE GRiFFITHS 

par Pierre DELIGNE 

Cet expos6 contient une partie des r6sultats £ondamentaux de Griffiths sur les 

£amilles de structures de Hodge. IIne contient aucun de ses r6sultats sur les cycles 

alg@briques. 

Soit 

DEFINITION 1.1.- Une structure de Hodge r6elle sur 

I. Structures de Hodge. 

H R un espace vectoriel r~el de dimension £inie. 

H R esZ une bigraduation de 

HC = HR ®R C 
H C = ~ H pq 

P,q 

telle que H pq et H qp soient complexes conjugu@s. 

Les hombres de Hodge d'une structure de Hodge r@elle H sont les entiers 

h pq = dimc(HPq ) . On dit que H est de poids n si h pq = 0 pour p+ q / n . 

Une variante de 1.1 est : 

DEFINITION I .2.- Une structure de Hodge r6elle de poids n sur H R 

tion £inie d@croissante F d__ee H C (l_~a£iltration de Hodge) telle que, pour 

p+ q = n+ I , on air 

(I .2.1) FP(Hc) • Fq(HC) H C o 

On passe de 1.1 & 1.2 en posant 

est une £iltra- 
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(I .2.2) FP(Hc) = I HP 'q' 

p'~ p 

et on passe de I .2 ~ 1.1 en posant, pour p+ q = n 

(1.2.3) H pq = FP(Hc) N Fq(HC) . 

1.3. D@signons par ~ le groupe alg~brique r6el obtenu par restriction des scalai- 

res ~ la Weil, de C ~ R , du groupe multiplicati£ ~m . On a _S(R) = C ~ ; on 

dispose d'un morphisme naturel w de Z dans S qui, sur les points r@els, est 
m 

l'inclusion de R* dans C* , et on dispose d'un morphisme naturel t de S dans 

@ qui, sur les points r@els, est la norme. Le compos6 tw est l'61~vation au 
m 

carr6. Une nouvelle variante de 1.1 est 

DEFINITION 1.4.- Une structure de Hodge r6elle sur H R est une action (d@finie 

sur R ) du groupe alg@brique S sur H R . 

Si z d~signe l'isomorphisme de d6£inition z : ~(R) -~-~ C* , on passe de 1.1 

1.4 en d6£inissant H pq comme le sous-espace de H C o~ ~(R) agit par multi- 

plication par zP~ q . 

Si H R est muni d'une structure de Hodge r@elle, on d@£init l'automorphisme C 

de Weil comme 6rant la multiplication par i p-q sur H pq . Cet automorphisme est 

r6el, et n'est autre que l'action de l'~l~ment i de ~(R) ~ C* 

DEFINITION 1.5.- Une polarisation d'une structure de Hodge r6elle, de poids n , H 

est une £orme bilin6aire Y sur H R , invariante par le sous-groupe compact 

Ker(t) de S , et telle que la £orme Y(x,Cy) soit sym@trique et d@£inie positive. 

De l'identit6 C 2 = (-I) n , on tire que 

~(x,y) = (-1)n y(x,C2y) = (-1)n ~(Cy,Cx) = (-1)n ~(y,x) 



215 

de sorte que 

de variance sous 

(I .5.1) 

(i 52) 

est altern~e ou sym6trique selon la parit@ de 

S et de positivit~ s'6crivent : 

est Fn-P(Hc) ; 

n . Les propri@t@s 

w 

l'orthogonal pour ~ de FP(Hc) 

pour x non nul darts H pq , on a 

i p-q ~(x,x) > 0 

(relations bilin~aires de Riemann). 

DEFINITION 1.6.- (i) Une structure de Hodge, de poids n , H consiste en un Z- 

module fibre de type £ini H Z (le "r&seau entier"), et en une structure de Hodge 

r6elle de poids n sur HR = H Z ®Z R • 

(ii) Une polarisation d'une structure de Hodge, de poids n , H est une pola- 

risation ~ de la structure de Hodge r6elle sous-jacente, qui est & valeurs enti~- 

res sur le r@seau entier H 2 

2. Th@orie de Hodge. 

2.1. Soient X c ~r(C) une varlet6 alg~brique complexe projective non singuli@re, 

purement de dimension d , et ~ e H2(X,Z) la classe de cohomologie d'une section 

hyperplane de X , i.e. la premiere classe de Chern de e(1) . 

Le complexe de De Rham holomorphe ~ est une r6solution du £aisceau constant 

C (lemme de Poincar~ holomorphe), d'o~ une suite spectrale 

(2.1.1) E~ q = Hq(X, ~) = H p+ q(X,C) 

2.2. La th~orie de Hodge a£firme que 

(A) La suite spectrale (2.1.1 1 d~g~n&re (E I = E ) . 

(B) La filtration de Hn(X,C) ~ laquelle elle aboutit est une structure de 

Hodge de poids n (1.2) sur Hn(x,R) . 
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D'apr@s (A), on a H pq = Hq(~x) 

(C) Pour n N d , d@signons par 

~d-n+ I : Hn(X,~) 

n le noyau du cup-produit it@r6 P~ 

H2d-n+ 2(X,~ ) 

n n l'intersection de P~ (partie primitive de la cohomologie), et par PZ 

n n de Hn(x,z) dens Hn(X,~) . Le classe ~ @tent de type (I,1), PR = PZ ® R 

sous-structure de Hodge de Hn(x,R) . A un signe ne d@pendant que de d et 

la forme 

~(x,y) = ~ ~d-n A x A y 

est une polarisation de la structure de Hodge pn 

(D) L'application naturelle 

~k A : O pn- 2k ~ Hn(x,~) 

n- 2k ~ d 

est un isomorphisme (d6composition de Hodge-Lepage). 

avec l'image 

est une 

n pr@s, 

3. Familles de structures de Hodge. 

3.1. Soit f : X ~ S un morphisme projectif et lisse d'espaces analytiques, pure- 

ment de dimension relative d . Pour simplifier, on supposera que S est non singe- 

r lier et que f est muni d'une factorisation par ~S = S x ~r(c) . Les fibres 

X s = £-I(s) forment donc une £amille analytique, param@tr@e par S , de sous- 

vari@t6s non singuli@res de ~r(c) 

3.2. Du point de vue C ~ , f est une £ibration localement triviale. L'al@@bre de 

cohomologie des fibres de f forme donc un syst@me local sur S , qu'on notera 

;( n f) = E R f .  z 

Pour tout faisceau ab@lien F sur S (par exemple ~ , £ , e ), on posera 
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(3.2.1) ~(£) = ~® ~(F1 . 

Puisque £ est propre, on a encore R £) ~ (f'F) 

Les classes de cohomologie des sections hyperplanes des X d@finissent une 
s 

section localement constante 

(3.2.2) ~ ~ H° (S, R~(F)) . 

Pour n ~ d, les P~(Xs) £orment donc un sous-syst~me local P~(F I de R~(£ I 

Posant P~(£) = F ® P~(F) , on a par d@finition 

- ~ 2 d - n +  2(£11 (3.2.31 P (£) = Ker(~ d n+ IA : R (£1 ~ R e 

£orme de polarisation 2.2 (C) La 

(3.2.51 ~(x,y) = ± ~ ~d-n A x A y 
X s 

est localement constante sur S , i.e. d~finit 

3.3. Pour F un faisceau analytique coherent sur S , on d@signera par £'F son 

image r@ciproque £aisceautique, et par f*F = ~X ~f'~" £'F son image r@ciproque en 
s 

tant que Faisceau de modules. Pour s e S , on d~signera par F(s I le O'S,s-module 

des germes de sections de F en s ; on appellera Fibre de F en s le vectoriel 

* est le F s = F(s ) ®~ C • Rappelons en£in que le complexe de De Rham relatiF QX/S 
S,s 

de [~X de composantes 4/S DIx / * I p ~ I I * ~ = £ n S et aX/S = nX/S . Si TX/S , quotient 

I dual de ~X/S ' est le £ibr@ tangent relatif, on dispose d'accouplements "produits 

contract@s" : 
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3.4. D'apr@s le lemme de Poincar@ holomorphe relatif, ~/S est une r@solution de 

f'~S " On dispose donc d'une suite spectrale 

On d@duit de 2.2 (A) que les E~ q sont localement libres, que la suite spec- 

trale (3.4.1) d6g@n@re (E I = E ) et que sa formation commute ~ tout changement de 

base. La filtration de R~(£) ~ laquelle elle aboutit (la filtration de Hodge) 

Z( ~ induit donc sur R £)s -- Hn(Xs ' C) la filtration de Hodge 2.2 : cette derni~re 

varie de £agon holomorphe avec s e S . 

D~FINITION 3.5.- La connexion de Gauss-Manin sur le £ibr@ vectoriel holomorphe 

R~(£) (identi£i@ ici ~ son £aisceau de sections holomorphes) est la connexion holo- 

morphe et int6grable 

I R~(f) ~7 : R~(£) ~ ~S ® 

ayant pour sections locales horizontales (~v = O) les sections locales de 

R~(*) . 

TH~OR~ME DE TRANSVERSALITE 3.6.- La filtration de Hodge F sur R~(£) v6ri£ie 

I ® Fp-I(R~(£) ) ~P(~(£) )  c ~s 

Preuve (d'apr[s Katz-Oda [10] et une communication personnelle de Katz). La 

question est locale sur S . Soit ~ = (Ui)o ~ i ~ N un recouvrement fini de X par 

des ouverts de Stein. Pour 

U o dans X , et 

f.(u 0 ,~/s ) = 
On d@signera par £.(~, d/S ) 

(3.6.1) f.(~, ~/S )pq = 

O C [O,N] , soient UQ = 10Q Ui ' jQ l'inclusion de 

(f4).(~/s 1%) 
le complexe double de faisceaux sur 

@ f.(% 
~-Q = q+ I 

S de composantes 
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de premiere diff~rentielle induite par la di£f~rentielle ext@rieure, et de seconde 

v 
diff~rentielle "Cechiste". La suite spectrale 3.4.1 est la suite spectrale de ce dou- 

ble complexe d6duite de la filtration par le premier degr@. 

U. 
1 

de 

Soit v un champ de vecteurs (holomorphe) sur S , et supposons donn~ sur chaque 

un champ de vecteurs v. relevant v . On d~signera par @(vi) l'endomorphisme 
i 

f*(!, nX/S) , v6ri£iant, pour Q = (i I ..... lq) , avee i I < ... < iq , 

et de coordonn6es la d6riv@e de Lie 

L : ~Pv/ -v f.(UQ, " ' / S )  ~ f.(UQ,n~/S) 
11 

et les produits contract6s 

(-1)P(vil - Vio ) U : %(UQ, nxP/s ) - f.(U{io]UQ 

Un calcul Facile montre que @(vi) commute & d . 

LEMME 3.7.- Sur les faisceaux de cohomologie R~(F) d__ee 

C ~ sur S . Si 

@(Vi) induit Vv . 

Soit ~ le £aisceau des £onctions 
w 

p-1 
, ~X/S ) - 

£.(~,d/S ) , l'endomorphisme 

F.(U__, [2* X/S) est l'analo- 

gue C = de (3.6.1), construit en termes du complexe des formes diff~rentielles rela- 

tives C = , ~ valeurs complexes, sur X , on a 

n R%(£) = Hn(£.(~, ~ X/S) ) . 

Les £aisceaux ~P X/S ~tant mous, cette formule reste m~me valable pour tout recou- 

vrement U' 

Si les (Vi)o~ i ~ N sont des rel~vements C de v sur les U i , la construc- 

tion 3.6 d~finit encore des endomorphismes 9(v~) ~r R~(f) . Si (v[) et (v~) 

s o n t  d e u x  s y s t ~ m e s  d e  r e l ~ v e m e n t s ,  u n  c a l c u l  F a c i l e  m o n t r e  q u e ,  au  n i v e a u  d e s  c o m -  
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p lexe s, 

(3.7.~) e(v~)- e(v~) = dH-H~, 

H ayant pour coordonn6es non nulles les produits contract,s 

p-1 
v' - v:' L : f.(U 0 ,~P X/S) ~ 2.(U 0 ,nX/S) 11 11 

( O = [i I ..... iq] i I < ... < i ). ' q 

n L'endomorphisme @(v~) de R e (f) est doric ind@pendant du choix des V!l ; il 
co 

est compatible, via l'injection de R~(f) dens R~(£) , ~ l'endomorphisme @(vi) 

n de 3.7. Ii suf£it d~s lors de v~ri£ier qua @(v~) = ~7 v sur R~(£) . On v6rifie 

qua @(v~) , ind@pendent des v! est eussi ind@pendent de U • Prenons U = {X] , 

et pour v' un rel@vement de v . On a alors 

f~(~_, a~ x/st : e~(< x/st , 
et @(v') est la d6riv@e de Lie salon v' , visiblement @gale ~ 

v 

3.8. Achevons la d~monstration de 3.6. Par construction, on a 

(3.8.1) e ( v i ) ( p '  ~ p p ' ~ p - 1  - 

Puisque la suite spectrale (3.4.1 7 se d6duit du complexe double f.(~, ~X/S) , 

on tire de 3.7 et (3.8.1 7 qua 

(3.8.2) 0(vi) FP(R~(£)) = V v FP(R$(£)) C FP-I(R$(£)) 

Ceci @tent vrai localement sur S , et pour tout v , implique 3.6. 

3.9. Ii r@sulte de la £ormule de Leibniz 

V(~h) = d2.~ + ~.Vh 

qua l'application induite par 

p n I Gr~-1 de~(~7) : GrF(%(e)) ~ n s ® (R~(e)) 

est ~-lin@aire. Ella s'identi2ie d'apr@s 3.4.1 
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I ® -~ f~S Rq+1 £ ~p-1 (3.9.1) de£(V ) : Rq£.f~xP/s ~ ~X/S o 

On d@duit de la £ormule 3.9 pour ~v que 

PROPOSITION 3.10.- L'homomorphisme (3.9.1) est le cup-produit, via l'accouplement 

(3.3 .I), avecla classe de Kodaira-Spencer 

I I 
c ~ ns ® ~I£.(Tx/s) 

qui exprime comment X se d@forme avec s . 
s 

D~FINITION 3.11.- (i) Une famille de structures de Hodge r6elles, de poids n , 

sur S consiste en 

a) un syst@me local de vectoriels r@els H R sur S ; 

b) une filtration holomorphe £inie F du £aisceau analytique localement fibre 

H~ = H~ ®R ~ ' 

ces donn~es v~rifiant les conditions suivantes : 

(H.I) La connexion naturelle ~ de H~ est telle que 

I VFP(H@ ) = f~S ® Fp-I(H~) 

En tout point s e S , F d@£init sur (H~) s une structure de Hodge de 

n . 

(H.2) 

poids 

(ii) 

sur 

Une polarisation de H est une forme bilin@aire localement constante 

H R qui induise en tout point s e S une polarisation de (HR) s 

3.1 2. Une Famille de structures de Hodge H de poids n sur S est un syst@me 

local de Z-modules libres de type £ini H Z sur S , plus une £amille de structures 

de Hodge r~elles sur H R = R ® H 2 • Une polarisation de H est une polarisation Y 

de HR qui soit ~ valeurs enti~res sur H z . 

Avec ces d~£initions, on peut re£ormuler 2.2 (C) et 3.6 en disant que, sous les 



hypoth&ses de 3.1, P~(f) 

222 

est une famille polaris~e de structures de Hodge sur S • 

4. Le th~or~me de r~gularit~. 

4.1. Lorsqu'on part d'un morphisme projectif et lisse f : X ~ S de schemas de 

type £ini sur C , tel que fan : xan ~ san v~rifie les hypotheses de 3.1, certains 

des objets construits au n °  3 se d@duisent d'objets de nature purement alg~brique par 

application du foncteur, de "passage ~ l'analytique". Ce sont : 

a) les £aisceaux de modules R;(f) , leur filtration de Hodge, la suite spectrale 

3.4.1, et la connexion de Gauss-Manin ; 

b) la structure d'alg~bre (cup-produit) sur R;(f) , et la "partie primitive" 

P~(f) ; 

c) le produit, par une puissance convenable de 2~i , de la forme de polarisation 

. 

Par contre, le "r~seau entier" R~(F) , et la structure r~elle qui s'en d~duit 

sur la cohomologie complexe des fibres de £ , song de nature transcendante. 

4.2. Soient en e£fet S un schema lisse de type fini sur C et X un sous-sch~ma 

£erm~ de ~r(c) x S , tel que la projection f : X ~ S soit un morphisme lisse 

purement de dimension relative d . 

D'apr~s la variante relative de GAGA, pour tout faisceau alg~brique coherent F 

sur X p on a 

(Rnf, F)an ~ n an- an- ---~ R f, [F ) . 

Plus g~n6ralement, si K* est un complexe de £aisceaux alg~briques coh~rents dont 
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les dif£@rentielles d. sont des op@rateurs diff@rentiels (alg~briques) f'~S- 
1 

lin~aires, alors les images directes en hypercohomologie v6rifient 

Rnf . (K*)  an ~ Rnf~n(K*an) 

(ce cas se ram~ne au pr@c@dent via l'une des suites spectrales d'hypercohomologie). 

Prenons pour K le complexe de De Rham alg@brique relati£ ~/S " On trouve que 

(notation de 3.2) 

(Rnf.~is)an - -  _ n ^ a n . _ . a n .  _ n a n . . a n  a n -  ~_( 
- - ~  ~ .  ~Ux/s)  . - -  R f .  ~f  ~s ) = ~ f )  " 

De plus, la suite spectrale (3.4.1) provient d'une suite spectrale purement alg&- 

brique 

(4.2.1 q 

D'apr~s 3.4, les 

Rqf.~/S P+q= ~* R ~*~X/S " 

E~ q sont localement fibres (puisque les E~ qan le sont), la 

suite spectrale (4.2.1) d@g~n@re et sa formation est compatible ~ tout changement de 

base. La filtration de Hodge, ~ laquelle elle aboutit, est ipso facto alg~brique. 

Le cup-produit se d~finit en termes du produit ext@rieur dans ~/S " La classe 

de cohomologie de De Rham d'une sectionhyperplane pouvant se d@finir alg6briquement 

(~ multiplication par une puissance de 2~i pros), ~ partir de la diff6rentielle 

logarithmique d£/£ : ~ ~ ~/S, la partie primitive P~(F) et Y sont aussi de 

nature alg~brique. 

EnFin, !a construction 3.6- 3.7 de la connexion de Gauss-Manin se transpose ais~- 

ment au cas alg@brique (Katz-Oda [10]). 

4.3. Soient D 

D* = D - {0] 

phe sur V et 

une surface de Riemann isomorphe au disque unit@, 0 un point de D , 

V un fibr@ vectoriel holomorphe sur D* , ~ une connexion holomor- 

V le syst@me local des sections horizontales de V . On a 
o 
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. On d~si- V~ Vo ®C ~ " Le groupe £ondamental (commutati£) ~I(D*) Z agit sur V °  

gne ~ T la transformation de monodromie, i.e. l'action sur V ou V du g@n6ra- 
o 

teur positif de ~ (D ~) . 

Ii existe U tel que 

T = exp(2~iU) 

Soient z : D ~-~ C une coordonn6e, v~rifiant z(O) = 0 , et D* le revetement 

(universel) de D w sur lequel log z est d~£ini. Pour v une section de V °  sur 

~* , 

e~p( - log ~. U)(v) 

est l'image r&ciproque d'une section holomorphe de V sur D ~ . 

Cette construction d~£init un isomorphisme 

: @®C H° ~W Vo) ~-~ V , mU1 Z 
et par i~ un prolongement naturel V U de V sur D , qui ne d6pend que de U . Une 

section v de V sur D* sera dite ~-mod6r~e si, en rant que section de V U , 

elle est m~romorphe en 0 . Cette notion ne d6pend pas du choix de U . 

4.4. Soient S le compl~ment dans une courbe projective et lisse S d'un ensemble 

£ini T , et V un £ibr~ vectoriel alg~brique sur S . Une connexion (alg~brique) 

V sum V est dire r6guli~re si, pour tout t e T , les sections m~romorphes de V 

au voisinage de t sont V-modifies. 

TH~0R~ME 4.5.- Pour £ : X ~ S un morphisme de schemas projecti£ et lisse, la 

n 
connexion de Gauss-Manin sur R £w~X/S est r6guli~re. 

Ce th~or~me est prouv~ dans [2]. Une d~monstration compl~tement di££6rente, pro- 

c6dant par voie arithm~tique, est due ~ Katz [9]. 
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4.6. Soient D* comme en 4.3, H une £amille de structures de Hodge r&elles sur 

D* , T la transformation de monodromie de H C , U une transformation de H C 

telle que T = exp(2~iU) et H~, U le prolongement localement libre correspondant 

de H~ sur D . 

On dit que H est r@guli~re en 0 si la filtration de Hodge de H~ se pro- 

longe & H@, U . Cette condition ne d~pend pas de U . Le th@or@me 4.5 ale corol- 

laire suivant, de conclusion purement analytique. 

COROLLAIRE 4.7.- Sous les hypoth@ses de 4.5, les familles de structures de Hodge 

Rn(£) sur S an sont r@guli@res au voisinage de tout point t e T . 

On peut esp@rer que, en fair, route £amille polaris6e de structures de Hodge 

sum D* soit automatiquement r~guli@re. 

5. Espaces modulaires. 

5.1. Soient G un groupe alg&brique r~el, C e G(~) , et V une representation 

r@elle de G . Une C-polarisation de V est une forme bilin~aire ~ sur V , 

G-invariante, et telle que Y(x,Cy) soit sym~trique et d@finie > O . 

LEMME 5.2.- Si G est connexe (par quoi on entend que G(C) l'est), les conditions 

suivantes sont 6quivalentes : 

(i) G admet une repr6sentation 

soit C-polarisable. 

(ii) Toute repr6sentation de 

(iii) G est r&ducti£ et ad C 

La d~monstration est laiss~e au lecteur. 

p : G ~ GL(V) de noyau Ker(p) £ in i  qui 

G est C-polarisable. 

est une involution de Caftan (d__~e G ). 
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Remarque 5.3.- Ii existe dans 

5.2 si et seulement si 

cas : 

a) Un tel ~l~ment C 

centralisateur. 

G(R) des @l~ments C v6rifiant les conditions de 

G est r@ductif et admet un tore maximal compact. Dans ce 

est contenu dans un seul sous-groupe compact maximal, son 

: G -~ GL(V) 

Par morphisme de S dans G on entendra toujours un homomorphisme h : S ~ G 

rendant commutati£ le diagramme 

w t 
m m 

11 lh ]I 
w t 

G --~ G --~ 
m m 

Si h : ~ ~ G est un morphisme et p : G ~ GL(V) une repr6sentation r~elle 

de G , on notera ~ la structure de Hodge r~elle (1.4) p o h de V . Pour p 

homog~ne de poids n , une polarisation de V est une polarisation Y de (V , hv) 

qui v6ri£ie 

(5.4.2) Y(gx, gy] = t(g) n Y(x,y) 

On dira que h est positif si toute representation de G est polarisable. 

5.4. Soit G un groupe alg~brique r~el, muni d'homomorphismes 

(5.4.1) ~ w G t_~ 
m m 

tels que w soit central et que tw(x) = x 2 . Une representation 

sera dire homogane de poids n si p w(x) = x n 

b) Pour G adjoint, la correspondance C ~-~ (centralisateur de C ) est une 

bijection entre l'ensemble de ces ~l~ments et l'ensemble des sous-groupes compacts 

maximaux de G(R) . 
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5.5. Le groupe G , muni de (5.4.1), est uniquement d~termin@ par G °  = Ker(t) , 

muni de l'~l@ment central, d'ordre divisant 2 , g = w(- I) . Le groupe G s'iden- 

ti£ie en efFet au quotient de ~m X G °  par le sous-groupe engendr~ par (- I , 2 7 . 

De ce point de vue, un morphisme h : S ~ G s'identiFie ~ h °  : S O ~ G °  

tel qua h° (-1) = ~ . Une representation homog@ne de poids n de G s'identi£ie 

une representation p de G °  telle qua p(¢) = (-I) n , et une polarisation de cette 

repr@sentation s'identi£ie ~ une h° (i)-polarisation (5.1). D'apr~s 5.2, si G °  est 

connexe, h est un morphisme positi£ si et seulement si G est r@ductiF et qua 

ad h° (i) est une involution de Caftan de G °  . 

5.6. On suppose d@sormais qua G °  est r~ductiF connexe. 

Soit h un morphisme de S dans G . Pour p : G ~ GL(V) une representation 

de G , on d@signe par F h la Filtration de Hodge de V c d@duite de ~ . Pour la 

repr6sentation adjointe Lie(G) , 

(5.6.1)   (Lie(G)C) Lie(GC P -p 
est l'alg@bre de Lie d'un sous-groupe parabolique P(h) de G c . Pour route represen- 

tation p : G ~ GL(V) de G , P(h) respecte la Filtration de Hodse F h de V C ; 

si Ker(p) n G °  est central, alors P(h) est exactement le sous-groupe de G qui 

respecte carte Filtration. 

Enfin, on d@signe par H(h) le centralisateur de h dans G(~) . 

5.7. Soit X une classe de conjugaison de morphismes de S dans G . On d~signera 

v 
par X l'ensemble des conjugu6s dans G(C) de P(h), pour h e X . 

LEMME 5.8.- L'application G(~)-6quivariante P : h ~ P(h) identi£ie X ~ un 

V 
ouvert de l'espace de drapeaux X . 
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Soient h e X et p : G ~ GL(V) une repr6sentation homog~ne de G telle que 

Ker(p) N G °  soit £ini. L'ensemble X s'identifie A l'ensemble des structures de 

Hodge sur V , conjugu6es sous G(~) ~ h V , tamdis que ~ s'idemtifie ~ l'ensemble 

des filtrations sur V C , conjugu~es sous G(C) ~ F h . Une structure de Hodge homo- 

g~ne ~tant d~termim6e par sa filtration de Hodge, l'application P est injeetive. 

Elle s'identi£ie ~ l'application 

~(R)/H(h) 
de diff~rentielle ~ l'origine 

eie(G)/Lie(H) 

i.e. Lie(G)/(F °  n F° )(Lie(G)) 

G(C)/P(h) 

Lie(Gc)/Lie(P(h)) , 

F-~/F° (Lie(Gc)) . 

Cette diff~rentielle est bijective, d'o~ 5.8. 

On a vu en passant que 

(5.8.1) H(h) = G(R) N P(h) . 

5.9. Soient V une repr@sentation r@elle de G , V(~ , R) le £aisceau constant sum 

x devaleur V, V(~,C) = C~V([,R) , V(~,O) =+®cV(f,C) et V ~acon- 

nexion int~grable naturelle de V(~, O) . L'application G(R)-6quivariante h ~ h V 

de X dams les structures de Hodge sur V se prolonge de faGon unique en une appli- 

cation G(C)-@quivariante et donc holomorphe de X dams les filtrations de V C . 

v 
Celle-ci correspond & une filtration F de V(X,6 ~) , la filtration de Hodge. Le sys- 

t~me (V(~, O),V, F) est G(C)-~quivariant. La structure r~elle V(~, R) de 

V(X , C) est G(R)-~quivariante. En£in, en h e X , F induit sur V C la filtration 

de Hodge F h . 
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v 
5.10. L'action de G(C) sur X 

(5.10.1) Lie(G) (X , O) 

d@£init un morphisme 

T v , 
X 

h • X , le noyau de (5.10.1) est 

(5.6), de sorte que (5.10.1) se £actorise par un isomor- 

ob T v est le £ibr@ tangent. En 
X 

Lie(P(h)) : F~(Lie(Gc) ) 

phisme G(C)-@quivarient 

(5.10.2) F-~/F° (Lie(G)(X, O)) -~ T~ . 

On d~signe par T~ le sous-£ibr@ holomorphe de r~ image de F -1(eie(G)(~, 6)) . 
X 

I On v@ri£ie £acilement qua si v est une section locale de T~ , alors 
X 

Vv(FP(v({, 6))) = FP-1(V(~, e)) , 

quelle que soit la repr@sentation ~ : G ~ GL(V) . La r@ciproque est vraie pour 

Ker(p) n G °  central. 

5.11. Supposons maintenant qua X soit une classe de conjugaison de morphismes posi- 

ti£s de S dens G . Pour h • X , on posera C h = h(i) et on d~signera par K(h) 

le centraliseteur de C h dens G(R) . Le groupe K° (h) = K(h) n G° (R) est compact. 

Soient V une repr@sentation de G et Y une £orme bilin@aire G-invariante sur 

V . Si ~ est une polarisation de (V , hv) pour un h • X , alors Y est une pola- 

risetion de (V, hv) pour tout h • X . En e££et, posant ~h(x,y) = ~(X,ChY ) , on a 

(5.11.1) {gh = g({h ) " 

On dire qua Y est alors une polarisation de V . Par hypoth@se, toute repr@sen- 

tation de G est polarisable. 

5.12. Soit Y une polarisation de la representation adjointe de G sur Lie(g) . 

D'apr~s 5.10.2, Y induit en cheque point h e X une £orme hermitienne d@£inie 

positive sur 
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F-~/~°/LiefGhc~h/.h~, j ! ~ 0 Lie(G) p' -P (5.12.1 7 (Tx) h -- p<O 

La polarization Y d~£init donc une structure hermitienne, invariante zouz G(~) , sur 

Si Z ezt le centre de G , on a d@j& 

(5.12.2) F-~/F° (Lie(G/Z)(~, ~)) ~-~ Tw 
X 

et une polarization ~ de Lie(G/Z) d6finit d@j& une structure de vari~t~ hermi- 

tienne sum X . On peut prendre pour ~ l'oppos~ de la £orme de Killin9 de G/Z . 

Posons 

i v = 

(Tx) h ~ (Lie(G/Z))2p,-2p 
p<O 

(T~) h = ~ (Lie(G/Z))2p-I ,-2p+ I 
p<O 

On obtient ainsi une d6compozition orthogonale C ~ du £ibr@ tangent en deux 

zouz-fibr@s complexes. On a 

(512.4) = h (h e X) 

5.13. Le sous-groupe K(h)c N P(h) de K(h)c ezt parabolique, de sorte que 

K(h)c C K(h).P(h) et que K(h).h = K(N)c,h est une zous-vari@t@ analytique com- 

plexe compacte de X . Ces vari~t@s sont les £ibres de la £ibration C ~ G(~)- 

~quivariante 

X : G/H(h) 

On v@ri£ie £acilement que 

G / K ( h )  . 

v T X est le fibr@ tangent & cette £ibration. 

5.14. Rappelons que sur un £ibr& hermitien holomorphe F , il existe une et une 

seule connexion hermitienne ~7 te!le que ~" = ~" . La courbure R du fibr@ est 

par d@£inition la courbure de cette connexion. C'est une £orme de type (1,1 7 & valeur 

dans l'alg~bre de Lie du groupe unitaire du £ibr~. 

Si F est le £ibr@ constant d@£ini par un vectoriel F , et si la forme hermi- 
o 

X . 
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tienne s'~crit 

(5.14.1) ~(x,y) : ~o(hx,y) , 

alors, pour x : S ~ F une section 
o 

(5.14.2) KTx = ~x + h-1~'h.x . 

mm 
C de F , o D a 

applications 

X = G/H ~ G(C)/P ~-~ N- 

Les translations & gauche sur N permettent d'identifier le £ibr~ tangent & n 

On d~signera par t + , t °  et t- les projections orthogonales de Lie(G)C sur n- 

On en tire qua, pour u et v deux champs tangents, 

(5.14.3) R(U,V) = 8u(h-1~$h ) - 8v(h-18~h) - h-1~uv]h + [h-15~h, h-lash] . 

5.15. Soit F le £ibr6 tangent d'une vari6t6 analytique complexe hermitienne. Pour 

u un vecteur tangent ~ S , on d6signera par Ul, 0 et Uo,1 = u1,0 ses composan- 

tes de type (1,0) et (0,1) darts le complexi£i4 du £ibr6 tangent. On appelle courbure 

holomorphe de S dans la direction u le nombre r~el 

(5.15.1) R(u) = {(R(u 1,0, Uo,1)(u) ' u)/~(u'u)2 " 

Si on munit X de la structure hermitienne 5.12, on ale r6sultat #ondamental 

( [ 8 ] ,  § 9) : 

THEOREME 5.16.- Ii existe k < O, telle qua R(u) ~ k dans toute direction apparte- 

h 
nant ~ T x . 

Preuve (une esquisse) : Par homogeneitY, il suf£it de prouver 5.16 en un point 

e e X . Posons H = S(e) , P = P(e) , soit N + le radical unipotent de P et soit 

N le sous-groupe complexe conjugu6 d'alg~bre de Lie 

n_- = p<~O Lie(G)P' 
~p 

Dans les calculs qui suivent, on identi£iera, pros de e , X ~ N- par les 
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Lie(He) et nJ = Lie(N + ) . Pour g =np 

tielle, en e , de l'action de g sur X 

t- ad p : n- ~ n- 

La structure hermitienne s'6crit donc 

D@signant par 

(g • GEN)'-" , n e N-  , p e P)  , l a  d i f f @ r e n -  

s'identi£ie 

(t- ad p-1 p-1 ~n (x'y) = #e x, t- ad y) . 

la £orme de polarisation et par C l'involution de Caftan asso- 

ci@e & e , on a 

~ n ( X , Y )  

On v@ri£ie que pour 

p = 

et h = 

pour H = 

Y(t- ad p-lx , t-C ad p-ly)) 

-I ~ ( t -  ad p X ,  a d  C ( ~ )  -1  .C~)  

-1 ~ ( a d  C ( p )  . t- . ad p . x ,  C~) 

-1 
~}e(ad C ( p )  . t -  . a d  p . x , y )  . 

n = e x p ( u )  a v e c  u ~ 0 , o n  a a u  3@me o r d r e  p r & s  

e x p ( u  - ½ t ° [ u , u ]  - t + [ u , u ] )  

-I exp(H) ~d c ( ~ )  t- ad p = 

t- o ad(Cu - u + [u,u]) - ½ It- ad Cu, t- ad ~] . 

Sous les hypoth@ses de 5.14, si h = exp(H) et si H = 0 en s o e S , on d6duit 

de 5.14.3 que, en s 
o 

~iuv])H ~ ( u , v )  = (~"~'u v - ~"~')Hv u -  - ~ [ ~ u  H , ~'H]v + ½ [  ~"Hv , ~ H ]  + (~'~'u ~ - ~ v ~ u  . . . .  

Appliquant cette £ormule, on voit que la courbure est donn6e, en e , par 

R(u,v) e : s(u,~) s(v,:) , 

avec S(u , v) = - t- o ad[u , v] + ½[ t- ad Cu , t- ad v] 

+ ½J-t- ad ~ ,  t- ad Cu]  

= It- ad Cu, t- ad v] - t- o adEu, v] 

Quels que soient u , v • n__- , si Ul 0 et u01 sont les composantes de type 

(107 et (01 7 de u comme en 5.15, on a grace ~ l'invariance de Y , 
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~(R(Ulo,  Uo~)(v ) , v) = ~ (s (u ,  G ) ( v ) ,  c;)  

= ~ ( [Cu ,  t - [ ~ ,  v ] ]  - t-EGEcu, v ] ]  - t -EEuG],  v ] ,  c~) 

: ~(tE~,v],Ecu,c~]) +~([cu,v],[~,c~]) ~(Eu,~],Ev,c~]) 

Pour u = v • T~ , on a Cu =-u et 

~(R(U~o, U o ~ ) ( . ) ,  u) = ~ ( t - E u ,  ~ ] ,  [ ~ ,  ~])  + ~ ( [ u ,  ~ ] ,  [ v ,  ~]) 

= - ~ ( t - E u ,  ~ ] ,  t - [ ~ , ~ ] )  - ~ ( [ u , ~ ] ,  [ u , ~ ] )  < o , 

ce qui prouve 5.16. 

Une g~nEralisation du lemme de Schwarz permet de d~duire de 5.16 (volt [I], III, 

n °  10) : 

COROLLAIRE 5.17.- Soit £ : D ~ X une application holomorphe du disque unit6 dans 

X . Munissons D de la m6trique hyperbolique d pour laquelle il est de courbure 

h 
-I , e t X de la m~trique 4.12. Alors, si £(D) est tangent aux T x , on a 

d ( f ( x ) , ~ ( y ) )  ~ Ixl d(x,~)  . 

6. Le th6or&me de monodromie, d'apr@s A. Borel. 

6.1. Soient S une vari6t@ analytique complexe connexe, munie d'un point base 

s e S , et p : 7 -~ S son rev~tement universal. Soit H une £amille polaris6e 
o 

de structures de Hodge de poids n sur S . On d6signera par H la structure de 
o 

Hodge polaris~e fibre de H en s 
o 

La polarisation ~ est une £orme bilin~aire sur H °  @ . On d~signera par G °  

le groupe alg@brique, d@£ini sur ~ , composante neutre du groupe des automorphismes 

de (S o~, ~) , par ¢ • G °  l'homoth~tie de rapport (-1)n , Par G le groupe d~- 

duit, par le proc6d6 5.5 de (G °  , ¢) et par F le groupe discret des automorphismes 
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de (Ho 7 ' ~ ) " On dispose de 

(6.I.1) T : ~I(S' Sot -~ F • 

6.2. Pour chaque point s e ~ , on dispose d'un isomorphisme naturel 

Ho Z ~_ Hp(s t , 7 ' et la structure de Hodge Hp(s) s'identifie & une structure de 

Hodge sur Ho, Z ' d~finie par h(s t : S -+ G R . Les morphismes h(s) sont posi- 

tiFs, et conjugu~s entre eux, car ils £orment une famille continue connexe et que 

G est r~ducti£. Si X est l'espace modulaire correspondant, d~£ini au § 5, on 

dispose donc d'une application 

h:~ ~ X. 

La £amille H est l'image r~ciproque par 

X 

et 

h du syst~me de structures de Hodge sur 

d~fini (5.9) par la representation de poids n naturelle de G dans H 
o 

Le morphisme h est @quivariant, via (5.5.1), pour les actions de ~I(S' So) 

F sur S et X . 

I (c£. 5.1or. D'apr~s 3.4 et 3.6, l'application h est holomorphe et Im(dh t c T x 

h(y + I t  = T h ( y  t . 

6.3. Supposons que S soit le disque unit6 @point~ 

D* = [ ~ 1 o <  I ~ 1 < 1 }  

et prenons pour rev~tement universel de D* le demi-plan de Poincar& Y , muni de 

exp(2~iy) : Y ~ D* . 

Si T e F est la trans£ormation de monodromie (4.3) de H z , l'application h v@ri- 

£ie 

(6.3.1) 

Choisissons h O e X . Si h(y t = gy.h O , la distance dans 

(5.12), v~ri£ie 

(6.3.2) d(h(y+ I), h(y)) : d(Tgyho, gyho) : d(gyITgyho, hot . 

X , pour une m@trique 
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D'apr~s 5.17, si 

tion h 

Y est muni de sa distance hyperbolique naturelle, l'applica- 

d&cro~t les distances (convenablement normalis~es). Dans Y , on a 

d(y, y+1) ~ (Ira(y)) -I 

et donc 

(6.3.3) d(~ITgyho , ho) 

Le m~me argument s'applique 

qu'une iimite de conjugu6s de T 2 

G(R) . Les valeurs propres de T 2 

0 pour Im(y) ~ m . 

T 2 ; de plus, T 2 ~ G(R) , et (6.2.3) implique 

se trouve dans le sous-groupe compact H(ho) de 

(et de T ) sont donc routes de valeur absolue I . 

Ces valeurs propres £orment un ensemble d'entiers alg~briques stable par conjugaison. 

Or, 

LEMME 6.4.- Si tousles conjures complexes d'un entier alg~brique sont de valeur 

absolue I , alors ~ est une racine de l'unit@. 

Les valeurs propres de T sont donc des racines de l'unit~, ce qui prouve 

THEOR~ME DE MONODROMIE 6.5 (A. Borel).- Soit H une famille de structures de Hodge 

polaris~e sur le d isque ~point~ D* . Ii existe des entiers N e_~t M tels que la 

transformation de monodromie T v&rifie 

(T N - I) M = 0 • 
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