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Introduction.

Si X est une variété analytique complexe (non singulidre), il y a équiva-
lence entre les notions
a) de systéme local de vectoriels complexes sur X ;

b) de fibré vectoriel sur X muni d'une connexion intégrable.

La seconde de ces notions se transpose de fagon évidente pour X une
variété algébrique non singuligre sur un corps k (qu'on prendra ici de caractéristi-
que 0). Toutefois, les fibrés vectoriels algébriques 3 conmexion intégrable généraux
sont pathologiques (cf. IT 6.19) ; on n'obtient une théorie raisonnable qu'en imposant
une condition de "régularité" 2 1'infini. D'aprés un théor2me de Griffiths [8], cette
condition est automatiquement vérifide pour les "connexions de Gauss-Manin" (c£.II 7).
En dimension un, elle est étroitement 1iée 2 la notion de points singuliers réguliers

d'une équation différentielle (cf. I 4, II 1).

Dans le chapitre I, on explique les divers déguisements sous lesquels appa-
ratt la notion de connexion intégrable. Au chapitre II, on démontre les faits fonda-
mentaux relatifs aux connexions régulidres. Au chapitre III, on traduit certains des
résultats obtenus dans le langage des fonctions de classe de Nilsson et, comme appli-
cation du théor2me de régularité II 7, on expose la démonstration de Brieskorn [5] du

théoréme de monodromie.

Ces notes sont issues de la partie non cristalline d'un séminaire donné a
Harvard pendant l'automne 1969, sous le titre :

"Regular singular differential equations and crystalline cohomology".

Je remercie les assistants & ce séminaire, qui ont eu 2 subir des exposés

souvent vaseux, et m'ont permis d'y apporter de nombreuses simplifications.

Je remercie aussi N. Katz, avec qui j'ai eu de nombreuses et utiles conver-

sations, et 3 qui sont dis les principaux résultats de 1'important paragraphe II 1.



Notations et terminologie.

A 1'intérieur d'un weme chapitre, les références se font selon le systime
décimal. Une référence 3 un autre chapitre (resp. 2 la présente introduction) est

précédée du numéro en chiffre romain du chapitre (resp. de Q).

On utilisera les définitions suivantes :

(0.1) espace analytique : les espaces analytiques sont complexes et de dimension loca-

lement finie. Ils sont supposés O-compacts, mais non nécessairement séparés.

(0.2) fonction multiforme : synonyme de fonction multivaluée -voir une définition pré-

cise en I 6.2~

(0.3) immersion : selon la tradition des géomdtres algébristes, immersion est synonyme

de "plongement",

(0.4) lisse : un morphisme f : X —=> S d'espaces analytiques est lisse si localement
sur X , il est isomorphe A la projection de D" XS sur S » pour p" un polydisque

ouvert.

{0.5) localement parscompact : un espace topologique est localement paracompact si
tout point a un voisinage paracompact (et donc un systéme fondamental de voisinages

paracompacts).

(0.6) variété algébrique complexe non singuli2re (ou lisse). Un schéma lisse de type

fini sur Spec(€).

(0.7) variété analytique (complexe) : un espace analytique non singulier (ou : lisse).

(0.8) revetement : selon la tradition des topologues, un revBtement est une application
continue f : X —» Y telle que tout point y € Y ait un voisinage V tel que fIV

soit isomorphe & la projection de F XV sur V , avec F discret.



I. Dictionnaire.
Dans ce chapitre, on explicite les relations entre divers aspects et divers
usages de la notion de "syst2me local de vectoriels complexes". L'équivalence entre les

points de vue considérés est bien connue depuis longtemps.

Le point de vue “cristallin" n'a pas été considéré ; voir [4] [10].

1. Systémes locaux et groupe fondsmental.

Définition 1.1. Soit X un espace topologique. Un systéme local complexe sur X est

un faisceau de vectoriels complexes sur X gqui, localement sur X , soit isomorphe 2

1'un des faisceaux constants EP {n € N).

1.2, Soit X wun espace topologique localement connexe par arc et localement simple-
ment connexe par arc, muni d'un point base x, € X . Pour éviter toute ambiguité,
précisons que :

a) Le groupe fondamental ﬁl(X,xo) de X en x, a pour élémentsles classes

d'homotopie de lacets issus de x, ;

b) 81 ¢,B € nl(x,xo) sont représentés par des lacets a et b , alors qB

est représenté par le lacet &b obtenu en juxtaposant b et a , dans cet ordre.

Soit F un faisceau localement constant sur X . Pour tout chemin
a: [0,1] —> X , 1l'image réciproque a*F de F sur [0,17 est un faisceau locale-
ment constant, donc constant, et il existe un et un seul isomorphisme entre a*F et
le faisceau constant défini par l'ensemble (a*fF), = Ea(O) . Cet isomorphisme définit

un isomorphisme a(F) entre (a*E), et (a*F)1 » 1.e. un isomorphisme

a(F) : F —_

a(0) En(l) ’

Cet isomorphisme ne dépend que de la classe d'homotopie de a et vérifie
ab(F) = a(F).b(F) . En particulier ﬂi(X,xo) agit (2 gauche) sur la fibre F _de F

©

en X, . Il est bien connu que

Proposition 1.3. Sous les hypoth&ses 1.2, avec X connexe, le foncteur F —> Ex

est une équivalence entre la catégorie des faisceaux localement constants sur X et

la catégorie des ensembles munis d'une action du groupe ﬂl(X,xo) .
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Corollaire 1.4. Sous les hypothéses de 1.2, avec X connexe, le foncteur

F Ex est une équivalence entre la catégorie des systeémes locaux complexes sur
{-]

X et la catégorie des représentations complexes de dimension finie de ﬁl(X,xo).

1.5. Sous les hypotheses 1.2, si a : [0,17 —> X est un chemin, et b un lacet
1

issu de a(0), alors aba a(b) est un lacet issu de a(l). Sa classe d'homotopie
ne dépend que de celles de a et b Cette construction définit un isomorphisme

entre ni(x,a(o)) et nl(X,a(l)).

Proposition 1.6. Sous les hypothéses 1.5, il existe & isomorphisme unique prés un

et un seul faisceau en groupe localement constant ﬂl(X) sur X (le groupotde fonda-

mental), muni, pour tout x, € X , d'un isomorphisme

(1.6.1) HI(X)x ol ﬂl(x’x°)

et tel que, pour tout chemin a : [0,1] —> X , 1l'isomorphisme 1.5 entre ﬂl(X,e(O))

et ﬂl(X,a(l)) s'identifie via (1.6.1) & 1'isomorphisme 1.2 entre nl(X)a(O) et

HI(X)a(l)

8i X est connexe de point base x, , le faisceau HI(X) correspond, via
1'équivalence 1.3, au groupe ni(X,xo) muni de son action sur lui-m@me par automor-

phismes intérieurs.

Proposition 1.7. Si F est un faisceau localement constant sur X , il existe

une et une seule action {dite canonique) de HI(X) sur F gqui en chaque x, € X

induise 1'action 1.2 de m (X,x,) sur F .




2. Connexions intégrables et systdmes locaux.

2.1. Soit X un espace analytique (0.l1). On appellera fibré vectoriel (holomorphe)

sur X un faisceau de Modules localement libre de type fini sur le faisceau structural
G de X. 5i U est fibré vectoriel sur X et x un point de X , on désignera par
U(x) le G(x)—module libre de type fini des germes de sections de VU . Si m est

1'idéal maximal de G(x) s on appellera fibre en x du fibré vectoriel U le €-vec-

toriel de rang fini

(2.1.1) v,

x " Ve %, . O ™

(x)

Si £ : X~—-» Y est un morphisme d'espaces analytiques, le fibré vectoriel

f*y sur X image réciproque d'un fibré vectoriel V sur Y est l'image réciproque

de VU en tant que module eohérent : si f£'\ est 1l'image réciproque faisceautique de

v , on a

(2.1.2) ¥ o~ ®X 8&.9 £l
Y
En particulier, si x : P —» X est le morphisme de 1'espace ponctuel P

dans X défini par un point x de X, on a

(2.1.3) Ux ~ x*
2.2, Soient X une varlété analytique complexe (0.7) et Y un fibré vectoriel
sur X . Les anciens auraient défini une connexion (holomorphe) sur U comme la donnée,
pour tout couple de points infiniment voisins du ler ordre (x,y) de X , d'un isomor-
phisme Yy x - Ux — Uy s cet isomorphisme dépendant de fagon holomorphe de (x,y)

3

et vérifiant Yx x = Id .
H]

Si on l'interprdte convenablement, cette "définition" coilncide avec la
définition maintenant & la mode 2.2.4 ci-dessous (qui ne sera pas utilisée dans le
reste du §).

I1 suffit pour l'obtenir d'interpréter "point" comme signifiant "point 2

valeur dans n'importe quel espace analytique” :



2.2,1. Un point d'un espace analytique X 2 valeur dans un espace analytique S est

un morphisme de S dans X .

2.2.2, Si Y est un sous-espace de X , le nléme voisinage infinitésimal de Y dans

X est le sous-espace de X localement défini par la puissance (n+1)ieme de 1'idéal

de 6, qui définit Y .

2.2.3. Deux points x,y de X 2 valeurs dans 8 sont dits infiniment voisins de

ler ordre si l'application (x,y) : S —> X x X qu'ils définissent se factorise par

le voisinage infinitésimal du ler ordre de la diagonale de X X X .

2.2.4, Si X est une variété analytique complexe et VU wun fibré vectoriel sur X ,

une connexion (holomorphe) Yy sur U consiste en la donnée suivante :

-pour tout couple (x,y) de points de X A& valeurs dans un quelconque espace

analytique 5 , avec x et y infiniment voisins du ler ordre, on donne

Yo,y x*y —> y* ; cette donnée est assujettie aux conditions :
£ ]
(i) (fonctorialité) Quels que scient f : T —> S et les points infiniment
s . —_—> ¥ =
voisins du ler ordre x,y : S T3 X , ona f (Yy,x) Vyf,xf .

(ii) On a Ve x =14 -
>

2.3. Soit Xl le voisinage infinitésimal du ler ordre de la diagonale X, de X X X,

et soient Py et p, les deux projections de X1 sur X . Par définition, le fibré

vectoriel Pl(U) des jets de sections du ler ordre de U est le fibré Py p§ v .

On désignera par j1 1'opérateur différentiel du ler ordre qui 2 chaque section de

U associe son jet du premier ordre :

it v— 2l = 6,
1

8 U
@X

Une connexion 2.2.4 peut s'interpréter comme un homomorphisme (automatiquement

un isomorphisme)

(2.3.1) Y=pth%p§\;

qui induise l'identité au-dessus de X, . Puisque

* * ~ 3
HOH]X1 (pl U, p2 ) ~ Hom (U;Pl*Pz U) ]



une connexion s'interpr2te encore comme un homomorphisme (6-linéaire)
(2:3.2) D:y—> W
tel que la flache composée évidente
P 1
Y~=>P () —> ¥y

solt 1'identité. Les sections Ds et jl(s) de Pl(k) ont donc meme image dans VU ,

et jl(s) - D(s) s'identifie 2 une section Vs de Q;& ® b ~ Ker (Pl(b’) —> Yy :
(2.3.3) v sv— ol
(2.3.4) i1s) = D(s) + Vs
En d'autres termes, une connexion 2.2,4., permettant de comparer deux fibres
voisines de VU , permet aussi de définir la différentielle Vs d'une section de V.
Réciproquement, la formule 2.3.4 permet de définir D et donc Yy & partir

de la dérivée covariante V . Pour que D soit linéaire, il faut et il suffit que ¢

vérifie 1l'identité

(2.3.5) V(fs) = df.se + £.V &
La définition 2.2.4 é&quivaut donc 3 la définition suivante, due a J.L. Koszul.

Définition 2.4. Soit VU un fibré vectoriel (holomorphe) sur une variété analytique

compiexe X . Une connexion holomorphe (ou simplement connexion) sur U est un

homomorphisme €-linéaire

Viu—> QL) = 0 8 U

vérifiant 1'identité de Leibniz (2.3.5) pour f et s sections locales de & et

de V. On appelle ¢ la dérivée covariante définie par la connexion.

2.5. 84 le fibré vectoriel VY est muni d'une connexion T de dérivée covariante ¢ ,
et si w est un champ de vecteurs holomorphes sur X , on pose, pour toute section

locale v de V¥ sur un ouvert U de X

Vw(") =<y v,w> € L) .

On appelle Vo © ¥ —> U 1la dérivée covariante selon le champ de vecteur w .



2.6. 8i lf et ZT sont deux connexions sur X , de dérivées covariantes 1V et

oV » alors vV - ¥ est un homomorphisme 6-linéaire de VU dans Q;(U) . Récipro-
quement, la somme de ly et d'un tel homomorphisme définit une connexion sur VU :

les connexions sur VU formant un espace principal homogéne (ou torseur) sous

Lm(u,n)l(w)) ~ ni(@w))

2.7. 8i des fibrés vectoriels sont munis de connexions, tout fibré vectoriel qui s'en
déduit par une "opération tensorielle' est encore muni d'une connexion. Ceci est évi-
dent sur 2.2.4 ., De fagon précise, soient UI et Uz deux fibrés vectoriels munis de

connexlons de dérivées covariantes V et V

1 2’
2,7.1. On définit une connexion sur Ul @ Uz par la formule
Vv +vy) = v (v + 19, <vs)
2.7.2, On définit une connexion sur Ul ® VZ par la formule de Leibniz
Vv @ vy = Vv vy vV,
2.7.3. On définit une connexion sur ggg(hl,Ué) par la formule
(wa)(vl) = 2Vw(f(v1)) - f(lv v)
La connexion canonique sur ® est la connexion pour laquelle Vf = df .

Soit VU wun fibré vectoriel muni d'une connexion.

2.7.4. On définit une connexion sur le dual UV de VU via 2.7.3 et 1l'isomorphisme

de définition UV = Hom(\;,6) . On a

< vwv',v > = aw <v',v > - < v',VWv > .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ces formules définissent bien
des connexions. Pour 2,7.2 par exemple, il faut vérifier d'une part que la formule
donnée définit une application €-bilinéaire de (Ul ® UZ) s ce qui signifie que le
second membre II(VL’VZ) est C-bilinéaire et vérifie II(fvl,vz) = II(vl,fvz) ;
d'autre part, il faut vérifier 1l'identité (2.3.5) .

2.8. Un G-homomorphisme f entre fibrés vectoriels Ul et UZ munis de connexions



est dit compatible aux comnexions si

ZV.f = f.lv

D'apres 2.7.3, cela revient & dire que Vf =0 , si f est regardé comme une section

de ggg(hl,kz) . Par exemple, d'aprés 2.7.3, l'application canonique
Hom(kl,hé) 8 —> 1\,

est compatible aux connexions,

2.9. Une section locale v de VU est dite horizontale si Yv =0 ., Si f est un
homomorphisme entre fibrés Ul et Uz nunis de connexions, il revient donc au m@me

de dire que f eat horizontal, ou que £ est compatible aux conmexions (2.8),.

P
2.10. Seit VY wun fibré vectoriel holomorphe sur X . On pose {§:= A Q; et

Q§(U) = (& By U (faisceau des p-formes différentielles extérieures 2 valeurs dans V).
Supposons que VU soit muni d'une connexion holomorphe. On définit alors des morphismes

€-linéaires

(2.10.1) v:dw — W

caractérisés par la formule suivante
(2.10.2) V(a,v) = da.v+ (-DP a AUy,

ol o est une section locale de (F , v une section locale de U et d 1la différen-
tielle extérieure. Pour vérifier que le second membre II(c,v) de (2.10.2) définit un
homomorphisme (2,10.1), 11 suffit de vérifier que 1II(a,v) est €-bilinéaire et

vérifie
II(fq,v) = II(a,fv) .

On a en effet

II(fa,v)

d(fa) v+ (-1)P fa A Vv = da.fv + df A @.v + (=1)Pfa A Vv

do. . fv + (-1)P @ A (f9v + df.v) = II(a,£fv)

Soient Bl et Uz deux fibrés vectoriels munis de connexions et soit VY

leur produit tensoriel (2.7.2) . On désigne par A les applications évidentes

A=) @ alll,) —> AP
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telles que, pour q{resp B,resp Vv,sTesp vz) section locale de Qp(resp Qq,resp
Ul,resp 1:2), on ait (o ® vl) NGBS vz) = (aAB) ® (v1 ® v2). Si v, (resp \)2) est

une section locale de Qp(lxl) (resp ﬂq(kz) , ona
= ~-1yP
(2.10.3) V(vl A vz) Vi A vy (-1 v AVY, .
En effet, si 121 = avl et vy = sz , on a

Ty AV,) = TAB® v, ® vy = daAB).v; 8 vy + (-DP'Y anBAT(Y, ®v,)

= daAgv,®v,+ (-1)Pan dg V8V, + (-l)wquBAV\fl@vz-!-(-l)wqus.vlf\V\iz

]

da.vy Avy+ (-1DP v AdBv, + (-DPaA Ty, A v, + (-DPT AR ATy,

1

(dov + DPan v Av,y + DP vy A (dBov, + (DT BATY,)
= 1P
T Avy + (1D v AT,

Soit VU wun fibré vectoriel muni d'une connexion. Si on applique la formule

précédente 2 6 et VU , on trouve que pour afresp v) section locale de Qp(resp

ot(y)), on a
(2.10.4) VaAw =Vaarv+ DP oAy

Itérons cette formule :

(2.10.5) V9o A V) = 9(da A v+ (<DP a ATV

= dda A v + (--1)"'H do ATV + (-DP da ATV + aATIV = @ ATy

Définition 2.11. Sous les hypothéses de 2.10, la courbure R de la connexion donnée

sur Y est 1'homomorphisme composé

P v —s 2 ,

vu comme section de Hom(l;,niz((h)) o Q)Z((End(k)) .

2.12. La formule 2.10.4 pour q = 0 fournit

(2.12.1) Wa.v) = a AR ,

formule qu'on écrira aussi
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(2.12.2) W) =R Av (identité de Ricci) .

Munissons End(l) de la connexion 2.7.3 . La formule VHV) = V)V peut
s'écrire YR AV) = RAVvy . D'aprés 2.7.3, ona YVRAv=V(RAVY) -RAVY de

sorte que

(2.12.3) VR =0 (identité de Bianchi) .

2.13. 8i o est une p-forme différentielle extérieure, on sait que

i ~
<du.,x°/\...xp>==2(-1) jxi<a,x°/\...xi.../\xp>
+ % (-l)ﬂ'j

<@ [X,X.JAX A ... X ... ... X >.
i<j S T 1 J

De cette formule, et de (2.10.2), on tire que pour v section locale de (&(U) s

et Xo Xp des champs de vecteurs holomorphes, on a

= i %

(2.13.1) <YV Eg A e AX > = (-1 in <KAo XL AR >
+3 (D <y [X,,X,JAX A...X .. X AKX >
1<j M Rt | [ 1’ i ] :

En particulier, pour v section locale de U , on a

<Wv,X AX, > =vx1<Vv,x2> ~\7x <Vv,X1>-<Vv,[X1,X2]>

1 2

(2.13.2) RX,L,X)() =V_ YV yv. 9V VvV _7V v .
172 X X, , X fX;5%,]

Définition 2.14. Une connexion est dite intégrable si sa courbure est nulle, i.e.

si on a identiquement (2.13.2)

Vrx,¥] " Y

84 dim(X) £ 1 , toute comnexion est intégrable.

Si T est une connexion intégrable sur U , les morphismes V de 2.10.1

*
vérifient YV = 0 , de sorte que les P (W) forment un complexe différentiel () ().

Définition 2.15. Sous les hypoth2ses précédentes, le complexe Q*(U) s'appelle le

complexe de De Rham holomorphe 2 valeur dans VU .
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Les résultats 2.16 2 2.19 qui sulvent seront démontrés dans un cadre plus

général en 2.23 .

Proposition 2.16. Soient V un systime local complexe sur une variété analytique

complexe (0.6)X et v = S@ v .

(1) Il existe sur le fibré vectoriel U une et une seule connexion, dite canonique,

pour laguelle les sections horizontales de U soient les sections locales du sous-

faisceau V de VU .

(1i) La connexion canonique de VU est intégrable.

(111) Pour f (resp v) section locale de O (resp V), on a

(2.16.1) V(fv) = df.v .

Si ¢ vérifie (i), alors (2.16.1) est cas particulier de (2.3.5). Réciproque-
ment, le second membre II(f,v) de (2.16.1) est C-bilinéaire et s'étend donc de fagon
unique en une application €-linéaire V : ¥ —> Ql(k) , dont on vérifie qu'elle définit
une connexion. L'assertion (ii) est locale sur X , ce qui permet de se ramener au cas

od V=€ . Acemoment, y =6 ,V=4d , et V[X,Y] = [VX,VY] par définition de [X,Y].

I1 est bien connu que :

Théordme 2.17. Soit X une variété analytique complexe. Les foncteurs suivants :

a) V , systime local complexe +>» Iy = 8§ @ V , muni de sa connexion canonique

b) VU, fibré vectoriel holomorphe, muni d'une connexion intégrable +—>»

V , sous-faisceau des sections horizontales (Vv = 0) de Vv,

sont des équivalences de catégories quasi~inverses l'une dans 1'autre entre la catégorie

des systémes locaux complexes sur X et la catégorie des fibrés vectoriels holomorphes

A connexion intégrable sur X (avec pour morphismes les morphismes horizontaux de

fibrés vectoriels).

Ces équivalences sont compatibles 3 la formation du produit tensoriel, du
Hom interne et du dual ; au systime local complexe unité € correspond le fibré 6,

muni de la conmnexion telle que V£ = df .

On déduit de la définition 2.10.2 que

Proposition 2.18. Si V est un systime local complexe sur X , et si ¥ =& 8% vV,
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alors le systéme des isomorphismes O; @b \'Mad Qg Qb 6 8& Vo G§ Sb ¥ est un isomor-

phisme de complexes

Q; 8 V> Q;(U)

De 13, et du lemme de Poincaré holomorphe résulte que

%*
Proposition 2.19. Sous les hypoth2ses de 2.16, le complexe QX(U) est une résolution

du faisceau VU .

2.20. Variantes.
2.20.1. Si X est une variété différentiable, et pour des connexions ¢® sur des
fibrés vectoriels Cm s tous les résultats qul précédent restent valables, mutatis

mutandls. Nous n'auront pas & les utiliser sous cette forme.

2.20.2, Le théordme 2.17 fait un usage essentiel de la non-singularité de X ; i1
est donc sans intéret de noter que cette hypoth&se n'a pas été utilisée de facon essen~

tielle avant 2.17.

2.20.3. La définition 2.4 d'une connexion et la définition 2.11 d'une connexion inté-
grable sont suffisamment formelles pour se transposer dans la catégorie des schémas,

ou dans des gituations relatives :

Définition 2.21, (i) Soit f : X —> S un morphisme lisse de schémas et v un

*
faisceau quasi-cohérent sur X . Une connexion relative sur VU est un morphisme £ @S—

linéaire de faisceaux (appelé la dérivée covariante définie par la connexion)

v y— Q)l(/s('u)

vérifiant identiquement, pour £ (resp v) section locale de @x (resp )
V(fv) = £Vv + df.v

*
(ii) Pour VY muni d'une connexion relative, il existe un et un seul syst2me de f @S-

homomorphismes de faisceaux

v® oy, nﬁls(u) —-e-n;*/';(w

vérifiant les identités (2.10.4) et tel que V(O) =9
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(iii) La courbure d'une connexion est définie par

R =7 ¢ € pomu,0f, (1) ~ ) End 1))

La courbure vérifie les identités de Ricci (2.12.2) et de Bianchi (2.12.3).

(iv) Une connexion intégrable est une connexion 3 courbure nulle.

v) Le complexe de De Rham défini par une connexion intégrable est le complexe

@,

2.22. Soit f : X —> S un morphisme lisse d'espaces analytiques complexes ; par
hypothése, £ est donc localement (a4 la source) isomorphe 2 une projection

pry : € xS—>5 (m€EN) . Un systéme local relatif sur X est un faisceau de

*
f @S—modules, localement isomorphe 2 1'image réciproque faisceautique d'un faisceau
analytique cohérent sur S . Si U est un faisceau analytique cohérent sur X , une

. . . * . .
connexion relative sur VU est un homomorphisme f Gs—llnéalre

ERTE e D)
vérifiant identiquement, pour f (resp v) section locale de & (resp V)
V(fv) = £.Vv + df.v

Un morphisme entre fibrés vectoriels munis de connexions relatives est un morphisme
de fibrés vectoriels qui commute 3 V . On définit comme en 2.11 et 2.21 la courbure
R € Qi/S(End(U)) d'une connexion relative. Une connexion relative est dite intégrable

si R =0 , auquel cas on dispose du complexe de De Rham relatif 3 valeurs dans VU

*
QX/S(U) , défini comme en 2.15 et 2.21 .

Les énoncés "absolus" 2.17, 2,18 et 2.19 ont pour analogues "relatifs" (i.e.

"avec paramdtres")

Théoreme 2,23, Sous les hypothéses 2.22, on a :

(1) Pour tout syst2me local relatif V sur X , 1l existe sur le faisceau analytique

cohérent VU = GX SE*GS

qu'une section locale v de U soit horizontale (Vv = 0) si et seulement si v est

V une et une seule connexion relative, dite canonique, telle

une section de V ; cette connexion est intégrable.

(i1) Etant donné un systeme local relatif V sur X , le complexe de De Rham défini




- 15 -

par U = GX ®, V, muni de sa connexion canonique, est une résolution du faisceau V.

£ @S

(iii) Les foncteurs suivants

a) V (systime local relatif) >y = @X ®, V, muni de sa conmexion

£ @S

canonique,

b) U , faisceau analytique cohérent sur X , muni d'une connexion intégrable

relative > le sous-faisceau de ses sections horizontales (Vv = 0)

sont_des équivalences de catégories quasi-inverses 1l'une de 1'autre entre la catégorie

des syst2mes locaux relatifs sur X et la catégorie des faisceaux analytiques cohérents

sur X , munis d'une connexion intégrable relative.

Prouvons (i}. Pour vérifier que VY est cohérent, il suffit de le faire loca-
lement, pour V = £'V, , auquel cas VU est l'image réciproque, au sens des falsceaux
analytiques cohérents, de Yo . La connexion relative canonique vérifie nécessairement,

pour f {(resp v,) section locale de Gx (resp de V) ,
(2.23.1) V(fv,) = df.v,
Le second membre II(f,v,) de cette formule est biadditif en £ et v, , et vérifie,
pour g section locale de F£*®, , 1'identité
11(fg,v,) = IL(f,gv.) ,

(utiliser que dg = 0 dans Qéys) . On en déduit 1'existence et 1l'unicité d'une

connexion relative V vérifiant (2.23.1). On a enfin
W{Ev,) =W{(df.v,) = ddf.v, = 0 ;

la connexion canonique V est donc intégrable. Que seules les sections de V soient

horizontales est un cas particulier de (ii) prouvé ci-dessous.

2.23.2. Traitons tout d'abord le cas particulier de (ii) ot S = »*, X = " x p° s

f= pr, et od le systéme local relatif V est 1l'image inverse de &s . Le complexe
de sections globales

0 —> T(£65) —> I(6) —> T d—> ...

est acyclique, car L1 admet 1'opérateur d'homotople suivant.
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a) H: F(@X) e T(f‘GS) = F(S,GS) est 1'image inverse par la section 0 de f

b) un élément w € F(Q§/s) (p > 0) se représente d'une et d'une seule facon comme une

somme de séries convergentes

W= ; L‘ﬁ?ﬁ aI TT xzi dx, —ﬂ— xzi

1c[1l,m] néwN 2 ojex Y 1e€l,mnl-I
I§=p
et on pose n.+1
I n .J ni
H(w) = a_ i! X, j T 1 ‘TT‘ X -
ICTL,m] jE€I néN 2 jer 3 " 1 €[1l,mnl-1
1#3

Ceci reste vrai si on remplace p™e par un polycylindre plus petit, et

*
QX/S est donc une résolution de f'@s

2.23.3. Prouvons (i1i). L'assertion (ii) est de nature locale sur X et S . Désignant
par D le disque unité ouvert, on peut donc se ramener au cas ou S est une partie
analytique fermée du polycylindre p" , o X = D™ x s , avec f = pr, et oi V est
1'image réciproque d'un faisceau analytique cohérent V, sur S . Appliquant le
théordme des sizygies, et quitte & rétricir X et S , on peut de plus supposer que
1'image directe de V, sur p" » qu'on désignera encore par V, , admet une résolution
finie L par des Gbn—modules cohérents libres. Pour prouver (ii), il est loisible

de remplacer V., par son image directe sur D" et de supposer que " =35 s, ce qu'on

fera désormais.

Si T est une suite exacte courte de @s-modules cohérents

To : 0>V =V, —> V' —> 0,

solt T = £°%, la suite exacte de systdmes locaux relatifs imege réciproque de I,

(la suite T est exacte car f est un foncteur exact) et soit (I (¥) 1la suite
X/s
exacte correspondante de complexes de De Rham relatifs

3 “ery
Bs(@ 3 0 —>0yg® £V >0 8
S

£V, —> ® £V — 0 .
o £t

£ @S

Cette suite est exacte car Q§/S est plat sur f'@s , étant localement libre sur @X

lui-méme plat sur f'@s

Le diagramme du serpent appliqué 2 Q;/S(Z) montre que si 1'assertion (ii)
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est vérifiée pour deux des systémes locaux relatifs £'V) , £V, et £Vl , alors elle
est encore vérifiée pour le troisiéme. On en déduit par récurrence que si V, admet
une résolution finie M, par des modules vérifiant (ii), alors V, vérifie (ii). Ceci,

appliqué 3 V, et L* , achdve la démonstration de (i) et (ii).

11 résulte de (ii) que le composé des foncteurs (1i1) b et (iii) a (dans
1'ordre (iii)b o (iii)a) est canoniquement isomorphe a l'identité ; de plus, si vy et
vV, sont deux systémes locaux relatifs, et si u : Bl —> Uz est un homomorphisme
induisant 0 sur V1 ;, alors u = 0 puisque V1 engendre Ul ;3 11 en résulte que le

foncteur (iii)a est pleinement fid2le. Il reste 2 montrer que tout fibré vectoriel V

muni d'une connexion relative V provient localement d'un systime local relatif

1 n+l

Cas 1. §=D ,X=D = p" xD » £f=pr, et VU est libre.

1

Sous ces hypothéses, si v est une quelconque section de 1'image réciproque
de Y par la section zéro s, de f , il existe une et une seule section horizontale
Y de U qui cotncide avec v sur s,(S) (existence et unicité pour un probléme de
Cauchy avec paramétres). Si (ei) est une base de s¥r , les 3; forment une base hori-~

zontale de V , et (V,V) est défini par le syst2me local relatif f'sfk :'f'@i

Cas 2. S =D =anD,f=prl.

Quitte 2 rétrécir X et S , on se raméne & supposer que \ admet une

présentation libre d e

Ul —= L, >t —>0

Quitte 2 se rétrécir davantage, on se ramdne au cas ou de plus Uo et Ul admettent

des connexions Vl et, Vo , telles que ¢ et d soient compatibles aux comnexions

(si e, est une base de Uo s VO est déterminé par les Voei , et 11 suffit de

choisir les Voei tels que e(voei) = V(e(ei)) ; on procéde de m@me pour Vl).

Les connexions vo et VI sont gutomatiquement intégrables, puisque £ est de
dimension relative 1 , 11 existe donc {cas 1) des syst2mes locaux relatifs v, et V,

tels que (Bi,vi) -~ @X ® V.. Onades lors
£'6,
S
,9) 26, ® (v /dvy)
£764
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Cas 3. f est de dimension relative 1 .

On se raméne a3 supposer que S est une partie analytique fermée de D" et que

X=8xD, f=pr, . Les systémes locaux relatifs (resp. les modules 2 connexion

1
relative) sur X s'identifient alors aux syst2mes locaux relatifs (resp. aux modules
3 connexion relative) sur D" x D annulés par l'image inverse de 1'idéal qui défimit

S , et on conclut par le cas 2.

Cas général. Procédons par récurrence sur la dimension relative n de f ., Le cas

n =0 est trivial. Si n# 0 , on se raméne au cas ot X = S X Dn-1 xD etou f= pr,
Le fibré 2 comnexion (V,V) induit sur X, = S X Dn-1 x {0} un fibré 2 connexion \,
qui, par récurrence est du type (U,,Y,) = GXoebriGSV . La projection p de X sur
S x Dn-1 est de dimension relative un, et la connexion relative V induit une connexion
relative pour V¥ sur X/S x Dn_l. D'apreés le cas 3, 11 existe un fibré vectoriel V1
sur S X Dn_1 et un isomorphisme de fibrés 3 comnexion relative (pour p)

vz @k(8's PV

P Vg xptt

Le fibré vectoriel V1 s'identifie 3 la restriction de V¥ a X, , d'oli un

isomorphisme de fibrés vectoriels

a: b= GX ® v
)
S
vérifiant
(i) La restriction de o 2a X, est horizontale

(ii) o est "relativement horizontal pour p .
Si v est une section de V , la condition (ii) signifie que

VU v=0.
X
n

Si 1 <i<n, et pulsque R =0, on a par 1l'analogue relatif de (2.13.2)

En d'autres termes, Vx v est une section horizontale relative, pour p ,
i
de VU ; d'apres (i), elle s'annule sur X, , donc elle est nulle et on conclut que

Vv = 0 . L'isomorphisme @ est donc horizontal et ceci achave la démonstration
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de 2.23.

Quelques résultats de topologie générale (2.24 2 2.27) seront nécessaires

pour déduire (2.28) ci~dessous de 2.23.

Rappel 2.24. Soit, dans un espace topologique X, Y une partie fermée ayant un voisi-

nage paracompact. Pour tout faisceau F sur X , on &, U parcourant les voisinages

de Y

Lim H¥(U,F) —> H*(Y,F)

Voir Godement [77 II 4.11.1 p. 193.

Corollaire 2.25. Soit f : X —» S un morphisme propre et séparé d'espace topolo-

glques. On suppose S localement paracompact (0.5). Alors, pour tout s € S , et tout

faisceau F sur X, on a
i i -1 -1
R, = H (£ (s),E|£77(s))

Puisque f est fermée, les f-l(U) pour U voisinage de s forment

un systéme fondamental de voisinages de f-l(s) . De plus, pour U paracompact,

f—l(U) est paracompact, car f est propre et séparée. On conclut par 2.24.

Rappel 2.26. Soient X un espace topologique paracompact localement contractile,

i un entier et V un systéme local complexe sur X , vérifiant dim Hi(X,V) < e,

¢

Alors, pour tout vectoriel A sur € , pouvant 8tre de dimension infinie, on a

(2.26.1) Ag B (x,v) —> ul(x,a 8 V)

*
Désignons par H,(X\V) l'homologie singuli’re de X , 3 coefficients dans

V™. La formule des coefficients universels, valable ici, donne
(2.26.2) H(X,AQV) ~ Homg (H, (X,V*) ,4)

Pour A =€ , on en conclut que dim Hi(X,V*) < o , La formule (2.26.1) résulte alors

de (2.26.2).

2.27. Soit £ : X —> 8§ un morphisme lisse d'espace analytiques complexes et soit

V un systéme local sur X . Le failsceau
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(2.27.1) Vre1 = f‘@s 8@ \4

est alors un systéme local relatif. On désignera par O;ls(v) le complexe de De Rham
correspondant., D'aprés 2,23, Q;/S est une résolution de Vrel . On a done

(2.27.2) R, v, <> R, @ )

od le second membre est une hypercohomologie relative. De (2.27.1), on déduit une

flache

(2.27.3) @S & Rif*V — Rif*(vrel) s
d'ol par composition une fléche

(2.27.4) 6 ®R'E, v —> RUE(, (D) .

Proposition 2.28, Soient f : X —» § un morphisme lisse et séparé d'espaces

analytiques, 1 un entier, et V un systéme local complexe sur X . On suppose que

a) localement sur S , f est topologiquement trivial

b) les fibres de f vérifient

dim Hi(f"l(s),v) <o

Alors, la fléche 2.27.4 est un isomorphisme

i ~ i
65 ® R £,V —> R £,(0F, (V)

Soient s €S , Y= £ 1(s) , et V, = V|Y . Pour vérifier que (2.27.4)
est un isomorphisme, il suffit de construire un systéme fondamental de voisinages

T de s tels que les flaches

(2.28.1) H°(T,@S) ® w1 x Y, pry Vo) - Hi(TxY » P} 65 ® pr, v,)

soient des isomorphismes. En effet, la fibre en s de (2.27.3), limite inductive de
flaches (2.28.1) sera alors un isomorphisme.

On prouvera (2.28.1) pour T voisinage compact de Stein de s , supposé

contractile. La fléche 2,.28,1 s'édcrit encore alors
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(2.28.2) HO(T,60) ® B'(Y,V ) > v x ¥, pr; & ® pr) V) .

Calculons le second membre de (2.28.2) par la suite spectrale de Leray pour
pry 1 T XY —> Y . D'apr2s 2.25, pulsque Hi(T,QS) =0, on a
i . - ~ i o
H(TxY, Pr] @S ® pr) Vo,) Z H (Y,H (T,@S) ® V,)

et on conclut par 2.26.

2.29. Sous les hypothéses de 2.28, avec S lisse, on définit la connexion de Gauss-

i #
Manin sur le* QX/S(V) comme étant l'unique connexion intégrable admettant pour

sections locales horizontales les sections locales de Rif*V (2.17).

3. Traduction en terme d'équations aux dérivées partielles du ler ordre.

3.1. Soit X une variété analytique complexe. Si Y est le fibré vectoriel holo-
morphe défini par un €-vectoriel Vo , on a vu que VU admet une connexion canonique
de dérivée covariante 0V . 81 V est la dérivée covariante définie par une autre con-

nexion sur V¥ , on a vu (2.6) que V s'écrit sous la forme

V=_9+T ,avec T €EQ (End()

Si on identifie sections de V¥ et epplications holomorphes de X dans Vo s

on a donc

(3.1.1) Yv = dv + v .

Si on suppose choisie une base de V , i.e., un isomorphisme e : ¢ —> Vo

de coordonnées (identifiées aux vecteurs de base) ea : ¢ —> V0 , alors T se

représente comme une matrice de formes différentielles w* (la matrice des formes de

8
connexion), et (3.1.1) se réécrit
(3.1.2) (% = av®* + ¢ “% vB
B

Soit U un quelconque fibré vectoriel holomorphe sur X . Le choix d'une

base e : € 2> V¥ de V¥ permet de considérer VY comme défini par un vectoriel
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constant (€") , et les considérations précédentes s'appliquent : les connexions sur
¥ correspondent, via (3.1.2), avec les matrices n x n de formes différentielles sur

X . Si w, est la matrice de la connexion V dans la base e , et si f : & — v

-1

est une nouvelle base de Y , de coordonnée A € GLn(Q) (A=¢e £), ona (3.1.2)

Vv 1

ed(e lv) + ew, Ly = s laas ) + fA-lweAf-lv

gag!

v + f(A“ldA + A-lweA)f-lv .

Comparant avec (3.1.2) dans la base f , on trouve que

1 1

(3.1.3) we = A "dA + A weA

81 de plus (xi) est un systdme de coordonnées locales sur X , définissant

une base de Qi de vecteurs de base dxi s On pose

o _ i
ws % I?;' dx

o
Bi

et on appelle les fonctions holomorphes T les coefficients de la connexion. La

formule 3,1.2 se réécrit

(3.1.4) @, =3, v*+ x1% B
i i 38
B
L'équation différentielle Vv = 0 des sections horizontales de VU s'écrit
comme le systéme d'équations aux dérivées partielles du ler ordre, linéaire et homo-
géne

(3.1.5) 3 VW= - 518 P

3.2. Avec les notations de (3.1.2), et utilisant la convention de sommation des
indices muets, on a

Wv

7 ((av® + wg vB)ea)

Y.e
ay

d(av® + wg VB).ea - @™+ wg VB) AW

dwa.va.e -2 A dvs. e -~ dv® A wY. e -~ al A w;. vBe.Y

B a B a a oy B

(dwg - wg A wg) VB e

Y

La matrice du tenseur de courbure est donc



(3.2.1) R = d® + ¢ o A w)

i A
formule qu'on écrit aussi
(3.2.2) R=do+oAw

La formule 3.2,1 fournit, dans un syst2me de coordonnées locales (xi)

o - o ! o QR -y =Y
R .= o, =8, ')+ (T T -0 T,
Byi,J % Bj aj pi ¥al B, v,i "Bt
(3.2.2) { .
R% = ¢ R® . dwt A dwd
B ig:j B!]‘,J
La condition Rg 1,1 ° 0 est la condition d'intégrabilité du systeéme (3.1.5)
3 2
au sens classique du mot ; elle peut s'obtenir en éliminant va des équations obtenues
en substituant (3.1.5) dans 1'identité aiajvOL = ajaiv“ .

4. Equation différentielle du nié?e ordre.

4.1, La résolution d'une équation différentielle linéaire et homogéne du n1§pe ordre

" n n-i
(4.1.1) - y=L a/x ralb/
dx i=1 dx

équivaut 2 celle du systéme de n équations du ler ordre

d i
dx Vi TV A si<no
(4.1.2)

d n
E; yn iflai(x) yn+1-1

D'aprés le § 3, ce systime peut se décrire comme 1'équation différentielle

des sections horizontales d'un fibré vectoriel de rang n muni d'une connexion conve-

nable, et c'est ce qu'on se propose d'expliciter.

4.2. Soient X une variété analytique complexe non singulilre purement de dimension

un, X le nigge voisinage infinitésimal de la diagonale de X x X et p;, Py

les deux projections de X  sur X . On désignera par e, g 1'injection de xz dans
2
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Xk,pour L sk .

1

iémedu faisceau inversible O‘X

Soit Q®[1 la puissance tensorielle n™ =

(n € Z) . Si I est 1'idéal qui définit la diagonale de X x X , on a canoniquement

1112 ~ Q}l{ , et
(4.2.1) /1™~
Pour § falsceau inversible sur X , on désigne par P?(£) 1le fibré vecto-
riel des jets de sections du niéx_ne ordre de & .
(4.2.2) PO =p..ps & .
1w "2

La filtration I-adique de P"z" $ définit une filtration de P"(£) pour laquelle

Gr PO ~cr PHO) © ¢

{(4.2.3) . ~
Gt PO T e s (0 <1i<n)

Rappelons qu'on définit par récurrence sur n ce qu'est opérateur différen~

tiel d'ordre s n : A : W —> N, comme étant un morphisme de faisceaux abéliens
vérifiant

pour n =0 : A est O-linéaire

pour n = m+1 : pour toute section locale f de & , [A,f] est d'ordre sm.

Pour chaque section locale s de ¢, p;s définit une section locale D"(s)
de P™(& (4.2.2) . Le morphisme C-linéaire de faisceaux D" : § —> P™(§) est 1'opé-

rateur différentiel d'ordre <n universel, de source £ .

ieme

Définition 4.3. (1) Une équation différentielle linéaire homogéne du n = ordre

sur §£ est un Gx-homomorphisme E : Pn(s) e 0&1 ® £ qui induit l'identité sur le

sous-module (" ® £ de PP(Q) .

(ii) Une section locale s de & est solution de l'équation diffé-

rentielle E si E(M"(s)) = 0,

En fait, je triche dans cette définition, en ce que je ne considére que les

équations qui se mettent sous la forme "résolue" (4.1.1).
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4.4. Supposons que £ = 0O et que x soit une coordonnée locale sur X . Le choix

de x permet d'identifier pk(@) a ®£O’k], la flache D* devenant

¥ 6 — %) ~ ol%K) ; fr s (3lp)

O<ic<k
Le choix de x permet encore d'identifier Ql et & , de sorte qu'une équation diffé-
rentielle d'ordre n s'identifie 3 un morphisme E € Hom(@to’n],G) , et en tant que
tel a des coordonnées (bi)Osisn avec bn = 1 . Les solutions de E sont alors les
fonctions (holomorphes) £ vérifiant

n "
1 =
(4.4.1) 155 bi(x) Bxf = 0 (bn =1)

Le théoreme d'existence et d'unicité des solutions au probléme de Cauchy

pour 4.4.1 signifie que

Théordme 4.5. (Cauchy). Soient X et § comme en 4.2, et E une équation diffé-

rentielle du n“ﬁfEle ordre sur & . Alors

(1) Le sous-faisceau de £ des solutions de E est un systéme local SE de rang

n sur X .

n~1(

(ii) La flache canonique Dn”1 : SF — P &) induit un isomorphisme

6 ® Fosprliy |

I1 résulte en particulier de (ii) et de 2.17 que E définit une connexion
canonique sur Pn-1(£) , dont les sections horizontales sont les images par D des
solutions de E .

4.6. A une équation différentielle E sur £ , on a ainsi associé

a) un fibré vectoriel holomorphe V wmuni d'une connexion (automatiquement

intégrable) le fibré P 1(g),

b) un homomorphisme surjectif (4.2.3) (1 =0) A:U—> ¢

De plus, les solutions de E sont les images par ) des sections horizontales de V.

Ceci n'est qu'une autre fagon d'exprimer le passage de 4.1.1 a 4.1.2 .
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4.7. Soit sur X un fibré vectoriel de rang n muni d'une connexion de dérivée co-
variante V . Soit v wune section locale de ¥ , et w un champ de vecteur sur X ,
qui ne s'annule en aucun point. On dira que v est cyclique si les sections locales
(Vw)i(v) de ¥ (0 i <n) forment une base de Y . Cette condition ne dépend pas du
choix de w , et s1 f est une fonction holomorphe inversible, alors v est cyclique
sl et seulement si fv est cyclique. On vérifie en effet par récurrence sur 1 que

(ng)i(fv) se trouve dans le sous-module de VU engendré par les CVw)j(v) 0<j<1i)

Si £ est un module inversible, on dira qu'une section v de U ® § est
cyclique si, pour tout isomorphisme local entre £ et © , la section correspondante
de V¥ est cyclique. Ceci s'applique en particulier 2 une section v de

Hom(\, ) = ' ® £ .

Lemme 4.8. Avec les hypoth2ses et notations de 4.6 , X est une section cyclique

de Hom(¥y,L) .
Le probléme est local sur X ; on se ramne au cas ot £ = 8 et ou il
existe une coordonnée locale x .

Utilisons les notations de 4.4 . Une section (fi) de Pn-1(®) ~'®[0’n-1]

est horizontale si et seulement si elle vérifie

i 1+1

axf = f (0 €1 <n-2)
-1

a =g bt

X . i
i=D

Ceci nous fournit les coefficients de la connexion : la matrice de connexion est

0 -1
0 -1
(4.8.1) O - - 0
SN
0 -1
b° bl. hn-»l
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Dans le systéme de coordonnées choisies, )\ = e° , et on calcule que
Vin=el  (0sisn)

ce qui prouve 4.8.

Proposition 4.9. La construction 4.6 établit une équivalence entre les catégories

suivantes, lorsqu'on prend pour morphismes les isomorphismes :

a) la catégorie des faisceaux inversibles sur X , munis d'une équation différentielle

(4.3) d'ordre =n

b) la catégorie des triples formés d'un fibré vectoriel de rang n muni d'une connexion

¥ , d'un faisceau inversible § et d'un homomorphisme eyclique A : U —> £ .

Construisons un foncteur quasi-inverse au foncteur 4.6. Soient U un fibré
vectoriel 2 connexion, et )\ un homomorphisme de Vs dans un faisceau inversible ¢ .
On désigne par V le systéme local des sections horizontales de U . Pour tout

0-module M, on a (2.17)

Home(l.r, M) —= Homg (V,M)

En particulier, on définit une application Yk de VU dans Pk(s) en posant, pour

v section horizontale de

(4.9.1) ¥ = ¥

Lemme 4.9.2. L'homomorphisme ) est cyclique si et seulement si

n-l(

Y : vy —>7P W)

est un isomorphisme.

Le probléme est local sur X . On se raméne donc au cas ot £ =06 et ou
l'on dispose d'une coordonnée locale x . Avec les notations de 4.4, le morphisme
Yk admet alors pour coordonnées les morphismes B; A= Vi A (O<si<k).Pour k = n-l,

ceux-ci forment une base de Hom(l\,0) si et seulement si Yn-l est un 1somorphisme.

Pour k =2 ¢ , le diagramme



(4.9.3) \

P (;:) P (x)

est commutatif ; si )\ est cyclique, on déduit de ce fait et de 4.9.2 que yp(h) est

localement facteur direct, de codimension 1 dans Pn(x), et admet pour supplément

msn ® £ Ker(ﬂh 1 n) . I1 existe donc une et une seule équation différentielle d'ordre
]
n sur £

E: PO — o

telle que E o yp =0 .

Dlaprés (4.9.1), si v est une section horizontale de VY , alors
ED" v =E y’v = 0, de sorte que Av est une solution de E . Munissons Pn-l(s) de
la connexion 4.6 définie par E . S1 v est une section horizontale de YV , alors
n-1 n-1 n-1
Y (v) =D Av avec \v solution de E , et y ~(v) est donc horizontale. On en

déduit que Yn-l est compatible aux connexions. Un cas particulier de 4.9.3 montre que

le diagramme

est commutatif, d'od un isomorphisme entre (U,$£,)) et le triple déduit par 4.6 de
($,E). Le foncteur

v, £, > (&,E)

est donc quasi-inverse au foncteur 4.6 .

4.10. Résumons les relations entre deux systdmes (U, £,0) et (£,E) qui se corres-

pondent par 4.6, 4.9 .
. Kk k
On dispose d'homomorphismes y : ¥ —>P (£) , tels que

(4.10.1) Pour v horizontal, Yk(v) = p¥
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(4.10.2) ona Y =21 et m yk = YL
4.k
(4.10.3) yp'l est un lsomorphisme () est cyclique)
(4.10.4) Ey =0
(4.10.5) A induit un isomorphisme entre le systime local V des sections

de VU et le syst2me local SE des solutions de E .

5. Equation différentielle du second ordre.

Dans ce §, on spécialise les résultats du §4 au cas n = 2 , et on exprime

sous une forme plus géométrique certains des résultats exposés dans R.C. GUNNING [11]

5.1. Soit S un espace analytique, et soit q : X2 —> S un espace analytique sur 5

localement isomorphe 2 l'espace analytique fini sur § décrit par la @S-algébre

o [TV ().

Le fait que le groupe PGL2 agisse de fagon trois fols strictement transi-

tive sur P]' a 1'analogue infinitésimal suivant.

Lemme 5.2. Sous les hypoth2ses de 5.1, solent u et v deux S-immersions de X

2

1
dans Ps H a

11 existe une et une seule projectivité (= S-automorphisme) de P; qui_transforme

u en v.

Le probl2me est local sur S , ce qui permet de supposer Xz défini par la
6,-alg2bre GS[T]/(TS) s et que U(XZ) et V(XZ) sont contenus dans une mé@me droite

affine, soit A; . Par translation, on peut supposer que u(0) = v(0) =0 . Il faut

ax + b
cx + d

p(0) = 0 , de dérivées p'(0) # 0 et p"(0) données. Ona b =0 , et p s'écrit

alors vérifier l'existence et l'unicité d'une projectivité p(x) = vérifiant

de fagon unique sous la forme
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pi{x) = e (e # 0)

X
1-fx

ex + efx2 (mod x3) .

L'assertation en résulte aussitdt.

5.3. D'apr2s 5.2, il existe 3 isomorphisme unique pr&s un et un seul couple (u,P)
formé d'une droite projective P sur 8 (groupe structural PGLZ(@S) et d'une S5-

immersion u de XZ dans P . On appellera P 1la droite projective osculatrice 2 XZ’

Soient X wune courbe lisse, X, le second voisinage infinitésimal de la dia-

2
gonale de X X X et 9 5 9 les deux projections de X, sur X .

Le morphisme q; ¢ XZ -=> X est du type considéré en 5.1 .

Définition 5.4. On appelle fibré en droites projectives osculateur 2 X et on

désigne par Ptg le fibré en droites projectives sur X osculateur 2 q; ¢ Xz-—€> X .

Par définition, on dispose donc d'un diagramme commutatif canonique

(5.4.1) X, &— ¢

en particulier Ptg est muni d'une section canonique e , image de la section diago-

nale de X2 , et on a

(5.4.2) e

5.5, Si X est une droite projective, alors pry ¢ X X X —>X est un fibré
projectif sur X , de sorte que Ptg s'identifie au fibré projectlf constant de

fibre X sur X , muni de 1'homomorphisme d'inclusion de X2 dans X x X

Xz Y X x X

PTy

q
L X
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Dans ce cas particulier, on dispose d'un diagramme commutatif canonique

Soit & nouveau X une courbe lisse quelconque

Définition 5.6. (forme locale). Une connexion projective sur X est un faisceau sur

X de germes d'isomorphismes locsux de X dans Pl, qui soit un faisceau principal

homogene (= torseur) sous le faisceau en groupes constant de valeur PGLZ(C)

Si X est munie d'une connexion projective, alors toute construction locale
sur Pl » lnvariante sous le groupe projectif, se transporte a3 X ; en particulier, la

construction 5.5 nous fournit un morphisme vy s'insérant dans un diagramme commutatif

I1 n'est pas difficile de vérifier qu'un tel morphisme v est défini par une
et une seule connexion projective (une démonstration sera donnée en 5.10), de sorte

que la définition 5.6 équivaut & la suivante.

Définition 5.6 bis. (forme infinitésimale). Une connexion projective sur X est un

morphisme vy : X, — Ptg rendant commutatif le diagramme (5.6.1).

Intuitivement, se donner une connexion projective (forme infinitésimale)
permet de définir le birapport (= rapport anharmonique) de 4 points infiniment voisins
on sait alors définir le birapport de 4 points voisins (forme locale de 5.6).

d&ﬂ

5.7. Posons = (Q)l()tg"1 (4.2). Le faisceau d'idéaux sur X, qui définit X, est
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@3

canoniquement isomorphe & () et est tué par le faisceau d'idéaux qui définit la

diagonale. D'autre part, si A est l'application diagonale, on a (5.4.2)
# 4 ol 1
AT Y 0
% /¥

On en déduit que l'ensemble des X-homomorphismes de X, dans Ptg induisant 1'homo-

3
morphisme canonique de X2 dans Ptg est vide, ou un espace principal homogdne sous
2
Hom, (A*y* @y » &) = Homy (@1, = 00, %)
tg

Pour X remplacé par un ouvert assez petit, cet ensemble est non vide :

Proposition 5.8. Les connexions projectives d'ouverts de X forment un faisceau

principal homogeéne (= torseur) sous le faisceau dgz .

81 mn est une section de dgz , et Yy ¢ X3 —_— Ptg une connexion projec-

tive, la connexion Y, = Yl%—n est définie, pour f fonction sur Ptg s par

(5.8.1) V3E = Y[ £ + n.e¥af

(modulo 1'identification de (2° a un idéal de 6, )
3

5.9. Soit f : X —> Y un homomorphisme entre courbes lisses munies de connexions
projectives Yy et Yy » et supposons que f solt un isomorphisme local (i.e. df # 0
en tout point). Posons

BE = £y, - v, € rx, o#%)

Pour une application composée g o £ : X £—> y £ 2 ; on a trivialement

i

g8(gof) = g(f) + £¥(g) , d'on

(5.9.1)
o(t™h) =-f%a(p)
Supposons que X et Y solent des ouverts de € , munis de la connexion

projective induite par celle de Pl(c). Désignant par x 1l'injection de X dans

€ , on a alors
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_EEe) - (£/2)°

f'2

d£®2

(5.9.2) of

Pour le vérifier, identifions, d'aprés 5.5, le fibré projectif bitangent

8 X ou Y au fibré projectif constant. Le morphisme &f : P —

tg,X Ptg,Y induit

par f s'écrit
£'(x) (p=x)
8f : (x,p) > (£(x),f(x) + )
1-(BE"(x)/£' (x2)) (p-x)

Soit le diagramme

£
X3 2 Y3
of
—_—9 -
Ptg,x Ptng ’

8(f) décrit la non commutativité de ce diagramme, i.e. la différence entre les jets

2 3
(x,xte€) > (£(x),f(x) + £'(x)e + £"(x) 52— + £"(x) —66— ) (e:4 = 0) et

f'(x)e
1-(Af"(x)/£' (x))e

(x,xte) —> (£(x),£(x) +

2 5 2 3
= (Fx),£f(x) + £'(x)e + £"(x) %+ GE"G /£ () e)
On a donc 8(E) = (E™x)/6 - (£"x)/%/£' () ax® af® !

et 5.9.2 en résulte.

La formule 5.9.2 signifie que 6.8f est la classique dérivée de Schwarz

de £ .
Si une application £ de X C (€ dans Pl(C) est décrite par des coordonnées

projectives : £ = (g,h), on a

¢ g" (3 g"fol g g“ﬁl) |g 1&-:"/2|2
(5.9.3) 8(f) = lhb'_ Mh h"el+ In' n"/2l/- |h h"/21
g &'
h h'

Pour vérifier (5.9.3), le plus simple est de noter que
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(i) 1le second membre de (5.9.3) est invariant par une substitution linéaire 2 coeffi-
cients constants L opérée sur g et h : numérateur et dénominateur sont multipliés
par c:lezt(L)2

(ii) le second membre de (5.9.3) est invariant par la substitution

(g,h) —> (\.g,x.h)

Désigrant les déterminants par leur premiére ligne, on a en effet

e O} = |ag ag' + A\'g] = les g'|

e Q)2 = Vg g"/2] + g g'|

e )™ /6] =122|g g"6] + AN |z &"/2] + W2 |g g']

gy /2] = A% |g'g™/2) - a/2|g g'| + Rlg &' ] + ' g &"/2] .

Le nouveau numérateur Ny (resp dénominateur DX) est donc donné en terme

de l'ancien N (resp D) par
L] n 2
M= g et [0 g gm2) + 22 g g

+ (- Ljég le g + l%%'ls g'| + %% le g"

A
' 12

- (2 )-‘)-\- le g"/2] + }*‘-i- le g'

A

AN

o b
DX AD

et N)\/DX = N/D

Ces propriétés de variance étant établies, et coincidant avec celles du ler
membre de (5.9.3), 11 suffit de vérifier (5.9.3) dans le cas particulier ot h =1 .
La formule se réduit alors 2 (5.9.2).

Nous n'aurons pas 2 utiliser que 6(f) peut s'exprimer en terme de

birapports : on &, pour Zi ~Z

(5.9.4) (£2)),£(2,),£(2,),£(2,))

3
- 1= 6(£)(2,-2,)(Z2,-2,) + 0{(Z,-2)")
17927 Y374 i
(zl,zz,z3,z4)



- 35 -

5.10. L'équation différentielle O(f) = 0 portant sur £ : X —>Pl(e) de 12re
dérivée non nulle est une équation différentielle du 3e ordre. Elle admet donc c?
solutions, localement, et ces solutions sont permutées entre elles par le groupe pro-
jectif (car ce dernier permute transitivement les données de Cauchy : 5.2). L'ensemble
des solutions est donc une connexion projective (forme locale 5.6). Cette comstructiom
est inverse de celle qui 2 une connexion projective (5.6) associe une connexion projec-

tive (5.6 bis).

5.11. Soient X une courbe lisse, § un faisceau inversible sur X et E une
équation différentielle ordinaire du second ordre sur £ . On a vu en 4.5 que E
définit une connexion sur le fibré Pl(s) des jets de section du premier ordre de £,

et on en déduit une connexion sur
2
Arlzseqgl=ale & .

8i X est une courbe compacte connexe, de genre g , le fibré Ql ® 382 est

donc nécessairement de degré O et on a
deg(g) = 1-g

Soit V 1le systeme local de rang 2 des solutions de E ; on a (4.5)
6®V—> P1(£) , et la forme linéaire ) : Pl(x)-—i> £ définit une section xo

du fibré projectif associé au fibré vectoriel Pl(s)

Localement sur X , V est isomorphe au systéme local constant QZ ; le choix

d'un isomorphisme ¢ : V —> 22 identifie Xo a une application Xo o de X dans
3

Pl(c) ; d'apreés 4.8 , la différentielle de cette application est partout non nulle,
et xo . permet donc de transporter & X la connexion projective canonique de Pl(c)
3

Cette connexion ne dépend pas du choix de 0 , de sorte que l'équation différentielle

E définit une connexion projective sur X .

Proposition 5.12. Soit £ wun faisceau inversible sur une courbe lisse X . La

construction 5.10 établit une bijection entre

a) 1l'ensemble des équations différentielles ordinaires du second ordre sur §
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b) 1'ensemble des couples formés d'une connexion projective sur X et d'une connexion

sur 0N

Le probléme est local sur X ; on peut donc supposer que X est un ouvert

de € et que £ = 6 . Une équation E s'écrit alors
E:y"+ax)y'+b(x)y=0

Si on identifie P1(£) 2 6 » la matrice de la connexion 5.10 définie par E sur

2
A Pl(x)lv 6 est slors - a(x) (trace de 1la matrice 4.8.1).

Soit ¢ 1'application identique de X , ouvert de Pl(C) , dans X , muni
de la connexion projective définie par E . Identifiant Q 2 © a 1'aide de la coor-

donnée locale donnée, on a alors

(5.12.1) 8(p) = b/3 -+ (a2 +2an

L
12
En effet, si f et g sont deux solutions linéairement indépendantes de E , alors

1'application de coordonnées projectives

(£,8) : x —> PL(©)

appartient 3 la connexion projective. On a

h
=
i

]

(af' + bf)
f"= . a(-af!' - bf) - bf' - a'f' - b'f

(a2 - a' - bYE' + (ab - b

La formule (5.9.3) fournit, sl on écrit les déterminants par leur premidre

ligne o ‘f f'léé(az -a' - b)lf f'l + % blf f'\)-(%)zlf f"z
@ =
le e|®
2
- 2@ at-prgb-Sadn b P v 2

On conclut en notant que (a,b) est uniquement déterminé par
(-&,'% b *i%' (32 + 2 a'}) , et que pour g fonction holomorphe sur un ouvert U de
€ , il existe une et une seule connexion projective sur U vérifiant 8(p) = g , pour

@ appartenant 3 la connexion (m&me démonstration que 5.10, ou 5.8).
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6. TFonctions multiformes de détermination finie.

6.1, Soit X un espace topologique connexe non vide, localement connexe par arc et
localement simplement connexe par arc, et soit X, un point de X . On désignera par

~ ~
e xx-——> X 1le revétement universel de (X,xo) et par X, le point base de Xx .
o (o]

Si F est un faisceau sur X , on pose la

Définition 6.2. Une section multiforme de F sur X est une section globale de

1l'imgge réeiproque n#g de F sur i; .
°

51 s est une section multiforme de F sur X , une détermination de s
en un point x de X est un élément de la fibre E(x) de F en x image réciproque
de s par une section locale de 1 en =x . Chaque point dans n'l(x) définit donc

une détermination de s en x . On appellera détermination de base de s en X, la

détermination définie par §; . On appelle encore détermination de s sur un ouvert
U de X une section de F sur U dont le genre en chaque point de U soit une

détermination de s en ce point,

Définition 6.3. On dit que F vérifie le principe de prolongement analytique si le

lieu de colfncidence de deux sections locales de F est toujours (ouvert et) fermé.

Exemple 6.4. 8i F est un faisceau analytique cohérent sur un espace analytique
complexe, F vérifie le principe de prolongement analytique si et seulement si F est

sans composantes immergées,

Proposition 6.5. Soient X et x  comme en 5.1 et F un faisceau de C-vectoriels

sur X vérifiant le principe de prolongement analytique. Pour toute section multiforme

s de F , les conditions suivantes sont équivalentes

(1) Les déterminations de s en x engendrent un sous-vectoriel de dimension finie

dans F .
L2888 4
o

(11) Le sous-faisceau de C-vectoriels de F engendré par les déterminations de s gest

un systdme local complexe (1.1).
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I1 est trivial que (ii) == (i) . Prouvons que (i) = (ii). Soit x un
point de X en lequel les déterminations de s engendrent un sous-vectoriel de
dimension finie de Ex et soit U wun voisinage connexe ouvert de x au-dessus du-
quel §x soit trivial : (nrl(U),n) ~ (U x1I ,prl) pour un ensemble I convenable.
Prouvonsoque sur U , les déterminations de s engendrent un systime local complexe.
Chaque 1 € I définit une détermination 8y de s , et, sur U 1le sous-faisceau
vectoriel de F engendré par les déterminations de s est engendré par les
(si)i €1 si ce faisceau est constant, l'hypothese sur x implique que c'est un
systéme local complexe. On a

Lemme 6.6. 81 un faisceau de €-vectoriels F sur un espace connexe vérifie le

principe de prolongement analytique, alors le sous-faisceau vectoriel de F engendré

par une famille de sections globales 8; est un falsceau constant.

Les sections 8y définissent

a:;C_(I)——>F

d'image le sous-faisceau vectoriel G de F engendré par les 8y . Si une relation

z li s, = 0 entre les s, est vraie en un point, elle est partout vraie par le

i

principe de prolongement analytique.

(D

Le faisceau Ker(a) est donc un sous-faisceau constant de ¢ et llasser-

tion en résulte,

On conclut la démonstration de 6.5 en notant que, d'aprés ce qui précade,
le plus grand ouvert de X sur lequel les déterminations de s engendrent un systéme

local est fermé et contient X,

Définition 6.7. Sous les hypotheses de 6.5 , une section multiforme s de F

est dite de détermination finie si elle vérifie les conditions équivalentes de 6.5 .

6.8. Sous les hypotheses de 6.5, soit s une section multiforme de détermination

finie de F . Cette section définit
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a) le systeme local V engendré par ses déterminations
b) un genre de section de V en X soit v, s correspondant 3 la détermination de
base de s

¢) un morphisme d'inclusion A : V—>F .

Le triple formé de Vx , de v, et de la représentation de nl(X,xo) sur
o
v, définie par V (1.4) s'appelle la monodromie de s . Le triple (V,vo,k) vérifie
(<]
les 2 conditions suivantes.

(6.8.1) v, est un vecteur cyclique du nl(x,xo)-module v, i.e. engendre le
(]
ﬂl(X,xo)-module v
(s}
Ceci signifie simplement que V est engendré par 1l'ensemble des détermina~

tions de l'unique section multiforme de V de détermination de base v,
(6.8.2) A:V —>F
est injectif.

6.9. Soit W, une représentation complexe de dimension finie de ni(X,xo) , munie
d'un vecteur cyclique w, . La section multiforme s de F est dite de monodromie
subordonnée a (wo,vo) sl elle est de détermination finie et si, avec les notations
de 6.8, il existe un homomorphisme de nl(x,xo)-représentations de Wo dans Vx°

qui envoie w, sur v . Soient W 1le systéme local défini par wo , et w 1l'unique

section multiforme de w de détermination de base LA I1 est clair que, sous les

hypothéses de 6.5, on a la

Proposition 6.10. La fonction )\ +> A(w) est une bijection entre 1l'ensemble

Homc(w,g) et l'ensemble des sections multiformes de F de monodromie subordonnée 3

(Wo,wo)

Corollaire 6.11. Soient X un espace analytique complexe réduit connexe muni d'un

point base x_ , W une représentation complexe de dimension finie de nl(X,xo) ,

munie d'un vecteur cyclique LA W le systéme local correspondant sur X ,Ib = & 8@ W
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le fibré vectoriel associé, w 1'unigque section multiforme de W de détermination

de base w_ , et W le fibré vectoriel dual de b . La fonction

A—=> < A,w >, de TE,Ww)

dans l'ensemble des fonctions holomorphes multiformes sur X de monodromie subordonnée

a (Wo,wo) , est une bijection.

Corollaire 6.12. 81 X est de Stein, il existe sur X des fonctions holomorphes

multiformes ayant n'importe quelle monodromie (Wo,wo) donnée & 1'avance.
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II. Connexions régulidres.

1. Régularité en dimension un.

1.1. Soit U wun volsinage ouvert de 0 dans € et soit une équation différentielle

du nié?e ordre,

n-1
(1.1.1) yn/ + ¥ ai(x) yi/ = Q
=0

od a, est une fonction holomorphe sur U - {0} . On dit classiquement que 0 est un

point singulier régulier de 1'équation (1.1.1) si les fonctions xn"i

ai(x) sont holo-
morphes en 0 . Ceci signifie encore que, apras multiplication par % » l'équation
(1.1.1) se met sous la forme

(1.1.2) (x2)y+3b,60 xidty=0 ,

avec bi(x) holomorphe en zéro.

Dans ce §, on traduit cette notion en terme de connexions (cf. 1.4}, et on
en établit quelques propriétés.

Les résultats de ce § m'ont été enseignés par N. KATZ., Ils sont soit dls a
N. KATZ (voir notamment [14] [15]) , soit classiques (voir par exemple INCE [13] ,

Turrittin [257 [26]).

1.2. Soient K wun corps (commutatif) {} un vectoriel de rang un sur K et
d : K—> () wune dérivation non triviale , i.e. une application additive non nulle

vérifiant 1l'identité

(1.2.1) d(xy) = x dy + y dx .

Soit V un vectoriel de dimension finie n sur K . Une connexion sur V

est une application additive V: V—>» Q® V vérifiant 1'identité
(1.2.2) V(xv) = dx.v + x.Vv

S1L T est un élément du dual Q¥ de (1, on pose
(1.2.3) BT(x) = <dx,T > €K

(1.2.4) VT(V) =<Vv,r>€V .
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On a donc
(1.2.5) BT est une dérivation
(1.2.6) VT(xv) = aT(x).v + x.VT v
1.2.7) VXT(V) = )\.V,r v

Soit v € V . On vérifie facilement que le sous-vectoriel de V engendré par

les vecteurs

v
v, lev ,VTZ VTlv s ey VTk v 7 v o,

pour T, # 0 dans () , ne dépend pas du choix des Ty # 0 et ne change pas si on
remplace v par Av (A € K*) . De plus, si le dernier de ces vecteurs est combinaison
linéaire des précédents, alors ce vectorlel est stable par dérivation. On dira que v

est un vecteur cyclique si pouar T € () , les vecteurs

Viv (0 <1 <n)

forment une base de V .

Lemme 1.3, Sous les hypothéses précédentes, et si K est de caractéristique O ,

il existe un vecteur cyclique.
Soft EEK tel que dt#0,et soit 7= t/dteq’. On a3 (t*) = k.

Soit m <n le plus grand entier tel qu'il existe un vecteur e tel que les

vecteurs ate (0 £i <m) soient linéairement indépendants. Si m # n , il existe
un vecteur f linéairement indépendant des ai e . Quels que soient le nombre rationel

A et l'entier k , les vecteurs

ai(e + A t5E) (0 <1 <sm
sont linéairement dépendants, et leur produit extérieur w()\,k) est donc nul. On a

i koy - ol j Lk i-j
aT(e+xtf) aTe+xz ktaT f

O<ks<i

On déduilt de cette formule une décomposition finie

wOLk) = ¢ 2% ke
O<a<m

0<b

a,b
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avec @, o indépendant de )\ et k . Puisque w(),k}) = 0 pour tout A dans @ ,
3

et que

oK) = £2% 0 (&) , avec u (k) = e x kbwa’b) = €% g2

ona wo/(k)= m;(k) = 0 . Puisque
o' =Lk 9 . =0
a a,b

pour tout k € Z, on a Wy = 0 . En particulier
3

_ 1 m-1 -
ml’m e A 37 e A .. A a,r eAf=20,

et f est linéairement dépendant des ai e (0 £ 1 <m) , contragirement a 1'hypothase.

On adonc m=n et e est un vecteur cyclique.

1.4. Soit © un anneau de valuation discrate d'égale caractéristique 0 , d'idéal

maximal m , de corps résiduel k = ®/m et de corps des fractions K . On suppose
¢ muni d'un ®-module libre de rang un () et d'une dérivation d : 8 —> (O qui

vérifie

(1.4.1) 11 existe une uniformisante t telle que dt engendre (1 . (Pour moins

d'hypergénéralité, voir 1.7).

Si t ] = 8t avec a € 6" , et par

hypothése da est multiple de dt : da = ydt. On a donc

est une autre uniformisante, on a ¢t

dt. = a.dt + da.t = (a + At) dt , et

1
(1.4.2) Pour toute uniformisante t , dt engendre Q .

On désignera par
v: K —Z

la valuation de K définie par © ; on désignera encore par v la valuation de

1 ® K définie par le réseau {} . Pour t wune uniformisante,

v(w) = v(w/dt)

* -
Si f€K, f=at"(a€®) ,ona df = da.t" +na t® L 4t et donc
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(1.4.3) v(df) < v(f) - 1
(1.4.4) v(f) # 0 = v(df) = v(f) - 1

A
En particulier, d est continu, s'étend en d : 8" — 0 , et le triple

(6", da,0™ vérifie encore (1.4.1) .

Lemme 1.5. Si & est complet, alors le triple (&,d,() -est isomorphe au triple

&l(£1], 3, » K[[£1D.

Les homomorphismes induits par d

i/mi+1

Gr(d) : m — mi"1 Q/miQ

sont linéaires bijectifs (1.4.4). Puisque & est complet, d : m —> () est donc
surjectif et Ker(d) == k . Cecl nous fournit un corps de représentants annulé par

d , et le choix d'une uniformisante t fournit 1'isomorphisme voulu k[[t]] >0.

1.6. Si une G-algébre 6' est un anneau de valuation discriéte de corps des fractions
K' algébrique sur K , la dérivation d se prolonge de fagon unique en
d: K'—=Q Sb K' . Soient e 1l'indice de ramification de 6 a2 6' , et t' une

uniformisante de &' . On pose
Q' =1/t neg e

On vérifie aisément 2 l'aide de 1.6 que le triple (8',d, ') vérifie

encore 1.4.1 .

1.7. Nous serons surtout intéressés par les exemples suivants. Solent X une courbe
algébrique complexe non singulidre et x € X . On prend au choix

(1.7.1) 6= @x,x , anneau local pour la topologie de Zariski, Q= (O;/c)x s

d = différentielle

(1.7.2) 6= @x xan » anneau local des germes de fonctions holomorphes en x ,
?

0= (Q;an/c)(x) s d = différentielle

(1.7.3) le complété commun de 1.7.1 et 1.7.2 .,
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1.8, Sous les hypothéses de 1.4, soit V un espace vectoriel de dimension finie
sur K , et Vo un réseau dans V , i.e., un sous-O-module libre de V tel que
KV =V . Pour tout homomorphisme e : 6" —>V , on appellera valuation v(e) de e

le plus grand entier m tel que e(6") C:mm'.Vo . 81 V_ et V, sont deux réseaux,

1

11 existe un entier 8 indépendant de e et n tel que

(1.8.1) |v°(e) - vl(e)l <s
Théoréme 1.9. (N. Katz) Sous les hypothéses de 1.4 et avec les notations de 1.8,

soit V une connexion (1.2) sur un espace vectoriel V de dimension n sur K . Une

des conditions suivantes est vérifiée

a) Quels que solent le réseau V, dans V, la base e : K" ">V de V, la forme

différentielle présentant un pdle simple w et T = w‘l € QK , les nombres —V(Vie)

sont bornés supérieurement

b) Il existe un nombre rationnel r > 0 , de dénominateur au plus n , tel que, quels

que soient Vo » e et T comme plus haut, la famille des nombres

‘—V(V :e) - ri‘
est bornée.

Les conditions a) et b) sont plus maniables sous une autre forme

Lemme 1.9.1. Soient Vo 5 T et e comme en 1.9 . L'estimation b) , pour une valeur

donnée de r , équivaut 2

(1.9.2) |sup(-v Vj e) - ril < ct®
j<i iy

L'estimation a) équivaut 3 la meme majoration (1.9.2) pour r =0 .

Le passage de 1.9 2 (1.9.2) est clalr, ainsi que la réciproque pour r =0 .

Supposons donc (1.9.2) vrai pour r >0 et une valeur Co de la constante. On a

(@) -vVle-risc,

On vérifie aussitdt qu'il existe une constante k telle que

n
-v ¥ T(Vi e) £ -v Vi e+ kn
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Dés lors,

-C,+ r(i+n) < sup - ij e= sup(sup -v vie , -vV e+ kn)
j<sitn isi T

< sup(Co+ i, -vVie+kn)
et si -C_ + r(i+n) > C,+ri,1l.e. 8i n>2 Colr , ona
(b) —v‘?iez(-co-im-m)+ri .
Les inégalités (a) et (b) impliquent 1'inégalité du type 1.9

l-vViTe -l sC +kn+rn .

Lemme 1.9.3. Soient deux syst2mes (Vo,'fo,eo)(vl,'rl,el) comme en 1.9 . On_a

| sup (~v, v e;) - sup(~v vle )| <ct
j<i ! 1 it ° S

Il suffit d'établir une inégalité (1.9.3) lorsqu'on change une seule des

données Vo s Ty 2 €. Le cas ol on change seulement le réseau de référence V o résulte

de (1.8.1),

On utilisera systématiquement que, pour £ € K , on a par 1.4.3 (notation de

1.2.3)
€1.9.4) v(d, £) 2 v(f) .
i

Si e et £ sont deux bases, ona e = fa avec a € GLn(K) , d'od

V(e)- 2()Vj(f) v “ta,

5 3
et, par (1.9.4),

v(Vi(e)) 2 inf v(ij) + cte
jsi
dtod
sup(~-v e ) - aup(-vvjf) sct
i<l ™ jsi

Renversant les r0les de e et £ , on a de méme

sup(-vvjf) - sup(-vvje) < cte
j<i j<i

d'ot 1'estimation 1.9.3 pour un changement de base.
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Si T et ¢ sont deux vecteurs comme en 1,9, ona o= £1 avec £ inver-

sible, d'ou *
=f ¥V
YJ £ r (fetd)
et on vérifie par récurrence que
i 3
V=3 o,V (p, €& .
O el iT 3
On en déduit que
v vi(e) 2 inf v Vi(e) s
o jsi
dlol

sup(~v71(e)) < sup(-v Vi(e))
jsi jsi

Renversant les rb0les de ¢ et T, on conclut que

(1.9.5) sup (-v Vj(e)) = sup(-v Vj(e)) .
jsi o jsi T

D'aprés 1.9.1 et 1.9.3, 11 suffit, pour prouver 1.9, de prouver une majora-

tion de type (1.9.2) pour un choix de (VO,T,e)

Lemme 1.9.6. Sous les hypothéses de 1,9, soient e : K® —> V une base de V N

t une uniformisante, w une forme différentielle présentant un pdle simple (= une

base de t-lﬂ) ,y T = w-l €0 ,et T= (Ti) la matrice de comnexion dans les bases

]
e, w. Solent s et (ri)lsiSn des nombres rationnels, posons rij =s+r, - rj
et supposons que
i
-v (T,) <
i i,3

r,o. .
Soit _enfin vy € Mn(k) la matrice de coefficients les " t 1,3 I? mod m " :

i i

Y 0 si -v(I‘j) <y

y% = tri’j ™ mod m ot v =1, |
3 . J 1,]

On suppose que s <0 , ou que Y est non nilpotente. Alors, une majora-

tion (1.9.2) est vérifiée pour r = sup(s,0).

N
Soient N un entier tel que les riN solent entiers, &' = 6(\, K' le

corps des fractions de K , v :  Q—— % Z la valuation de K' qui prolonge v



- 48 -

~-T
et A la matrice diagonale de coefficients les ¢ i

Sur &' , soient @' 1la base de (J ® K' image inverse de w , 7' la base
correspondante de Q'Y @K' et e' = eA une nouvelle base de V' = V® K' . Dans ces
bases, la matrice de connexion est

T =atrasat 3.0 A

La matrice /\-1 BT, A est 3 coefficients dans ®' , de sorte que solt
(a) s<0, et T' est 2 coefficients dans '
() 8>0, -v(I'') = 8 , et la "partie la plus polaire” y de TI'' est non nilpotente,
de sorte que vt = is .
Par définition de (' (1.6) , w' présente un pdle simple. Dans le cas (a),
on en conclut par récurrence sur f que

v(?hen 20

On vérifie par récurrence sur m que dans la base e

m _ m-1 i
VT, = gsksn T+ Ai) aT

ol Ai est some algébrique de produits d'au plus m - 1 - 1 facteurs af,r . En

particulier,

m ,m
P ™+ ém

v
et, dans le cas (b) ,

v (¥, ') =ms .
T

Ceci vérifie (1.9.2) sur &' (pour des bases convenables), et 1.9.6 résulte

dés lors de 1.9.3.

Le théoréme 1.9 résulte de la proposition sulvante et de 1.3 .

Proposition 1.10. Sous les hypothéses de 1.9, soient X une base de Q' , t une

uniformisante, T = tX et v un vecteur cyclique (1.2) de V . Posons
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”§v=ﬂai i?}i{v
i<n
Wy = £ b, T
T : i T
i<n

Alors, la majoration (1.9.2) est vraie pour

L}
L}

sup(O,sup(-v(bi)/n~1)

sup(O,sup(~v(ai)/n-i)-1

La m8me conclusion vaut pour v vecteur cyclique de v,

Cette proposition fournit un procédé de calcul de r pour V

fibré vectoriel & connexion défini par une équation différentielle du ni‘}Ele ordre

(cf. I 4.8).
On a les identités
n i . n.n i
(£%) -Th (V) t(Vy -Ta V)
“1g \n 3 PG | -n i
v - = -
)% - e (T = I -2 b, VD)
De ces identités, on tire que

a, = g

1% Bt T By gby s gy ) 2im

Jai

b, = h + T h

1 .3 = ) =2 n-j

1,1 % V@,
et pour 1 20,

sup(O,sup(—v(bj))) = sup(0,sup(~v(a

j) - (n=-3)))
j=i 321

Les deux expressions données pour r cotncident donc.

Si v €V est un vecteur cyclique, la matrice de la connexion, dans les

bases (Viv) de V et 1 de (O est

O<i<n
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0 b

O

l‘ Q\ bl
« “ R
‘\ \\\ ;
T-= "‘ \\ i

1 0 b,
1 ob :

Si v e v’ est un vecteur cyclique, la matrice de la connexion dans la base de V de

et la base T de Qv ® K est

Q 1
o .
\\ \‘
r = = \\ A Y
\‘ 1
\\
0 1
by Py====by2 Py )

I1 reste & appliquer 1.9.6 . Pour v € V , on prend = -ri et s=1r .

cobase (V:_ v) Osi<n

Pour v € Vv, onprend r., = ri et s =r . Dans le premier (resp second cas), si
i

e=1r >0, la matrice y est du type

=
H----x o

un des coefficients de la dernidre colonpe étant non nul si s > 0 (resp y est du
type transposé). Ces coefficients sont ceux du polynome caractéristique de vy , qui

n'est donc pas nilpotent pour 8 >0 .

Définition 1.11. Sous les hypoth2ses de 1.9, on dit que la comnnexion V est régulidre

gl la condition a) de 1.9 est vérifiée.

Théordme 1.12. (N. Katz) Sous les hypoth2ses de 1.9, on a

(1) Pour que la comnnexion ¢ soit régulidre, il faut et il suffit que V admette
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une base e telle que la matrice de la connexion, dans cette base, soit une matrice

de forme différentielles présentant au pis des pbdles simples.

(ii) Pour que la connexion V soit irrégulidre, et vérifie une majoration (1.9.2)

pour r = a/b > 0 , il faut et il suffit qu'apr2s le changement d'anneaux de 6 2
b
6' = 6(\t) , et pour la valuation naturelle, 2 valeurs dans Z , de &' , V admette

une base e telle que la matrice de la connexion, dans cette base, présente un pdle

d'ordre a + 1 , et que la partie polaire d'ordre a+l de cette matrice (matrice dans

Mn(k) déterminée 2 un facteur pr2s) solt non nilpotente.

Par extension des scalaires, le nombre r tel que y vérifie (1.9.2) est
multiplié par 1'indice de ramification. Ceci nous ram2ne au cas od b = 1 . Les
conditions de (i) et (ii) sont alors suffisantes, d'apres 1.9.6 . Réciproquement, soit
v un vecteur cyclique (1.3), t une uniformisante et 71 € (O de valuation 1 . Il
ri _i

v
T

résulte des démonstrations de 1,9.6 et 1.10 que la base e, =t ¥

. (0 <i<dimn V)

vérifie (i) ou (ii)

Proposition 1.13. (i) Pour toute suite exacte horizontale

Vi —> V — ",

si les connexions de V' et V" sont régulidres, alors la connexion de V est

s

régulisre

(ii) 8i les connexions de V1 et V2 sont régulidres, alors les connexions naturelles

de v P
vy 8V, , Hom(V;,Vy) , V; , AV,

sont régulieres

(iii) 81 6' est un anneau de valuation discrdte de corps des fractions K' algébri-

que sur le corps des fractions K de 6, et si V' =V ek K' , alors la connexion

de V' est régulidre si et seulement si celle de V 1'est.

L'assertion (iii), déja utilisée en 1.12, résulte par exemple du calcul 1.10
et du fait que 1'image réciproque d'une forme différentielle présentant un pdle simple

présente encore un pdle simple,
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L'assertion (ii) résulte aussitdt du criteére 1.12 (i).

L'assertion (i) signifie que pour toute suite exacte courte
0>V —>V——>V'—>0 ,

V est régulier si et seulement si V' et V" le sont. Aprés une éventuelle extension
des scalaires, choisissons des bases e! et e" de V' et V" vérifiant 1.12 (1)
ou (ii). Relevons e" en une famille de vecteurs eg de V . Pour N grand, la

N

base e!' Ut ey de V vérifiera 1.12 (i) si e' et e" vérifient 1.12 (i), et

vérifiera 1.12 (ii) dans le cas contraire.

1.14, Soient 8 une surface de Riemann, p € S et 2z une uniformisante en p . On
désigne par j 1'inclusion de S* = § - {p} dans S . On appelle fibré vectoriel

(holomorphe) sur s* , méromorphe en p , la donnée de

(1) un £ibré vectoriel V sur S¥
(i1) une classe d'équivalence d'extensions de V en un fibré vectoriel sur S , deux
extensions vy et v, étant dites équivalentes s'il existe un entier n tels que

i1 g ¢
2V, cv,c2 v C, V.

Un tel fibré définit unm vectoriel VK sur le corps des fractions K de
1l'anneau local Gp,s . Par base de V , on entendra une base qui se prolonge en une
base d'un des prolongements permis de V ., Il est clalr que V admet des bases de ce
type dans un voisinage de p . Une connexion V sur V est dite méromorphe en p si
ses coefficients (dans une quelconque base de V) sont méromorphes en p . Une telle
connexion définit une cennexion 1.2 sur VK (cf. 1.7.2). On dira qu'une connexion V
sur V est réguliére en p si elle est méromorphe en 0 et si la connexion induite

sur VK est régulidre au sens 1.11, i.e. s'il existe une base de V prés de p pour

laquelle la matrice de la connexion présente au pis un pdle simple en p (1.12).

1.15. Soient D le disque unité ouvert
D= {z||z] <1}

et D¥=p - {0} . Le groupe ﬂl(D*) est cyclique infini, de générateur le lacet



- 53 -

t —> )\.eth (0 £t £1) . Le groupotde fondamental est donc le groupe constant Z.
#*
I1 agit sur tout systéme local sur D . Vu le dictionnaire I2, tout fibré vectoriel

a4 connexion V est donc muni d'une action du groupe fondamental local Z . Le

générateur T de cette action s'appelle la transformation de monodromie.

1.16. Soient V un fibré vectoriel sur D , et ¥ une connexion sur V}D* , méromor-

e)i=1,2
par T € at (End(V|D*)) , 1la différence T,- T, est holomorphe en 0 . La partie

phe en 0 . Si ( sont deux bases de V , dans lesquelles V est représenté

polaire de T ne dépend donc pas du choix de e .

Supposons que I"i ne présente qu'un pdle simple en O , donc ait pour "partie
polaire" un élément vy dans

(¢ a'/ah @ End(v))

L'application "résidu” : HO(% QI/QI) —> € associe alors 2 vy un endomorphisme
de la fibre Vo de V en O . On appelle cet endomorphisme le résidu Res(l') de la

connexion en 0 .
Res(T") € End(Vo) .

Théoréme 1.17. Sous les hypotheses de 1.16, la transformation de monodromie T

gs'étend en un automorphisme de V dont la fibre en 0 est donnée par

T, = exp(-2mi Res(T))

On peut faire V = ¢ ;5 1l'équation différentielle pour les sections horizon-

tales est alors

azv = -T'v ,

et l'équation différentielle pour une base horizontale e : 6" —> Vv est donc

1 3, e=-Toe

En coordonnées polaires (r,8)

19 8

s i
z=7re , dz = rie” dO + dr e s

et cette équation fournit
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Bee =-irToe

Posons I = :? + I} ; avec Ib constant et Fl holomorphe. L'équation précédente

se réécrit

i@

ae e=-(i e To + ir Tl) e

La transformation de monodromie en (r,®) est la valeur en (r,8 + 2m)
de la solution de cette équation différentielle qui en (r,8) est 1'identité, Lorsque

r —> 0 , la dite solution tend vers la solution de l'équation limite
(2) 3ge = -ie T oe

On en déduit que T a une valeur limite pour z —> 0 , 8 fixé, et que
cette valeur dépend continGment de 6 . En particulier, T est borné pr2s de 0 ,
donc se prolonge en un endomorphisme T de V sur D . On conclut que T a une
valeur limite pour 2z —» 0 ; cette valeur, donnée par l'intégration de (1), ne dépend
que de rb . Il suffit pour calculer cette valeur limite de la calculer pour une

quelconque connexion T'' de m2me résidu que I .

Par exemple, on vérifie :

Lemme 1.17.1. Soit sur 6" la connexion de matrice U.%f pour U ¢ GLn(C) .

L'équation Ve = 0 a pour solution générale

= - = -U
e = exp(- logz . U)E dfn 2 £

la monodromie donc est l'automorphisme de 6" de matrice constante exp (~211iU) .

Corollaire 1.17.2. Sous les hypoth2ses précédentes, 1l'automorphisme exp(~-2mi Res(T))

de la fibre de V en 0 est limite de conjugués de 1'automorphisme de monodromie.

On prendra garde qu'il n'est pas vral en général que To solt conjugué a Tx

pour x proche de O . Par exemple, si V est la connexion sur @2 pour laquelle

Uy U 0 0y, u, dz 00
V() = a) + (5 P+«

u
v =z 1 0)(v) 3

la section horizontale générale est
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u=a

<
n

az logz + bz

et la transformation de monodromie est

1 Zmiz

0 L

Toutefois, il résulte de 1,17.2 que T et To ont méme polynbme caracté-

ristique. Voir aussi 5.6 .

1.18. Soit £ une fonction multiforme sur p¥ . soit D1 le disque p¥ moins la

#
"coupure” R+ N D . On dira que f a une croissance modérée en O sl toutes les

déterminations de f sur D1 ont une croissance en /" pour n convenable
£salz|™.

On permet ici 3 n de varier avec la détermination. I1 est évident, toutefols, que
pour f 2 croissance modérée et de détermination finie, il existe n qui convienne
pour toutes les déterminations., Que f ait une croissance modérée signifie encore que
la fonction f(ezniz) ait une croissance au plus exponentielle dans chaque bande

verticale.

S{ £ est une section multiforme d'un fibré vectoriel V sur p* méromor-

phe en zéro, on dit que £ a une croissance modérée en O si ses coordonnées, dans

une quelconque base de V pras de 0 , ont une croissance modérée,

¥*
Théor2dme 1.19. Soit V un fibré vectoriel méromorphe en 0 sur D , muni d'une

connexion V . Les conditions suivantes sont équivalentes

L) est réguli’dre

(i1) les sections (multiformes) horizontales de V ont une croissance modérée en O

(1) === (ii) . Choisissons, prés de 0 , un isomorphe V ~ & via lequel
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1'équation différentielle des sections horizontales s'écrive

T ne présentant en 0 qu'un pdle simple au plus. On a alors pour |z| s A<l

k
lo,vl < = |v|
|2|

et, sur D1 (1.18), cette inégalité s'intégre pour |z| <)\ en

1
vl < _;_k' sup |v|
|z{=x
(ii) = (1) Soit T 1la transformaetion de monodromie de V et soit U € GLn(G) une
matrice telle que exp(2Mi U) soit conjugué &2 T . Soit v, le fibré vectoriel @ s

muni de la connexion régulidre de matrice

Les fibrés V et V0 ont méme monodromie. D'apregs les dictionnaires Il et 12, ils

sont donc isomorphes en tant que fibré& a conmnexion sur ¥ . soit

o : VD —> vip*

un isomorphisme. Il suffit de prouver que ¢ est compatible aux structures de fibrés
méromorphes en zéro de Vo et V ; ceci a lieu si et seulement si ¢ a une croissance
modérée en O . Soit e une base horizontale (multiforme) de V°|D* s £ une base

horizontale (multiforme) de V ¥ .

\9
o
(i) e 1
.

\
i
&0

Le morphisme f a par hypotha2se une croissance modérée. Le morphisme e

—

_—
v

a pour coordonnées des sections horizontales du fibré régulier Vo , et a donc une

croissance modérée. Le morphisme ¢ rendant commutatif le diagramme (i) est horizontal,

pour la connexion usuelle de 6" , donc est constant. Le composé ¢ = £V e—1 a donc

une croissance modérée.
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Corollaire 1.20. Soient V1 et V2 deux fibrés vectoriels méromorphes en 0 sur

D* munis de conmexions réguliéres Vl et V2

. Alors, tout homomorphisme horizontal

o : V1 e V2 est méromorphe en zéro. En particulier, V1 et V2 sont isomorphes

si et seulement si ils ont méme monodromie.

En effet, ¢ , vu comme section de Hom(Vl,VZ) est horizontal, donc a une

croissance modérée puisque la connexion de Hom(Vl,Vz) est régulizre.

1.21. Soient X une courbe algébrique lisse sur un corps k decar.0 et V un

fibré vectoriel sur X muni d'une connexion
1
sV QX/k(V)

Soient X 1la courbe projective et lisse complétée de X et x, € %-X un ‘'point

2 1'infini" de X . L'anneau local Gx , muni de
o

vérifie (1.4.1), et V induit sur le corps des fractions K de @K” (égal au corps
des fonctions de X pour X connexe) un vectoriel VK muni d'une connexion au sens
1.2 . On dira que la connexion de V est régulidre en X, sl cette connexion induite

sur VK est régulidre au sens k.lO.

Si 21 est une quelconque courbe contenant X comme ouvert dense, et si

8 C:Xl-X , on dit que la connexion V est régulidre en S si elle est réguliére en
tous les points de 1'image réciproque de S dans X (ceci a un sens, la normalisée

de 21 s'identifiant a un ouvert de X .)

On dit enfin que la connexion V est régulidre si elle est régulidre en tous

les points & 1'infini de X .

1.22. 81 k = € , tout fibré vectoriel V sur X peut se prolonger en un fibré
vectoriel sur la courbe complétée X , si V1 et V2 sont deux prolongements de V ,
et si t est une uniformisante en un point xaﬁ X-X, alors il existe N tel que

dans un voisinage de L S les sous-faisceaux V1 et V2 de 1'image directe de V
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vérifient
v, cv, ey

1 2 1

Le fibré V" est done canoniquement muni d'une structure méromorphe en tout

X €X-X.

81 V est muni d'une connexion, on vérifie aussitdt sur 1.12 gque (V,V)
est régulier en X, € X~X au sens 1,21 si er seulement si (Van,V) est régulier

en x_ au sens 1.14,

Théoréme 1.23. Soit un diggramme commutatif

dans lequel

a) S est un schéma noethérien de caractéristique O , et j une immersion ouverte

de S-schémas de type fini.

b) f est lisse purement de dimension relative un .

¢) T =2X-X est quasi-~fini sur S .

Soit V un fibré vectoriel sur X muni d'une connexion relative

9: V—> Q;/S(V) . Alors, l'ensemble des points & € S tels que la restriction de

(V¥) 2 la fibre Xy de X en s solt régulier en Ts est fermé dans S .

I1 est clair sur 1.12 que le dit ensemble est constructible {ainsi que son
complément, il a la propriété de contenir, avectout point 73, un voisinage de 7 dans
1'adhérence 1) . Reste 2 montrer qu'il est stable par spécialisation, ce qui se vérifie
en prouvant que si S est le spectre d'un anneau de valuation discrite, de point
générique 1 et de point fermé s , et que (Ynﬂ) sur Xﬂ est .régulier en Tﬂ s
alors (VSN) sur Xs est régulier en Ts . Quitte 2 remplacer X par son normalisé,

on peut supposer X plat sur § et normal.

Soit x € T_ . Soit X' un volsinage affine de x dans X tel que la
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restriction de V a X' N Xs solt libre, de base e, et tel qu'il existe un ouvert

i
affine X" de X tel que X; =X'nNn X, (pour qu'il existe un tel X" , il suffit de
prendre X assez petit pour que is - Xs soit défini par une équation, par exemple).
{ en une section El de V sur X" , et soit X' l'ouvert de X" sur

lequel (El) est une base.

Relevons e

Les hypoth2ses de (1.23) sont encore vérifiées pour X'e3X' , et V|xﬁ est
régulier en %' - X' . Pour vérifier que V|X; = V|Xs est régulier en x , on se
raméne donc au cas ot V est libre ; on peut donc supposer V prolongé en un fibré

vectoriel sur X , de base (e )

Soit f une section de G§ , non constante sur XS et nulle sur X-X

Soit T 1le champ de vecteur relatif tel que < 7,df/f >=1 .

Par construction, le champ de vecteur T induit sur le normalisé i: de
is un champ de vecteurs qui s'annulle simplement sur is - X, . Pour vérifier que

V|Xs est régulier en x , il suffit donc de vérifier qu'il existe n tel que les
fole |2 w=0
T k!7s
soient tous réguliers. Par hypothése, il existe n tel que les
ngi =
£V X
T ek| n

soient réguliers. Les £ Vi e, sont donc réguliers sur in U Xs , dont le complément

k

est de codimension deux ; puisque X est normal, les £ Vf‘rek sont automatiquement

partout réguliers, notamment sur is .

On vérifie de meme la variante analytique suivante de 1.23.

Proposition 1.24. Soit un diagramme commutatif

dans lequel
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(i) D est le disque unité.

(ii) f est lisse purement de dimension relative un.

(iii) j est une immersion ouverte et T = X - X est un sous-espace analytique guasi-

fini sur D .

Soit V un fibré vectoriel sur X , prolongé en un faisceau analytigque

cohérent sur X , et muni d'une connexion relative sur X . Pour tout % , la restric-

tion de V 2 f-l(x) est munie d'une structure méromorphe (1.14) en les points de

=1
1'image réciproque de T dans la surface de Riemann normalisée de £ ~()\) . Si, pour

LV#E O, V[f_l(k) est régulier en ces points, alors V]f-l(o) 2 la propriété

analogue.

2. Conditions de croissance.

#*
2.1. Soit X un schéma séparé de type fini sur € . D'apr2s Nagata [20] (voir
*
aussi EGA II 2e &d), X peut se représenter comme ouvert de Zariski dense d'un
schéma X propre sur € (ici, propre = complet = compact). De plus, si X1 et X2

*®
sont deux telles "compactificationd'de X , il existe une troisiéme compactification

X3 et deux diagrammes commutatifs

X* i X3

U |

X* > X, .
1

On peut prendre X3 1'adhérence schématique de l'image diagonale de X dans X1 XXZ .

Ceci rend les schémas sur € bien plus sages 2 1'infini que ne le sont les
variétés analytiques. Souvent, un objet ou une construction algébrique relative au
*
schéma X  peut 8tre vu comme un objet ou une construction analytique analogue, plus

une "condition de croissance & 1l'infini".
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2.2. Soient X un espace analytique complexe séparé, Y une partie analytique
fermée de X , X* =X-Y et j: X*C—€> X 1le morphisme d'inclusion de X* dans X .
Dans les considérations qui suivent, X est vu comme une "compactification partielle"
de X*, Y étant "3 1'infini" . On ne restreindrait pas essentiellement la généralité en

#*
supposant X  dense dans X .

*
2.3. Supposons que X soit lisse et que X admette un plongement dans un espace
" (ou, plus généralement, dans un espace analytique lisse). Si j1 et j2 sont deux
n.; %
plongements de X dans € l, les structures riemanniennes induites sur X par celle

n
* *
de € i , solent jlg et j, 8 vérifient

(*) Pour tout compact K de X , il existe des constantes A,B > 0 telles que

#* #* #* # *
jlg sAgzgngzgsB_]lg sur KNX .

# #*
Pour le voir, on compare jig a j3&  pour j3 plongement diagonal de

n1+ n2 ni n1+ nz
X dans ¢ . Localement sur X , on a j3 = a.ji o i€t " —>¢€ est une

section holomorphe de pr; , et l'assertion en résulte.

*
La compactification X de X définit donc une classe d'équivalence pour

*
(*) de structures riemanniennes sur X .

* *
Supposons seulement X 1lisse . Une structure riemannienne g sur X sera

dite adaptée 3 X si pour tout ouvert U de X qui admet un plongement dans " s
la restriction glU N X* est dans la classe décrite plus haut, relativement 3

uvn X* & U . Cette condition est locale sur X . L'usage d'une partition de l'unité
montre qu'il existe des structures riemanniennes sur X* adaptées 3 X ; celles-ci

forment une classe d'équivalence pour (¥)

2.4, Plagons-nous sous les hypothéses de 2.2 . On dispose de plusieurs fagons de

*
définir la distance d'un point de X & 1'infini Y .

2.4.1. Supposons que Y soit défini dans X par une famille finie d'équations

£, = 0 . On pose

1
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(x) = (
d; x) =% £ x) fi(x)
Si les fonctions di(n) et d{(n) sont obtenues par ce procédé , on a

*
('M) Pour tout compact K de X , il existe des constantes AI’AZ >0, P12 Py >0

telles que
a0 <A B A <4, el @ex
1 171 1 21
Soient en effet (fi =0) et (fi = 0) deux systemes d'équations pour Y .
*
Il suffit de vérifier ( M) localement sur X . Localement, d'aprés le Nullstellensatz
analytique on sait que, pour N grand les fi N (resp les f;N) sont combinaisons

*
linéaires des f; (resp des fi), et ( M) en résulte formellement.

n

2.4,2. Supposons que X admette un plongement j : X <> € . Soit U un ouvert

relativement compact de X . Dans U , on posera

dz(x) =d(j(,j(xnm) ,
d étant la distance euclidienne dans €

On vérifie comme en 2.3 que si dé et d; sont obtenues par cette méthode,

relativement 2 deux plongements différents, on a
*
('R) Pour tout compact K de U , il existe des constantes A,B > 0 telles que

d)(x) S A d(x) £ B dj(x) sur KNX .

De plus, il résulte aussitdt des inégalités de Lojasiewicz ([18] Th 1 p. 85)

*
que les "distances a 1'infini" (2.4.1) et (2.4.2) sont équivalentes au sens ( M),

*
Définition 2.5. Sous les hypothéses 2.2, une norme Hx“ sur X , adaptée 32 X ,

#*
est une fonction de X dans Ef telle que, pour tout ouvert U de X dans lequel

Y soit défini par une famille finie d'équations £, = 0 , et tout compact K de U,

i
*
il existe des constantes Al’AZ >0, P, Py > 0 telles que sur KN X , on ait

- —F
a+ |x|h L A G £ () £ &) e

T £ (0 60 5 4y (1+ [xD7F2
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Les conditions 2.5 sont locales sur X . On vérifie a l1'aide d'ume partition
#*
de 1'unité qu'il existe toujours des normes sur X adaptées & X . Celles-ci forment

une classe d'équivalence pour la relation d'équivalence

#t
( M) Pour tout compact K de X , 1l existe des constantes Al’AZ >0, P1sPs >0

telles que p
@+ fxll) s a @+ " sur KNX® (1 =1,2) .

*
Définition 2.6. Une fonction £ sur X est dite avoir une croissance modérée le

*
long de Y s'il existe une norme qu sur X , adaptée &3 X , telle que

[£G) | < |x|| sur X

Cette condition est locale sur X .

#*
2.7. Des renseignements plus précis sur la structure a l'infini de X sont nécessai-
#*
res pour définir de fagon raisonnable ce qu'est une fonction multiforme sur X ,

ayant une croissance modérée a 1'infini.

L'exemple fondamental est celui de la fonction logarithme. Désignons par
~ *
D 1le revétement universel du disque épointé. En un quelconque point de D , 1l'ensemble

~%

des déterminations de log : D —> € n'est pas borné. On ne dispose d'une majoration
|1og(2) | < A.(1/|z|)e

que dans une partie de D* ou l'argument arg(z) de =z est borné.

Les résultats délicats de Lojaslewicz utilisés ci-dessous ne seront indis-

pensables pour la suite que dans des cas triviaux - ef 2.20.

2.8. Dans [17] , Lojasiewlcz prouve des résultats plus précis que 2.8.2 ci-dessous.

2.8.1. Soit X un espace analytique séparé. Dans ce qui suit, on entendra "triangu-
lation semi-analytique de X " au sens faible suivant : une triangulation semi-analy-
tique de X est un ensemble J de parties semi-analytiques fermées de X (les

simplexes de la triangulation) tel que

(a) J est localement fini et stable par intersection.

(b) Pour chaque o € J , il existe un homéomorphisme vy entre ¢ et un simplexe
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type An , vérifiant

b1l) Le graphe T C Iflx X de Yy est semi-analytique, et meéme semi-algébrique en la

1%L® variable.

b2) y transforme l'ensemble des facettes de Ah en l'ensemble des T € 3 contenus

dans ¢ .

2.8.2. Soient X wun espace analytique séparé et & un ensemble localement fini de
parties semi-analytiques de X . Localement sur X , il existe une triangulation semi-
analytique J de X telle que tout F € & soit la réunion des simplexes de la

triangulation qu'il contient.

P
Définition 2.9. Sous les hypothéses 2.2 , une partie P d'un revetement 1 : X —> X

*
de X est dite verticale le long de Y s8'il existe une famille finie de parties semi-

analytiques compactes Pi de X , telles que les Pi-Y soient simplement connexes,

~ ~#
et des relévements P, de P, =Y sur X tels que

PcU?P
!

2.9.1. S8i J est une triangulation semi-analytique de X qui induise une triangula-
~%

tion semi-analytique de Y , alors une partie P de X est verticale si et seulement

si elle est contenue dans la réunion d'un nombre fini de rel2vements de simplexes

ouverts de J .

~¥%
2.9.2. S8i X est réunion finie d'ouverts Ui , pour qu'une partie P de X soit
verticale, 11 faut et il suffit que P soit réunion de parties Pi c:n-l(Ui) s

verticales le long de Y N Ui .

o
2.9.3. 8i U est un ouvert de X et P une partie verticale de X , alors, pour

tout compact K de U, PN nrl(K) est vertical dans n-l(U) le long de UNY.

o *
Définition 2.10. Sous les hypotheses 2.2, soient 1 : X—> X et f une fonction

A
sur X . On dit que f a une croissance modérée le long de Y si pour toute norme
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* ~%
Hxﬂ sur X , adaptée 2 X , et toute partie verticale P de X , il existe A >0,

N >0 tels que
)| < A(1+“x“)N sur P .

Cette condition est de nature locale sur X .

* ~%
Exemple 2.11. Soient X le disque, X 1le disque épointé et X 1le revétement
* #* ~dt
universel de X . Les fonctions multiformes sur X (fonctions sur X ) 2zt zp

(p €€ et z+H> log z , ont une croissance modérée 2 l'origine.

Lemme 2,12, Sous les hypoth2ses 2.2, soient V un faisceau analytique cohérent sur

X et Vl, V2 deux prolongements de V en un faisceay analytique cohérent sur X .

Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) Il existe un prolongement V' de V sur X et des homomorphismes de V' dans

¥, et V¥

1 2z

(i1} 1l existe un prolongement V" de V sur X et des homomorphismes de v et v

2

dans V.

(iii) Les conditions précédentes sont vérifiées localement sur Y .

Pour prouver que (1) & (ii) , on prend

"o 1 o 1"
v V}. 2] vziv et v v1 n v, dans V" |

81 (i) est localement vrai, une solution globale est fournie par la somme des images

de V1 et V2 dans j,V, pour j inclusion de X, dans X .

2.13. On dit que deux prolongements vy et V, de V sont méromorphiquement é&quiva-

lents si les conditions de 2.2 sont vérifiées ; on appelle faisceau analytique cohérent

#* #*
sur X , méromorphe le long de Y wun faisceau analytique cohérent sur X , muni

localement sur Y d'une classe d'équivalence de prolongements de V en un faisceau
analytique cohérent sur X . S'il existe un prolongement de V sur X qui localement

sur Y soit méromorphiquement équivalent aux prolongements donnés, ce prolongement est

unique 2 équivalence méromorphe prés ; on dira alors que V est effectivement méromorphe




- 66 -

le long de Y . J'ignore 8'il peut exister des falsceaux analytiques cohérents sur
*
X méromorphes le long de Y qui ne soient pas effectivement méromorphesle long de
Y.
o, W ¥*
Une section v € H (X ,V) d'un faisceau analytique cohérent sur X et

méromorphe le long de Y , est dite méromorphe le long de Y si, localement sur X ,

elle est définie par une section d'un prolongement permis de V . La connaissance du
faisceau sur X jiéro V des sections de V méromorphes le long de Y é&quivaut 2

celle de la structure méromorphe le long de Y de V .

2.14. Supposons X* rédulit, et solt V un fibré vectoriel sur X* , méromorphe le
long de Y . On se propose de définir une classe d'équivalence de "normes" sur V .

Les "normes" considérées seront des familles continues de normes sur les Vx (x € X*)
S1i v est une section continue de V , lvl sera donc une fonction positive sur X*,

nulle exactement en les points ol v = 0 . Deux normes lvl1 et lvl2 seront dites

équivalentes si on a

*
(2.14.1) Quels que soient la norme |jx|| sur X et le compact K de X , il existe
Al ,A2 ’Nl ,N2 >0 tels que

lvl, <4, a+ “x“)Nl v, sur KA X'

N

lol, =8, L+ |l 2

\vll sur KN X”

2.15.1. st v=¢" s On pose lvl = Elvil

2,15.2. Soient x €Y et Vl un prolongement permis de V au voisinage de x .
I1 existe alors un voisinage ouvert U de x et g : v, —> & qui soit un monomor-

phisme sur U N X" . on posera dans U () x*
Ivl, = low] .
2.15.3. Pour x et V, comme en 2.15.1, il existe un voisinage U de x et un
#*
épimorphisme 17 : & —> V, sur U . On posera (dans U N X)

ol = 08 ey 191
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2,15.4. Comparons 2.15.2 et 2.15.3 . Soient donc U et des homomorphismes méromor-
phes, définis sur U-Y o ® .

6 —>VvV—>¢
avec 7 un épimorphisme et ® un monomorphisme. L'homomorphisme méromorphe wn est
de noyau et d'image localement facteur direct. Ceci est encore vrai dans le schéma
Spec(@k’x) - Y_ . On en déduit facilement que, pour toute fonction holomorphe £ dans
U qui s'annule sur Y , il existe N > 0 , un voisinage ouvert Ul CU de x et
o: 6 —> ¢ tel que

now = fN.

Soit K wun compact de U1 . Il est clair qu'il existe M > 0 tel que sur K
len ] = 8w+ [=hM|v]

lad | s e+ fxptiv]

et donc
1) lv|w < Cte(l-i-“x“)M |v|'n (sur K)
(2) hhsc“u+Wthﬁ lvl, (eur ©.

Appliquons (2) a une famille finie de fonctions £, qui engendre un idésl

i
de définition de Y .

D'apraés 2.4, 2.5 , i1 existe M' tel que
N te M!
3) Z‘fi‘ s c o+ x| (sur K)
et i1 en résulte que dans un volsinage assez petit de x , [v‘m et \vl sont

équivalents au sens 2.14.1. L'équivalence (2.14.1) est de nature locale sur X . On

vérifie dés lors 2 l'aide d'une partition de 1'unité la proposition suivante

Proposition 2.16. Sous les hypotheses de 2.14, il existe une et une seule classe

d'équivalence (2.14.1) de normes sur V qui soient localement éguivalentes (au sens

(2.14.1)) aux normes 2.15.2 et 2.15.3 .

On appellera modérées les normes dont l'existence est garantie en 2.16 .
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Définition 2.17. Sous les hypotheses de 2.14, soient \v| une norme modérée sur V ,

~% * » *
m: X —>»X un revltement de X et v une section continue de 1 V. On dit que

v 2 une crolssance modérée le long de Y si |v| a une croissance modérée le long

de Y (2.10)

Dans le cas particulier ot 1 est 1l'identité, on peut se rapporter plutdt
2 la définition 2.6 . Tel est le cas dans la proposition bien connue suivante, qui
montre que la connaissance des normes modérées de V équivaut 2 celle de la structure

méromorphe le long de Y de V .

Proposition 2.18. Sous les hypothéses de 2,14, pour qu'une section holomorphe v

#*
de V sur X solt méromorphe le long de Y , 11 faut et il suffit que sa croissance

soit modérée le long de Y .

L'assertion est locale sur X , et on se ramdne par 2.16, 2.15.2 au cas

classique ot V = 6.,

Proposition 2.19. Soit un diagramme commutatif d'espaces analytiques séparés

— &

o
ha 4
2%
N

1]
>

*
avec Y, fermé dans X . X - Yi et donc ¥, = £

Considérons les hypothéses

(a) Il existe une partie K de X1 » propre sur X, , telle que f(Kl) > Xi

* ~ #
(b) £ est propre et induit un isomorphisme X, —>X, .

I1 est clair que €b) => (2) . On a

(ia) Si llxl| est une norme sur X; relativement 2 X, , alors llEG)|| est une norme

»
sur X1 relativement 2 Xl .
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*
(ib) Réciproquement, si (a) est vérifié, et si ||x|| est une fonction sur X, telle

*

*
, 2alors llx|l est une norme sur X, .

gque |lf(x)|| soit une norme sur X

#

*
1 Xz relativement 3

(ic) En particulier, si (b) est vérifié, les normes sur X

Xl ou X, coincident.

* #* v *
Soit Ty & ié —> X, un revBtement, et m o X —>X; son image réciproque

*
sur Xl .

o
(iia) Si P est une partie de X; verticale le long de Y, , alors f(P) est verti-

cale le long de Y

9
s
(iib) Réciproquement, si (a) est vérifié, toute partie verticale de X2 est image
otk
d'une partie verticale de Xl .
~h
(1ic) En particulier, si (b) est vérifié, les partles de X =%, verticales le long

de ¥, ou ¥, co¥ncident.

%*
Soit V2 un_ fibré vectoriel sur X2 ,» méromorphe le long de Y2 , et soit

V1 son image réciproque. Les images réciproques des prolongements permis de Vz

définissent sur Vl une structure méromorphe le long de Yl , et on a

(iiia) L'image réciproque d'une norme modérée sur V2 est une norme modérée sur V1

(iiib) Réciproquement, si (a) est vérifié, une norme sur V, est modérée dis gque son

image réciproque 1'est

(iiic) En particulier, sous l'hypothese (b), les normes modérées sur V1 = V2 relati-

vement 3 Xl ou X2 colncident.

Preuve. On a trivialement (ia) + (ib) = (ic), (iia) + (iib) = (iic), (iiia)+

(iiib) - (iiic) et presque trivialement (ia)= (ib) et (ia)+ (iiia) => (iii, ).

b

Si Y2 est défini par des équations fi =0 , alors Y1 est défini par

1'image réciproque des fi et (ia) résulte de la définition 2.5 (jointe 2 2.4.1).

D'apr2s 2.15.2, 2.16, on se raméne 2 vérifier (iiia) dans le cas trivial
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Enfin, si 32 est une triangulation semi-analytique du couple (XZ’YZ) R
alors les fnl(c) (o € J) forment un ensemble localement fini de parties semi-ana-
lytiques de X1 , et d'apres 2.8.2, 11 existe localement sur X, une triangulation

semi-analytique J; du couple (X1 Yl) telle que

Vo € 3 3¢ 3’2 (@) 3

Les assertions (iia) (iib} en résultent aussitBt.

2.20. Remarques. (i) Prenons X = D™ ec X* = (D*)n x D™ ; Y est donc un divi-
seur i croisements normaux dans X . Sur le revitement universel i* de X* s les fonc-
tions arg(zi) (1 i <n) sont définies. Il est clair qu'une partie P de i* est
verticale le long de Y si et seulement si son image dans X est relativement compacte

et que les fonctions arg(zi) (1 s 1 £ n) sont bornées sur P .

(1i) La résolution des singularités 2 la Hironaka et 2.19 (iic) permet, dans le cas

général, d'expliciter la notion de partie verticale 2 partir du cas particulier (i).

*

2.21. La proposition 2.19 permet de suivre le programme 2.1 . Soient donc X un
*
schéma séparé de type fini sur ¢ , et X un schéma propre sur € contenant X
*
comme ouvert de Zariski. Si F est un faisceau algébrique cohérent sur X , on sait
(EGA I 9.4.7) que ¥ peut se prolonger en un faisceau algébrique cohérent 31 sur
n . n .

X . Les divers faisceaux X" définissent sur 3 la meme structure (effectivement)

1
*
méromorphe le long de Y =X-X .,

On déduit de plus aussitdt de GAGA [24] que

Proposition 2.22. Sous les hypothéses 2.21, le foncteur &F—> Ean induit une

équivalence de catégorie entre la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur

* *,
X et celle des faisceaux analytiques cohérents sur X an , effectivement méromorphe

le long de Y .

#*
Définition 2.23. Soient X un schéma séparé de type fini sur € et X comme en

~H +* *
2.21 . Solent de plus 7 : X —> (X )an un rev@tement de (X )an et V un fibré
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*
vectoriel algébrique sur X

* *
(1) Une norme sur X est une norme sur X °° relativement 3 X = (2.5).

v po %
(ii) Une partie verticale de X est une partie de X verticale le long de Y =X-X

(2.9)

(iii) Une norme modérée sur V est une norme modérée sur v®" |, relativement 2 la

structure méromorphe 2 1'infini de V°© (2.16).

(iv) Une section continue v de ™™V est dite avoir une croissance modérée si sa

croissance est modérée le long de Y (2.17).

D'aprés 2.19, ces notions ne dépendent pas du choix de la compactification
*
X de” X .
On déduit d'autre part aussitdt de 2.18 et de GAGA(2.22).

Proposition 2.24. Soient X un schéma séparé, rédult de type fini sur € t Vv

un fibré vectoriel algébrique sur X . Une section holomorphe v de Van est algé-

brique si et seulement si sa croissance est modérée.

Probl2me 2.25. Soit X = G/K un domaine hermitien sywmétrique (G groupe de Lie
réel et K sous-groupe compact maximal) et I’ un sous-groupe arithmétique de G .
Le quotient I'\\G/K est alors de fagon naturelle une variété algébrique quasi-projec-
tive (Baily et Borel [2]). Une partie P de G/K est-elle verticale (2.23) si

et seulement si elle est contenue dans la réunion d'un nombre fini de domaines de

Siegel ?
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3. Poles logarithmiques.

Ce § rassemble quelques constructions “locales 2 1'infini" dont nous ferons

usage.

Définition 3.1. Soit Y un diviseur 3 croisements normaux dans une variété analyti-

*
que complexe X , et soit j 1l'inclusion de X = X-Y dans X . On appelle complexe

de De Rham logarithmique de X le long de Y 1le plus petit sous-complexe Q;<Y> de

j* Q;* contenant Q;; , stable par produit extérieur et tel que df/f soit une

section locale de 0)1(<Y> chaque fois que f estune section locale de b G;. N

méromorphe le long de Y .

Une section de j, Qp* est dite présenter un pdle logarithmigue le long de
X

Y si c'est une section de (§<Y>.

Proposition 3.2, Sous les hypothéses de 3.1,

(i) Pour qu'une section a de is Qp présente un pdle logarithmique le long de Y ,
X*

il faut et il suffit que @ et da présentent au pis des pBles simples le long de Y

(ii) Le faisceau nil(<Y> est localement libre, et

P
Q§<Y> =AQ<Y>

(iii) Si le couple (X,Y) est un produit (X,Y) = (Xl’Yl) X (XZ’YZ) i.e. si

X=X, xX

1 2 et si YSXIXYZUXZXYI

0

* *
alors 1'isomorphisme de () % avec le prodult tensoriel externe () * 80 % dfn
Xl X
2
% _# #* %
23 O % ® Pr, Q 4 Anduit un isomorphisme
X7 X, . . .
(&1<Y1 >EQX2<Y2>——>QX<Y>
{(iv) Soient Yi un diviseur & croisements normaux dans X, (1 =1,2) et £: X=> X
. -1 . 3* #* * ; 1
un morphisme tel que f (YZ) =Y, . Alors, le morphisme f : f (jZ* Q *) > i Q,
X X
2 1

2

induit un morphisme "image réciproque'

#* 1
f: f <Y, D iy <Y, >
%, <% % <N
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Le point (iv) est trivial sur la définition. Solent D le disque unité ou-
*
vert et D =D - {0} . Pour prouver (i) 2 (iii) , on peut supposer que X est le

* L -
polydisque D" et que X =D k x D" k

Y= U Y, avec Y, = prgl(o)
1sisk .

Sous ces hypothéses, on a

Lemme 3.2.1. Le faisceau Qi <Y > est libre de base les (dzi/zi)lsi<k et les
(dzj)k<jsn .

*
En effet, toute section méromorphe le long de Y de j, 6 stécrit loca-

*
kki X
lement £ =g . 1l L avec g 1inversible, et
1

k
df/f = dg/g + 'lzki dzi/zi

est combinaison linéaire des vecteurs de base proposés, qui sont clairement indépen-

dants,

De ce lemme on déduit aussitot (ii), (iii) et la nécessité dans (i).

Soit @ wune section de j rf vérifiant la condition de (i). Pour prouver
* 2w

que (1 est une section de Qp
X
libre, de le prouver en dehors d'un ensemble de codimension complexe > 2 . Ceci permet

» <Y > 11 suffit, puisque ce faisceau est localement
de supposer vérifiées les hypoth2ses de 3.2.1, avec k=1 . La forme a s'écrit

alors d'une et d'une seule fagon sous la forme g = Q)+ 0yA dzllz1 , les formes q

1
et a, étant telles que dz1 n'y figure pas.

Les hypotheses signifient que

- a, est holomorphe

- zlal est holomorphe
- zlda = zlda1 + da2 A dzl est holomorphe .
Des lors, dzl AQy = d(zIA al) + 2y do. - da, A dzl est holomorphe, donc

aussi O, , ce qui prouve ).
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3.3. Variantes.

(3.3.1) Soit £ : X —> S un morphisme lisse de schémas de caractéristique zéro, ou
un morphisme lisse d'espaces analytiques, et soit Y un diviseur 2 croisements normaux
relatifs dans X . La définition 3.1 garde un sens et définit un sous-complexe

Q;/S <Y > de j, Q;*/s (j étant l'inclusion j : X* = X-Y —> X) . La proposition

#*
3.2 reste valable, mutatis mutandis. La formation du complexe O’X/S <Y > est compa-

tible 2 tout changement de base, et & la localisation étale sur X .

(3.3.2) Soient f : X —> S un morphisme d'espaces analytiques lisses, O un point
*
de S, et Y un diviseur & croisements normaux de X . Soient § = § - {0} s

* »
X =X-Y et j l'inclusion de X dans X . On suppose que

(a) dim(8) = 1
1, * . -1,
(b) f|f (S) est lisse, et YN £ (8 ) est un diviseur 2 croisements normaux

.1, ®
relatifs de f 1(S )

@ Yot .

* 3+
On définit alors le complexe QX/S< Y > comme l'image dans j, QX* de

*
Qg <Y>.
Localement prés de 0 et f-l(O) , on peut trouver des systémes de
coordonnées (zi)0 <i<p B¢ X et z sur 5, tels que z(0) = 0 , que
k e
zof = IIzi (ksu,ei>0)
0
A
et que Y admette l'équation I z, = 0 (k < 4 <n) . Dans un tel systéme de coor-
0 dzj
1 i
données, le faisceau QX/S <Y > est libre de base les ( z )lsisz et les
1
(dzj)l,<jsn . Dans QX/S< Y >, on a en eéffet la relation
af k dzi
T 3, 70
0 i

On en déduit que Q;i},s< Y > est localement libre, que

(3.3.2.1) RQ}(/S<Y>—~—>Q§/S<Y>

et que la suite
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#*
# £
(3.3.2.2) 0—> f Q;<O> —->Q}1(<Y> %n}(/s<Y> — O

est exacte et localement scindable. Ceci jouera un rdle clef au §7, sous la forme

suivante.

Lemme 3.3.2.3. Tout champ de vecteur v, sur S , s'annulant en O , peut localement

sur X se relever en un champ de vecteur v qul vérifie

<v,n)1{<Y>>cl§x

*
Le transposé du monomorphisme direct £ de 3.3.2.2 est en effet un épi-

morphisme.

(3.3.3) Le lecteur transposera (3.3.2) au cas d'un morphisme de schémas de type fini

sur €, f : X— S , vérifiant les conditions analogues & 3.3.2 (a) (b) (c).

3.4, Soit Y wun diviseur 3 croisements normaux dans 8 . Localement sur X , Y est
somme de diviseurs lisses Yi . On désigne par P (resp par ¥?) 1a réunion (resp la
somme disjointe) des intersections p & p des Yi ; les YP , ainsi définis loca-

lement, se recollemt en un sous-espace Y? de X , et les Y’ se recollent en la

o 1

variété normalisée de Y’ . ona ¥°=7v°=%x , €t on pose Y=v".soita: Y =>x
la projection.
Si, a chaque point y € TP , on associe l'ensemble des p germes de compo-

sante locale de Y en a(y) qui contiennent l'image dans X du germe de volsinages

de Y dans YP , on définit sur 3P un systéme local Ep d'ensembles 2 p éléments,

Désignons par ep le systéme local de rang un sur TP

E

P
eP=A¢?P

ie

On a (ep)82 ~€ . S1i Y est some de diviseurs lisses (Yi)i €1’ le choix d'un

ordre total sur I trivialise les ep .

»
3.5. Désignons par Wn({'));(<Y>) le plus petit sous-G-module de ()X<Y> , stable

*
par produit extérieur avec les sections locales de QX , et contenant les produits

dfllf1 Aved A dfk/fk
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*
pour k £ n et pour fi section locale méromorphe le long de Y de j, 6, . Les
X

*
Wn forment une filtration croissante de QX < Y > par des sous-complexes, appelée

la filtration par le poids. On a

(3.5.1) WOy <Y>) AW (0 <Y> W (Qr <Y> .

Localement sur X , écrivons Y comme somme finie de diviseurs lisses

(Yi)i €1 d'équation t, =0 . Soient q une injection de [1,n] dans I ,e(q) 1la
. n =
section correspondante eq(l) Ao A eq(n) de e sur la composante Y = 1g2gan(i)

de ?tl, et aq la projection de Yq dans X .

L'application P de Q; dans w“/w“‘l (Q§+n <Y >) donnée par

(3.5.2) a —> dcq(l)/tq(l) Ao A dtq(n)/tq(n) AQ

ne dépend pas du choix des ty si les ti sont un autre choix , les

dey /ey - dti/ti = d(ti/ti)/(ti/ti) sont en effet holomorphes, et

P, - plla) € w“'l(n§+“<Y>). De meme, o (t (;)-B) =0 et p (dt AB) = 0 de

q(i)

sorte que o se factorise par

+1

Pyt Bgu og —s Wyl <Y>)
q

La trivialisation e(q) de en|Yq identifie p, 2
. * o I W *
Py ¢ agx qu(e J[-n] — Gr, Qg <Y>)
Enfin, la somme des morphismes py pour les différents q définit un morphisme de
complexes,

W
r
n

» #*
(3.5.3) P oay, Q?n (e)[-n] —> ¢ (Qx<Y>)

Ce morphisme défini localement par (3.5.2), se recolle en un morphisme de complexes

sur X .

Proposition 3.6. Les morphismes 3.5.3 sont des isomorphismes.

Si le couple (X,Y) est un produit (X,Y) = (X;,Y;) X(XZ’YZ)’ i.e.

si X = Xl X X2 et si Y = Xl X Y2 U X2 X Yl’
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*
alors la filtration par le poids sur QX<Y> est produit tensoriel externe, via

*
3.2 (iii), des filtrations par le poids sur les Qx <Y€.> . On a donc
i
W, ¥ W, * ~ W, 3
(3.6.1) Gr (Qxl<Y>) ® Gr (QX2<Y2 >) —> 6r (O <Y¥>)
Les isomorphismes
R | ISR
Y p+q=nY ® Y s et
e’ = _U_ e mel
ptg=n
induisent un isomorphisme
* P * q
(3.6.2) T oa, 0 (M-plwza, 0, (eD[-q]
P ¥y p  t¢

~> Ta,q, (€[]
n Y

De plus, via (3.6.1) et (3.6.2), on a

(3.6.3) PpBPy=p

Pour que p soit un isomorphisme, il suffit donc que les p; en soient.

Le probléme étant local sur X , ceci nous raméne au cas trivial ot dim(X) =1 .

3.7. L'isomorphisme inverse de p s'appelle le résidu de Poincaré

(3.7.1) Res : Grr (B<v>) —> P (M[-n].

Nous n'aurons 2 en faire usage que dans le cas p = 1 . Il définit alors

(3.7.2) Res : (),}1(<Y> — 6,
Y

Si U est un fibré vectoriel sur X , le morphisme 3.7.2 s'étend par

linéarité en

(3.7.3) Res : Op<¥> (L) —>6_® U
Y

Pour chaque composante lisse Y, de Y , il définit
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1

(3.7.4) Resy @ (O <Y>(W) —> uly, .

#*
3.8. Sous les hypothéses de 3.1, soit Uo un fibré vectoriel sur X , muni d’une
connexion intégrable V . On suppose que Uo est donné comme étant la restriction &
*
X d'un fibré vectoriel V¥ sur X . Localement sur X , le choix d'une base e de

¥ permet de définir la "matrice de la connexion"
(3.8.1) T € i, Qpy(End(1)

Un changement de base e —> e' modifie T par 1l'addition d'une section de

Qi(End(U)}(I 3.1.3). La "partie polaire de T "
(3.8.2) T € J, Oy (End( ))/ 0k (End(W))

ne dépend donc que de U et ¥V . On dira que la connexion V a au pis un pbdle

logarithmique le long de Y si dans toute base locale de U , les formes de connexion

présentent au pis des pdles logarithmiques le long de Y . Dans ce cas, le résidu

de la connexion T 1le long d'une composante locale Y, de Y est défini (3.7.4)
(3.8.3) Res, () ¢ End(y|y))
i

Il ne dépend que de V¥ et V . De fagon plus globale, si i : Y —> X est la projec~
tion sur X du normalisé de Y , le résidu de la connexion le long de Y est un

endomorphisme de 1"y

(3.8.4) Res (1) ¢ End(i*y)

3.9. Plagons-nous sous les hypoth2ses 3.8, et faisons les hypothéses supplémentaires

a) Y est somme de diviseurs lisses (Yi)lsiSn (tel est toujours localement le cas).
= ! o= -
Pour P c[1,n], on pose YP 129 Yi et Y3 =Y, i\éPYi .

b) La connexion de U a au pis un pdle logarithmique le long de Y .

Le dual du £ibré vectoriel () <Y> est le fibré Ty<-Y> des champs de

vecteurs v sur X qui vérifient
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(3.9.1) Pour P c([l,n], vIYP est tangent 2 Y, .

Si un champ de vecteur v vérifie (3.9.1) , et si g est une section de

v , alors Vv(g) est encore une section réguli2re de U . Sa restriction a YP

X

section locale de 1'épimorphisme évident de T;<-Y>® &y dans son image dans le
P

1 t
fibré tangent a YP , alors, Vs(v)(g) définit une connexion SV sur 'UIYP .

ne dépend que de leP et de 1'image de v dans T1<-Y>® @Y . 81 8 est une
P

Un crochet de Lie est défini, par passage au quotient, sur T)]i<-Y>Q @Y . La
P
connexion SV est intégrable si § commute au crochet ; elle présente au pis un

Y

pOle logarithmique le long de Y, N U .
P 1¢P i

Un calcul facile montre que

Proposition 3.10. Sous les hypotheses et avec les notations précédentes :

(1) sur Y, N Yj , 0N a [ResYi(I‘),ResYJ(I‘)] =0

(ii) Si 1 €P , on a sur Y sVlésYi(I') =0.

On déduit de (i1) pour P = {i} que le polynome caractéristique de Res, (T)

i
est constant sur Yi .

On pourrait aussi déduire 3.10 de la proposition suivante, qui se démontre

comme 1,17,

1

",y = {0} x D™,

Proposition 3.11. Soient VU un fibré vectoriel sur X =D

* 3
X =X-Y , et T une connexion intégrable sur U‘X présentant un pdle logarith-

*
mique le long de Y . Soit T la transformation de monodromie de UlX définie par

* *
le générateur positif de nl(X ) ~ TTI(D ) ~Z {(cf. 1.15) . L'automorphisme horizontal

*
T de U‘X se prolonge en un automorphisme de VU , encore noté T , et

T|Y = exp(-2ri ResY(I‘))

3.12, Soient X une variété analytique complexe, Y un diviseur & croisements
*
normaux et j l'inclusion j : X =X-Y —>» X . Pour U un fibré vectoriel sur
#* *
X , on désigne par j': j U le faisceau des sections de ¥ sur X , méromorphes

le long de Y .
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Localement sur X , Y est réunion de diviseurs lisses Yi , et on définit

*
la filtration par l'ordre du pdle P de ji j 6= j: GX* par la formule

(3.12.1) PG IO =T 6 S Y

e,

avec A= {(ni)l Tn <-k et Vi n 2 o} .
i

i

Cette construction se globalise et fournit sur j: 6 , une filtration

exhaustive telle que Pk =0 pour k>0 .

Soit U un fibré vectoriel sur X , et T une connexion intégrable sur

#*
UlX présentant un pdle logarithmique le long de Y . On appelle encore filtration

* » #
par l'ordre du pdle la filtration suivante P du complexe ji 3 QX(U) = ji Qx*(h)

(3.12.2) PGy B =P e e ey

On déduit du fait que [ présente au pls des pB8les logarithmiques le long

de Y que
a) 1la filtration P de (3.12.2) est compatible aux différentielles ;

* #*
b) O <Y> (¥)  est un sous-complexe de jm; Qx*(lr)

De plus,

*
c) dans les complexes Gr;(jﬁ Qx*(U)) » les opérateurs d sont GO, -linéaires ;

*
d) la filtration P induit sur QX'<Y:>(U) la filtration de Hodge F par les

tronqués bétes UZp » d'od un morphisme de complexes filtrés

(3.12.3) O <¥>W),F) —> (42 0, (1,2

Proposition 3.13. Avec les hypothéses et notation de 3.12, et si les résidus de la

connexion I’ le long des diverses composantes locales de Y n'admettent aucun entier

strictement positif pour valeur propre, on a

(i) le morphisme de complexes (3.12.3) est un quasi-isomorphisme

(ii) plus précisément, il induit un quasi-isomorphisme
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(3.13.1) Gry (g <Y> (1)) —> Grp(4y O, (1))

I1 suffit de prouver (ii), qui signifie encore que, pour chaque p ,

Gri(jt_: Q;*(U)) [p] est une résolution de Q;<Y>(U)

lére réduction.
Extensions. S1i VU est une extension de fibrés 2 connexion vérifiant 3.13 :
0—> ¢ —> ¥y — " —>0 ,

les lignes du diagramme

0 —> Gr *<Y>(U')——> G *<Y>(U)—>~ Gr *<Y>(U")-—>O
X rylly Al

l l l

.m ¥ .m ¥ .m
0-—>GrPJ*QX*(U') —> GrPJ*Qx*(lr) — GrPJ*Qx*(Ir") —>0

sont exactes. Pour que (3.13.1) soit un quasi-isomorphisme, il suffit donc que les

morphismes analogues relatifs 2 U' et VU" en soient.

2e réduction.

Produits. Supposons que (X,Y) soit le produit de (Xl,Yl) et (XZ’YZ)’ et que VU
solt le produit tensoriel externe VU = 1:1 ® 1!2 de fibrés a connexion Lri vérifiant

sur (Xi’Yi) les hypotheses de 3.13.

#*
L'isomorphisme 3.2 (iii) identifie la filtration de Hodge de QX<Y> au

*

produit tensoriel externe des filtrations de Hodge des QX <Yi> , d'ot un isomorphisme
i

évident

3+ *
(3.13.2) GrF(QX1< Y > (1:1)) ] Gr:F,(('2x2<Y2 >(1:2)
= @ <¥> )
—> GrF Qx >
L'isomorphisme évident

* * o~ *
iy Qx,f ® JI.:.QX.;; —> i Qe
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#*
identifie la filtration P de j: QX* au produit tensoriel externe des filtrations P

m %
des j, Q _, . On a donc
m _* m *
(3.13.3) Or % @) @ 6r, (13 0, ()
1 2

= or, U} n;*(w)

Le morphisme (313.1) s'identifie, via (3.13.2) et (3.13.3), au produit tensoriel externe

des morphismes analogues relatifs 2 Ul et U Les complexes considérés ayant des

2 -
différentielles &X-linéaires (3.12 d)), pour prouver que (3.13.3) est un quasi-iso-

morphisme, il suffit de le prouver pour Ul et UZ .

Cas des coefficients constants. Prouvons (3.13) (ii) lorsque les conditions suivantes

sont vérifiées :

n
(3.13.4) X est le polydisque ouvert D ;

(3.13.5) onaY¥Y= U Y avec Y, = pr;1 0 ;

1sik © 1
(3.13.6) U est le fibré vectoriel constant défini par un vectoriel V et la

connexion s'écrit dz

r=sr, —=
i i
avec Ti € End(V) et T, =0 pour 1i>k.

La connexion étant intégrable, les Ti commutent deux 3 deux et il existe
une filtration finie G de V , stable par les Fi , et telle que dim Gré(V) <1.
D'apres la lére réduction, on se raméne & supposer que V = € , auquel cas I} s'iden-
tifie 2 un scalaire Yy - Le fibré a commexion VU est alors produit tensoriel externe
des fibrés (@,Yi %f) sur D . La 2e réduction permet de ne traiter que le cas ol

* *
n=1.8 k=0, i.e. 81 Y=¢ , alors QX<ZY> = jz QX* et F=P , L SL k=1,

i.e. si Y= {0}, alors

a) Pi(jm Q ) =0 pour i > -1
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0 si p

"
o

b PTGE B -
QX<Y>(U) si p

1
—

c) Grg(jt: Qx**('l:)) est le complexe

B+Y
1o Y L1yl

S1 y-1#0, alors coker(d) = 0 et Ker(d) =VU-= O;<Y> w

- *
d) Pour n >0, GrPn(j: QX*(I;) est le complexe

9+ Y
1 z 1 1
n+1. G/_ s zn+2 G/zn+1 6

Ceci vérifie 3.13 (i1) cas par cas.

Cas général. Le probléme étant local, on peut supposer vérifiées les conditions
(3.13.4) et (3.13.5) et on peut se contenter de prouver que legerme en O de

(3.13.1) est un quasi-isomorphisme.

Pour 0 < |t| <1, soit l.rt le fibré A connexion image réciproque de VU
par 1'homoth étie Ht de rapport t . Pour t —>» 0 , les \rt "tendent" vers le fibré
vectoriel constant 'l;o défini par la fibre Vo de ¥ en 0 , muni d'une connexion

vérifiant (3.13.4)(3.13.5) et (3.13.6).

Plus précisément, soient H et 1t les morphismes

H:D" xD—>D" (x,t) > t.x , et
L s p* —>p" xD : x > (x,t)
On a donc Ht =Ho it . La connexion V de VU a pour image réciproque une con-

*,
nexion Vl sur H UlH X' ) . La connexion relative (relative 2 pr2) correspondante
#* #* *
se prolonge 3 H (U)lX xD . Posant Ut = it HV, onapour t# 0 un isomorphisme

de fibrés a connexion

*
(3.13.7) b, = H (1)

Pour t = 0 , on a un isomorphisme de fibré vectoriel
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*
(3.13.8) Uo = HO(U) = @x 8% V°
et la connexion de U0|X* vérifie (3.13.4) (3.13.5) et (3.13.6).
La variante relative de 3.12 fournit un morphisme de complexes filtrés
* *, m ¥ *
(3.13.19) ®: (QXxD/D< YxD>(H V),F) —> (j, Qx*xD (Hv),P)

Les complexes gradués associés sont plats sur D (via pr,), leurs composantes graduées

2

homogénes sont cohérentes, et les différentielles sont & -linéaires. On sait déja

X xD
*® #
que 1 Gr(p) est un quasi-isomorphisme. Il en résulte que itGrp(w) (la fl2che 3.13.1

pour Ut) est un quasi-isomorphisme prés de 0 , pour t assez petit. Les Ut étant

*
isomorphes entre eux prés de 0 pour t # 0 (3.13.7), ilGrP(m) est un quasi-isomor-
phisme prés de O , ce qui prouve 3.13.

Corollaire 3.14. Soient X un schéma lisse sur € , Y un diviseur 3 croisements

*
normaux dans X , j l'inclusion de X = X-Y dans X , ¥ un fibré vectoriel sur X

*
et T une connexion intégrable sur UlX , présentant un pdle logarithmique le long

de Y . On suppose que les résidus de la connexion le long de Y n'admettent aucun

entier positif pour valeur propre. Alors

(1) L'homomorphisme de complexe

3 3*
i Q <Y > —> g, Q0

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie (pour la topologie de Zariski)

(ii) Plus précisément, i est injectif, et 11 existe une filtration croissante

exhaustive du complexe Coker(i) , dont les quotients successifs sont des complexes

acycliques dont la différentielle est linéaire.

La filtration P de 3.12 a un analogue algébrique évident, vérifiant
encore les conditions a) 3 d) de 3.12. Le corollaire résulte de 1l'énoncé plus précis

que (ii) comme quoi les complexes
i_ i, #*
G = GrP(J* O (V)/Q <Y >(1))

sont acycliques. Ces complexes ont des différentielles Gx-linéaires et, d'aprés 3.13,
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les (D)% sont acycliques, Par platitude de & an SYT GX , les Gi sont donc
X
acycliques, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 3.15. Sous les hypothéses de 3.14, on a

#* ~ * ¥
B X, 0y <Y > (1) —> B (x 3Oy (V)
Le morphisme j est affine. On a donc

¥ i Q§*(U) =0 pour k>0
et des lors

~ *
B (X, 5, () > B G, ap,(0)
D'autre part, d'apreés (3.14)(1), on a

B (X, 0f <Y>W) 2> H'(X, i, Qg (1)

Remarque 3.16. I1 est facile de généraliser 3.13 et 3.14 2 des situations rela-
tives, pour f : X —> S un morphisme lisse (S espace analytique ou schéma de caracté-

ristique 0) et pour Y un diviseur 2 croisements normaux relatifs.

4. Régularité en dimension n .

Théoréme 4.1. Soient X un espace analytique complexe, Y wune partie analytique

®
fermée de X , telle que X =X - Y soit lisse, X' le normalisé de X et Y'

*
1'image réciproque de Y dans X' , V un fibré vectoriel sur X , méromorphe le

long de Y , et V une connexion sur V . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) 11 existe un ouvert U de Y' , contenant un point de chaque composante de codi-

mension un de Y' , et un isomorphisme ¢ entre un voisinage de U dans X' et

UxD (D disque unité), induisant 1l'application identique de U dans U x {0} ,

#
tels que, pour u € U, la restriction de @ V 4 u XD soit réguliére en 0
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(ii) Pour toute application ¢ : D —> X avec m-l(Y) = {0} , 1'image réciproque de

V par ¢ est régulidre.

(iii) Les sections_horizontales (multiformes) de V ont une croissance modérée le long

de Y .

D'apras (i), ces conditions se vérifient "en codimension un 2 1'infini" sur

le normalisé de X . Pour Y diviseur 3 croisements normaux dans X lisse, elles

équivalent encore 2

(iv) Pour tout y € Y , il existe un voisinage ouvert U de y et une base

e : Gd —>V de V sur U-Y , méromorphe le long de Y , telle que la matrice de

la connexion (une matrice de forme différentielle) présente au pis un pdle logarith-

mique le long de Y .

Cas 1. Y est un diviseur 3 croisements normaux dans X lisse.

L'image réciproque d'une forme différentielle présentant au pis un pdle
logarithmique est encore de meme nature. On en déduit que (iv) = (ii) => (i) . On

déduit par ailleurs de 1.19 que (iii) = (i).

Pour prouver que (i) = (i1ii),(iv), on se ram2ne au cas ou X = p™t™ s

#* n * *
X =p7% yx D" , Y= Yy, , Y, =pr ({0}) . On a ﬁl(X ) ~ Z", et le systeme local
*

défini par V sur X est donc décrit par T : z" — GLd(C) ; désignons par T,
les images des éléments de base Z" (ce sont les "transformations de monodromie").
Choisissons des matrices U, , commutant deux 2 deux, et telles que exp(-2mi Ui) =T, .
Soit v, le fibré vectoriel @d , muni de la connexion de matrice Po =z Ui %;L .
i

On déduit de (1.17.1) que V, a méme monodromie que V . Sur X* , 11 existe donc

un isomorphisme v de fibrés & connexion entre Vo et V . Il est clair que Vo
vérifie (iii) et (iv) ; il suffit donc de prouver que v est compatible aux structures
méromorphes 2 1l'infini de V et V0 . On le vérifie tout d'abord pour n =1, et

lorsque V vérifie

(') Il existe U c D™ , non vide, tel que, pour u €U , VlD X u soit régulier 2

l'origine.
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S1 on consideére v comme une section de Hom(VO,Vl), cela résulte du lemme

suivant

*
Lemme 4.1.1. Solent V un fibré vectoriel sur X = D"'1 -({o}xd™ , méromorphe

le long de {0} x D™ , et soit v une section de V . On suppose gu'il existe un ou-

* *
vert non vide U de Y tel que pour u damns U , la section v|D X u de VID Xu

soit méromorphe en O . Alors, u est méromorphe le long de Y .

Localement pr2s de Y , il existe des monomorphismes méromorphes
y: v —> Sk . Pour le voir, on prend un prolongement permis V1 de V sur Dn+1 ,
et un épimorphisme ¢ : Gk >V, . Le transposé tw vy, = Gk de ¢ 1induit alors

t¢|x* ;v e 6.

Il suffit donc de prouver 4.1.1 pour V = § . Soit donc v € HO(X*,S) , et
soit Fn l'ensemble des points y de Y tels que vly xD présente au pis un pdle
n-uple en 0 . L'ensemble Fn est fermé, car, si 2z désigne la premidre coordonnée
sur X pour qu'une fonction f sur D* présente au pis un pdle n-uple, i1 faut et

il suffit que
Je@ i az=0 2w

Par hypothése, la réunion des Fn a un point intérieur. D'aprés Baire, un des Fn

a un point intérieur et 2"v  est holomorphe sur un ouvert de Y , donec partout.

Achevons la démonstration dans le cas 1. Si la condition (i) est vérifiée,
alors, au voisinage des points de U et dans des coordonnées convenables, la condition
(1') le sera, donc aussi (ii), donc (i') dans tout syst2me de coordonnées. Revenant
au cas X = p™t® considéré précédemment, on voit que v est méromorphe au volsinage

de tout point lisse de Y , donc en dehors d'une partie de X de codimension 2 2 ,

donc est partout méromorphe.

Cas 2. X normal ; preuve de (i) == (ii).

Soit Xo le plus grand ouvert de X ol X est lisse et Y un diviseur
ligse. D'aprds ce qui précdde, il suffit de prouver que la condition (ii) est vérifiée

chaque fols que ¢(0) € Yo = Xo NY , alors elle est vérifiée en général. Pour prouver
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ce point, on utilisera un argument de spécialisation.

*
Lemme 4.1.2. Soient X , Y et X =X-Y comme en 4.1 , y €Y , et C une courbe

réduite sur X vérifiant C N Y = {y} . Il existe dans un voisinage U de y une

fonction holomorphe £ , telle que le lieu Z d'équation f = 0 soit lisse en dehors

de U~Y , contienne C et soit purement de codimension un dans X .

Soient prés de y fl . fk une famille d'équations qui définissent C .
Pour toute famille ) € ek > soit z(}) le lieu d'équation I A f, = 0 . La partie
fixe de la famille 2()) est réduite 2 C . D'aprds le lemme de Bertini (ou d'aprds le
lemme de Sard appliqué 2 la fonmction ) sur l'ensemble des couples (x,)) avec
by Xifi(x) =0 ) , pour ) assez général, z(\) est non singulier en dehors de Y
et C . En tout point de C~Y proche de y , un des fi s'annule simplement. Pour

U assez petit, un z{()) général est donc lisse le long de C~-Y , et vérifie 4.1.2 .

Soit maintenant ¢ : D —> X avec mﬁl(Y) = {0}.

Remplagant X par un voisinage de ¢(0) et D par un disque plus petit,
on peut supposer que C = (D) est une courbe fermée sur X , et il suffit de prouver
que V}C est régulier en O (cf. 1.13). On déduit par récurrence de 4.12 qu'il
existe au voisinage de ¢(0) £,...£,  tel que le lieu C; d'équation £,...£,=0
soit une courbe contenant C de codimension n , et lisse en dehors de ¢, Ny = {p(01.
Soit f 1le morphisme de X dans Cn de coordonnées les fi . Si on se restreint a
des voisinages de (0) et 0 convenables, f|Y est un morphisme fini, et £(¥-Y®)
est un sous-espace analytique propre. Si D est un petit disque de centre 0 sur une
droite passant par 0 assez générale de € , la courbe f-l(k) (. € D - {0}) coupe
donc Y en dehors de Y . Par hypoth2se, Vlf-l(x) est donc régulier le long de
£100 N Y ; par spécialisation (1.24) v|e~1(0) = v|c, est donc régulier en (0) ,

et a fortiori V|C 1'est.

Cas général.

Les applications de D dans X correspondent bijectivement 2 celles de

D dans X' . La condition (ii) sur X,Y et V équivaut donc & la condition analogue
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sur X' , Y' et 1'image réciproque de V . La meme équivalence vaut pour (iii)

(par 2.19). On peut donc supposer X normal, et (1) <> (ii) .

D'aprés Hironaka [12], localement sur X il existe une résolution des

singularités 11 : X1 —> X telle que

- M est projectif, et birégulier hors de Y

-1 . .
- X; est lisse, et W (Y) un diviseur 2 croisements normaux.

A nouveau, la condition (ii) (resp(iii)) sur (X,Y) équivaut a la meme
condition sur (Xl’Yl) . Puisque (i) &= (ii) , la meme équivalence vaut pour (i) ,

et on conclut par le cas 1.

Définition 4.2. Sous les hypotheses de 4.1, on dit que (V,9) est régulier le long

de Y si les conditions équivalentes de 4.1 sont vérifiées.

Proposition 4.3. Avec les hypoth2ses et notations de 2.19, soit V un fibré vectoriel

*
sur X2 , méromorphe le long de Y2 , et muni d'une connexion intégrable. Alors

*
(a) Si V est régulier, alors f V est régulier

*
(b) Si la condition 2.19 (a) est vérifiée et f V régulier, alors V est régulier.

D'apres 2.19, ceci est clair sur 4.1 (iii)

Proposition 4.4. Soit V wun fibré vectoriel sur une variété algébrique complexe lisse

séparée X . Soit X une compactification de X H v®"  est alors méromorphe le long

de Y =X-X . Pour V une connexion sur yan » les conditions suivantes sont équiva-

lentes

(1) v est régulier le long de Y

(ii) Pour toute courbe algébrique lisse C tracée sur X (et localement fermée dans

X) V|C est régulier (1.21).

Pour X normal, ces conditions équivalent 2

(iii) V est algébrique, et pour tout point générique 1 d'une composante de codi-

mension un de Y , il existe au voisinage de + un champ de vecteurs algébrique v ,

transversal & Y (de sorte que le triple (Sﬂ,@n,av) vérifie (1.4.1)), tel que V
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induit sur le corps des fractions K de Gn , muni de BV , un vectoriel 2 connexion

régulidre au sens (1.11)

(iii') Idem pour tout champ v de ce type.

On a (1i) = 4.1 (1) == 4,1 ({1) == (i1) . D'autre part, 4.1 (iv)
implique que V est méromorphe en codimension un sur X , donc est méromorphe, donc

est algébrique par GAGA. On a alors

(1ii") == ({ii) == 4.1(1) = 4.1(iv) == (iii")

Définition 4.5. Sous les hypotheses de 4.4, on dit que (V,V) est régulier si les

conditions équivalentes de 4.4 sont vérifiées.

si (V,V) est un fibré vectoriel 2 connexion intégrable algébrique sur X ,
il est clair sur 4.4(ii) que la régularité de V est une condition purement algébrique
indépendante du choix d'une compactification. On peut, de plusieurs fagons équivalentes,
lui donner un sens pour X schéma lisse de type finl sur un corps k de caractéris-
tique O . On peut, par exemple, prendre 4.4(ii) ou (iii) pour définition. Nous nous
restreindrons par la suite au cas ot k = € . Par le principe de Lefschetz ceci ne

restreint pas la généralité.

Proposition 4.6. Soit X wune variété algébrique complexe (lisse)

(i) 81 V' —> V —> V" est une suite exacte horizontale de fibrés vectoriels 2

connexion intégrable sur X , et si V' et V' sont réguliers, alors V est régulier

(ii) si V, et V, sont deux fibrés vectoriels 2 comnexion intégrable régulidre,

v P
alors Vv, ®V, , Hom(Vl,Vz), Vi » AV, sont réguliers

{(iii} Soient f ;: X —> Y un _morphisme de schémas lissessur € , et V yn

*
fibré vectoriel 2 connexion intégrable sur Y . Si V est régulier, alors f V est

¥
régulier. Récriproquement, si £ V est régulier et £ dominant, alors V est

régulier.

Les assertions (i) et (ii) résultent aussitdt de la définition par 4.4(ii)
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et 1.13. Il est clair sur &4.4(iii) que la régularité, se vérifiant en codimension

un 2 1'infini, est une notion birationnelle. Ceci permet, dans (iii), de remplacer

"f dominant" par "f surjectif" . On applique alors 4.4(ii) et 1.13(iii) en notant
que pour f surjectif, pour toute courbe C sur Y , il existe une courbe C' sur

X telle que f£(C') DC .

5. Théoreéme d'existence,

* -
5.1. Solent D 1le disque unité ouvert, D =D - {0} , X = pite . Yi = pril({o}) s
Y = o

¥* *
Y, Onpose X =X-Y= ()" xD
i

1

. On a

ncs

(5.1.1) rrl(x*) = nl(D*)n= z"

*
via 1l'identification 1.15 ﬂl(D ) @ Z . On désigne par T, 1'élément du groupe

i

*
abélien nl(x ) qui correspond par (4.1.1) au 1%€ ecteur de base de Z"

*
Un systéme local V sur X sera dit unipotent le long de Y si le groupe

*
fondamental ﬁl(X ) agit sur ce systéme local (I 1.5) par des transformations uni-
potentes. On utilisera la méme terminologie pour V un fibré vectoriel muni d'une
* #*
connexion intégrable sur X (via le dictionnaire I 2.17). Puisque ﬂl(X ) est abélien

engendré par les "transformations de monodromie" T il revient au méme de demander

i ’

que les Ti agissent de fagon unipotente.

Dans la proposition suivante, on désignera par n H une quelconque norme

¥*
sur X relativement 3 Y , par exemple

el = Va@n ou fafl = 1/ ?1} e -

Propoairion 5.2. Avec les notations de 4.1, soit V wun fibré vectoriel 2 connexion

#
intégrable sur X , unipotent le long de Y .

a) Il existe une unique extension V du fibré vectoriel V en un fibré vectoriel

sur X quil vérifie les conditions suivantes.

(1) Toute section horizontale (multiforme) de V & , en tant que section multiforme
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~

#*
de V sur X , une croissance au plus en 0((10ngn)k) (k assez grand) prés de toute

partie compacte de Y

(ii) De meme, toute section horizontale (multiforme) de VY a une croissance au plus

en 0((longH)k) (k assez grand) prés de toute partie compacte de Y

b) La conjonction des conditions (i) et (ii) équivaut 3 la conjonction des conditions

suivantes

(iii) La matrice de la connexion de V , dans une quelconque base locale de V ,

présente au pis un pdle logarithmique le long de Y

(iv) Le résidu Resi(T) de la connexion le long de Yj (1 £1 <n) est nilpotent

c¢) Soit e une base horizontale (multiforme) de V . Les sections de V sur X

#
s'identifient 3 celles des sections de V sur X dont les coordonnées dans la base

e sont des fonctions (multiformes) croissant au plus en 0((10g”x“)k) (k assez grand)

prés de toute partie compacte de Y .

d) Tout morphisme horizontal f : v, —> v, se prolonge en T Vl —_ Vé . Le

foncteur V4>V est exact, de formation compatible 2 ® , Hom,

>

On appellera V le prolongement canonique de V .

Preuve. a) Soient e : 6 —> V une base horizontale (multiforme) de V et V; un
prolongement de V . La condition (i) signifie que e : ¢ — V1|X* a une croissance
en 0((logﬂxn)k) . La condition (i1) signifie que la base duale e' : §" —> vllx*

a une croissance en 0((log|x[)*) ; ceci revient a dire que o' : vllx* — ¢ a une
croissance au plus en 0((longH)k) - 81 V; et V, sont deux prolongements de V
vérifiant (1) et (ii), 1'application identique i de V s'insdre dans un diagramme
commutatif

i ¥*
i ——— v [x

-1
e e

@ __——tm==l[§
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Par hypothase, el et e , donc i , ont une croissance en O((longH)k) , est done
régulier et 1-1 est régulier de méme : l'identité de V se prolonge en un isomor-

phisme entre vV, et V, . Ceci prouve 1'unicité de V

*
b) Soit V, un vectoriel muni d'une action unipotente de nl(x ) , et soit -2mi U,

la détermination nilpotente du logarithme de l'action de T;

k
_ 1 (1-T4)
(5.2.1) U, i

Soit ir’o le fibré vectoriel sur X , défini par Vo , muni de la connexion
de matrice

(5.2.2) r'=Zvu, — .

Les sections horizontales (multiformes) de ?;o sont de la forme

(5.2.3) viz) = exp(~Xlog zi.Ui)(vo)

La série exponentielle se réduit ici & une somme finie, donc 2 un polynome en les

log 2 -

Le fibré V; vérifie (1)(11)(i11)(iv). De plus, si e_ est une base de

Vc s la relation entre les coordonnées d'une section v de Vo dans la base e, »

ou dans la base horizontale e, s'en déduit par 5.2.3, est donnée par

1

]
L}

n
exp ( Xlogz, U,) e
1 1747 "1

n
e; = exp (-iﬁ log z; Ui) e

et ¢) est vérifié. Enfin, '\70 est foncteur exact en V, , de formation compatible

o ?

4
2 ®, Hom,A, ... . Vu le dictionnaire 1.2, ceci prouve a), c), d) et montre que

1) + ({11) = ({ii) + (iv).

c¢) Soit V, une extension de V vérifiant (111) + (iv) . Pour prouver (i), on se

raméne au cas ol V1 est libre : V1 ~ 6" . soit T 1la matrice de la connexion et

écrivons
dzi
'=y7 ,—=4+ 7" =Tt + T
0,1 z;
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avec Po ; constant et T" holomorphe. Soit e une base horizontale (multiforme)
L]

pour la comnexion I' (qui est du type considéré en b)). Si a.e est une base horizon-

tale (multiforme) pour T, on a

Va.e = da.Ve + aVe = 0

d'ol une majoration
[da] = Cte‘a‘(log“zn)k .

v
Ceci prouve que V, vérifie (i) , et (11) s'obtient en considérant V1 .

4.3. Lorsqu'on ne suppose pas V unipotent le long de Y , il est encore possible
de "nommer" un prolongement de V sur X , mais sa construction, bien plus arbitraire,
dépend du choix préalable d'une section T de la projection de € sur €/Z . Choisir

T revient & choisir une fonction logarithme : on posera

logT(z) = 2mi T(i%g log z) .

Un des moins mauvais choix est

(5.3.1) 0 s Re(7) <1 .

Proposition 5.4. (Manin [19]). Soient T comme en 5.3 et V un fibré vectoriel 2

* ~
connexion intégrable sur X , Il existe ume unique extension V(T) du fibré vectoriel

V en un fibré vectoriel sur X quil vérifie les conditions suivantes

(1) La matrice de la connexion de V , dans une quelconque base locale de T(T) s

présente su pis un pdle logarithmique le long de Y

(i1) Le résidu Resi(F) de la connexion le long de Y, (1 £i<n) a ses valeurs

propres dans 1'image de T .

Le prolongement B7¢y) de V est fonctoriel et exact en V .

On prendra garde que la formation de V(1) n'est pas en général compatible
au ® .,

#*
Pour chaque homomorphisme ) : ﬂl(X ) — ¢ , soit UX ; 0U simplement
2
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UX , le fibré vectoriel ©& sur X , muni de la connexion de matrice
dz

=y —i 1
Tx z T log? X(Ti). 5

Par construction, UX vérifie (1) et (ii), et admet )\ pour monodromie.

#*
Soit V un quelconque f£ibré vectoriel 2 connexion intégrable sur X ; V

admet une unique décomposition

*
RN (UX\X ) @ v,y

*
avec VX unipotent le long de Y . Le facteur direct (UX\X ) ® Vx de V est le plus
grand sous-fibré de V sur lequel les Ti- X(Ti) sont nilpotents. Le prolongement

(cf. 5.2)

(5.4.1) Vo= 69)\ U)\®vx

de V vérifie (1) et (i1i), et est exact et fonctoriel en V .

Pour s'assurer que le probl2me d'extension posé a une seule solution, il
suffit de le prouver localement sur Y en dehors d'une partie de codimension =2 2
dans X . Avec les notations de 5.1, ceci nous ramdne au cas ot n = 1 . Soit alors
V' un prolongement de V qui vérifie (i) et (ii). D'apres (3.11) ,
la transformation de monodromie T se prolonge en un automorphisme de V' . Le
polyndme caractéristique de T est constant ; le fibré vectoriel V' se décompose
donc de fagon unique en ses sous-fibrés vectoriels stables par T sur lesquels un
endomorphisme (T-~1) est nilpotent (sous-espaces propres généralisés de T). On

peut donc écrire de fagon unique

(- 1
V'=8 U 8V ,

*
avec Vi‘x unipotent le long de Y . Par construction, Vi vérifie 5.2 (1ii) et (iv),

de sorte que, par (5.2), Vi = Vi . On a donc V' =vV(7) (5.4.1) .

Remarques 5.5. (i) 81 on définit T par 5.3.1 , alors V(1) vérifie 5.2 ¢)

On appellera encore ce prolongement le prolongement canonique de V .
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(ii) Un prolongement de la forme V(r) ala propriété que, dans une base convenable

de V(T) , la matrice de la connexion prend la forme

dzi
==z I} -—_,
i Zy

les Pi étant des matrices constantes commutant deux 2 deux.

Corollaire 5.6. (N. Katz). Soient V un fibré vectoriel sur le disque unité D , et

#*
I" une connexion sur VlD dont la matrice présente un pdle simple en O . Supposons

que, quelles que soient les valeurs propres distinctes a et B de Res(I) , on ait

0.-8 € Z. Alors, la transformation de monodromie T est conjuguée, dans le groupe

linéaire, 2 exp(-2mi Res(T))

D'apres 5.4, V est du type V;(T) pour un Vo convenable ; on conclut

par le calcul direct 1.17.1.

Proposition 5.7. Soient X un espace analytique complexe, Y un sous-espace fermé

#* *
de X tel que X = X-~Y soit lisse, j l'inclusion de X dans X et V un fibré

*
vectoriel 3 connexion intégrable sur X . On désigne par e une base horizontale

*
(multiforme) de V et par H “ une norme sur X relativement & Y .

(1) Il existe sur V une et une seule structure méromorphe le long de Y relativement

3 laquelle V soit une connexion régulidre.

(1i) Soit V le sous-faisceau de j4V formé des sections dont les coordonnées dans

la base e croissent au plus en O((log”x”)k) (k assez grand), le long de Y .

Alors, V est un faisceau analytique cohérent sur X ; le prolongement

v de V définit la structure méromorphe (1i).

Les assertions (1) et (ii) sont locales sur X . D'apr2s Hironaka [ ], on
peut supposer l'existence d'une résolution des singularités 17 : X1 —> X telle que
ﬂrl(Y) soit un diviseur A croisements normaux et que T soit un isomorphisme au-

~

*
dessus de X . Soit V; le prolongement canonique 5.5(1) de V sur X, . D'aprds
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5.5(i) et 2.19, ona V = Ty, Vl . D'apreés le théor2me de finitude de Grauert (pour un
morphisme projectif), V est donc analytique cohérent.

1(Y) définie par V

Pour la structure méromorphe le long de T la

1 b
connexion V est réguliere. Cette structure étant image réciproque de celle définie
par v » on conclut par (4.3) que V est régulier relativement au prolongement V .
Supposons enfin V régulier pour la structure méromorphe définie par un prolongement

*
V' . On vérifie sur 4.1(iii), appliqué au fibré dual, et sur 5.2 c) que T V' et

Vl définissent la méme structure méromorphe le long de n-l(Y) . L'assertion (1) en

résulte.

Corollaire 5.8. Soient X et Y comme en 5.7 . Si un fibré vectoriel V sur

#*

X =X -Y admet une connexion intégrable, il admet une extension cohérente sur X 3

en particulier, si codimX(Y) 22, alors j,V est cohérent.

Il résulte aussitdt de 5.7 et 2.22 que :

Théoréme 5.9. Soit X une variété algébrique complexe (lisse). Le foncteur

vi—> v®"  &tablit une équivalence de catégorie entre

(1) La catégorie des fibrés vectoriels algébriques sur X , munis d'une connexion

intégrable réguliére

(ii) La catégorie des fibrés vectoriels holomorphes a connexion 1ntégrab1q sur X°O .

Si X est connexe et muni d'un point base X, le théorgme 4.9 fournit
une description purement algébrique de la catégorie des représentations complexes de

dimension finie du groupe fondamental (usuel) nl(x,xo)

On peut modifier la démonstration précédente de 5.9 pour ne plus y utiliser

Lojasiewicz [17] .

Le théoréme 5.9 est local sur X pour la topologile de Zariski. On ne
restreint donc pas la généralité en supposant que X admette une compactification
projective normale X .

Prouvons la pleine fidélité : un morphisme horizontal £ : v —s 2"
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s'identifie 2 une section horizontale de ggm(v,w)a“. D'aprés 4.1(iii), £ a une
croissance modérée a l'infini, donc est algébrique (2.24). Il suffit meme de vérifier
la croissance modérée de f en codimension un & 1'infini, et ceci ne requiert pas
Lojasiewicz.

Enfin, d'apr2s Hironaka [ 12] , on peut prendre X lisse, et tel que
Y = X-X soit un diviseur A croisements normaux. Localement, la situation est alors
isomorphe 2 celle étudiée en 5.4, Un choix de T comme en 5.3 nous fournit donc un
prolongement 6} de V en un fibré vectoriel sur X . Relativement 2 V} , la

connexion de V est méromorphe et régulidre le long de Y .

D'aprés GAGA, le fibré V(T) , et la connexion V , sont algébrisables, et

cecl résoud le probléme posé,

6. Théoréme de comparaison.

6.1. Soient X un schéma lisse de type fini sur € et VU un fibré vectoriel sur
X , muni d'une connexion intégrable régulidre. On désigne par V le syst2me local
des sections horizontales de V®" sur 1'espace topologique Xc1 sous-jacent 2 X",

D'apr2s le lemme de Poincaré (I 2.19), on a

3+ ~ ¥* #
(6.1.1) H (xcl,v) —> H (xcl,nxan(u)) s

ol le second membre désigne 1'hypercohomologie du complexe de De Rham analytique. On

dispose par ailleurs d'une fléche

1.2 3 ¥ 3 #*
(6.1.2) B 00 A) —>H (.0 ()

de 1'hypercohomologie algébrique dans 1'hypercohomologie analytique.

Théordme 6.2. Sous.les hypotheses de 6.1, la flache (6.1.2) est un isomorphisme.
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La démonstration qu'on donnera de ce théor2me est pour l'essentiel une sim-
plification de celle que Grothendieck [ 9] utilise pour traiter le cas particulier

ot U est le faisceau structural ©® , muni de sa connexion naturelle. Elle occupe les

n® 6.3 a4 6.9 .

Notons tout d'abord, comme en loc cit., que 6.2 équivaut 2 son cas particu-

lier suivant

Corollaire 6.3. Sous les hypothdses de 6.1, avec X affine, on a

B CEGW) = &,V
Pour X affine, on a Hq(X,Oi(U)) =0 pour q >0, et donc
p * P a*
B (X,0, (1) ~ B CE,Q M) ,

de sorte que 6.2 est synonyme de 6.3 . D'autre part, si 6.2 est vrai lorsque X
est affine, on voit comme en loc. cit. a l'aide de la suite spectrale de Leray pour
un recouvrement ouvert, appliquée aux deux membres de 6.12, que 6.2 est vral dans le

cas général.

6.4. Cette réduction au cas affine montre qu'on ne restreint pas la généralité en
supposant que X admet une compactification j : X <> X , avec X complet. D'aprés
la résolution des singularités 2 la Hironaka [12] , on peut alors choisir X de

sorte que

a) X solt lisse ;
b) X soit le complément dans X d'un diviseur 2 croisements normaux Y réunion de
k

diviseurs lisses : Y=1U Yi .
1

Le morphisme j est alors un morphisme affine ; le morphisme jan est

donc de Stein : 1'image réciproque d'un (petit) ouvert de Stein de X est un ouvert

de Stein de X . Dés lors

(6.4.1) U5, B = 0 pour i >0
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(6.4.2) rlja" P =0 pour 1 >0 ;
X

de 13 résulte formellement que

* #* *
(6.4.3) H K, ) —F— HE,Q L)
# o an ¥ ~ #*
(6.4.4) H (Xcl,j* Qxan(w) — ]H(Xcl,Qxan(’U))
Lemme 6.5. Soit F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur un schéma X propre
*
sur € . Soient ¢ : Xcl —> X l'application continue canonique et E?n =6 aﬂ® « €F.

On a
3* ~ #*
H (XD —>H X ,F)

D'aprés EGA I 9.4.9 1le faisceau F est limite inductive filtrante de fais-

ceaux algébriques cohérents.

F = 1lim Fi
—_
Les foncteurs image inverse et produit tensoriel commutent aux limites inductives

filtrantes, d'ou

Ean = 1lim Fan

-—’ i
Si X est un espace topologique compact, les foncteurs Hi(X, ) commutent
aux limites inductives filtrantes (T.F. II 4.12 pg 194). On a donc
~ ¥*
(6.5.1) lim H*(Xcl,F:n) —> H (xcl,F““)
—_
On a de méme (loc. cit.)
#* ~ *
(6.5.2) lim H (X,Fi) —= H (X,F)
—_
D'aprés GAGA, on a

an)

B (X,F,) —> H'(
A

et 6.5 s'en déduit en comparant (6.5.1) et (6.5.2).

6.6. Sous les hypothéses de 6.5, tout opérateur différentiel D : F —> G entre
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faisceaux algébriques cohérents s'étend de fagon unique en un opérateur différentiel

p®® : F&" —» Gan . Pour construire Dan , on factorise D en D = LjN :

jN N L
F — P F) —6G6 ,

avec L .1linéaire, on note que (I’N(F))'m = PN(Fan) , et on pose S A j;n

La meéme construction s'applique 2 un opérateur différentiel D : F —> G entre fais-
ceaux quasi-cohérents, et fournit p** : F*" —>G*" . on peut aussi définir p?"

par passage 2 la limite inductive 2 partir du cas cohérent.

8i K est un complexe de falsceaux quasi-cohérents sur X propre sur € ,

de différentielles des opérateurs différentiels, on a

(6.6.1) B (X,K) —> m*(xcl,xa“)

On dispose en effet d'un morphisme de suites spectrales d'hypercohomologie

#*
E‘l’q = 19x,k?) == H (X,K)
Pq _ 4 P an * an
E H (Xcl’K = (xcl,x »

et on conclut par 6.5 appliqué aux termes El .

* *®
6.7. Le complexe [j, Qx(lr)]an n'est autre que le faisceau des sections de Q1 an(b‘)
X
*
méromorphes le long de Y ; on le désignera par la notation j: Q.x('lr) . Les flaches

#
(6.4.3),(6.4.4) et (6.6.1) pour j: Q an(w s'ins2rent dans un diagramme commutatif
X

H' (%, 1,05 (1)) — s M, ()
6.4.3
6.6.1 5
* m
(6.7.1) Xy iy Qxan(u)) o

lo

- ) 4 ~ * 3* ~ #
B Ryl 000 —S—>W70,,00 40) <S w0

Pour prouver 6.2, il suffit donc de prouver que la flache () est un isomor-
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phisme. On a plus précisément :

Proposition 6.8. Le morphisme de complexes

m ¥ . *
Ju QXan(U) > 4 Qxan(k)

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie.

Les théor2mes de GAGA nous ont ainsi permis de ramener un problZme de compa-
raison global, algébrique/analytique, a un probléme de comparaison local, méromorphe/

singularité essentielle.

Soit Uo un prolongement du fibré vectoriel algébrique U en un fibré
vectoriel sur X tel que, relativement 2 Uo , on ait
(6.8.1) 1la connexion de U présente au pis un pdle logarithmique le long de Y et
que les résidus de la connexion le long des composantes de Y n'admettent jamais un

entier positif pour valeur propre.

On peut prendre pour Uo le prolongement canonique (5.6) de Vs . D'apras
3.13, le complexe
3*

m *
Ju Qxan(U)/Qxan<Y >()

est acyclique. L'assertion 6.8 équivaut & 1l'acyclicité du complexe analogue
(6.8.2) F W/, <Y>)
.8. Jg Qxan Xan< >,

Si on prend pour U un prolongement du type v(Tt) (5.4), on peut localement

mettre U sous une forme canonique (5.6(i1)) et il reste 2 prouver le lemme suivant.

Lemme 6.9. Soient Fi € GLd(G) n matrices qui commutent entre elles, et n'admettent

* *
aucun entlier positif pour valeur propre. Solent X = Dn+m ;s X = D*n x D™ , J i X&>X,

*
Y=X-X et T 1la connexion sur @d =V

n dzi
'=% Fi —_—
1 z

i
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Alors, le complexe de faisceaux

K = 3,0,/ 0 <¥> )
X

est acyclique en O .

Soit F wune filtration sur Cd , telle que les quotients successifs
Fl/Fi+1 soient de dimension un pour 0 £ i <d , et que les Pi soient compatibles

a F.
I1 suffit de prouver que GrF(K) est acyclique, et ceci nous raméne au cas

*
ol =1.0npose v, =T, (Yi €C, vy, ¢N') . Les complexes QX<Y>(1!) et

¥ A~

Jjx Q *(U) sont alors moralement des produits tensoriels de complexes analogues pour

>

ntm = 1 . Ceci suggére de traiter d'abord le cas n =1, m = 0 . Les sections globales

des complexes considérés sont alors

a) (fonctions sur D ) ~—<4*X dz/z

(forme différentielle 2 pdle simple en O )

V=d + vy dz/z

# %*
b) (fonctions sur D ) (forme différentielle sur D )

Ecrivons fonctions et formes différentielles comme des séries de Laurent.
Un morphisme de complexe r , inverse 2 gauche de l'inclusion i : a) &> b) , est
alors le morphisme qui a2 £ (resp £ %f) associe g (resp g %f) , g se déduisant de

f en "oubliant la partie polaire"

£f=3 a 2" g=%x a P
n

Ona ri=1Id, et Id - ir = VH + HV pour

n gg)

_ -1 n
H(Z a 2 =z an(Y +1n) =z

n<0

Les mémes formules gardent un sens pour le morphisme de complexes de germes de sectioms

en 0

#* .
io : (Qx<0>(1:))° —> (i, QX*(U))O s
et montrent que i° est une équivalence d'homotopie.

On traite le cas général en transposant le fait qu'un produit tensoriel
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d'équivalences d‘'homotopie est une équivalence d'homotopie.

%
On écrira un germe en 0 de section de j, 0 (W) (v
X

i} af . q
* Pcli,m] .0 P *
QCntl,ném
On a o+
da = % di o
dzi
do = (dzi A ai+TA'Yi) a .

i

)]

gous la forme

*
Ces  décompositions exhibent j, 0 ,(U) comme un complexe (n + m)uple, dont
X

*
QX<Y>(U) est un sous-complexe (n + m)uple.

Développons les coefficients %p Q en sériles de Laurent
b}

S R g

On pose alors

L
ri(c‘P,Q) = E a%’Q z= (1 <)
2,50
r (@, )= ok A
.0 T e PiQ
dzP Q
ri(o.) = Zri(c.P Q)'-"P—dz (1 < n)
’ z
@ -z 42 40
r (o _Zrd‘P,Q 3 dz

On vérifie que

&) r, est un endomorphisme de complexe,

i

b) les r commutent deux a deux, et leur produit est r ;

i

€) r est une rétraction de (j, 0**(13))0 dans (0;<Y>(1t))° .
X

Posons de plus

2

. 2 -1 ,
Hi(O“P,Q) —220 % q (Yi+ Jti) z= (i <n)

=i
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kp . dzP-{i}
H() = = (1) " H( ) dz
1 rep 1%,¢" P-{1]
k, = # (P N [1,i-1D)
On vérifie que
d) 1--ri = di Hi + Hi di
e) di Hj + Hj di =0 pour 1 # j
£) l-r, =dH +Hd

Puisque 1 est homotope 2 r 1 est homotope au composé r des r

i°? i?
#*
et r est un inverse 4 homotopie pr2s du morphisme d'inclusion 1 de (OX <Y>(1:))°

*
dans  j, 0 ,(¥) . Ceci ach2ve la démonstration de 6.9 et celle de 6.2 .
X

Corollaire 6.10. Soient X un schéma lisse de type fini sur € , Y un diviseur a

croisements normaux sur X , VU un fibré vectoriel sur X et T une connexion inté-

#*
grable régulidre sur la restriction de ¥ 38 X = X-Y . On suppose que T présente

un p8le logarithmique le long de Y , et que le résidu de I le long des diverses

composantes de Y n'admet aucun entier > 0 pour valeur propre. Alors, désignant par

V le systéme local défini par V¥ sur le , on a
* 3 ~ * #
H X0 <Y>1) —>H & ;,V)

Résulte aussitdt de 3.15 et 6.2 .

Corollaire 6.11. Sous les hypothdses de 6.10, avec X affine, on a

B (OX,0<¥> M) = B &, .

#*
En d'autres termes, pour calculer la cohomologie de X 2 coefficients dans
#*
V , 11 suffit de considérer le complexe des formes différentielles algébriques sur X ,
a coefficients dans V , présentant seulement un pdle simple logarithmique le long de

#*
Y . On suppose ici X et non seulement X affine.

6.12, Je ne dispose pas d'analogue relatif satisfaisant de 6.2, La difficulté majeure
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est que pour f : X —> S morphisme lisse de schémas lisses de type fini sur € ,

les falsceaux Rif*g (calculés en topologie transcendante) ne sont en général pas
localement constants, et n'ont donc pas pour analogues algébriques des fibrés vectoriels
a connexion intégrable. Il est facile toutefois de compliquer les résultats qui précédent

par l'adjonction de "paramdtres génériques".

Théordme 6.13, Soit f1 H X1 > S1 un morphisme lisse entre schémas lisses de type

fini sur € , Il existe un ouvert de Zariski dense S de S1 tel que le morphisme

f: X—> S déduit de f, par le changement de base de S a4 S vérifie la condi-

1 1

tion suivante.

Quel que soit le fibré vectoriel 2 connexion intégrable régulidre U sur X ,

définissant un systéme local V sur Xc1 , on a

(i) Les failsceaux Rifgn(v) sont. des systdmes locaux sur S ; leur formation est com-

patible 3 toute changement de base

i * ian ¥
(ii) Les faisceaux m,f*(QX/S(U)) et REf (Q an

X/s
type fini, de formation compatible 2 tout changement de base

an(U)) sont localement libres de

(iii) Les flaches canoniques

an i_an ~ i _an,  #* ~ i #* an
§ ORE'M >R AT, M) < R0

sont des isomorphismes.

Plus précisément, on a :

Proposition 6.14. Soit f : X =—> S un morphisme entre schémas lisses de type

fini sur € , qui admette une compactification X ,

x e—2 5%
(6.14.1)
£ f
5

propre. et lisse sur S , et telle qu'il existe un diviseur 2 croisements normaux

relatif Y <X dont X soit le complément.
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Alors, les conclusions de 6.13. sont vérifiées par f .

Prouvons tout d'abord que 6.14 implique 6.13 . On se ramne dans 6.13 a

supposer S, irréductible, de point générique n .
6.15. Supposons tout d'abord que (fl)n admette une compactification

x

D {SIN N
Ul ul
(6.15.1) \\x J//

Spec{k(m?} .

avec iﬂ propre sur k(n) . Tel est le cas si (xl)n est quasi-projectif ou meme,

d'aprés Nagata [20] , seulement séparé,

D'aprés la résolution des singularités 2 la Hironaka appliquée au schéma
iﬂ sur le corps k(y) , il existe alors une autre compactification (6.15.1) de (Xl)n,
déduite de la précédente par éclatement, avec cette fois iﬂ lisse et (Xl)ﬂ complé-~
ment dans in d'un diviseur 2 croisements normaux. Vu les sorites de EGA IV sur
les lim de schémas, il existe alors un ouvert de Zariski § de S1 , et un diagramme

pra—
commutatif

x|s 1 .3

vérifiant les hypoth2ses de 6.14 et tel que E'.l(n) = iﬂ . On conclut par 6.14 dans

ce cas,

6.16. Dans le cas général, soit U= (Ui> un recouvrement fini de X par des ou-
verts compactifiables au sens précédent, et soit S 1l'intersection des ouverts
constrults en 6.15 relatifs aux morphismes compactifiables

(6.16.1) g n...n v

— 5 .
1 iy 1
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On dispose des conclusions de 6.13 pour les morphismes déduits des morphismes
6.16.1 par restriction 3 S . La suite spectrale de Leray pour le recouvrement WU

nous fournit alors pour £ : X = X1|S —> 5 que

(a) £ wvérifie 6.13(1) et 6.13(iii), apres tout changement de base

*
(b) Les faisceaux lRif* QX/S(B) sont cohérents, et ceci reste vrai aprés tout
changement de base T -—> S .

I1 est clair enfin que (a)+(b) =% 6.13 (ii).

6.17. Prouvons 6.14. Sous les hypoth2ses de 6.14, le couple (X,Y) est c®- locale-
ment constant sur S ., On le vérifie en relevant des champs de vecteurs sur S en des
champs de vecteurs sur X tangents 2 Y . L'assertion (1) de 6.13 en résulte. D'apris

I 2.30, le morphisme

an i_an ~ i_an, ¥ an
(6.17.1) 6 ®Rf, V > R, (@, 1))

est un isomorphisme, et ce falt reste vrai aprés tout changement de base.

Pour compléter la démonstration, il reste 2 prouver que les faisceaux

i ®
le* ((les(’u)) sont cohérents, vérifient

Rt (o) ™ 2’1, ™)

et que ces assertions restent vrales aprés tout changement de base.
La démonstration est parallile 2 celle de 6,13 :

(a) Soit UO le prolongement canonique (5.5) de Y sur X . D'apras 3.16, l'injec-

tion
P ¢ g <Y> W) —> i, o (W)

est un quasi-isomorphisme, ainsi que

an * an m ¥
: <YS ) —> 5.0 1413
)-(an / San * Xan / San

ceci reste vrai aprés tout changement de base. Le théordme de finitude EGA III 3.2.1

implique alors que, apres tout changement de base, les faisceaux
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RUE, (0 s <¥> W) > RUf (), <Y> W

sont algébriques cohérents. Procédant comme en 6.7 et utilisant cette fois la variante

relative de GAGA, on ram2ne 6.14 au lemme suivant

Lemme 6.18. Le morphisme de complexes
m #* #*
iy Q vV —4,0_ (W
* gan §an 3* ian/san

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie, et ceci reste vrai aprés tout

changement de base.

C'est 12 un problame local sur X , que 1'on traite en mettant VU sous une

forme canonique 5.6(ii) et en reprenant la démonstration de 6.9.

6.19. L'exemple qui suit montre que les fibrés vectoriels algébriques & connexion
intégrable irréguliére peuvent présenter d'horribles pathologies. Soient X une courbe
algébrique complexe séparée lisse, VU un fibré vectoriel de dimension n & connexion

sur X et V 1le systéme local sur Xc défini par V¥ . ona

1

an i i # _ i i
xDR(Lr) dfn T(-1)" dim H (xcl,nxan(u)) = 5(~1)" dim H (Xc1’V)

n.X(Xcl) .
On posera par ailleurs (cf. 6.20(i))

Yo W = 2D aim B (X, 0010

Proposition 6.20. Sous les hypoth2ses précédentes,

. i *
(i) Les vectoriels H (X,QX(U)) sont de dimension finie

(ii) Les conditions suivantes sont &quivalentes

(a) La connexion de VU est régulidre ;

* * ~ #*
() ona H (X0, > ﬁ*(xcl,nxm(u» ;

(c) On a X;;(U) = XDR(U)
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On a (a) == (b) (6.2) et (b) == (c) .

Soit j : X &> X 1la complétion projective et lisse de X . Pour

x €Y = X~X , cholsissons dans un voisinage U de x

a) un champ de vecteur T qul s'annule simplement en x , d'inverse une forme de

résidu 1 en x

b) une section v de VU telle que les Vf‘rv (0 <1 <n) forment une base de

dans U- {x} .
n-1
n
Soit VTV = ¥ a

Viv . On pose
0 T

i

1x(1r) = sup(O,sup(-vx(ai)) .

D'apres 1.10, ix('l_r) = 0 sl et seulement si V¥ est régulier en x .

Lemme 6.21, (i) L'entier 20 ix(l.r) ne dépend pas des choix arbitraires (a) et (b)

(1i) Il existe deux extensions Vr t U

1 &t U, de U sur X' = X U {x} telles que

@ ¥ Clg et dimlls, (/¥ )) = 1,00
v 1
® Ty © a,<{x}> Q)

(Y) Pour tout k >0 , V induit une bijection

Gr ¥ : Uy (/b ((k=D)x) <> 0 < {x] >, (kx)) /0 < {x} > (Gk=1)x))

Prouvons tout d'abord que 6.21(ii) implique 6.21(i) et 6.20 . D'apras
6.21(i1), pour chaque x €Y on dispose de prolongements 1:1 et \, de ¥ sur
X U {x} vérifiant (a)(B)(y) . Ces prolongements se recollent en deux prolongements
1;1 et i, de U sur X . D'apres (B) , on dispose de complexes

. 1
Ky & by (kY) —> QX<Y>(U2(kY)) k 20) .

D'aprés (Y), le complexe K‘k+1/Kk est acyclique et

m()'(,KkH) —> H ()'(,Kk) s
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m(i,xo) — i:ll()'f,l(k) —=> m(i’.li: k)

~ HEj, W) > HEGW) .

Cet isomorphisme prouve 6.20(1). On a de plus par (a)

YprW = X&) - x()‘c,n}{<v> ®\,)
= xRV - XE,0<Y> @ b)) - XK, <Y>@ Ly/L;)
= atm W X®,0) - XE,G<Y>)) -T LW
x€Y
= 2x® -T 1
x€Y
an
(6.21.1) Xpr (V) = Xpg (V) = I 1. .

xcY

Cette formule entratne 6.20(c) == (a) . Elle montre aussi que la somme des ix(b‘) est

indépendante des choix arbitraires utilisés pour chacun des :l.x(\r) , dlot 6.21(1) .

6.22. Prouvons 6.21(1i). Soit e 1la base (V:v) (0<1i<n) de Vv, et notons
encore U 1l'unique prolongement de ¥ sur X U {x} tel que e se prolonge en une
base de Vv . Soit T la matrice de la connexion dans cette base de VY , et dans la base

de Q; duale de T . Prouvons que

(6.22.1) (n+T) (l:(x)) D ¥y, pour presque tout n € Z

On a par calcul direct, du fait que la matrice de T' n'a qu'une colonne

de coefficients présentant des pdles

=
[}
4
’
’
’

n-1
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D'autre part,

f

- v, det (n+T)

Pour presque tout n ,
= v, Pelml) = -v P (T,-n) =1 (V) ;

(6.22.1) en résulte par comparaison. Soit z une uniformisante en x et posons

b‘l = VU(Nx) et e = z-Ne . Dans cette nouvelle base, la matrice de la connexion est

1"1 =T =N, de sorte que pour N assez grand on a , pour tout n < 0

Définissons Uz par la formule

Y " 1wy’

Puisque V; © \, , les conditions (o) et (B) de 6.21 sont vérifiées, et V, envoie
Ifl(kx) dans Uz(kx) (k 2 0). Enfin, Grk(V) de 6.21 s'identifie 2 la fibre en x de

T -k: Ul(n) —_— UZ(n) . Ce morphisme est surjectif car
T -0y (x)) 2 Y1)

et

T =B ) + V) P T1 V() = Vo)

Cecl achdve la démonstration de 6.21 et 6.20.
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7. Théoréme de régularité.

7.1, Dans [ 8], P. A. Griffiths prouve le théor2me de régularité (7.9) ci-dessous
dans le cas particulier d'un morphisme projectif génériquement lisse £ : X %-]Pl .

et pour des coefficients constants. Le principe de sa méthode est d'estimer directement
1'ordre de croissance des sections horizontales de Rf, Q;/S s et d'appliquer le cri-
tére 4.1(iii). Sa méthode, convenablement généralisée, permet de prouver (7.9), mais

obtenir (7.11) semble plus difficile. Des résultats analogues, exprimés dans le langa-

ge des fonctions de classe de Nilsson, se trouvent dans Nilgson [227 .

Dans [ 14] , N. Katz donne,dans le cas de coefficlents constants, une
démonstration "arithmétique" de (7.9). La méthode suivie ici lui est également due.
Elle a été retrouvée indépendamment par 1'auteur.

7.2, La construction purement algébrique, rappelée en (7.6), de la connexion de

Gauss-Manin, est due 3 Katz-Oda [15] .

7.3. Solent f : X —> S une application continue entre espaces topologiques,
et U= (Ui)i c1 UB recouvrement ouvert de X . On pose An = [0,n] , et, pour

g€ Hom(ﬁh,I) , on désigne par jG l'inclusion de U N Uc(i) dans X . Pour

ign
F un faisceau sur X , on désigne par f*(Uc,F) le faisceau

*
£5) 3
( Jc)* ig F

sur S . Les faisceaux sur S

£,U,F () = ‘ l £, (U_,F)

Hom(An,I)

forment un systéme simplicial de faisceaux, fonctoriel en F . Si K est un complexe
borné inférieurement de faisceaux sur X , on désigne par f*(Q,K) le complexe simple
associé au complexe double des f*(H,Kn)(Am), dans lequel on prend pour premigre

différentielle celle déduite par fonctorialité de la différentielle d de K :

(7.3.1) d=d'+a"=£@,a+ D DY
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8i 1 est totalement ordonné, on désigne par f*(_ll,alt,K) le sous-complexe

obtenu en se limitant aux applications strictement croissantes ¢ € Hom<(An,I)

£, (U8, 005 = 3 | l £, (0" .
ntm=k Hom (4 ,I)

I1 est bien connu que
(7.3.2) L'inclusion de £,(U,alt,K) dans £,(U,K) est une équivalence d'*homotopie

(7.3.3) 51, quels que soient n et ¢ , on &

i Joon
R(fjo)*JcK =0 pour i >0 ,
alors
i ~ i
H f*(g,l() —> Rf, K
7.4, Soient K et L deux complexes sur X . Pour chaque 1 , soit u; un morphisme
de complexes
(7.4.1) u : Kl —> Ly, ,
et pour chaque couple (i,3), soit Hij une homotopie
(7.4.2) ui-uj=dHij+H“ d (sur UiﬂUj) .
On suppose que
(7.4.3) Hyy + ij =H,
On déduit de ces données un morphisme de complexes
(7.4.4) u: £,U,K —> f*(y_,L) s

somme des morphismes d'objets gradués

#* . . n n
vy f*(uo,uc(o)) 2 E (UK —> £,(U L)

et

n ‘ l ] l -1
uy = (-1) B 1),1(0) ° f*(Uo,Kn) —_— £,0 L7

3 oT=0 3 oT=0

Indiquons pourquoi u = u' + u" commute 3 d=4'+d" . On a
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[ud] = [uld'] + [uld"] + [uzd'] + [uzd"] .

Le crochet [uld‘] est nul, car les u; sont des morphismes de complexes. La formule

[uzd"] = 0 est synonyme de 7.4.3 ; enfin, [uld"] = - [uzd’] dlaprés 7.4.2.

7.5. Seoit (“i)iex s (Hi'.j)i,jel' un nouveau systéme vérifiant (7.4.1) 2 (7.4.3),

et soit Hi une homotopie

(7.5.1) u

On suppose que

(7.5.2) Hy +H  =H +H (sur UiﬂU)

h]

On a alors

u' ~u=dH+Hd

1'homotopie H ayant pour coordonnées non nulles les

. n n-1
Hioy * Ex(UpK) —> £, ,L77)

On & mtme, d'aprés (7.5.1) et (7.5.2) respectivement,

[ = g '
u1 u1 d'H + Hd

e v L = qM "
uy = u, d"H + Hd

La formule (7.4.3) implique que H,, = 0 . Le morphisme (7.4.4) induit donc

ii

un morphisme u ou simplement wu :

alt

(7.5.3) u : £,(U,81t,RK) —> £ (U,alt,L)

alt

De méme, sous les hypothdses de (7.5.1) et (7.5.2), Ui ot u!

alt sont homotopes.

7.6. Soient f : X —> S un morphisme lisse de schémas lisses de type fini sur
€ , I un fibré vectoriel 2 connexion intégrable sur X , et V le systéme local

correspondant sur X | Sofent de plus v un champ de veecteurs sur S5 , U = (Ui) 1€1
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un recouvrement ouvert de X et v = (vi)iEI une famille de champs de vecteurs v,

sur les U qui relévent v .

i

Puisque v, relédve un champ de vecteurs sur S , la dérivée de Lie

i

* *
Ly, ¢ Oy —> Gys®

est définie. Elle commute 3 la différentielle extérieure

(7.6.1) [d,Lvi] =0

Les champs de vecteurs vi—vj (sur Ui N U,) sont verticaux (i.e. des formes linéaires

i
sur O.)]i/s) . Ils définissent donc des produits contractés

-1
(vi-vj)L : Qg’(/s(l:) —>Q§/S(U) s

et la formule d'homotopie de Cartan s'écrit

(7.6.2) - Lv = do((vi-v

. . ) + (vi-vj)Lod
i3

3

De plus
(7.6.3) (vi-vj)L + (vj -vk)L = (vi-vk)L
La construction 7.4 nous fournit deés lors un morphisme
W : W (U0 (1)
6 34 : f*(g,ﬂx/s(\!)) —> f* Q,,Qx/s {]

D'apr2s 7.5, les ﬂi(e(g)) ne dépendent que de v , et non du choix des relavements
v, (prendre H, = (vi-v,)L) . 81 S est séparé et si U est un recouvrement

ouvert affine de X , alors (7.3.3), on a
i * ~ #*
B W0, —— &', o, W

et gi(e(g)) est un endomorphisme ne dépendant que de v de le* O;/S(U)

8i VU est régulier, si V est le systéme local sur X" qu'il définit
et si les conditions (i) a (iii) de (6.13) sont vérifiées, on désignera par V 1la

connexion de Gauss-Manin sur
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R, (0 N =~ RUEFP@, ) xRIEE(W) g ©
gt

x®/s

Proposition 7.7. (Katz-Oda [15]) Sous les hypothdses de 7.6 avec X et §

séparés et U affine, si VU est régulier et si 1'hypothdse de 6.14 est vérifiée,

alors 1'endomorphisme ﬂi(e(z)) de Rif* O;/S(U) "coincide" avec 1'endomorphisme

i * an
VV de (R £, QX/S(U)) .

Soit € 1'application continue identique de x®" dans X . Si U est un

recouvrement ouvert de Stein de X0 et v une famille de reldvements holomorphes
i 3
de v , la construction 7.4 fournit un endomorphisme 6°"(v) de le_,a(_n «Q w).
- %2R gan

De méme, soient @w le faisceau des fonctions ¢® A valeurs complexes sur
S , QmX/S(U) le complexe des formes différentielles relatives ¢® sur X , & valeurs

-]
dans U , U un recouvrement ouvert de X , et v une famille de reldvements C de

i_an

v . La construction 7.4 fournit un endomorphisme Bm(y_) de Rf, @, (1)) . Ces

«X/S
endomorphismes ne dépendent ni du choix de U , ni du choix de v , et sont compati-

bles aux inclusions

i an 3* i_an,  #*
L (OX/S(U))"——> R (Qxan/san(h)) —> R (me/s<U))
i an i_an
(V)® @sn —>Rf, (V) B¢ 6,

Il suffit donc de vérifier que Gw(z) coincide avec la connexion de Gauss-
Manin. Pour calculer e“(g) , on peut prendre U = {X} , prendre pour v un relave-

ment C v, de v et travailler avec le complexe £, (U alt,Q (W) . Ona

=X/S

£,(U,alt, Q ) = £, (Q )

X/8 «X/S

et 8(v) n'est autre que la dérivée de Lie selon vy s qui induit évidemment VV

sur la cohomologie.

7.8. Soient f : X ~—> S un morphisme lisse de schémas lisses de type fini sur
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€ et Y un fibré vectoriel i connexion intégrable sur X . Le lecteur trouvera

démontré dans Katz-Oda [157] que la construction 7.6 fournit toujours une connexion
3

intégrable, dite de Gauss-Manin, sur les faisceaux quasi-conérents Rif* QX/S(U)

Nous n'utiliserons pas ce fait.

Théordme 7.9. Soit f : X —> S un morphisme lisse de schémas lisses de type fini

sur € , vérifiant les conclusions (i) 3 (iii) de 6.13, 8i VU est un fibré vectoriel

32 connexion intégrable régulidre sur X , alors la connexlion de Gauss-Manin sur

R'E, () g(W) est réguliere.

D'aprés 4.6(iii), il suffit de prouver 7.4 aprés avoir remplacé S par un
ouvert de Zariski dense. D'aprés 6.13 et la définition 4.4(1ii) des connexlons réguliz-

res, 11 suffit de traiter le cas o S est séparé de dimension un.

si U= (Ui)i €1 est un recouvrement ouvert fini de X , i1l existe un
ouvert de Zariski dense S1 de S tel que, pour j un morphisme d'inclusion
j:Uiﬂ‘..ﬂ Ui‘———>X s
r P

les @, -~ modules

5

1
i,.. * ¥

(7.9.1) RU(ED), § (g, (W) s,

solent localement libres. La suite spectrale de Leray pour U 1induit alors une suite

spectrale de GS - modules localement libres 2 connexion, les différentielles d2

1
étant horizontales. D'aprés (4.6)(i), 11 suffit de vérifier que les connexions de

Gauss-Manin sur les §

s - modules (7.9.1) soient réguli2res. Ceci nous permet de suppo-

1
ser que £ se factorise par un morphisme propre. En rétrécissant davantage S1 , et
en utilisant la résolution des singularités, on voit que ceci nous raméne au cas

crucial ol les conditions suivantes sont vérifiées (cf. démonstration de 6.14 = 6.13).

(7.9.2) 8 est le complément, dans une courbe projective et lisse § , d'un ensemble

fini T de points ; X est le complément, dans un schéma propre et lisse X , d'un
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diviseur 3 croisements normaux Y ; £ est la restriction 3 X d'un morphisme
F:X8—>5 tel que YD £l ; 27 1(s) est 1isse sur S , et YN 27 Ls) est

un diviseur 2 croisements normaux relatifs sur S .

< 3y =)

V) s 54
[T ga—————

Désignons encore par U un prolongement localement libre de ¥ sur X ,

vérifiant les deux conditions :

(7.9.3) La matrice de la connexion de th présente au pis des pbles logarithmiques

le long de Y .

(7.9.4) Les résidus de la connexion le long des diverses composantes de Y N f'l(s)

n'admettent aucun entier strictement positif pour valeur propre.

L'hypothése (7.9.4) garantit (3.14 (1)) que

i * ~ i *
(7.9.5) R£, (0 <Y>()) ~——— R7E£_( )
*£lsys /s

Désignons par Ri(f) le module localement libre sur § quotient de
i *
R i‘,(n,-ug <Y»(¥)) (3.3.3 , 3.3.2) par son sous-faisceau de torsion. Soit V 1le

syst2me local sur X" defini par U . D'aprds 6.14, on a

i,zyan i_an
R (DT |s = Rf, Ve ssan :

Lemme 7.10. La connexion de Gauss-Manin sur Ri(f)‘s présente au pis un pbdle

simple en tout point t €T .

Soit t € T et soit v un champ de vecteur sur S , défini au voisinage
de t , qui s'annule simplement en t . Il suffit de vérifier que les endomorphismes
(7.6) ﬂi 8(y) =V, des faisceaux Ri (£)|s se prolongent en des endomorphismes

des falsceaux Rﬁ(f) )
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Soit U = (Ui) un recouvrement ouvert affine de X . D'aprés 3.3.2.3

i€l

(ou plutét sa variante 3.3.3), on peut relever v en une famille v de champs de

vecteurs v sur les U

1 , tels que

1
*
(7.10.1) <vi’0)'{ <Y>>c:®Ui
De (7.10.1), on tire que

¥#

(7.10.2) v,LQ <Y> c Q* <> (sur U.)
¢ b4 1

P
puisque Q§<Y> = A Qz<Y>. La dérivée de Lie vérifiant

L"i = do (ViL) + (viL) od ,
on a aussi

¥* ¥*
(7.10.3) L"i Qp<Y> C “:"c<Y> (sur Ui)

* *
Puisque %/§<Y> est une image homomorphe de Q}-{<Y> (3.3.2) ,ona

(7.10.4) (vi-vj)L Q;/§<Y> < Q;/§<Y> (sur U, n Uj)

(7.10.5) L W -<Y¥> c o . <Y> (sur U,) .
-'vi QX/S n)(/S i

D'aprés (7.9.3), ¢ () CV ; ceci, joint & (7.10.4) et (7.10.5)} nous fournit
vi *

(7.10.6) (vy = v Q;;Z/§<Y>(u) cn;/§<Y>(1r) (sur Uy OV
+* ¥*
(7.10.7) ;,_vinx/s<y>(w c ni/§<v>(u) (sur Ui)

La construction générale (7.4) assocle aux -L-v et aux (vi-vj)L un

i

4%

endomorphisme 6(y) de R f*(Qx')-(./§<Y>(1r)) . Cet endomorphisme est compatible, via
#*

(7.9.5) 2 1'endomorphisme de meme nom de R*f*(ﬂxls(l:)) . D'aprés 7.7, il s'identifie

2 Vv . Cecl prouve 7.10 et achave la démonstration de 7.9.

La variante suivante de 7.9 se prouve comme 7.10 .
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*
Proposition 7.11. Soient D le disque unité, D =D - {0} , X un espace analytique

lisse, £ : X —> D une application propre, Y un diviseur 3 croisements normaux

- *®
de X tel que YD f 1(0) s X =X-Y, U un fibré vectoriel sur X , ' une conne-

#
xion intégrable sur VU|X , qui vérifie (7.9.3) et (7.9.4) et V le systime local

* -1, # -1, %
correspondant sur X a2 on suppose que f|f 1(D ) est lisse et que YN E (D) est

un diviseur 3 croisements normaux relatifs. Posons

ri(e) = rle, (;/D<Y>(l:)/torsion en {0} .
Alors

Ri(f)w* = gl ve, o
o * (] D*

*
et la connexion correspondante sur Ri(f)lD présente au pis un pdle simple en O .
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III. Applications et exemples.

1. Fonctions de classe de Nilsson.

1.1, Soit X une variété algébrique complexe non singulidre, connexe et munie d'un
point base X, - On désigne par ? le revétement universel de (X,xo) et par ﬁg le
point base de X . on suppose donnée une représentation complexe wo de dimension
finie d de nl(x,xo) munie d'un vecteur cyclique LA On désigne par W le systéme
local correspondant (I 1.4) et par W le fibré vectoriel algébrique 2 connexion

intégrable régulidre muni d'un isomorphisme de WI(X,XO)-représentations (11 5.7)

W = W
X
[ ]

Enfin, on désigne par w la section horizontale multiforme de wa“ de détermination

de base .
ase W,

Définition 1.2, Une section de classe de Nilsson d'un fibré vectoriel algébrique

¥ sur X est une section holomorphe multiforme de détermination finie de Y (I 6.7),

ayant une crolissance modérée 3 1'infini (II 2.23(iv)).

Pour v =6 , on parle de fonction de classe de Nilsson.

Les deux théor2mes suivants seront démontrés simultanément en 1.5 . Le

premier exprime que pour une fonction de détermination finie, diverses variantes de

la condition de croissance modérée 3 l'infini sont équivalentes entre elles.

Théordme 1.3. Soit s une section holomorphe multiforme de détermination finie

d'un fibré vectoriel algébrique sur X . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) s est de classe de Nilsson ;

(ii) 1la restriction de s 2 toute courbe algébrique lisse (localement fermée)

tracée sur X est de classe de Nilsson.
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i X est un ouvert de Zariski d'une variété X compacte et normale, ces

conditions équivalent encore a

(111) Toute composante irréductible de codimension un dans ¥ de X-X contient un

ouvert non vide U le long duquel s a une croissance modérée.

On ne restreint pas la généralité, dans (iii), en supposant que X U U cX
est lisse, et que Uy est un diviseur lisse. Au contraire de (i), les conditions
(i1) et (iii) ne font donc pas appel 2 la théorie de Lojasiewicz. Il résulte de (iii)
que si codim(X-X) 2 2 , une fonction de détermination finie est automatiquement de

classe de Nilsson.

Pour X de dimension un , le théor2me suivant est df a'Plemelj [23] .

Théorzme 1.4. Solt U un fibré vectoriel algébrique sur X . La fonction "§valua-

tion en w " qui 2 chaque f € Hom(b,V) (algébrique) associe la section £(w) de T

est une bijection entre Hom(W,\) et l'ensemble des sections de classe de Nilsson de

¥ de monodromle subordonnée a (Wo,wo) .

1.5. Prouvons 1.3 et 1.4 . On a vu en (I 6.11) que la fonction Ew : £—> £(w)
identifie Hom(wan,Ban) 2 l'ensemble des sections holomorphes multiforme de détermi-
nation finie de y*" , de monodromie subordonnée 2 (Wo,wo) . Il nous reste donc 2
prouver que f est algébrique si et seulement si £(w) vérifie (1.3)(i) (resp(l.3)

(11), resp (1.3)(iii)).

D'aprés 4.1(iii1), la "section" w de W est de classe de Nilsson, de sorte
que pour f algébrique, £(w) vérifie (1,3)(1). Trivialement, (1.3)(1) == (1.3)(11)

et (iii).

Soit e : @d —> |p une base multiforme de W , formée de déterminations de
w . Puisque Wb est régulier, e_1 a une croissance modérée 2 1'infini. Pour
£ : W —a A" , les f(ei) sont des déterminations de £(w) . De 12, et de la

formule £=f e e ! , on déduit que
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a) si £(w) vérifie 1.3(i1), alors la restriction de £ € H°(Hom(p,1)®") 2 toute
courbe est 2 croissance modérée
b) si £(w) vérifie 1,3(iil), alors f est 2 croissance modérée prés d'un ouvert non

vide de chaque composante irréductible de codimension 1 de X-X .

D'aprés I 2.24 , sous chacune de ces hypothéses, f est algébrique.

Corollaire 1.5. Sous les hypothéses de 1.4, si X est affine, d'anneau de coordon-

nées A , et si U est de rang m , alors l'ensemble des sections de classe de Nilsson

de VU , de monodromie subordonnée 2 (Wo,wo) , est un A-module projectif de rang dm .

Remarque 1.6. Une fonction méromorphe de classe de Nilsson est par définition une

section de classe de Nilsson d'un faisceau 6(D) pour D diviseur suffisamment

positif (O(D) = faisceau des fonctions méromorphes f telles que div(f) = -D).
Il résulte de 1.5 que l'ensemble des fonctions méromorphes de classe de Nilsson de
monodromie subordonnée 2 (Wo,wo) est un vectoriel de dimension d sur le corps

des fonctions rationnelles de X .

1.7. Soit £ : X ~—> S un morphisme lisse, avec S 1lisse, D'apreés 1.4, l'ensemble
des p-formes différentielles relatives de classe de Nilsson sur X , fermées et de

monodromie subordonnées 2 (Wo,wo) , s'ldentifient 2 1l'espace
Ho(s,Ker(d : £, 0B, (") —> £, BTLaw"))
s P Ey Qyyg * %/s

Soit U' un ouvert de Zariski dense de S tel que au-dessus de U' , f
™ an
soit localement C - trivial. Les groupes d'homologie Hp(Xs ,W) forment alors un

systéme local H sur U'.

Désignons par <, > l'accouplement de falsceaux sur un ouvert de Zariski

dense assez petit U C U' (II 6.13)

H®Ker(d : £, (B ') —> ...) —> 1 ® RPf, ) /o (")

an

— HQR® £

Vo 80 an
W@@S —_> @S
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On appelle période d'une p-forme de classe de Nilsson relative fermée a
du type considéré plus haut toute fonction multiforme sur U de la forme < h,a >
pour h section (horizontale) multiforme de H . Une période est donc une fonction
multiforme de détermination finie de monodromie subordonnée 23 H . Les théorémes

(1.4) (I 6.13) nous fournissent alors le théoreme essentiellement &quivalent a (II 7.4).

Théor2me 1.8. Sous les hypothéses 1.7, les périodes d'une p-forme différentielle

relative fermée de classe de Nilsson sur X sont des fonctions de classe de Nilsson

sur un ouvert de Zariski dense convenable de S .

2. Le théor2me de monodromie (d'aprés Brieskorn).

La démonstration du théoréme de monodromie donnée dans ce § est due 2

Brieskorn [ 5] .

2.1. Soit S une courbe algébrique lisse sur € , déduite d'une courbe projective

et lisse § par soustraction d'un ensemble fini T de points. Pour t € T , le
groupe de monodromie locale en t , ou groupe fondamental local de S en t , est

le groupe fondamental de D - {t} , pour D petit disque centré en t . Ce groupe est
canoniquement isomorphe 3 Z , et on appelle son générateur canonique la "transforma-

tion de monodromie" .

81 V est un systéme local de C-vectoriels sur S , le groupe de monodro-~
mie locale en t agit sur V|(D-{t]) . 81 V est le complexifié d'un systéme local de
Z -modules de type fini, alors le polyn®me caractéristique de la transformation de

monodromie est 3 coefficients entiers.

Rappelons qu'une substitution linéaire est dite quasi~unipotente si une de
ses puissances est unipotente. Un systeme local de C€-vectoriels sur S est dit quasi-

unipotent (resp unipotent) 3 1'infini si pour tout t € T , la transformation de

monodromie correspondante est quasi-unipotente (resp unipotente).
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Exemple 2.2. Soient X = SLZ(R)/SOZ(R) le demi-plan de Poincaré et I un sous-
groupe discret sans torsion de SLZ(RJ, tel que P\SLZ(R) soit de volume fini. On
sait alors que TI'\X est une courbe algébrique, de groupe fondamental I' . Chaque
représentation complexe de dimension finie p de T définit donc un systéme local

Vp sur T\X (et réciproquement). Pour que Vp soit unipotent 2 1'infini, il faut
et i1 suffit que pour tout élément y de I, unipotent dans SLZ(EO s> ply) solt

unipotent.

Théoreme 2.3. Soient S comme en 2.1, i un entier et f : X —> S un morphisme

lisse. On suppose que Rif* € est un systéme local (i.e. est localement constant)

(cf. II 6.13). Alors, Rif* € est quasi-unipotent 2 1'infini.

La démonstration repose sur (II 7.4) et sur le théor2me suivant de Gelfond

([6], ou[2D

(#¥) 8i o et exp(2Mic) sont des nombres algébriques, alors a est rationnel.

Un corollaire immédiat de (*) est

() Si N est une matrice a coefficients dans un sous-corps K de € , et si pour
tout plongement ¢ : K—> € , le polynfme caractéristique de exp(2mi g(N)) est 2

coefficients entiers, alors exp(2mi N) est quasi-unipotent.

Soit en effet @ une valeur propre de N dans une extension K' de K .
Pour tout plongement ¢ de K' dans € , exp(2ni g(a)) est algébrique. On en
déduit tout d'abord que « est algébrique, sans quoi ¢(a) pourrait prendre toute
valeur non algébrique. Le théor2me (¥) montre alors que ¢ est rationnel, de sorte
que les valeurs propres exp(Zﬁi ) de exp(2mi N) sont des racines de 1'unité.
Prouvons 3.3. Quitte A rétrécir S , on peut supposer que H = Rif* Q;/S

est localement libre.

Soit K wun sous-corps de € , tel que f, X, S, S et les points de T
soient définissables sur K , i.e. proviennent par extension des scalaires

Og ¢ K— ¢ , de
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fozxo—>s° et Toc§°(1() .

La connexion de Gauss-Manin sur i = Rif* Q; /g est régulidre (II 7.4) . Il existe

¢ "o
donc une extension de g‘; en un fibré vectoriel sur §° tel que la connexion présente
au pis un pOle simple en chaque t € '1‘o . Soit Nt la matrice du résidu de la comnexion

)
en t € To , dans une base de (}_lo)t .
Pour tout plongement ¢ : K —» C , fo définit par extension des scalaires

o) P Xy T 3w

. 3* 5 [
et E( o) R°f ) *Qx(c) /s(c) se déduit par extension des scalaires de _I_Io . D'apres
(X1 1.17.1), exp(2ni c/Nt)) & méme polynOme caractéristique que la transformation
de monodromie locele en t agissant sur Rif(c)* € . Dfaprés 3.1, exp(2mi O(Nt) a
donc un polynBme caractéristique 2 coefficients entiers, et, par & , exp (21 Nt) est

quasi-unipotent, d'od 2.3 .
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dérivée de Schwartz

détermination (de s , en x ou dans U)

- de base
de - finie
equation différentielle du ni=° ordre

espace analytique
fibre (d'un fibré vectoriel)
fibré vectoriel (holomorphe)
forme de connexion
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- par le poids
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modérée (norme - sur VU )

monodromie (d'une section multiforme)
(subordonnée 2a) '
(transformation de - )
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Nilsson (classe de - )

*
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