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Introduction. 

Sl X est une varidt~ analytique complexe (non singuli~re), il y a ~qulva- 

fence entre les notions 

a) de systbxae local de vectorlels complexes sur X ; 

b) de fibr4 vectoriel sur X munl d'une connexion int~grable. 

La seconde de ces notions se transpose de fagon 4vidente pour X une 

vari~t~ alg~brlque non singuli~re sur un corps k (qu'on prendra ici de caract~ristl- 

que O). Toutefols, les fibres vectorlels alg~brlques ~ connexion int~grable g~n~raux 

sont pathologiques (cf. II 6.19) ; on n'obtient une th~orie raisonnable qu'en imposant 

une condition de "r~gularit~" ~ l'infini. D'apr~s un th4or~me de Griffiths [8], cette 

condition est automatiquement v~rifi~e pour les "connexions de Gauss-Manin" (cf. II 7). 

En dimension un, elle est 4troitement li~e ~ la notion de points singuliers r~guliers 

d'une ~quation diff4rentielle (cf. I 4, II I). 

Dans le chapitre I, on explique les divers d~guisements sous lesquels appa- 

ralt la notion de connexion int4grable. Au chapitre II, on d~montre les faits fonda- 

mentaux relatifs aux connexions r~guli~res. Au chapitre III, on traduit certains des 

r~sultats obtenus dans le langage des fonctions de classe de Nilsson et, eomme appli- 

cation du th~or~me de r4gularit~ II 7, on expose la d~monstration de Brleskorn [5] du 

th~or~me de monodromie. 

Ces notes sont issues de la partie non cristalline d'un s~minaire donn~ 

Harvard pendant l'automne 1969, sous le titre : 

"Regular singular differential equations and crystalline cohomology". 

Je remercie les assistants ~ ce s4minaire, qui ont eu ~ subir des expos4s 

souvent vaseux, et m'ont permis d'y apporter de nombreuses simplifications. 

Je remercie aussi N. Katz, avec qui j'ai eu de nombreuses et utiles conver- 

sations, et ~ qui sont dQs les principaux r~sultats de l'important paragraphe II i. 
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Notations et tez~ino!,oSieo 

A l'int~rieur d'un m~e c~pitre, les r~f~rences se font selon le syst~e 

d~cimal. One r~f~rence ~ un autre chapitre (resp. ~ la pr~sente introduction) est 

pr~c~d~e du num~ro en chiffre romain du chapitre (resp. de ~). 

On utillsera les d~finitions suivantes : 

(0.i) espace analytique : les espaces analytiques sont complexes et de dimension loca- 

lement finie, lls sont supposes o-compacts, mals non n~cessairement s~par~s. 

(0.2) fonction multiforme : synonyme de fonction multivalu~e -volt une d~finition pr~- 

clse en 1 6.2- 

(0.3) immersion : selon la tradition des g~om~tres alg~bristes, i~mersion est synonyme 

de "plongement". 

(0.4) lisse : un morphisme f : X > S d'espaces analytiques est lisse si localement 

sur X ~ il est isomorphe ~ la projection de D n X S sur S , pour D n un polydisque 

ouvert. 

( 0 . 5 )  l o c a l e m e n t  p a r a c o m p a c t  : un e s p a c e  t o p o l o g i q u e  e s t  l o c a l e m e n t  p a r a c o m p a c t  s i  

t o u t  p o i n t  a un v o i s i n a g e  p a r a c o m p a c t  ( e t  donc un sys t~me f o n d a m e n t a l  de v o i s i n a g e s  

p a r a c o m p a c t s ) .  

( 0 . 6 )  v a r i ~ t ~  a l ~ b r i q u e  complexe  non s i n g u l i ~ r e  (ou l i s s e ) .  Un schema l i s s e  de t y p e  

f i n i  s u r  S p e c ( ¢ ) .  

( 0 . 7 )  v a r i ~ t ~  a n a l y t i q u e  ( complexe )  : un e s p a c e  a n a l y t i q u e  non s i n g u l i e r  (ou : l i s s e ) .  

( 0 . 8 )  r e v ~ t e m e n t  : s e l o n  l a  t r a d i t i o n  d e s  t o p o l o g u e s ,  un r e v ~ t e m e n t  e s t  une a p p l i c a t i o n  

c o n t i n u e  f : X ~> Y t e l l e  que t o u t  p o i n t  y E Y a i t  un v o t s i n a g e  V t e l  que f lV  

s o i t  i somorphe  ~ l a  p r o j e c t i o n  de F × V su r  V , avec  F d i s c r e t .  
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I. Dictionnaire. 

Dans ce chapitre, on explicite les relations entre divers aspects et divers 

usages de la notion de "syst~me local de vectoriels complexes". L'~qulvalence entre les 

points de vue consid~r~s est bien connue depuis longtemps. 

Le point de vue "crlstallin" n'a pas ~t~ consid~r~ ; voir [4] ~0]. 

i. Syst~mes locaux et 6roupe fondamental. 

D~finition I.i. Soft X un espace topolosique. U n syst~me local complexe sur X est 

un faisceau de vectoriels complexes sur X qui, localement sur X , soft isc~norphe 

l'un des faisceaux constants C n (n E ~). 

1.2. 

ment connexe par arc, muni d'un point base xo E 

pr~cisons que : 

a) Le groupe fondamental 771(X,x o) de 

d'homotople de facets issus de xo ; 

b) Sl ~,~ E ~l(X,xo) 

est repr~sent~ par le lacet ab 

Soft X un espace topologique localement connexe par arc et localement simple- 

X . Pour ~viter toute amblgult~, 

X e n  xo  a p o u r  ~ l ~ m e n ~ l e s  c l a s s e s  

sont repr~sent~s par des lacets a et b , alors ~ 

obtenu en juxtaposant b et a ,dans cet ordre. 

Soft F un faisceau localement constant sur X . Pour tout chemin 

a : [0,I] ~> X , l'Image r~ciproque a~F de ~ sur [0,I] est un faisceau locale- 

ment constant, donc constant, et il existe un et un seul Isomorphisme entre a~F et 

le falsceau constant d~fini par l'ensemble (a~F_)o = F_a(0 ) . Cet Isomorphisme d~flnit 

un isomorphisme a(~) entre (aWF_)o et (a~F) I , i,e. un isomorphlsme 

a(E) : ~a(O) • F-'a(1) 

Cet Isomorphisme ne d~pend que de la classe d'homotople de a et v~rlfie 

ab(~) ffi a(~).b(~) . En partlculier ~l(X,Xo) agit (~ gauche) sur la fibre 

en xo • Ii est bien connu que 

F de F 
..Xo w 

Proposition 1.3. Sousles hypotheses 1.2, avec X connexe , le foncteur F 

est une ~uivalence entre la cat~orie des falsceaux locale_ment constants sur 

la cat~orle des ensembles munis d'une action du ~roupe ~l(X,xo) . 

• F 
~o 

X et 
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Corollaire 1.4. Sous les hypotheses de 1.2, avec X connexe, le foncteur 

F ~ F est une ~quivalence entre la cat~$orie des syst~mes locaux complexes sur 
--Xo 

X et la cat~$orie des representations complexes de dimension finie de Wl(X,xo). 

1.5. Sous les hypotheses 1.2, si 

issu de a(O), alors aba -I = a(b) 

ne d~pend que de ceUes de a et 

entre ~l(X,a(O)) et ~l(X,a(1)). 

a : [0,I] ~ X est un chemin, et b un lacet 

est un lacet Issu de a(1). Sa classe d'homotopie 

b Cette construction d~finit un isomorphisme 

Proposition 1.6. Sous les hypotheses 1.5, il existe ~ isomor~hisme unique pros un 

et un seul faisceau en sroupe localement constant ~I(X) sur X (le groupolde fonda- 

mental), muni, pour tout xo E X , d'un isomorphisme 

(1.6.1) Ul(X)xo ~ ~l(X,xo) 

et tel que, pour tout chemin a : [0,I] • X , l'isomorphisme 1.5 

e t WI(X,a(1)) s'Identifie via (1.6.1) ~ l'isom0rphisme 1.2 entre 

Hl(X)a(1) • 

e n t r e  Wl(X,a(O)) 

~l(X)a(O) e_Et 

Si X est connexe de point base Xo , le faisceau nl(X) correspond, via 

l'~quivalence 1.3, au groupe ~l(X,xo) muni de son action sur lui-m~me par automor- 

phismes int~rleurs. 

Proposition 1.7. Si F est un falsceau localement constant sur X , il existe 

une et une seule action (dite canonique) de nl(X) s u r  ~ ~ui en chaque Xo E X 

induise l'action 1.2 d_ee ~l(X,xo) sur F . 
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2. Connexions inflatables et syst~-mes locaux. 

2.1. Soit X un espace analytlque (0.i). On appellera fibr4 vectoriel (holomorphe) 

sur X un faisceau de Modules localement libre de type fini sur le faisceau structural 

@ de X. Si ~ est fibr~ vectoriel sur X et x un point de X , on d~signera par 

b(x) le @(x)-module libre de type fini des germes de sections de b • Si 

l'id4al maximal de ~(x) ' on appellera fibre en x du fibr4 vectoriel 

toriel de rang fini 

(2.1.1) 

m est 
x 

le C-vet- 

~x -- ~(x) ®O(x ) e(x)/mx 

Si f : X ~> Y est un morphisme d'espaces analytlques, le fibr4 vectorlel 

f~]/ sur X image r~ciproque d'un fibr~ vectoriel b sur Y est l'image r4ciproque 

de If en rant que module coherent : si f']/ est l'image r~ciproque falsceautique de 

~ , on a 

( 2 . 1 . 2 )  

dans X 

(2.1.3) 

En particulier~ si 

d~fini par un point 

f~ = @X ~f'~gy f'~ 

x : P ~ X est le morphisme de l'espace ponctuel P 

x de X , ona 

~" ~ x'hf 
x 

2.2. Solent X une vari~t~ analytique complexe (0.7) et ~ un fibr~ vectoriel 

sur X . Les anciens auraient d~fini une connexion(holomorphe) sur b comme la donn~e, 

pour tout couple de points infiniment voisins du ler ordre (x,y) de X , d'un isomor- 

phisme Y : ~ ---> ~ , cet isomorphisme d~pendant de fa~on holomorphe de (x,y) 
y,x x y 

et v~rifiant Yx,x = Id . 

Si on l'interpr~te convenablement, cette "d~finition" coincide avec la 

d4finition maintenant ~ la mode 2.2.4 ci-dessous (qui ne sera pas utilis~e dans le 

reste du §). 

Ii suffit pour l'obtenir d'interpr~ter "point" comme signifiant "point 

valeur dans n'importe quel espace analytique" : 
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2.2.1. Un point d'un espace analytfque X ~ valeur dans un espace analytique 

un morphisme de S dans X . 

2.2.2. Si Y 

X est le sous-espace de 

de ~X qui d4finit Y . 

S est 

i ~me 
est un sous-espace de X , l_~en v gisina~e inf..init4simal de Y dans 

X localement d~fini par la puissance (n~l) i~me de l'id~al 

S sont dits infiniment voislns de 

qu'ils d4finissent se factorise par 

le voisinage infinitesimal du ler ordre de la diagonale de X × X . 

2.2.3. Deux points x,y de X ~ valeurs dans 

let ordre si l'application (x,y) : S > X x X 

2.2.4. Si X est une vari4t~ analytlque complexe et ~ un fibr4 vectoriel sur X , 

une connexion (holomorphe) y sur b consiste en la donn4e suivante : 

-pour tout couple (x,y) de points de X ~ valeurs dans un quelconque espace 

analytique S , avec x et y infiniment voisins du let ordre, on donne 

Yx,y : x~ > y~ ; cette donn4e est assujettie aux conditions : 

(i) (fonctorialit~) Quels que soient f : T > S et les points Inflniment 

voisins du ler ordre x,y : S ~ X , on a f~(Yy,x ) = Yyf,xf " 

(if) On a Yx,x = Id . 

2.3. Soit X I le voisinage infinitesimal du ler ordre de la diagonale Xo de X X X , 

et soient Pl et P2 les deux projections de X I sur X . Par d~finition, le fibr~ 

vectoriel PI(I~) des jets de sections du ler ordre de ~ est le fibr~ PI~ P2 " 

On d~signera par jl l'op~rateur diff~rentiel du ler ordre qui ~ chaque section de 

1/ associe son jet du premier ordre : 

.i ®OX~ 3 : IS > pl(b) _~ OX I 

Une connexion 2.2.4 peut s'interpr~ter comme un homomorphisme (automatiquement 

I; ----> p2 V 

Xo . Puisque 

un fsomorphisme) 

(2.3.1) Y = Pl 

qui  i n d u i s e  l ' i d e n t i t ~  a u - d e s s u s  de 

HOmXI(P I ' P2 ~) ~ Hom (~,pl~p~ ~) 
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une c o n n e x i o n  s ' i n t e r p r ~ t e  e n c o r e  comme un homomorphisme ( ~ - l i n ~ a i r e )  

(2~3.2) D : ~ ...... > pl(~) 

t e l  que l e  f l ~ c h e  compos~e ~ v i d e n t e  

V 
~ _ . _ ~ p l ( ~ )  > 

s o i t  l ' i d e n t i t ~ .  Les s e c t i o n s  Ds e t  j l ( s )  de  p l ( ~ )  o n t  donc meme image dans  ~ , 

e t  j l ( s )  - D(s )  s ' i d e n t i f i e  ~ une  s e c t i o n  Us de ~ ®  ~ _~ Ker ( p l ( ~ )  . _ _ ~ )  : 

( 2 . 3 . 3 )  V : ~ ............. > ~1(~)  , 

( 2 . 3 . 4 )  j l ( s )  ~ D(s)  + Vs 

En d'autres termes, une connexion 2.2.4., permettant de comparer deux fibres 

v o i s i n e s  de ~ , p e rme t  a u s s i  de d ~ f i n i r  l a  d i f f ~ r e n t i e l l e  Vs d ' u n e  s e c t i o n  de ~. 

R ~ c i p r o quemen t ,  l a  f o r m u l e  2 . 3 . 4  p e r m e t  de d ~ f i n i r  D e t  donc y ~ p a r t t r  

de l a  d ~ r i v ~ e  c o v a r i a n t e  V . Pour  que D s o i t  l i n ~ a i r e ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  que V 

v~rifle l'Identlt~ 

(2.3.5) V(fs) = df.s + f.V s 

La d~finition 2.2.4 ~qulvaut donc ~ la d~finition suivante, due h J.L. Koszul. 

D~flnltlon 2.4. Solt ~ un flbr~ vectoriel (holomorphe) sur une vari~t~ analytlque 

complexe X . Un_..~e connexion holomorphe (ouslmplament connexion) sur ~ est un 

homomorphtsme £ - l i n ~ a i r e  

v ~ r i f i a n t  l ' i d e n t i t ~  de L e i b n i z  ( 2 . 3 . 5 )  pour  f e t  s s e c t i o n s  l o c a l e s  de 

d._ee ~ . On appelle V l__a d~rlv~e covarlante d~flnie par la connexion. 

0 e t  

2 . 5 .  S i  l e  f i b r ~  v e c t o r i e l  ~ e s t  muni d l u n e  c o n n e x i o n  r de  d ~ r i v ~ e  c o v a r i a n t e  V , 

e t  s i  w e s t  un champ de v e c t e u r s  ho lomorphes  s u r  X , on p o s e ,  pour  r o u t e  s e c t i o n  

l o c a l e  v de ~ s u r  un o u v e r t  U de X 

Vw(V) = < V v ,w > E ~(U) . 

On a p p e l l e  V w : ~ > ~ l a  d ~ r i v ~ e  c o y a r i a n t e  s e l o n  l e  champ de v e c t e u r  w . 



-8 - 

2.6. Si i F et 2 I" sont deux conne~ions sur X , de ddrivdes covariantes i V et 

2 V , alors 2~7 - IV est un homomorphisme ~-lin~alre de If dans ~(~) . R~cipro- 

quement, la somme de i V et d'un tel homomorphisme d~finit une connexion sur Is : 

les connexlons sur If formant un espace principal homog~ne (ou torseur) sous 

H CIf,  ( I f ) )  = x ( nd(If)) . 

2.7. Si des fibres vectoriels sont munis de connexions, tout fibr~ vectoriel qui s'en 

• I! d6duit par une "opdration tensorlelle est encore munl d'une connexion. Ceci est dvi- 

dent sur 2.2.4 . De fa@on pr~clse, soient I;1 et If2 deux fibres vectoriels munls de 

connexions de d~rivdes covariantes V I et V 2 . 

2.7.1. On d~fin£t une connexion sur I;I ~ I;2 par la formule 

Vw(Vl+V 2) = iVw(Vl)+ iVw(V2) 

2.7.2. On d~finit une connexion sur ISl ® If2 par la formule de Leibniz 

Vw(V I ® v 2) = V w Vl.V 2 + Vl.V w v 2 

2.7.3. On d~finit une connexion sur Hom(ifl,if 2) par la formule 

(Vwf)(v I) = 2Vw(f(vl)) - f(l V v I) 

La connexion canonique sur ~ est la connexion pour laquelle Vf = df . 

Soit If un fibr~ vectoriel muni d'une connexion. 

2.7.4. On d~finit une connexion sur le dual IfV de ~ via 2.7.3 et l'isomorphisme 

de d~finition IfV = Hom(If,~) . On a 

: < v',v > - < v',VwV > . < VwV',V > ~w 

On laisse au lecteur le soin de v~rifier que ces formules d~finissent blen 

des connexions. Pour 2.7.2 par exemple, il faut v~rifier d'une part que la formule 

donn~e d~finlt une application C-bilin~alre de (Ifl ® Is2) ' ce qui signifie que le 

second membre ll(Vl,V 2) est C-bilin~aire et v~rifie 

d'autre part, il faut v~rifier l'Identit~ (2.3.5) . 

ll(fVl,V 2) = ll(Vl,fv2) ; 

2.8. Un ~-homomorphisme f entre fibres vectoriels b I et ~2 munis de connexions 
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est dit compatible aux connexlons si 

2q.f = f.l q 

D'aprAs 2.7.3, cela revient A dire que Vf = 0 , si f est regard~ con~ne une section 

de Hom(kl,~ 2) . Par exemple, d'apr~s 2.7.3, l'application canonique 

H°m(bl'k2) ® ~I > ~2 

est compatible aux connexions. 

2.9. Une section locale v 

homomorphisme entre fibr4s 

de dire que f 

2.10. Solt 

Supposons que 

{-lin~aires 

de b est dite horlzontale si Vv = 0 . Si f est un 

b I et b2 munls de connexions, il revlent donc au mSme 

est horizontal, ou que f est compatible aux connexions (2.8). 

un flbr~ vectorlel holomorphe sur X . On pose ~ = ~ ~ et 

(faisceau des p-formes dlff4rentlelles e xt~rieures A vale urs dans ~). 

soit muni d'une connexion holomorphe. On d~finit alors des morphismes 

(2.1o.1) v : c~(~) ~ ~ I (~ )  

caract~ris~s par la formule sulvante 

(2.10.2) V(~,v) = d~. v + (-I) p ~ A Vv , 

oO ~ est une section locale de ~ , v une section locale de et d la diff4ren- 

tielle ext~rieure. Pour v~rlfler que le second membre ll(~,v) de (2.10.2) d4flnlt un 

homomorphisme (2.10.1), il suffit de v~rlfler que ll(~,v) est C-bilin4aire et 

v~rifie 
II(f~,v) = II(~,fv) . 

On a en effet 

II(f~,v) = d(f~) v+ (-I) p f~ A Vv = d~.fv + df A ~.v + (--l)Pf~ A VV 

= d~ . fv + (-I) p ~ A (f~Tv + df.v) = II(~,fv) 

Solent ~I et ~2 deux flbr~s vectorlels munls de connexions et soit b 

leur produit tensorlel (2.7.2) . On d4slgne par A les applications 4videntes 

A = ~P(~I ) ® nq(~ 2) > QP+q(~) 
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t e l l e s  que,  pour  = ( r e s p  8 , r e s p  v l , r e s  p v 2) s e c t i o n  l o c a l e  de ~P( resp  ~ q , r e s p  

~ l , r e s p  ~2 ) ,  on a i t  ( ~ ®  v 1) A (8 ® v 2) = ( ~ A S )  @ (v 1 @ v2) .  SI V1 ( r e sp  ~2 ) e s t  

une s e c t i o n  l o c a l e  de ~P(~I  ) ( r e sp  ~q(~2 ) , on a 

( 2 . 1 0 . 3 )  V(~ 1 A V2 ) ffi ~1 A ~2 + ( -1 )P  ~1 ^ V ~ 2  " 

En e f f e t ,  s i  ~1 = ~Vl e t  ~2 = 8v2 ' on a 

V(~ IA~2 ) ffi V(~A8 ® v I ® v 2) ffi d(~AS).v I ® v 2 + (-i) p+q ~ASAV(vI®v 2) 

= d~ASv l@v 2+ (-I) p~A d 8 v l@v 2 + (-I) p+q~A 8AVv l®v 2+(-1) p+q~AS.v IAVv 2 

= d~.v IAV2 +(-l)p~IAdSv 2 + (-I) p=A Vv I A v2 + (-l)P+q ~IA8 A Vv 2 

= (d~.v I+ (-i) p~A Vv I) A~2 + (-I)P ~I A (dS.v 2 + (-I) q 8AVv 2) 

= V~ 1 

S o i t  

pr~c~dente ~ 

~q(~)), on a 

( 2 . 1 0 . 4 )  

(2.10.5) 

A ~2 + (-l)P Vl A VV2 " 

un ffbr~ vectoriel muni d'une connexion. Sf on applique la formule 

et ~ , on trouve que pour ~(resp ~) section locale de ~P(resp 

V ( ~  A ~) = V~ A ~ + (-I) p ~ A V~ 

It~rons cette formule : 

VV(~ A ~) ffi V(d~ A ~ + (-i) p ~ A V~) 

= dd~ A ~ + (-I) p+I d~ AV~ + (-i) p d~ AV~ + ~AVV~ = ~ A W~ 

D~finition 2.11. Sous les hypotheses de 2.10, l a courbure 

su r ~ est l'homomorphlsme compos~ 

: ~ > ~(~) , 

vu comme s e c t i o n  de H o m ( ~ , ~ ( ~ ) )  = C ~ ( E n d ( ~ ) )  • 

2.12. La formule 2.10.4 pour q = 0 fournlt 

(2.12.1) W (~.v) = ~ A R(v) , 

formule qu'on ~crlra aussi 

R de l a  connex ion  donn~e 
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(2.12.2) 

s'~crire 

sorte que 

(2.12.3) 

W(V) ffi R ^ ~ (identit~ de Riccl) . 

Munissons En~d(~) de la connexion 2.7.3 . La formule V~TV) = (W)V 

V(R ^ ~) ffi R AV~ • D'apr~s 2.7.3, on a VR ^ ~ = V(R A V) - R A V~ 

VR ffi 0 (identit~ de Bianchl) . 

peut 

de 

2.13. Si a est une p-forme diff~rentlelle ext~rieure, on salt que 

< d~,% ^... Xp > = r(-l) i Jxi< ~,x ^ ... ~i"" ^ Xp > 

+i<j ~ ('l)i+J < ~'[Xi'Xj] ^ X° ^ "'" xi^ ... ~j... Xp > . 

De cette formule, et de (2.10.2), on tire que pour v section locale de ~(If) , 

et X ... X des champs de vecteurs holomorphes, on a 
o p 

(2.13.1) <V~,X o A ... ^Xp >= Z(-l)iVXi < ~,Xo^... Xi...A Xp > 

+i<j ~ (-l)i+J <~'[XI'Xj]AXoA'''Xi'''XJ AXp > . 

En partlculler, pour v section locale de ~ , on a 

(2.13.2) 

<VVv,X IAX 2> •VXI<Vv,X2> -VX2<Vv,X l>-<Vv,[xl,X2]> 

R(XI,X2)(v ) =V V v - V V v - V 
Xl X2 X2 Xl [Xl,X2 ] v . 

D~finltlon 2.14. Une connexion est dire Intdgrable sl sa courbure es~ nulle, i.e. 

si on a Identlquement (2.13.2) 

V[X,y ] ffi [VX,Vy] 

Si dlm(X) ~ I , route  connexion es t  int~grable. 

Si r est une connexion intdgrable sur ~ , les morphlsmes V de 2.10.1 

v~rlflent VV = 0 , de sorte que les ~P(~) forment un complexe dlff~rentlel ~(~). 

D~f in i t i on  2.15.  Sous l e s  hypqth~ses pr~c~dentes ,  le complexe 

complexe de De Rham holomorphe h valeur darts ~ . 

~'~(~) s 'appel le le 
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Les r4sultats 2.16 ~ 2.19 qul suivent seront d~montrds dans un cadre plus 

g~n4ral en 2.23 . 

Proposition 2.16. Soient V un syst~me local complexe sur une vari~t~ analytlque 

complexe (~.~X e t  ~ = @®¢ V . 

(1) Ii existe sur le fibr~ vectorlel ~ une et une seule connexion , dire canonique, 

pour laquelle les sections horizontales de ~ soient les sections locales du souS- 

falsceau V de b . 

(ii) La connexion canonique de best int~rable. 

(ill) Pour f (resp v) section locale de ~ (resp V), on a 

(2.16.1) V(fv) = df.v . 

Si 

merit, le second membre ll(f,v) de (2.16.1) 

unique en une application C-lindaire V : 

une connexion. L'assertion (il) est locale sur 

V v4rifie (i), alors (2.16.1) est cas particuller de (2.3.5). R~ciproque- 

est C-bilin~alre et s'~tend donc de fa~on 

> ~l(k) , dont on v4rifle qu'elle d~finlt 

X , ce qui permet de se ramener au cas 

= X,Vy 
o~ V = C . Ace moment, ~ = ~ ,V= d , et V[X,y ] ~ ] par d~finition de IX,Y] . 

II est bien connu que : 

Th~or~me 2.17. Soit X une vari4t4 analytique complexe. Les foncteurs suivants : 

a) V , syst~me local complexe : > b = ~ ® V , muni de sa connexion canonique 

b) ~ , fibr~ vectoriel holqmor~he, munl d'une connexion Int~rabl e : > 

V , sous-faisceau des sections horizontales ~v = O) de b , 

s ont des ~quivalences de cat~orles quasi-inverses l'une dans l'autre entre la cat~orle 

des syst~mes locaux complexes sur X et la cat4~orie des fibr4s vectoriels holomorphes 

connexion int4~rable sur X (avec pour morphlsmes les morphlsmes hor!zontaux de 

fibres vectoriels). 

Ces ~quivalences sont compatibles ~ la formation du produit tensorlel, du 

Hom interne et du dual ; au systbme local complexe unit~ 

munl de la connexion telle que Vf = df . 

On d~duit de la d~flnitlon 2.10.2 que 

Propositlon 2.18. S_~i V est un syst~ne local complexe sur 

correspond le flbr~ @ , 

X , et si ~= @®£ V , 
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alors le syst~mle des isomorphismes ~ ~ V ~ ~ % ~ % V = ~X % b 

phisme de complexes 

De la, et du lemme de Poincar~ holomorphe r4sulte que 

Proposition 2.19. Sous les hypothases de 2.16, le complexe ~X(If) 

du faisceau b . 

est un isomor- 

est une r4solution 

2.20. Variantes. 

2.20.1. Si X est une varlet4 diff4rentlable, et pour des connexions C m sur des 

fibres vectorlels C , tousles r4sultats qul precedent restent valables, mutatis 

mutandls. Nous n'auront pas ~ lea utillser sous cette forme. 

2.20.2. Le th~or~me 2.17 fair un usage essentlel de la non-singularit4 de X ; il 

est donc sans int~r~t de noter que cette hypothase n'a pas 4t4 utills4e de facon essen- 

tielle avant 2.17. 

2.20.3. La d4finition 2.4 d'une connexion et la d4finition 2.11 d'une connexion int4- 

grable sont sufflsament formelles pour se transposer dans la cat4gorle des schemas, 

ou dans des situations relatives : 

D4finition 2.21. (i) Soit f : X > S un morphisme lisse de schemas et I; u__nn 

faisceau quasl-coh~rent sur X . Une connexion relative sur If est un morphisme f %- 

lin~aire de falsceaux (appel4 la d4riv~e covariante d~finie par la connexion) 

V : b "~ ~is(~) 

v~rifiant Identlquement, pour f (resp v) section locale de ~X (resp b) 

V (fv) = f.Vv + df.v 

(ii) Pour ~ munl d'une connexion relative, il existe un e tun seul syst~me de f ~9 S- 

homomorphismes de faisceaux 

V (p) ou V : ~/S(~) > ~/~(~) 

v~rifiant les identit4s (2.10.4) et tel que V (0) =V • 
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(iii) L__aa courbure d'une connexion est d~flnie par 

R : V ( I )  V (0) E Hom(~,O~iS(b)) : i l s ( E n ~  (b) )  

La courbure v~rifie les identit~s de Ricci (2.12.2) et de Bianchi (2.12.3). 

(iv) Un___ee connexion int~grable est une connexion & courbure nulle. 

v) L__ee complexe de De Rham d~fini par une connexion int~rable est le complexe 

(r~X/S(~) ,V) . 

2.22. Solt f : X ~ S un morphisme lisse d'espaces analytiques complexes ; par 

hypoth&se, f est donc localement (& la source) isomorphe & une projection 

C n pr 2 : X S ~ S (n E ~) • Un syst&me local relatif sur X est un faisceau de 

f ~s-modules, localement isomorphe ~ l'image r~ciproque faisceautique d'un faisceau 

analytique coherent sur S . Si ~ est un faisceau analytique coherent sur X , une 

connexion relative sur ~ est un homomorphisme f ~s-lin~aire 

V : b > ~/s(~) 

v~rifiant identiquement, pour f (resp v) section locale de ~ (resp ~) 

V(fv) = f.Vv + df.v 

Un morphisme entre fibres vectoriels munis de connexions relatives est un morphisme 

de fibres vectoriels qui conlnute & V . On d~finit comme en 2.11 et 2.21 la courbure 

R E ~/s(End(~)) d'une connexion relative. Une connexion relative est dire int~grable 

si R = O , auquel cas on dispose du complexe de De Rham relatif & valeurs dans 

nX/S(~) , d~fini comme en 2.15 et 2.21 . 

Les ~nonc~s "absolus" 2.17, 2.18 et 2.19 ont pour analogues "relatifs" (i.e. 

"avec param&tres") : 

Th~or~me 2.23. Sous les hypoth&ses 2.22, on a : 

(i) Pour tout syst~me local relatif V sur X , il existe sur le faisceau analytique 

coherent ~ = ~X®f.~s V une et une seule connexion relative, dlte canonique, telle 

qu'une section locale v de ~ soit horizontale (Vv = O) si et seulement si v est 

une section de V ; cette connexion est int~grable. 

(ii) Etant donn~ un syst~ne local relatif V sur X , le complexe de De Rham d~finl 
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pat 

f ~S 

It = ~X @ ~ V , mun.i........de sa connexion canonique, est une r~solutlon du faisceau V . 

(iii) L e s  foncteurs suivants 

canonlque, 

a) V (sYst~e local relatif) : > b = %® @ V , muni de sa connexion 
f% 

b) ~ , faisceau analytlque coherent sur X , muni d'une ' ..connexion int~grable 

relative : > le sous-faisceau de ses sections horizontales (Vv = O) 

sont des ~qulvalences de...cat~ories quasi-inverses l'une de l'autre., entre la cat~Borie 

des syst~mes locaux relatifs sur X et la cat~orie des faisceaux analytiques cohdrents 

sur X , munis d'une connexion int~rable relative. 

Prouvons (i). Pour v~rifier que ~ eat coherent, il suffit de le faire loca- 

lement, pour V = f'Vo , auquel cas ~ est 1'image r~ciproque, au sens des faisceaux 

analytlques coh~rents, de ~o . La connexion relative canonique v~rifle n~cessalrement, 

p o u r  f ( r e s p  vo)  s e c t i o n  l o c a l e  de  ~X ( r e a p  de V) , 

( 2 . 2 3 . 1 )  V(fVo)  = d f . v o  

Le s e c o n d  membre I I ( f , v o )  de c e t t e  f o r m u l e  e a t  b t a d d i t i f  en  f e t  vo , e t  v ~ r i f i e ,  

pour g section locale de f~O S , l'Identit~ 

ll(fg,vo) = ll(f,gvo) , 

(utillser que dg = 0 dans ~/S) . On en d~dult l'existence et l'unlclt4 d'une 

connexion relative q v4rlflant (2.23.1). On a enfin 

W(fVo) =~(df.vo) = ddf.vo = 0 ; 

la connexion canonique V eat donc int~grable. Que seules lea sections de V solent 

horlzontales eat un cas particuller de (ll) prouv~ cl-dessous. 

2.23.2. Traltons tout d'abord le cas partlculier de (il) oh S D n = ~ X 

f = p r  2 et o~ l e  s y s t ~ m e  l o c a l  r e l a t l f  V 

de s e c t i o n s  g l o b a l e s  

O ~ r(f'~ s) ~ r(~ x) 

est l'Image inverse de ~S " 

" " . . -  

est acycllque, car £I admet l'op~rateur d'homotople suivant. 

= D n × D  m , 

Le complexe  
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a) H : F(~ X) > F(f'~ S) = F(S,~ S) est l'image inverse par la section 0 de f 

b) un 41~ment m 6 F(~/s) (p > 0) se repr~sente d'une et d'une seule facon cormme une 

somme de s4ries convergentes 

W = a 

IIi'p 
et on pose 

XCFl,m] j ~ I  _ 

n i n i 
x i dx i --~ x. 

i ( [ 1 , ~ n ] - I  

n.+l 

xnj x.3 n i 
dxj J ~- x. 

j nj + i 16 [l,m+n]-I x 
± # j 

nx/s 

Ceci reste vrai sl on remplace 

est donc une r~solution de f'0s ' 

Dm+n par un polycylindre plus petit, et 

2.23.3. Prouvons (ii). L'assertlon (ll) est de nature locale sur X et S . D~signant 

par D le disque unit~ ouvert, on peut donc se ramener au cas o~ S est une partie 

analytique ferm~e du polycylindre D n D m , o~ X = X S , avec f = pr 2 et o~ V est 

l'image r~ciproque d'un faisceau analytique coh4rent Vo sur S . Appliquant le 

th4or~me des slzygles, et quitte ~ r4triclr X et S , on peut de plus supposer que 

l'image directe de Vo sur D n ~ qu'on d~signera encore par Vo , admet une r~solution 

finie L par des ~ -modules coh4rents fibres. Pour prouver (ii), il est loislble 
-- D n 

D n = S ~ ce qulon de remplacer Vo par son image directe sur et de supposer que D n 

fera d4sormais. 

Si ~ est une suite exacte courte de ~S-mOdules cohdrents 

So : 0 ;v: >Vo > v" ~ 0 , 

soit ~ = f'Zo la suite exacte de syst~mes locaux relatifs image r~ciproque de 

(la suite ~ est exacte car f" est un foncteur exact) et soit ~@ (E) la suite 
X/S 

exacte correspondante de complexes de De Rham relatifs 

~0 

Cette suite est exacte car ~/S est plat sur f'O s , 4rant localement libre sur OX 

lui-m~me plat sur f'@s ' 

Le diagramme du serpent appliqu~ ~ ~/S(E) montre que si l'assertion (il) 
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est v4rifi~e pour deux des syst~mes locaux relatlfs f'V~ , f'Vo et " " , f Vo alors elle 

est encore v~rifi~e pour le troisi~me. On en d~duit par r4currence que si Vo admet 

une resolution finie M~ par des modules v~rifiant (ii), alors Vo v4rifie (ii). Ceci, 

appliqu~ ~ Vo et L ~ , ach~ve la d~monstratlon de (i) et (ii). 

Ii r4sulte de (ii) que le compos4 des foncteurs (iii) bet (ili) a (dans 

l'ordre (iii)b o (ill)a) est canonlquement isomorphe ~ l'Identit4 ; de plus, si V Iet 

V 2 sont deux syst~mes locaux relatifs, et si u : ~i ) ~2 est un homomorphisme 

induisant 0 sur V I , alors u = 0 puisque V I engendre ~I ; il en r4sulte que le 

foncteur (iii)a est pleinement fld~le. II reste ~ montrer que tout fibr~ vectoriel 

muni d'une connexion relative V provient localement d'un syst~me local relatif 

Cas I. S = D n , X = D n+l = D nXD , f = pr I __et best llbre. 

Sous ces hypotheses, si v est une quelconque section de l'image r4ciproque 

de ~ par la section z~ro so de f , il existe une et une seule section horizontale 

de b qui coincide avec v sur s=(S) (existence et unlcit4 pour un probl~me de 

Cauchy avec param~tres). Si (e i) est une base de s~ , les eNi forment une base hori- 

zontale de ~ , et (~,~) est d~fini par le syst~me local relatif f'so~--~ f" 

Cas 2. S = D n D n+l D n 
, X = = X D , f = pr I . 

Quitte ~ r~tr~cir x et s , on se ram~ne ~ supposer que 

pr~sentatlon libre 
d e 

Is I > I;o ~ I; "~ 0 

Is admet une 

Quitte ~ se r~tr4cir davantage, on se ram~ne au cas o~ de plus ~o et bl admettent 

des connexions V I e~ V ° , telles que ¢ et d soient compatibles aux connexions 

(si e i est une base de b ° , V ° est d~termin4 par les Voe i , et il suffit de 

choisir les ?oei tels que ~(Voe i) = ~(c(ei)) ; on proc~de de m~me pour UI )- 

Les connexions Vo et V I sont automatlquement int~grables, puisque f est de 

dimension relative i . Ii existe donc (cas I) des syst~mes locaux relatifs V o et V I 

tels que (~i,qi) ~ ~X ® V.. On a d~s lors 
f'~s l 

(b,V) = ~X ® (~/dVl) 
f'~s 
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Cas 3. f est de dimension relative i . 

On se ram~ne ~ supposer que S est une partie analytlque ferm4e de D net que 

X = S X D , f = pr I . Les syst~mes locaux relatlfs (resp. les modules ~ connexion 

relative) sur X s'identifient alors aux syst~mes locaux relatifs (resp. aux modules 

connexion relative) sur D n X D annul~s par l'image inverse de l'id~al qui d~flnlt 

S , et on conclut par le cas 2. 

Cas ~n~ral. Proc~dons par r4currence sur la dimension relative n de f . Le cas 

n = 0 est trivial. Si n # 0 , on se ramAne au cas oO X = S X D n-I X D et oO f = pr 1 

Le flbr~ ~ connexion (b,~) induit sur Xo = S X D n-I X {0] un fibr~ ~ connexion ~o 

qui, par r~currence est du type (~o,Vo) = ~Xo%r{~s v . La projection p de X sur 

S X D n-I est de dimension relative un, et la connexion relative V induit une connexion 

relative pour ~ sur X/S X D n-l. D'aprAs le cas 3, il existe un flbr4 vectoriel V 1 

sur S X D n-I et un isomorphisme de fibr4s ~ connexion relative (pour p) 

N~X® p'V I 
P'~S X D n-I 

Le fibr~ vectorlel V 1 s'identifie ~ la restriction de 

isomorphisme de fibres vectoriels 

I; ~ Xo , d'ofi un 

: ~_~X ® V 

f" ~S 

v~rifiant 

(i) La restriction de ~ ~ Xo est horizontale 

(ii) ~ est "relatlvement horizontal" pour p . 

Si v est une section de V , la condition (ii) signifie que 

~7 v= 0 . 
x 
n 

Sl 1 g i < n , et puisque R = 0 , on a par l'analogue relatif de (2.13.2) : 

v = ~ V v = 0 . ~n ~i xl Xn 

de 

En d'autres termes, ~ v est une section horizontale relative, pour p 
x i 

; d'apr~s (i), elle s'annule sur Xo ,donc elle est nulle et on conclut que 

Vv = 0 . L'isomorphisme ~ est donc horizontal et ceci ach~ve la d~monstration 
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de 2.23. 

Quelques r~sultats de topologie g~n~rale (2.24 ~ 2.27) seront n~cessaires 

pour d~duire (2.28) ci-dessous de 2.23. 

Rappel 2.24. 

na~e paracompact. Pour tout faisceau F sur X , on a, 

de ¥ 

Voir Godement [7] ll 4.11.1 p. 193. 

Soil, dan sun espace top0!ggique X, Y une partie fermde ayant un voisi- 

U parcourant les voisina~es 

Corollaire 2.25. Soit f : X ....... ~ S un morphisme propre et s~par~ d'espace topolo- 

giques. On suppose S localement paracompact (~.5). Alors, pour tout s E S , et tout 

f a i s c e a u  F s u r  X , o n  a 

(Rif~F) s ~ ~i(f-l(s),Flf-l(s)) 

Puisque f est ferm~e, les f-l(u) pour U voisinage de s forment 

un systb_me fondamental de voisinages de f-l(s) . De plus, pour U paracompact, 

f-l(u) est paracompact, car f est propre et s~par~e. On conclut par 2.24. 

Rappel 2.26. Soient X un espace topolo~ique paracompact localement contractile, 

i un entier et V un syst~me local complexe sur X , v~rifiant dime Hi(X,V) < ~ . 

Alors~ pour tout vectoriel A sur C , pouvant ~tre de dimension Infinie~ on a 

(2.26.1) A ®£ Hi(X,V) ~ , HI(X,A ®¢ V) 

D4signons par H~(X,V e) l'homologie singuli~re de X , ~ coefficients dans 

V ~. La formule des coefficients unlversels, valable ici, donne 

(2.26.2) Hi(X,A ® V) Z Homc(HI(X,V*),A) 

Pour A = C , on en conclut que dim HI(X,V~) < m . La formule (2.26.1) r4sulte alors 

de (2.26.2). 

2 . 2 7 .  S o i t  f : X ' ~ S u n  m o r p h i s m e  l i s s e  d ' e s p a c e  a n a l y t i q u e s  c o m p l e x e s  e t  s o i t  

V u n  s y s t ~ m e  l o c a l  s u r  X . L e  f a i s c e a u  
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(2.27.1) Vrel = f'~s ®C V 

est alors un syst~me local relatif. On d~signera par ~/s(V) le 

correspondant. D'apr~s 2.23, ~/S est une r4solution de Vre I . 

(2.27.2) Rif@ Vre I ~ Rifw(~/s(V)) 

o~ le second membre est une hypercohomologie relative. De (2.27.1), on d~duit une 

fl~che 

(2.27.3) % ® c Rif~V > Rif~(Vrel ) , 

d'o~ par composition une fl~che 

(2.27.4) ~S ® Rifw V 

Proposition 2.28. Soient f : X ..... > S 

RIf~(~/s(V)) . 

un morphismelisse et s4par~ d'espaces 

complexe de De Rham 

On a donc 

analytlques, i un entier, e__tt V un syst~melocal complexe sur X . On suppose que 

a) localement sur S , f est topolo~iquement trivial 

b) les fibres de f v~riflent 

dim Hi(f'l(s),V) < 

Alors, la flAche 2.27.4 est un is omorphlsme 

~S ®£ Rif@ V N ) Rifw(~/S(V)) . 

Soient s E S , Y = f-l(s) , et Vo = VIY . Pour v~rifler que (2.27.4) 

est un isomorphisme, il suffit de construire un syst~me fondamental de voislnages 

T de s tels que les fl~ches 

(2.28.1) H°(T,~s) ®Hi(T × Y, prh Vo) N, Hi(ZxY,pr[ ~S ® prh Vo) 

soient des isomorphismes. En effet, la fibre en s de (2.27.3), limlte inductive de 

fl~ches (2.28.1) sera alors un isomorphlsme. 

On prouvera (2.28.1) pour T volslnage compact de Stein de s , suppos~ 

contractile. La fl~che 2.28.1 s'dcrit encore alors 
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Hi(y,Vo) " . (2.28.2) H°(T,O s) ® ~ Hi(T × Y,pr I 0 s ® pr 2 Vo) • 

Calculons le second membre de (2.28.2) par la suite spectrale de Leray pour 

pr 2 : T X Y ~ Y . D'apr~s 2.25, pulsque Hi(T,~ S) = 0 , on a 

Hi(TxY, pr~ ~S ® prh Vo) ~ Hi(y,H°(T,~ S) ® Vo) 

et on conclut par 2.26. 

2.29. Sous les hypotheses de 2.28, avec S lisse, on d~finit la connexion de Gauss- 

sur Rif~ ~/s(V) comme ~tant l'unlque connexion Int4grable admettant pour Manin 

sections locales horizontales les sections locales de Rif~v (2.17). 

3. Traduction en terme d'4quations aux d4rlv4es partielles du let ordre. 

3.1. Soit X une vari~t~ analytlque complexe. Si ~ est le fibr4 vectoriel holo- 

morphe d4fini par un C-vectoriel V ° , on a vu que ~ admet une connexion canonique 

de d4rivde covariante q . Si V est la d4rlv4e covariante ddfinie par une autre con- 
o 

nexion sur b , on a vu (2.6) que q s'~crit sous la forme 

= V+ F , avec F E • (End(If)) 
o 

Si on identifie sections de et applications holomorphes de X dans V ° , 

on a donc 

(3.1.1) Vv = dv + ['.v 

~n 
Si on suppose choisie une base de V , i.e., un isomorphisme e : > V 

o 

de coordonn4es (identifi4es aux vecteurs de base) e : C > V ° , alors F se 

(la matrice des formes de repr4sente comme une matrice de formes diff~rentielles w e 

connexion), et (3.1.1) se r~crit 

(3.1.2) (Vv) ~ = dv ~ + E W~ v ~ 
P 

Soit ~ un quelconque fibr~ vectoriel holomorphe sur X . Le choix d'une 

base e : C n N ~ de ~ permet de consid~rer ~ co,me d~fini par un vectoriel 
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constant (£n) , et les consld~rations pr~c~dentes s'appllquent : les connexions sur 

correspondent, via (3.1.2)~ avec les matrices n X n de formes diff4rentlelles sur 

X . Si w e est la matrice de la connexion ~ dans la base e , et si f : ~n N 

est une nouvelle base de ~ , de coordonn~e A 6 GLn(~) (A ffi e-lf) , on a (3.1.2) 

Vv = ed(e-lv) + ew e-Iv = fA-Id(Af-lv) + fA'l~ Af-lv 
e e 

= fdf-lv + f(A-idA + A-is A)f-lv 
e 

Comparant avec (3.1.2) dans la base f , on trouve que 

(3.1.3) wf = A-IdA+ A-lwe A 

Si de plus (x i) est un syst~me de coordonn~es locales sur 

une base de ~ de vecteurs de base dx i , on pose 

et on appelle les fonctions holomorphes F ~ 8i les coefficients de la connexion. La 

formule 3.1.2 se r~crit 

X , d~flnissant 

(3.1.4) (Viv)~ = b i v ~ + E r a v 8 
8 8i 

L'4quatlon dlff~rentielle ~v -- 0 des sections horizontales de If s'~crlt 

comme le syst~me d'~quatlons aux d~riv~es partielles du ler ordre, lin4aire et homo- 

g~ne 

~' v B (3.1.5) b i v ~= - ZF~i 
8 

3.2. Avec les notations de (3.1.2), et utillsant la convention de sommation des 

indices muets, on a 

VVv = V((dv a + w~ v~)~ a) 

- (dv ~ + ~ v ~) A ~Y.e = d(dv a + W 8 vS).e~ ~ Y 

~ A dv B e - dv ~ A Y ~ w Y vile = d~ .vB.e -w 8 • ~ w~.e¥- wS^ ~. 

~ A w ¥) v ~ e 
= (dw - ~8 ~ Y 

L a m a t r i c e  du t e n s e u r  de c o u r b u r e  e s t  donc 
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(3.2. i) R B Y 

formule qu'on ~crit aussl 

(3.2.2) R = d~ + w A ® 

La formule 3.2.1 fournlt, dans un syst~me de coordonn~es locales (x i) 

~ , i , j -  (~i t B j -  ~j ]~i  ) + ( ~ , i  F%;,J- "v , j  - ~ , i  

(3.2.2) ~ ~ i 
[R = E R dx dx j B i<J ~, i , j  A . 

La condition R~,i, jC~ = 0 est la condition d'int~grabilit~ du syst~me (3.1.5) 

v ~ des ~quatlons obtenues au sens classlque du mot ; elle peut s'obtenir en ~liminant 

en substltuant (3.1.5) dans l'identlt~ ~i~jv ~ = ~j~i v~ i 

i~me 
4. Equation d lff~rentielle dun -- ord[9. 

4.1. La r~solutlon d'une 4quatlon diff~rentielle lln~aire et homog~ne dun i-~/"e ordre 

d n n dn-i 
(4.1.1) y ffi E ai(x) -- y 

dx n iffil dx i 

dquivaut ~ celle du syst~me de n 4quations du ler ordre 

(4.1.2) 

I d (I ~ i < n) Yi ffi Yi+l 

n 

°i lal Cx) Yn÷l-i 

D'apr~s le § 3, ce syst~me peut se d~crire con~ne l'~quation diff~rentielle 

des sections horizontales d'un flbr~ vectoriel de rang n muni d'une connexion conve- 

nable, et c'est ce qu'on se propose d'expllciter. 

4.2. Soient X une vari~t~ analytique complexe non singuli~re purement de dimension 

i~me 
un, X n le n -- volsinage infinitesimal de la diagonale de X × X et PI' P2 

les deux projections de X n sur X . On d~signera par Wk,~ l'injection de X~ dans 
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~ pour 

Soit 

(n ~ ~) . Si 

1/12 --~ ~ ~ et 

(4 .2 .1)  

P our 

~ < k  . 

la puissance tensorielle ni--~medu falsceau inverslble 

I eat l'id~al qui d~finit la dlagonale de X × X ~ on a canoniquement 

faisceau inversible sur X , on d~signe par pn(~) le flbr~ vecto- 

i~ne 
riel des jets de sections dun -- ordre de ~ . 

(4.2.2) pn(~) = PI@ P2 ~ " 

La filtration l-adlque de P~ ~ d~finit une filtration de 

Gr pn(~) ~ Gr pn(~) ® 

(4.2.3) 
Gr i pn(~) ~ o ~ i  ® ~ (0 a i ~ n)  

pn(~)  pour  laquelle 

Rappelons qu'on d~finit par r~currence sur n ce qu'est op~rateur diff~ren- 

tiel d'ordre ~ n : A : ~ ~ ~ , comme ~tant un morphisme de faisceaux ab~liens 

v~rifiant 

I 
pour n = 0 : A est ~-lln~aire 

pour n = m+ I : pour route section locale f de ~ , [A,f] est d'ordre ~ m. 

Pour chaque section locale s de ~ , p~ s d~finit une section locale Dn(s) 

de pn(~) (4.2.2) . Le morphisme C-lin~aire de falsceaux D n : ~ ~ pn(~) est l'op~- 

rateur diff~rentiel d'ordre ~n universel, de source ~ . 

D~finition 4.3. (i) Une ~%uation diff~rentielle lin~aire homogAne dun i~e ordre 

sur ~ est un ~x-homomorphlsme E : pn(~) o~n ® ~ qul induit l'identitd sur le 

sous-module ~n ® ~ de pn(~) . 

(ii) Une section locale s dee ~ est solution de l'~quation diff,- 

rentlelle E s i E(Dn(s)) = 0 . 

En fait~ je triche dans cette d~finition, en ce que je ne considAre que les 

~quationS qui se mettent sous la forme "r~solue" (4.1.1). 
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4.4. Supposons que £ = ~ et que x solt une coordonn~e locale sur X . Le choix 

de x permet d'identifler pk(~) ~ ~[0,k], la fl~che D k devenant 

D k : ~ > pk(~)~ ~[0,k] : f: ~ (~if) 
X 

O~i~l~ 

Le choix de x permet encore d'Identifler ~i et ~ , de sorte qu'une fiquation diff6- 

rentielle d'ordre n s'identifle A un morphlsme E E Hom(~[O'n],~) , et en rant que 

(bi)0<i~n = . 

tel a des coordonn~es avee b n 1 Les solutions de E sont alors les 

fonctlons (holomorphes) f v4rlflant 

n 
(4.4.1) ~ bi(x) bxlf = 0 (b n = I) 

i=0 

Le th~orAme d'existence et d'unlcit~ des solutions au probl~me de Cauchy 

pour 4.4.1 slgnifie que 

Th~or~me 4.5. (Cauchy). Solent X e~t ~ comme en 4.2, e_~t E une ~quation diffd- 

i~nne 
rentielle dun -- ordre sur ~ . Alors 

(i) Le sous-faisceau de ~ des solutions de E est un systbme local ~ de ran$ 

n sur X . 

(ii) La fl~che canonique Dn-i : ~ > pn-l(~) indult un isomorphisme 

®~ ~ ~> en-l(£) 

II r~sulte en particulier de (ll) et de 2.17 que E ddfinit une connexion 

canonique sur pn-l(£) , dont les sections horlzontales sont les images par D des 

solutions de E . 

, on a alnsl associd 

munl d'une connexion (automatiquement 

4.6. A une dquation diffdrentielle E sur 

a) un fibr~ vectoriel holomorphe 

int~grable) le fibrd pn-l(£), 

b) un homomorphisme surjectlf (4.2.3) (i = 0) X : ~ > £ 

De plus, les solutions de E sont les images par ~ des sections horizontales de D. 

Ceci n'est qu'une autre fa~on d'exprimer le passage de 4.1.1 ~ 4.1.2 . 
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4.7. Soft sur X un flbr4 vectorlel de rang n muni d'une connexion de d~rlv~e co- 

variante V • Soit v une section locale de b , et w un champ de vecteur sur X , 

qui ne s'annule en aucun point. On dlra que v est cyclique si les sections locales 

(vw)i(v) de b (0 ~ i < n) forment une base de ~ . Cette condition ne d~pend pas du 

cholx de w , et sf f est une fonction holomorphe inversible, alors v est cyclique 

si et seulement si fv est cycllque. On v~rifle en effet par r~currence sur i que 

(Vgw)i(fv) se trouve dens le sous-module de b engendr~ par les Nw)J(v) (0 ~ J ~ i) 

Si £ est un module inversible, on dira qu'une section v de ~ ® £ est 

cyclique si, pour tout isomorphisme local entre £ et ~ , la section correspondante 

de b est cyclique. Ceci s'applique en particulier ~ une section v de 

~om(~,£) =~® £ . 

Lemme 4.8. Avec les hypotheses et notations de 

d e  H o m ( ~ , £ )  . 

4 . 6  , k e.s.t....une s e c t i o n  c y c l i q u e  

Le probl~me est local sur X ; on se ramAne au cas off 

existe une coordonn~e locale x . 

Utilisons les notations de 4.4 . Une section (fi) de 

est horizontale si et seulement sl elle v~rlfie 

~ x fi = E i+l (0 ~ i ~ n-2) 

n-[ 

1 5x ~-I . ,  bifl 
i=0 

£ = @ et off 11 

Fn-l(e) ~ e[O, n- l ]  

Ceci nous fournit les coefficients de la connexion : la matrice de connexion est 

(4.8.1) 
0 i 0 o 0 

", ."° _ 

O b I ..... bn~I/ 
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0 
Dans le syst~ne de coordonn~es choisies, X = e , et on calcule que 

vi ~ ffi e i (0 ~ i ~ n - l )  
X 

ce q u i  prouve 4 . 8 .  

Proposition 4.9. La construction 4.6 ~tabllt une ~quivalence entre les categories 

suivantes, lorsqu'on prend pour morphismes les isomorphismes : 

a) la cat~orle des faisceaux Inverslbles sur X , munls d'une ~quation dlff~rentlelle 

( 4 . 3 )  d ' o r d r e  n 

b) la categoric des triples form, s d'un fibr~ vectoriel de rang n munl d'une connexion 

, d'un falsceau inve~sible £ et d'un homomorphisme cyclique ~ : V ~ £ . 

Construisons un foncteur quasl-inverse au foncteur 4.6. Soient ~ un flbr~ 

vectoriel ~ connexion, et X un homomorphlsme de ~ dans un faisceau inversible ~ . 

On d~slgne par V le syst~me local des sections horlzontales de ~ . Pour tout 

~ - m o d u l e  ~ , o n  a ( 2 . 1 7 )  

N 

Hom~(~,~) ~ Home(V,~) . 

En particuller, on d~flnit une application 7 k de ~ dans pk(£) 

v section horlzontale de 

( 4 . 9 . 1 )  yk(v) = Dk(X(v)) . 

Lemme 4.9.2. L'homomorphlsme X est cyclique sl et seulement sl 

n-I y : IS ~ pn-l(~) 

est un Isomorpbisme. 

Le probl~me est local sur 

l'on dispose d'une coordonn~e locale 

en posant, pour 

X . On s e  r a m ~ n e  d o n c  a u  c a s  o~ £ ffi ~ e t  o~ 

x . A v e c  l e s  n o t a t i o n s  d e  4 . 4 ,  l e  m o r p h i s m e  

k i 
y admet alors pour coordonn~es les morphismes bix )" = V x X (0 

n-I 
ceux-cl forment une base de Hom(~,~) sl et seulement si 7 

< i < k) . Pour k = n-l, 

est un isomorphlsme. 

Pour k ~ ~ , le dlagramme 
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( 4 . 9 . 3 )  ' ~  ~ v  ~ 

pk(£) ~,k > pk(£) 

est commutatif ; si ~ est cyclique, on d~duit de ce fair et de 4.9.2 que yn(~) est 

localement £acteur direct, de codimension i dens pn(£), et admet pour suppl~ment 

® ~ --~ Ker(Trn_l, n) . Ii existe donc une et une seule ~quation diff~rentlelle d'ordre 

n sur £ 

E : p n ( £ )  "> ~@n @ £ 

t e l l e  que E o yn ffi 0 . 

D ' a p r ~ s  ( 4 . 9 . 1 ) ,  e l  v e s t  une  s e c t i o n  h o r i z o n t a l e  de  ~ , a l o r s  

E D n )~v = E ynv = 0 , de s o r t e  que kv e s t  une  s o l u t l o n  de E . M u n i s s o n s  p n - l ( ~ )  de 

l a  c o n n e x i o n  4 . 6  d ~ f i n l e  p a r  E . S i  v e s t  une s e c t i o n  h o r i z o n t a l e  de ~ , a l o r s  

y n - l ( v )  = V n - I  kv a v e c  kv s o l u t i o n  de E , e t  y n - l ( v )  e s t  donc h o r i z o n t a l e .  On en  

n - 1  
d~duit que y est compatible aux connexions. Un cas particuller de 4.9.3 montre que 

le diagr-mme 

Y 

£ £ 

e s t  c o n z a u t a t i f ,  d ' o h  un  i s o m o r p h i s m e  e n t r e  ( ~ , ~ , ~ )  

( £ , E ) .  Le f o n c t e u r  

( ~ , £ , D  : ~ ( £ , Z )  

e t  l e  t r i p l e  d ~ d u i t  p a r  4 . 6  de  

e s t  donc q u a s l - l n v e r s e  au  f o n c t e u r  4 . 6  . 

4 . 1 0 .  R~sumons l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  deux  s y s t ~ m e s  ( ~ , £ , k )  e t  ( ~ , E )  

p o n d e n t  p a r  4 . 6 ,  4 . 9  . 

On d i s p o s e  d ' homomorph i smes  yk : ~ ~ p k ( £ )  , t e l s  que 

( 4 . 1 0 . 1 )  P o u r  v h o r i z o n t a l ,  ~ ( v )  ffi D k kv 

q u i  se  c o r t e s -  
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(4.10.2) On a yO = X et ~,k yk = y~ 

(4.10.3) yn-I est un isomorphlsme (~ est cycllque) 

(4 .10 .4 )  E yn = 0 

(4.10.5) ~ indult un isomorphlsme entre le syst~me local 

de ~ et le systbme local ~ des solutions de E . 

V des sections 

5. Equation dlff~rentlelle d~ second ordre. 

Dans ce §, on sp~clallse les r~sultats du §4 au cas n = 2 , et on exprime 

sous une forme plus g~om~trlque certains des r~sultats exposes dans R.C. GUNNING ~I] 

5.1. Solt S un espace analytlque, et solt q : X 2 > S un espace analytlque sur 

localement Isomorphe ~ Itespace analytlque flni sur S d~crlt par la ~s-algAbre 

~sEZ]l (z3). 

Le fair que le groupe PGL 2 agisse de fa~on trois fols strlctement transi- 

tive sur pl a l'analogue infinlt~simal suivant. 

Lense 5.2. Sous les hypotheses de 5.1, solent u e.~t v deux S-inlnerslons de X 2 

1 
dans PS : 

u ~ 1 
X2 > PS 

V 

Ii existe une et une seule pro~ectivit~ (= S-automorphisme) de 

U e n  V . 

i qui transforme 
PS 

Le probl~me est local sur S , ce qui permet de supposer X 2 d~fini par la 

~s-alg~bre ~s[T]/(T 3) , et que u(X 2) et v(X 2) sont contenus dans une mSme drolte 

i 
afflne~ solt A s . Par translation, on peut supposer que u(0) = v(O) = 0 . II faut 

alors v~rifler l'existence et l'unicit~ d'une proJectivit~ p(x) = ax + b v~rifiant 
cx + d 

p(O) = 0 ~ de d~riv~es p~(0) # 0 et p"(0) donn~es. On a b = 0 ~ et p s'~crit 

de fa~on unique sous la forme 
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x (e # 0) p(x) ffi e I fx 

ffi ex + efx 2 (mod x 3) . 

L'assertation en rdsulte aussitOt. 

5.3. D'aprAs 5.2, il existe ~ isomorphisme unique pros un et un seul couple (u,P) 

form~ d'une droite projective P sur S (groupe structural PGL2(~ S) et d'une S- 

immersion u de X 2 dans P . On appellera P la droite projective osculatrice ~ X 2 . 

Soient X une courbe lisse, X 2 le second voisinage inflnlt~simal de la dia- 

gonale de X × X et ql ' q2 les deux projections de X 2 sur X . 

Le morphlsme ql : X2 • X est du type consid~r~ en 5.1 . 

D~finition 5.4. On appelle fibr~ en droites projectives osculateur ~ X et on 

d~signe par Ptg le fibr~ en droites projectives sur X osculateur ~ ql : X 2 ~ X . 

Par d~finition, on dispose donc d'un diagramme commutatif canonique 

(5.4.1) X2 C > p 
tg 

X 

en particulier Ptg est muni d'une section canonique 

hale de X 2 , et on a 

( 5 . 4 . 2 )  e ~t [ ~ t g / x  _~ 

e , image de la section diago- 

5.5. Si X 

projectif sur 

fibre X sur 

est une droite projective, alors pr I : X × X ~ X est un flbrd 

X , de sorte que Ptg s'identifie au fibrd proJectif constant de 

X , muni de l'homomorphisme d'inclusion de X 2 dans X X X 

X 2 c-----~> X × X 

X 
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Dens ce cas particulier, on dispose d'un diagramme commutatif canonique 

X 3 

X 

Soit ~ nouveau X une courbe lisse quelconque 

D~flnltlon 5.6. (forme locale). Une connexion projective sur X est un faisceau sur 

X de sermes d'isomorphlsmes locaux de X dens pl , qui solt ........ un faisceau principal 

homo~ne (= torseur) sous le falsceau en ~roupes constant de valeur PGL2(C) . 

Si X est munie d'une connexion projective, alors toute construction locale 

pl 
sur , invariante sous le groupe projectif, se transporte ~ X ; en particuller~ la 

construction 5.5 nous fournit un morphisme y s'ins~rant dens un diagramme conmmtatif 

X 3 

X 2 ~ > P ~g 

X 

Ii n'est pas dlfficile de v~rifier qu'un tel morphlsme y est d~fini par une 

et une seule connexion projective (une d~monstration sera donn4e en 5.10), de sorte 

que la d~flnition 5.6 ~qulvaut ~ la sulvante. 

D~finltion 5.6 bis. (forme igfinit~simale). Une connexion projective sur X est un 

morphisme y : X3 c >Ptg rendant comutatlf le dia~ramme (5.6.1). 

Intuitivement~ se donner une connexion projective (forme infinit~simale) 

permet de d~finir le birapport (= rapport anharmonique) de 4 points infiniment voisins 

on salt alors d~finir le blrapport de 4 points voisins (forme locale de 5.6). 

5.7. Posons ~n = (~)~n (4.2). Le falsceeu d'id~aux sur X 3 qui d~finit X 2 est 
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canoniquement isomorphe ~ ~@3 etest tug par le faisceau d'id~aux qui d~finlt la 

diagonale. D'autre part, si A est l'appllcatlon diagonale, on a (5.4.2) 

. i = ~ I  
a Y* n~tg/x 

On en d~duit que l'ensemble des g-homomorphismes de X 3 dan~ Ptg induisant l'homo- 

morphlsme canonlque de X 2 dans Ptg est vide~ ou un espace principal homog~ne sous 

1 : HO x( l,d 3 ) : ) 
R°mx (A'Y* [ ~ t g / X  , 

Pour X remplac~ par un ouvert assez petit, cet ensemble est non vide : 

Proposition 5.8. Les connexlons projectives d'ouverts de 

principal homos~ne (ffi torseur) sous le faisceau ~®2 

Si ~ est une section de ~2 , et 71 

tive, la connexion y2 = yl +~ est d~finie, pour 

X foment un faisceau 

(modulo l ' i d e n t i f i c a t i o n  de ~@3 ~ un i d 6 a l  de 
OX3) • 

: X3 > Ptg une connexion projec- 

f fonction sur Ptg ' par 

5.9. Soit f : X > Y un homomorphlsme entre courbes llsses munies de connexlons 

projectives YX et y¥ , et supposons que f solt un isomorphisme local (i.e. df # 0 

en tout point). Posons 

e~ = f*yy-yx ~ r(x,n®2) 

Pour une application compos~e g o f : X f > Y g > Z , on a trivialement 

( 5 . 9 . 1 )  
O ( g o f )  = O(f)  + f*O(g) , 

Ú ( f - t )  = - f*O(f )  

d'o~ 

Supposons  que X e t  

p r o j e c t i v e  i n d u i t e  p a r  c e l l e  de 

C , on a alors 

Y soient des ouverts de £ , munls de la connexion 

pI(c) . D~signant par x l'injection de X dans 



- 33 - 

(5.9.2) 
f'(f"~6) - (f"I2) 2 dx~2 

@f = f.2 

X 

p a r  

Pour le v~rifier, identifions) d'apr~s 5.5, le fibr4 projectif bltangent 

ou Y au fibr~ projectif constant. Le morphisme 6f : Ptg,X > Ptg)Y indult 

f s'~crit 
f'(x)(p-x) 

8f : (x,p) : > (f(x))f(x) + ) , 
l-(~f"(x)/f'(x))(p-x) 

Soit le diagramme 

X3 ) Y3 

6f 
P t g , X  > P t g , Y  

O(f) d4crit la non co~mutativit~ de ce diagramme, i.e. la diff4rence entre les jets 

(x,x+¢) i 

(x,x+e): 

2 3 
f'(x)¢ + f"(x) ~+ f"~x) ~ ) (e 4 = O) > (f(x),f(x) + e t  

f'(x)e 
> (f(x))f(x) + ) 

1-(~f"(x)/f'Cx))e 
2 

(f(x),f(x) + f'(x)¢ + f"Cx) ~-+ (~f"Cx)21f'Cx))e 3 ) "  

On ~ d o n c  O(f) = (f'"Cx)16 - (f"(x)12)21f'Cx)) dx ~3 df ~-I , 

et 5.9.2 en rlsulte. 

de  f . 

La formule 5.9.2 signifie que 6.@f est la classique d~riv~e de Schwarz 

Si une application f de X C ¢ dans pl(¢) est d4crite par des coordonn~es 

proJectives : f = (g,h), on a 

: f, , ,  i2  

Pour v4rifier (5.9.3), le plus simple est de noter que 



- 3 4  - 

(i) le second membre de (5.9.3) est invariant par une substitution lln~alre & coeffi- 

cients constants L op~r~e sur g et h : num&rateur et d4nominateur sont multiplies 

par det(L) 2 

(li) le second membre de (5.9.3) est invarlant par la substitution 

(g,h) " ~ ( k . g , k . h )  

D~sigmnt les d~terminants par leur preml~re ligne, on a en effet 

Ixg (x,)'l * ixg xg'+ x'gl * x 2 [ ,  g'l 

t;~ (xg)"/21 = k 2ig g"/2i + XX' lg g't 

I X g  (Xg)"  / 6 [  = kXlg g"Y61 + k~ lg g " / 2  I + XX"/2 Ig g ' [  

I ( x g ) ' ( x g ) ' ' / 2 ]  = X2 ig ' g " /21  - XX"/21g g'l + ~2ig g'l + XX'Ig g"/2].  

Le nouveau num~ra teur  N X ( r e sp  d~nomina teur  D k) e s t  doric donn~ en terme 

de l ' a n c i e n  N ( r e sp  D) pa r  

= k' At'/2 
N x x 4 IN + Ig g ' l  [( ~ Ig g"/21 + ~ [g g' l )  

D k 

e t  

X"/2 k'2 g, k' 
+(--T-Igg'l+ I, l÷Tlgg"l) ~2 

X,2 
- (2 ~ Ig g"/21 + 7  Ig g'l>~} 

= X4N 

= X4D 

NA/Dk = N/D 

Ces p r o p r i ~ t ~ s  de v a r i a n c e  ~ t a n t  ~ t a b l i e s ,  e t  c o T n c i d a n t  avec  c e l l e s  du l e t  

membre de ( 5 . 9 . 3 ) ,  i l  s u f f i t  de v 4 r i f i e r  ( 5 . 9 . 3 )  darts l e  ca s  p a r t i c u l i e r  o~ h = 1 . 

La fo rmule  se  r ~ d u i t  a l o r s  ~ ( 5 . 9 . 2 ) .  

Nous n ' a u r o n s  pas  a u t i l i s e r  que e ( f )  p e u t  s ' e x p r i m e r  en terme de 

b i r a p p o r t s  : on a ,  pour  Zi  N Z 

( 5 . 9 . 4 )  (f(Zl),f(Zz),f(za),f(Z4)) 
- I = 0(f)(Zl-Z2)(z3-z 4) + 0((zi-z) 3) 

(zl,z2,z3,z 4) 
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5.10. L'~quation diff~rentielle 8(f) = 0 portant sur f : X ~I(¢) de l~re 

d~riv~e non nulle est une ~quation diff~rentielle du 3e ordre. Elle admet donc =3 

solutions, localement, et ces solutions sont permut~es entre elles par le groupe pro- 

jectif (car ce dernfer permute transitlvement les donn~es de Cauchy : 5.2). L'ensemble 

des solutions est donc une connexion projective (forme locale 5.6). Cette construction 

est inverse de celle qui ~ une connexion projective (5.6) associe une connexion projec- 

tive (5.6 bis). 

5.11. Soient x une courbe lisse, ~ un faisceau inversible sur X et E une 

~quation diff~rentielle ordlnaire du second ordre sur ~ . On a vu en 4.5 que E 

d~finit une connexion sur le flbr~ pl(~) des jets de section du premier ordre de 

et on en d~duit une connexion sur 

2 ~i = nl 

£ , 

Sl X est une courbe compacte connexe, de genre g , le fibr~ ~i ® ~ est 

donc n~cessairement de degr~ 0 et on a 

deg(~) = l-g 

Soit V le systAme local de rang 2 des solutions de E ; on a (4.5) 

® V N~ pl(~) , et la forme lin~aire k : pl(~) ~ ~ d~finit une section 

du fibr4 projectif associ~ au fibr~ vectoriel pl(~) . 

k 
O 

Localement sur X , Vest isomorphe au syst~me local constant ¢2 ; le choix 

d'un isomorphisme @ : V > C 2 identlfie k ~ une application k de X dans 
- -  0 0 ~ 0  

~i(¢) ; d'apr~s 4.8 , la diff~rentielle de cette application est partout non nulle, 

et k permet donc de transporter ~ X la connexion projective canonique de ~i(¢) . 
O=~ 

Cette connexion ne d~pend pas du choix de ~ , de sorte que l'~quation diff~rentielle 

E d~finit une connexion projective sur X . 

Proposition 5.12. Soit ~ un faisceau inversible sur une courbe lisse X . La 

construction 5.10 ~tablit une bljection entre 

a) l'ensemble des ~quations diff~rentielles ordinalres du second ordre sur 
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b) l'ensemble des couples form, s d'une connexion projective sur X et d'une connexion 

s u r  ~I(~Z~) . 

de C 

Le probl~me est local sur X ; on peut donc supposer que 

et que ~ = ~ . Une ~quatlon E s'~crlt alors 

E : y" + a(x) y' + b(x)y = 0 

X est un ouvert 

Si on identifle pl(£) ~ 0 2 , la matrice de la connexion 5.10 d~finle par 

2 
A pl(~) N ~ est alors - a(x) (trace de la matrice 4.8.1). 

E sur 

Solt ~ l'appllcation identique de X , ouvert de pl(~) ,dans X , munl 

de la connexion projective d~flnle par E . Identifiant G ~ ~ ~ l'aide de la coor- 

donn~e locale donn~e, on a alors 

( 5 . 1 2 . 1 )  

En effet, si f et 

l'appllcation de c o o r d o n n 6 e s  projectives 

1 = b / 3  - ( a  2 + 2 a ' )  

g sont deux solutions l i n ~ a i r e m e n t  Ind~pendantes de 

( f , g )  : X > P I ( c )  

appartient ~ l a  connexion projective. On a 

llgne 

f" = - (af' + bf) 

f'"= - a(-af' - bf) - bf' - a'f' - b'f 

= ( a  2 - a '  - b ) f '  + ( a b  - b ' ) f  

E ~ a l o r s  

(-a, ~ b - (a 2 + 2 a')) , et que pour g fonctlon holomorphe sur un ouvert 

C , ii exlste une et une seule connexion projective sur U v~rlfiant 

q) appartenant ~ la connexion (m~me d~monstratlon que 5.10, ou 5.8). 

On conclut en notant que (a,b) est unlquement d~termln~ par 

U de 

8(Cp) = g , pour 

La formule (5.9.3) fournlt, si on ~crlt les d~terminants par leur premiAre 

1 bl f f, a 2 12 (-Z(a2 a' - b)If f'l+~ ~-C~) If f' If f'l 6 - 
e (~o)  = 

If f, 12 

1 a 2 I ~2 = 1 (a 2 _ a' -b) + ~ b - ffi b - (a 2 + 2a') 
T T 
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6. Fonctions multiformes de d~terminatlon finie. 

6.1. Soit X un espace topologique connexe non vide, localement connexe par arc et 

localement simplement connexe par arc, et soit x un point de X . On d~signera par 
o 

X x . > X le rev~tement universel de (X,x o) et par ~o le point base de ~x 
o o 

Si [ est un falsceau sur X , on pose la 

D~flnition 6.2. Une section multiforme de F sur X est une section ~10bale de 

l'image r~ciproque w~F de F sur 
X 
0 

Si s est une section multiforme de F sur X ~ une d~termination de s 

en un point x de X est un 414ment de la fibre [(x) de [ en x image r~ciproque 

de s par une section locale de ~ en x . Chaque point dans ~-l(x) d4finlt done 

une d~termlnation de s en x . On appellera d~termination de base de s en x ° la 

d~terminatlon d~finie par ~ . On appelle encore d~termination de s sur un ouvert 
o 

U de X une section de ~ sur U dont le genre en chaque point de U soit une 

d~terminatlon de s en ce point. 

D~finition 6.3. On dit que [ v4rifie le principe de prolongement analytique si le 

lieu de coincidence de deux sections locales de [ est toujours (ouvert et) ferm4. 

Exemple 6.4. Si [ est un faisceau analytique coherent sur un espace analytiqne 

complexe, [ v~rlfie le prlncipe de prolongement analytique si et seulement si [ est 

sans composantes irmmerg~es. 

Proposition 6.5. Soient X e__tt x ° comme en 5.1 et F un faisceau de ¢-vectoriels 

su_~r X v4rifiant le principe de prolongement ana!ytique. Pour toute section multiforme 

s de F , les conditions suivantes sont ~quivalentes 

(i) Les d~termlnations de s e n  x 
o 

engendrent un sousryectoriel de dimension flnie 

dans F "X 

(ii) Le sous-faisceau de C-vectorlels de [ ensendr~ par les d4terminations de s es.._tt 

un syst~me local complexe (I.i). 
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II eat trivial que (if) > (i) . Prouvons que (i) ~ (if). Soft x un 

point de X en lequel les d4terminations de s engendrent un sous-vectoriel de 

dimension finie de F et soft U un voisinage connexe ouvert de x au-dessus du- --x 

quel ~x soft trivial : (~-l(u),n) ~ (U X I , pr I) pour un ensemble I convenable. 
O 

Prouvons que sur U , les d~terminations de s engendrent un syst~ne local complexe. 

Chaque i E I d~finit une d~termination s i de s , et, sur U le sous-faisceau 

vectoriel de ~ engendr~ par les d~terminations de s est engendr~ par les 

(si)i E I ; si ce faisceau est constant, l'hypoth~se sur x implique que c'est un 

syst~me local complexe. On a 

Lemme 6.6. Si un faisceau de C-vectoriels F 

principe de pro!onsement analytique, alors le sous-faisceau vectoriel de 

par une famil!e de sections ~lobales s i est un faisceau constant. 

Les sections s. d@finissent 
l 

a : _e (1) ~ F 

sur un espace connexe v~rifie le 

en~endr~ 

d'image le sous-faisceau vectoriel G de F engendr~ par les s i . Si une relation 

Ai si = 0 entre les s i est vraie en un point, elle est partout vraie par le 

principe de prolongement analytique. 

Le faisceau Ker(a) est doric un sous-faisceau constant de C(1) et l'asser- 

tion en r~sulte. 

On conclut la d~monstration de 6.5 en notant que, d'apr~s ce qui precede, 

le plus grand ouvert de X sur lequel les d~terminations de s engendrent un syst~me 

local est ferm~ et contient x 
O 

D~finition 6.7. Sous les hypotheses de 6.5 , une section multiforme s de F 

est dite de d~termination finie si elle v~rifie les conditions ~quivalentes de 6.5 . 

6.8. Sous les hypotheses de 6.5, soft 

finie de F . Cette section d~finit 

s une section multiforme de d~termination 
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a) le syst~sne local V engendr~ par ses d~terminations 

b) un genre de section de V en x , soit v , correspondant ~ la d~termination de 
0 0 

b a s e  de  s 

c )  un  m o r p h i s m e  d ' i n c l u s i o n  % : V ~ F . 
B 

Le triple form~ de V x , de v ° et de la representation de ~l(X,Xo) sur 
o 

V x d~finie par V (1.4) s'appelle la monodromie de s . Le triple (V,Vo,X) v~rifie 
0 

les 2 conditions suivantes. 

(6.8.1) v ° est un vecteur cyclique du 

Wl(X,Xo)-module V x 
O 

Ceci signifie simplement que 

tions de l'unique section multiforme de 

(6.8.2) )~ : V ~ F 
X "-X 
0 0 

est injectif. 

~l(X,Xo)-module V x , i.e. engendre le 
0 

V est engendr~ par l'ensemble des d~termina- 

V de d~termination de base v 
0 

6.9. Soit W ° une representation complexe de dimension finie de Wl(X,Xo) , munie 

d'un vecteur cyclique w . La section multiforme s de F est dire de monodromie 
O 

subordonnde ~ (Wo,V o) si elle est de d~termination finie et si, avec les notations 

de 6.8, il existe un homomorphisme de ~l(X,Xo)-repr~sentations de W o dans V x 
O 

qui envoie w ° sur v ° . Soient W le syst~me local d~fini par W ° , et w l'unique 

section multiforme de w de d~termination de base w . Ii est clair que, sous les 
O 

hypotheses de 6.5, on a la 

Proposition 6.10. La fonction I; > k(w) est une bijection entre l'ensemble 

Hom£(wj~) et l'ensemble des sections multiformes de ~ de monodromie subordonn~e 

(Wo,W o) • 

Corollaire 6.11. Soient X un espace analytique complexe r~duit connexe muni d'un 

point base x ° , W o une representation complexe de dimension finie de ~l(X,Xo) , 

munie d'un vecteur cyclique w ° , W le syst~me local correspondant sur X , • = ~®¢ W 
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l e  f i b r ~  v e c t o r i e l  a s s o c i ~ ,  w l t u n i q u e  s e c t i o n  m u l t i f o r m e  de W de d ~ t e r m i n a t i o n  

de b a s e  w ° , e_.tt ~v l e  f i b r ~  v e c t o r i e l  dua l  de ~ . La f o n c t i o n  

~ < ~,w > , de ~ ( X , ~  v) 

dans  l ' e n s e m b l e  des  f o n c t t o n s  ho lomorphes  m u l t i f o r m e s  su r  X de monodromie subordonnde 

h (Wo,W O) , e s t  une b i J e c t i o n .  

C o r o l l a i r e  6 .12 .  S_~t X e s t  de S t e i n  , i l  e x i s t e  s u r  X des  £ o n c t i o n s  ho lomorphes  

m u l t i £ o r m e s  a y a n t  n ' i m p o r t e  q u e l l  e monodromie (Wo,W o) donn~e k l ' a v a n c e .  
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II. Connexions r~uli~res. 

i. Rd~ularit~ en dimension un. 

I.i. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans ~ et soit une ~quatlon diff~rentlelle 

i~me 
dun -- ordre, 

n-i yi/ 
(i.i.i) yn/ + E ai(x) = 0 

i=0 

o7 a i est une fonction holomorphe sur U - [0] . On dit classiquement que 0 est un 

point singulier r~gulier de l'~quation (I.I.i) si les fonctions x n-i ai(x) sont holo- 

morphes en 0 . Cecl signifie encore que, apr~s multiplication par x n , l'~quatlon 

(I.I.I) se met sous la forme 

(1.1.2) ( x~ x )n Y + ~ bi(x ) (X~x)i Y = 0 , 

avec bi(x) holomorphe en zdro. 

Dans ce §~ on traduit cette notion en terme de connexlons (cf. 1.4), et on 

en ~tabllt quelques propri~tds. 

Les r~sultats de ce § m'ont ~td enseign~s par N. KATZ. lls sont soit dQs 

N. KATZ (volt notamment [14] [15]) , soit classiques (volr par exemple INCE [13] , 

Turrlttin [25] [26]). 

1.2. Soient 

d : K--~D 

vdrifiant l'identitd 

(1.2.1) d(xy) = x dy + y dx 

Soit V un vectoriel de dimension finle 

est une application additive V : V > ~ @ V 

(1.2.2) V(xv) = dx.v + x.Pv 

Si T est un ~l~ment du dual ~v de 

(1.2.3) b7(x) ffi < dx,~ > E K 

(1.2.4) Vv(v ) = <Vv,~ > E V 

K un corps (commutatif) ~ un veetorlel de rang un sur K et 

une d~rivation non trlviale j i.e. une application additive non nulle 

n sur K . Une connexion sur 

v~rifiant l'identit~ 

, on pose 
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On a donc 

(1.2.5) b7 est une d~rivation 

(1.2.6) VT(xv) = bT(x).v + x.V7 

( 1 . 2 . 7 )  V l ~ ( v )  ffi X.V~ v 

V 

Soit v E V . On v~rifie facilement que le sous-vectoriel de V engendr~ par 

les vecteurs 

p o u r  7i # 0 

remplace v 

lln~alre des precedents, alors ce vectorlel est stable par d~rivatlon. On dira que 

est un vecteur cycllque si pour 7 ~ ~ , les vecteurs 

V iv (0 ~ i < n) 
T 

71 v 'VT 2 ~T I V7 k ''' 
v , v,..., VTI v , 

dans ~ , ne d~pend pas du choix des 7i # 0 et ne change pas sl on 

par kv (~ E K*) . De plus, sl le dernier de ces vecteurs est combinalson 

V 

forment une b a s e  de V . 

Lemme 1.3. Sous les hypothAses pr~c~dentes~ et sl 

il existe un vecteur cycllque. 

Soit 

Soit 

vecteurs ~ e  

un vecteur f 

et l'entier 

K est de caract~ristique 0 , 

tEK tel que dt#0 , et soit T = t/dt E~ v. On a ~T(t k) ffi kt k 

m ~ n le plus grand entier tel qu'il exlste un vecteur e tel que les 

(0 ~ i <m) soient lln~airement ind~pendants. Si m ~ n , il existe 

i 
lln~airement ind~pendant des ~7 e . Quels que soient le hombre rationel 

k , les vecteurs 

~(e + I tkf) (0 ~ i ~ m) 

sont lln~airement d~pendants, et leur prodult ext~rleur w(k,k) 

• ° 

b~i (e + I tkf) = b~£ e + I T. k j t k b~-3 f 

O~-~i 

On d~dult de cette formule une d~composltion finie 

o ( X , k )  ffi Z X a t ka  k b 
O<-~n Wa'b 
O~b 

e s t  donc n u l .  On a 
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avec Wa, b inddpendant de A et k . Puisque ~(A,k) = 0 pour tout l dans ~ , 

et que 

w(k,k) = Z A a ~a(k) , avec ~a(k) = tka(z kb~a,b ) = t ka ~(k) 

on a ~a(k) = ~(k) = 0 . Pulsque 

w~(k) = ~ k b Wa, b = 0 

pour tout k 6 Z~ , on a U)a, b = 0 . En partlculier 

= I m-i 
~l,m e A ~T e A , . .  A ~T e A f = 0 , 

i 
et f est lln~airement ddpendant des b7 e (0 ~ i < m) , contrairement ~ l'hypoth~se. 

On a donc m = n et e est un vecteur cycllque. 

1.4. Soit ~ un anneau de valuation discrete d'~sale caract~ristique 0 , d'id~al 

maximal m , de corps r~siduel k ffi ~/m et de corps des fractions K . On suppose 

muni d'un @-module llbre de rang un ~ et d'une d~rivation d : ~ > ~ qui 

v~rifle 

(1.4.1) Ii existe une unlformlsante t 

d'hyperg~n~ralit~, voir 1.7). 

Si t I est une autre unlformlsante, on a t I = at 

hypothAse da est multiple de dt : da = A dr. On a donc 

dt I = a.dt + da.t = (a + At) dt , et 

(1.4.2) Pour toute uniformisante t , dt engendre 0 • 

On d~slgnera par 

v : K ~ 

la valuation de K d~flnie par ~ ; on d~signera encore par 

n ® K d~finle par le r~seau ~ . Pour t une unlformisante, 

v(~) = v(~/dt) 

tn-I Si £ ~ K , f ffi atn(a E ~) , on a df = da.t n + n a 

t e l l e  que dt engendre 0 • (Pour moins 

avec a 6 ~ W , et par 

v la valuation de 

dt et donc 
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(1.4.3) v(df) ~ v(f) - I 

(1.4.4) v(f) # 0 ==~ v(df) = v(f) - i 

En particulier, d est contlnu, s'~tend en 

({9~ d , f}^) vdrifie encore (1.4.1) . 

d: ~ ~b , et le triple 

Lemme 1.5. s_~i {9 est complet, alors le triple 

(kilt]I, ~t' kilt]I). 

Les homomorphismes induits par d 

Gr(d) : mi/m i+l > m i-I ~/mi~ 

({9, d ,~) est isomorphe au triple 

sont lin~aires bijectifs (1.4.4). Puisque {9 est complet, d : m > ~ est donc 

surjectif et Ker(d) > k . Ceci nous fournit un corps de repr4sentants annul~ par 

N 

d , et le choix d'une uniformlsante t fournlt l'isomorphisme voulu k[[t]] > {9 . 

1.6. 

K' alg4brique sur K , la d~rivatlon d se prolonge de fagon unique en 

d : K' ~" Q @{9 K' . Solent e l'indlce de ramification de {9 ~ {9' , et 

uniformisante de {9' . On pose 

[~' = I/t ,e-I n ®{9 ~ '  . 

On v~rifie ais~ment ~ l'alde de 1.6 que le triple ({9' , d , f2') 

encore 1.4.1 . 

Si une ~-alg~bre {9' est un anneau de valuation discrete de corps des fractions 

t ~ une 

v4rifle 

1.7. 

a l g ~ b r i q u e  c o m p l e x e  non  s i n g u l i ~ r e  e t  x E X . On p r e n d  au  c h o i x  

(1.7.1) {9 ffi ~x,X ' anneau local pour la topologie de Zariski, 

d = diff~rentielle 

(1.7.2) {9 = ~x,xa n , anneau local des germes de fonctions holomorphes en 

= (~an/c)(x) , d = diff~rentlelle 

(1.7.3) le compl~t~ con~un de 1.7.1 et 1.7.2 . 

Nous serons surtout int~ress~s par les exemples sulvants. Solent X une courbe 

= (C~/¢)  x , 

X 3 
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1.8. Sous les hypotheses de 1.4, soit V un espace vectoriel de dimension finle 

sur K , et V un r~seau darts V , i.e. un sous-~-module llbre de V tel que 
o 

= . KV ° V Pour tout homomorphisme e : ~n ~V , on appellera valuation v(e) de e 

le plus grand entier m tel que e(~ n) c mm.Vo . Si V ° et V I sont deux r~seaux, 

il existe un entier s ind~pendant de e et n tel que 

(1.8.1) fro(e) - vl(e) I ~ s 

Th~or~me 1.9. (N. Katz) Sous les hypotheses de 1.4 et avec les notations de 1.8, 

soit q une connexion (1.2) sur un espace vectoriel V de dimension n sur K . Un___~e 

des conditions suivantes est v~rifi~e 

K n a) quels que soient le r4seau V ° dans V , la base e : ) V de V , la forme 

diff4rentielle pr~sentant un pole simple w e__~t T = -i 6 ~K ' les nombres -v(V~e) 

sent born4s sup~rieurement 

b) II existe un nombre rationnel r > 0 , de d~nominateur au plus 

que soient V ° , e e.~t T comme plus haut, la famille des nombres 

l-v67iTe ) - rl I 

n , tel que, que!s 

est born4e. 

Les conditions a) et b) sont plus maniables sous une autre forme 

Lemme 1.9.1. Soient V ° , T e__tt e con~e en 1.9 . L'estimation b) , pour une valeur 

donnde de r , 4quivaut 

(1.9.2) Isup(-v V j e) - ri I ~ C te 
T j<i 

L'estimation a) ~quivaut ~ la m~me majoration (1.9.2) p0ur r = 0 . 

Le passage de 1.9 a (1.9.2) est clair, ainsi que la r4ciproque pour r = 0 . 

Supposons donc (1.9.2) vral pour r > 0 et une valeur C de la constante. On a 
O 

(a) - v V ~e- ri ~ C 
0 

On v~rifie aussitOt qu'il existe une constante k telle que 

ko 
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D~S lots, 

- C O + r(f+n) ~ sup - vV: i.e = sup(sup -vV j e , -vV ie + kn) 
T 7 

j < i + n  J ~i 

sup(Co+ r i  -~Vie+kn) 
' 7 

e t  s l  -C O + r ( i + n )  > C ° + r i  , i . e .  s i  n > 2 C o / r  , on a 

(b) -v~ i e ~ (-C ° - kn - rn) + rl . 
T 

Lee in~galit~s (a) et (b) impllquent l'in~gallt~ du type 1.9 

l-v ie - rll Co ÷ ko ÷ rn 

Lemme 1 . 9 . 3 .  S o i e n t  d e u x  s y s t ~ m e s  ( V o , 7 o , e o ) ( V l , ~ l , e  1) comme e u  1 . 9  . On a 

I I  s u f f i t  d ' ~ t a b l i r  une  i n ~ g a l i t ~  ( 1 . 9 . 3 )  l o r s q u ' o n  c h a n g e  u n e  s e u l e  d e s  

d o n n ~ e s  Vo ' ~o ' e . Le c a s  o5 on  c h a n g e  s e u l e m e n t  l e  r ~ s e a u  d e  r ~ f ~ r e n c e  V O r 6 s u l t e  

de  (1.8.1). 

1 . 2 . 3 )  

( 1 . 9 . 4 )  

On u t i l i s e r a  s y s t & n a t i q u e m e n t  q u e ,  p o u r  

v(bv.f) ~ v(f) . 
I 

f E K , on a p a r  1 . 4 . 3  ( n o t a t i o n  de  

S i  e e t  f s o n t  d e u x  b a s e s ,  on a e = f a  a v e c  a E GLn(K) , d ' o 5  

viT(e) = E (I)vJ(f). Vi-J a , 

J 

e t ,  p a r  (1.9.4), 

d *o~ 

j ~  

.up(-~ V~e) - s u p ( - v ~ O  ~ c ~e 
J ~ i  j . ~  

R e n v e r s a n t  l e s  r o l e s  de  e e t  f , on a de  m~me 

s u p ( - v ~ f )  - s u p ( - v ~ e )  ~ C t e  
J ~ i  j . ~  

d ' o h  l ' e s t i m a t i o n  1 . 9 . 3  p o u r  un  c h a u g e m e n t  d e  b a s e .  
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Si 7 et S sont deux vecteurs comme en 1.9, on a s = fT avec f inver- 

s l b l e ,  d'oh 
V = f V 

T 

et on v4rifie par r4currence que 

v i = E cpj V j 
o j a i  v (mj E ~) 

On en d~duit que 

d'o~ 

Renversant les roles de 

v VO(e) ~ inf v q (e) 

sup(-vV (e)) sup(-v 
j~i J~i 

et T, on conclut que 

(1.9.5) sup(-v V~(e)) = sup(-v ?J(e))7 . 
j~i j~i 

D'apr~s 1.9.1 et 1.9.3, il suffit, p o u r  p r o u v e r  1.9, d e  p r o u v e r  u n e  m a j o r a -  

t i o n  de  t y p e  ( 1 . 9 . 2 1  p o u r  u_n.n c h o l x  de  ( V o , 7 , e )  . 

Lemme 1 . 9 . 6 .  S o u s  l e s  h y p o t h e s e s  d e  1 . 9 ,  s o i e n t  e : K n ~ V u n e  b a s e  d e  V , 

t une uniformisante , w une forme diff~rentlelle pr~sentant un pole simple (= une 

base de t-l~) , 7 = w -I E ~ , e_~t r ffi (r~) la matrice de connexion dans les bases 

e , ~ . Soient s e_~t (ri)l~i~ n des hombres ratlonnels, posons rij = s + r i - rj 

et supposons que 

Soit enfin y E Mn(k ) 

-v (r]) ~ ri, j 

r . Fi - 
la matrice de coefficients lea " t i,j mod m " • 

J 

i ffi 0 si -v(F~) < ri, j ~j 

ri " F~ i t 'J i y j  = F~ mod m si -v( ) f f i  ri, j 

On s u p p o s e  que 

tlon (1.9.2) est v~rlfi~e pour 

s ~ 0 , ou que y est non nilpotente. Alors, une ma~ora- 

r = s u p ( s , 0 ) .  

Soient N un entier tel que les riN solent entiers, 

i 
corps des fractions de K , v : K '@ > ~ ~ la valuation de K' 

N 
~)' = ~)(~t) , K' le 

qui prolonge v 
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- r  i 
et A la matrice diagonale de coefficients les t 

Sur ~)' , soient iv' la base de ~ ® K' image inverse de 

correspondante de D'v ~K j et e' = eA une nonvelle base de 

bases~ la matrice de connexion est 

I" = A -I i ~ A + A "I b~, A 

La matrice A -I bT, A est ~ coefficients dens 

(a) s ~ 0 , et I" est ~ coefficients dans ~' 

(b) s > 0 , -v(l ~') = s , et la "partle la plus polaire" y 

de sorte que -v(l "'~) = ~s . 

Par d~finition de [~' (1.6) , 

on en conclut par r~currence sur ~ que 

v(V~,e ') ~ 0 

On v~rifie par r~currence sur m que dans la base e' 

V m 
~' = O~n ~ (F'm'i+ ~i) ~i 

o~ ~i est some alg~brique de produits d'au plus m - i - I facteurs ~T' F . En 

particulier, 

me' = F'm+ A m V~ 

et~ dans le cas (b) , 

-v (~, e') = ms 

Ceci v4rifie (1.9.2) sur ~' 

d~s lots de 1.9.3. 

Le th4or~ne 1.9 r4sulte de la proposition suivante et de 1.3 . 

Proposition i. I0. Sous les hypotheses de 1.9, soient X une base de [~v , t u ne 

uniformisante, ~ = tX e_tt v un vecteur cycllque (1.2) d_ee V . Posons 

W , 7 '  l a  b a s e  

V '  = V ® K '  . D a n s  c e s  

@' , de sorte que soit 

de P' est non nilpotente, 

' pr4sente un pole simple. Dans le cas (a), 

(pour des bases convenables), et 1.9.6 rdsulte 
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V X v = ~ a i ?'X v 
i<n 

V n v = E b t V i v 
i<n 

Alors, l a  majoration (1.9.2) est v rai e pour 

r = sup(0,sup(-v(bi)/n-i) 

= sup(0,sup(-v(ai)/n-i)-I 

La mSme conclusion vaut pour v vecteur cyclique de V v. 

C e t t e  p r o p o s i t i o n  f o u r n i t  un p roc~d~  de c a l c u l  de 

f i b r ~  v e c t o r i e l  ~ c o n n e x i o n  d ~ f i n i  p a r  une  ~ q u a t i o n  d i f f ~ r e n t i e l l e  du 

(cf. 1 4.8). 

On a l e s  identlt~s 

(tVx)n -~bi(~x)i = tn(V~-~a ivy) 

(t-l~) n - ~ ai(t'Iv )i = t-n(v~ - E b ivy) 

De c e s  i d e n t i t ~ s ,  on t i r e  que 

ai = g n , i  

b i = hn, j 

et p o u r  i ~ 0 , 

+ J~dZ gj,i b j  , v(gj,i) ~ i-n 

+ Z aj v(hi, j) m n-j J~i hi'j 

s u p ( O , s ~ * p ( - v ( b j ) ) )  = s u p ( O , s u p ( - v ( a j )  - ( n - j ) ) )  
j~i j~i 

Les deux e x p r e s s i o n s  donn4es  p o u r  r c o T n c l d e n t  donc .  

b a s e s  

r pour V 

i~me 
n -- ordre 

Si  v E V e s t  un v e c t e u r  c y c l i q u e ,  l a  m a t r i c e  de l a  c o n n e x i o n ,  d a n s  l e s  

V ) o < i ~  n de V e t  ~ de Ov e s t  
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F = 

0 

i . 0 x~ ~ 

"I 0 

b 1 

b n 

bn_ I / 

S i  v E V v e s t  u n  v e c t e u r  c y c l i q u e ,  l a  m a t r i c e  d e  l a  c o n n e x i o n  d a n s  l a  b a s e  d e  

cobase (~v) O~i<n et la base T de ~v @K est 

= 

0 

i 
b 
O 

I 1 
0 I 

b I .... bn_ 2 bn_ 1 • 

d e  

I I  r e s t e  ~ a p p l i q u e r  1 . 9 . 6  . P o u r  v E V , o n  p r e n d  r i = - r i  e t  s = r . 

P o u r  v E V ~ ,  o n  p r e n d  r i = r i  e t  s = r . V a n s  l e  p r e m i e r  ( r e s p  s e c o n d  c a s ) ,  e l  

s = r > 0 , l a  m a t r l c e  y e s t  du  t y p e  

Y = 

"I 0 

1 *// 

un  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  I a  d e r n i ~ r e  c o l o n n e  ~ t a n t  n o n  n u l  s i  s > 0 ( r e s p  y e s t  du 

t y p e  t r a n s p o s e ) .  C e s  c o e f f i c i e n t s  s o n t  c e u x  du  p o l y n c m e  c a r a c t ~ r t s t i q u e  d e  y , q u i  

n'est donc pas n!lpotent pour s > 0 . 

D~flnltlon 1.11i Sous les hypotheses de 1.9, on dit que la connexion V e~ r~suli~re 

S£ la condition a) de 1.9 est v~rlfi~e. 

Th~or~me 1.12. (N. Katz) Sous les hTpothkses de 1.9, on a 

(1) Pour que laconnexion V soit r~uli~re, il faut et ilsufflt que V admette 
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une base e telle que la matrice de la connexion, dans cette base~ soit une matrice 

de forme diff~rentielles pr~sentant au pis des poles s lmples. 

(ii) Pour.que la.connexion V soit irr4~uli~re, et v4rifie une ma~oration (1.9.2) 

pour r = a/b > 0 , il faut et il sufflt Su'apr~s le chan~ement d'anneaux de ~ 
b 

~' = ~(~t) , et pour la valuation naturelle, ~ valeurs dans ~ , d__£e ~' , V admette 

une base e telle que la matrlce de la connexion, dana cette base, pr~sente un p01e 

d'ordre a + I , et que la pattie polaire d'ordre a+l de cette matrice (matrice dans 

Mn(k) d~termin~e ~ un facteurpr~s) soit non nilpotente. 

Par extension des scalalres, le nombre r tel que V v~rifle (1.9.2) est 

multipli~ par l'indice de ramification. Ceci nous ram~ne au cas o~ b = 1 . Lea 

conditions de (i) et (ii) sont alors suffisantes, d'apr~s 1.9.6 . R~ciproquement, soit 

v un vecteur cyclique (1.3), tune uniformisante et 7 6 ~ w de valuation I . II 

r~sulte des d~monstratlons de 1.9.6 et i.i0 que la base e i = t ri Vi v (0 ~ i < dim V) 
7 

v~rifie (i) ou (ii) . 

Proposition 1.13. (i) Pour t o u t e  suite exacte horizontale 

V' > V .... ~ V" ) 

si lea connexions de V' e t V" sont r4~uliAres, alors la connexion de V es___tt 

(ii) Si les connexions de V 1 e_~t V 2 sont r~uli~.res, alors lea connexions naturelles 

de 

v ~ Vl V I ® V 2 , Hom(VI,V 2) , V I , , ... 

sont r~uli~res 

(iii) S_~i ~' eat un anneaude valuation discr~te..........de ~orps des fractions K' al~bri- 

que sur le .... corps des fractions K __de ~ , et si V' = V~KK' , alors la connexion 

d__£e V' eat r~uli~re si et seulement si celle de V l'est. 

L'assertion (iii), d~J~ utilis~e en 1.12, r~sulte par exemple du calcul I.I0 

et du fair que l'image r~ciproque d'une forme diff~rentielle pr~sentant un pole simple 

pr~sente encore un pole simple. 
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V 

des scalalres, choisissons des bases e' et e" 

ou (ii). Relevons e" en une famille de vecteurs 

base e' U t -N e" de V v~rifiera 1.12 (i) si 
o 

v~rifiera 1.12 (ii) dans le cas contraire. 

L'assertion (ii) r4sulte aussitOt du crit~re 1.12 (i). 

L'assertion (i) signifie que pour route suite exacte courte 

0 ~ V' ~ V ~ V" ~ 0 , 

est r~gulier si et seulement si V' et V" le sont. Apr~s une 4ventuelle extension 

de V' et V" v4riflant 1.12 (1) 

e" de V . Pour N grand, la 
o 

e' et e" v~rifient 1.12 (i), et 

1.14. Soient S une surface de Riemann, p E S et z une uniformisante en p . On 

d~signe par j l'inclusion de S ~ = S - {p] dans S . On appelle fibr~ vectoriel 

(holomorphe) sur S ~ , m~romorphe en p ~ la donn~e de 

(1) un fibr~ vectoriel V sur S e 

(ii) une classe d'~quivalence d'extensions de V en un fibr~ vectoriel sur S , deux 

extensions V I et V 2 ~tant dites ~quivalentes s'il existe un entier n tels que 

n z-n 
z V I cV 2 = V I cj~ V . 

Un tel fibr~ d~finlt un vectorlel V K sur le corps des fractions K de 

l'anneau local %~S " Par base de V , on entendra une base qui se prolonge en une 

base d'un des prolongements permis de V . Ii est clair que V admet des bases de ce 

type dans un volslnage de p . Une connexion V sur V est dire m4romorphe en p si 

ses coefficients (dans une quelconque base de V) sont m~romorphes en p . Une telle 

connexion d4finit une cQnnexion 1.2 sur V K (cf. 1.7.2). On dira qu'une connexion V 

sur V est r~uli~re en p si elle est m~romorphe en 0 et si la connexion indulte 

sur V K est r~guli~re au sens i.ii, i.e. s'il existe une base de V pros de p pour 

laquelle la matrlce de la connexion pr4sente au pls un pole simple en p (1.12). 

1.15. Soient D le disque unit~ ouvert 

D = {Zllz I < i] 

et D e = D - {0} . Le groupe ~I(D e) est cyclique infini, de g4n~rateur le facet 
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t ) k.e 2~it (0 ~ t ~ I) . Le groupolde fondamental est donc le groupe constant ~. 

Ii aglt sur tout syst~me local sur D . Vu le dictlonnaire 12, tout fibr~ vectoriel 

connexion V est donc muni d'une action du groupe fondamental local ~ . L e 

g~n~rateur T de cette action s'appelle la transformation de monodromie. 

1.16. Soient V un fibr~ vectoriel sur D , et V une connexion sur VID W , mdromor- 

phe en 0 . Si (ei)i=l, 2 sont deux bases de V ,dans lesquelles V est repr~sent~ 

par q 6 nl(End(VlDW)) , la difference F I- F 2 est holomorphe an 0 . La partie 

polalre de F ne d4pend done pas du choix de e . 

Supposons que F i 

polaire" un ~l~,ent y dans 

ne pr4sente qu'un pole simple en 

HO((! QI/QI)® End(V)) , 
z 

L'appllcation "r4sidu" : H°( ! nl/~ I) 
z 

de la fibre V de V en 
o 

0 ,donc ait pour "partie 

connexion en 0 . 

C associe alors ~ y un endomorphisme 

0 . On appelle cet endomorphisme le r~sidu Res(F) de la 

Res(F)  £ End(V o) . 

Th4or~me 1.17. Sous les hypotheses de 1.16, la transformatlon de m0nodromie T 

s'~tend en un automorphisme de 0 est donn4e par V dont la fibre en 

T = e x p ( - 2 n i  R e s ( F ) )  
o 

On peut faire V = ~n ; l'~quation dlff~rentielle pour les sections horizon- 

tales est alors 

~z v = -r v , 

et l'~quation diff4rentielle pour une base horizontale e : ~n ) V est donc 

(I) ~z e = -Foe 

En c o o r d o n n 4 e s  p o l a i r e s  (r,e) 

z = r e i8 rie le e i8 , dz = d8 + dr , 

e t  c e t t e  ~ q u a t i o n  f o u r n i t  
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58e = -Jr F o e 

Posons F = ~+ F I , avec F ° constant et F I holomorphe. L'~quation pr~c4dente 

se r~crit : 

~8 e = -(i e -i@ F ° + ir F I) e 

La transformation de monodromie en (r,@) est la valeur en (r,@ + 2W) 

de la solution de cette ~quation diff~rentielle qui en (r~8) est l'identit~. Lorsque 

r ) 0 , la dire solution tend vers la solution de l'~quation limite 

(2) 58e = -i e-i@ Fo o e 

On en d4duit que T a une valeur limite pour z > 0 , 8 flx~, et que 

cette valeur d4pend continQment de @ . En particulier, T est born~ pros de 0 , 

donc se prolonge en un endomorphisme T de V sur D . On conclut que T a une 

valeur limite pour z > 0 ; cette valeur, donn4e par l'int4gration de (1), ne d4pend 

que de F II suffit pour ealculer cette valeur limite de la calculer pour une 
O 

quelconque connexion F' de m~me r~sidu que F . 

Par exemple, on v~rifie : 

Lemme 1.17.1. Soft sur ~n la connexion de matrice U A.r_~ P °ur U 6 GL (C) 
• Z n " 

L'4quation Ve = 0 a pour solution g~n~rale 

e = exp(- logz . U)f = dfn z-~f 

la monodromie donc e st l'automorphisme de ~n de matriee constante exp(-Z~iU) . 

Corollaire 

de la fibre de 

1.17.2. Sous les hypotheses praqadentes , l'automorphisme exp(-2rri Res(F)) 

0 est limite de conju~u~s de l'automorphisme de monodromie. 

pour 

V en 

T soft conjugu~ ~ T 
O X 

~2 pour l aque l l e  

On prendra garde qu'il n'est pas vrai en g~n~ral que 

x proche de 0 . Par exemple, si ~ est la connexion sur 

00u_+ 
v(U)v = d( ) + (0 -_l)(v ) dZz (i0 , 

la section horizontale g~n~rale est 
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u =  a 

v = az logz + bz 

e t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  de monodromie est 

0 • 

T o u t e f o i s ,  i l  r ~ s u l t e  de 1 .17.2  que 

r i s t l q u  e .  Vo l r  a u s s i  5 .6  . 

T et T 
-- o 

ont meme polynOme caract~- 

D* 1.18~ Soit f une fonctlon multlforme sur . Soit D I le disque D* moins la 

"coupure" R + n D* . On dlra que f a une croissance mod~r~e en 0 sl toutes les 

d~termlnations de f sur D I ont une crolssance en I/r n pour n convenable 

f ~Alzl -n . 

On permet icl ~ n de varlet avec la d~termlnatlon. II est ~vident, toutefois, que 

pour f ~ croissance mod~r~e et de d~termination finie, il existe n qul convienne 

pour routes les d~terminations. Que f alt une croissance mod~r~e signifie encore que 

la fonction 

verticale. 

Sif 

pbe en z~ro, on dit que 

une q u e l c o n q u e  b a s e  de 

f ( e  2~ iz )  a i r  une c r o i s s a n c e  au p l u s  e x p o n e n t i e l l e  dans  chaque bande 

est une section multlforme d'un fibr~ vectoriel V sur D* m~zomor- 

f a une croissance mod~r~e en 0 si ses coordonn~es, dans 

V pros de 0 , ont une crolssance mod~r~e. 

Th~or~me 1.19. Soit V un fibr~ vectoriel mdromorphe en 0 sur D , muni d'une 

connexion V . Les conditions suivantes sont Cquivalentes 

(1) est rCgulihre 

(li) les sections (multiformes) horizontales de V opt une crolssance mod~r~e en 0 

(1) ~ (ii) . Cholslssons, prAs de 0 , un isomorphe V N ~ n via lequel 
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l'dquation diff4rentielle des sections horizontales s'~crlve 

F ne pr4sentant en 0 qu'un p01e simple au plus. On a alors pour Izl ~ k < 1 

k Ivl 

et, sur D I (1.18), cette in~galit~ s'int~gre pour Izl ~ 

Ivl  7,k' sup Ivl 
Izl 

en 

(ii) ===~ (i) Soit T la transformation de monodromie de V et soit U E GL (~) une 
n 

matrice telle que exp(2Wi U) soit conjugu4 ~ T . Soit V le fibr~ vectoriel ~n , 
o 

muni de la connexion r4guli~re de matrlce 

U 
I" = -- 

z 

Les fibres V et V ° ont m~me monodromie. D'aprAs les dictionnaires Ii et I2, ils 

sont donc isomorphes en tant que fibr~ connexion sur D @ . Soit 

~0 : V olD* ) VID* 

un isomorphisme. Ii suffit de prouver que ~ est compatible aux structures de fibres 

m~romorphes en zdro de V ° et V ; ceci a lieu si et seulement si ~ a une croissance 

mod~r~e en 0 Soit e une base horizontale (multiforme) de VOID@ • , f une base 

horizontale (multiforme) de VID @ . 

V ~ V 
o 

(i) e I' I f 

~n ~n 

-I 
Le morphisme f a par hypoth~se une crolssance mod~r~e. Le morphisme e 

a pour coordonn~es des sections horlzontales du flbr~ r~gulier V ¥ , eta done une 
o 

crolssance mod~r~e. Le morphisme $ rendant commutatlf le diagramme (i) est horlzontal, 

pour la connexion usuelle de ~n ,donc est constant. Le compos~ ~ = f$ e -1 a done 

une croissance mod~r~e. 
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Corollaire 1.20. Soient V I e t V 2 deux fibers vectoriels m~romorphes en 0 sur 

D W munis de connexions r~suli~res V I e~t V 2 . Alors, tout homomorphisme horizontal 

: V I > V 2 est m~romorphe e n z4ro. En partlculier, V I e_~t V 2 sont isomorphes 

si et seulement siils ont m~me monodromie. 

En effet, ~ , vu comme section de Hom(Vl,V 2) est horizontal, donc a une 

croissance mod~r~e puisque la connexion de Hom(VI,V 2) est r~guli~re. 

1.21. Soient X une courbe alg4brique lisse sur un corps k de car. 0 et V un 

fibr4 vectoriel sur X muni d'une connexion 

V : v ~ f~ /k (V)  

Soient X la courbe projective et lisse compl4t4e de X et x 6 X-X un "point 

l'infini" de X . L'anneau local ~ , muni de 
x 

d: x 

v~rifie (1.4.1), et V induit sur le corps des fractions K de ~ (~gal au corps 

des fonctions de X pour X connexe) un vectoriel V K muni d'une connexion au sens 

1.2 . On dira que la connexion de V est r~guli~re en x si cette connexion induite 

sur V K est r~uli~re au sens !.10. 

Si XI est une quelconque courbe contenant X comme ouvert dense, et si 

S c XI- X , on dit que la connexion V est r~guliAre en S si elle est r~guli~re en 

tousles points de l'image r~ciproque de S dans X (ceci a un sens, la normalis~e 

de XI s'identifiant ~ un ouvert de X .) 

On dit enfin que la connexion V est r~guli~re si elle est r~guli~re en tous 

les points ~ l'infini de X . 

1.22. Si k = C , tout fihr~ vectoriel V sur X peut se prolonger en un fibr~ 

vectoriel sur la courbe compl~t4e X , si V I et V 2 sont deux prolongements de V , 

et si t est une uniformisante en un point x E X- X , alors il existe N tel que 

dans un voisinage de x~ , les sous-faisceaux V I et V 2 de l'image dlrecte de V 
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v4rifient 

Le flbr~ 

x EX-X . 

Si V 

est r~gulier en 

en x au sens 

V an 

tNVl CV 2 C t-NVl 

est doric canonlquement muni d'une structure m~romorphe en tout 

e s t  muni d'une connexion, on v~rifle aussitOt sur 1.12 que (V,V) 

E X- X au sens 1.21 sl et seulement sl (van,v) est r~guller X 

1.14. 

Th~or~me 1.23. Solt un dia~rame commutatif 

x ~ 
J \ /  
S 

dans lequel 

a) S est un schema noeth~rien de qaract~ristique 0 , e_~t j 

d_~e S-schemas de type flni. 

b) f est lisse purement de dimension relatlve un . 

c) T = X-X est quasi-fini sur S . 

une immersion ouverte 

Soit v un fibr4 vectoriel sur X muni d"une connexion relative 

V: V > /s(V) . Alors, l'ensemble des points s E S tels que la restriction de 

(V,V) ~ la fibre X s de X en s soit r~ulier en T est ferm4 dans S . 

Ii est clair sur 1.12 que le dit ensemble est constructible (ainsi que son 

compl~ment, il a la propri~t~ de contenlr, avectout point ~ ~ un voislnage de ~ dans 

l'adh~rence ~) . Reste ~ montrer qu'il est stable par sp~cialisatlon, ce qui se v~rifle 

en prouvant que si S est le spectre d'un anneau de valuation discrete, de point 

(V ~ est-r~guller en T g~n~rique ~ et de point ferm~ s , et que ) sur X 

alors (Vs~) sur X s est r~gulier en T s . Qultte ~ remplacer X par son normalls~ 

on peut supposer ~ plat sur S et normal. 

Soit x E T s • Soit X' un voisinage affine de x dans X tel que la 
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restriction de V ~ X' N X s soft libre, de base e i et tel qu'il existe un ouvert 

affine X" de X tel que X" = X' n X (pour qu'il existe un tel X" il suffit de 
8 s 

prendre X assez petit pour que X - X soft d4fini par une 4quation, par exemple). 
s s 

Relevons e i en une section ~i de V sur X" ~ et soft X' l'ouvert de X" sur 

lequel (~i) est une base. 

Les hypotheses de (1.23) sont encore v~rifi~es pour X'c-~X' , et VIX ~ est 

r~gulier en X' - X' . Pour v~rlfier que VIX ~ = VIX s est r4guller en x , on se 

ram~ne donc au cas o~ V est libre ; on peut donc supposer V prolong~ en un fibr4 

vectoriel sur X , de base (e) 

Soft f une section de ~X ' non constante sur X s et nulle sur X- X 

Soft 7 le champ de vecteur relatlf tel que < ¢,df/f > = i . 

Par construction, le champ de vecteur 7 induit sur le normalis4 ~n de 
s 

Xs un champ de vecteurs qul s'annulle simplement sur Xs - Xs " Pour v~rifier que 

VIX s est r4guller en x , il sufflt donc de v~rifier qu'il existe n tel que les 

fn V i ekl xe (i ~ O) 

soient tous r4guliers. Par hypoth~se, il existe n tel que les 

fn vi ek [ 
v 

soient r~guliers. Les fn vi ek sont donc r~guliers sur X U X s dont le complK~ment ~ ' 

est de codimension deux ; puisque X es t  normal, les  fn v i  ek sont automatiquement 

partout r~guliers, notamment sur 
s 

On v~rifie de m~ne la variante analytique suivante de 1.23. 

Proposition 

dans lequel 

1.24. Solt un dia~ramme connnutatlf 

x ,P ~ 

D 
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(i) D est le disque unit~. 

(ii) f est lisse purement de dimension relative un. 

(iii) j est une immersion ouverte et T = X - X est un sous-espace analytiQue quasi- 

fini sur D . 

Soit V un fibr~ vectoriel sur X , prolong~ en un faisceau analytique 

coherent sur X , et muni d'une connexi0n relative sur X . Pour tout % , la restric- 

tion de V ~ f-l(%) est m unie d'une structure m~romorphe (1.14) en les points de 

l'imaBe r6ciproque de T dans la surface de Riemann normalis~e de ~-i(%) . S_~i, pour 

# 0 , Vlf-l(%) est r~ulier en ces points, alors Vlf-l(0) a la propri~t~ 

analogue. 

2. Conditions de croissance. 

2.1. Soit X un schdma s~par~ de type fini sur ¢ . D'apr~s Nagata [203 (voir 

aussi EGA II 2e ~ d ) ,  X p e u t  se  r e p r e s e n t e r  c o n e  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  d ' u n  

schema X propre sur C (ici, propre = complet = compact). De plus, si X I et X 2 

sont deux telles "compactification~' de X , il existe une troisi~me compactification 

X 3 
et deux diagrammes commutatifs 

X " > X 3 

1 

On peut prendre X 3 l'adh~rence sch~matlque de l'image diagonale de X dans X I XX 2 . 

Ceci rend les schemas sur C blen plus sages ~ l'infini que ne le sont les 

varidt6s analytiques. Souvent, un objet ou une construction alg4brique relative au 

schema X peut ~tre vu comme un objet ou une construction analytique analogue, plus 

une "condition de croissance ~ l'infini". 
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2.2. Soient X un espace analytique complexe s~par~, Y une partie analytique 

= X ~ ~ ferm~e de X ~ X W X- Y et j : > X le morphisme d'inclusion de X dans X . 

Dans les consld~rations qui suivent, X est vu comme une "compactlflcatlon partielle" 

de X , Y ~tant "~ l'infini" . On ne restrelndrait pas essentiellement la g~n4ralit4 en 

supposant X dense dans X . 

2.3. Supposons que X soit lisse et que X 

C n (ou, plus g~n~ralement, darts un espace analytique lisse). Si Jl et 

n i 
plongements de X dans 6 , les structures riemanniennes indultes sur 

cni ~ 
de , soient Jlg et J2 g v4rlflent 

(~) Pour tout compact K de X , il exlste des constantes A,B > 0 

Jlg ~ A g2 g ~ B g2 g ~ B Jlg sur K N X 

admette un plongement dans un espace 

J2 sont deux 

X par celle 

telles que 

Pour le voir, on compare Jig ~ J3 g , pour 

nl+ n 2 
X dans C Localement sur X , on a J3 = ~'Ji 

section holomorphe de pr i , et l'assertlon en r~sulte. 

J3 plongement diagonal de 

n i Cnl + n 2 
o~ ~:£ ) est une 

La compactlflcation X de 

(@) de structures riemanniennes sur X @. 

X d~finit donc une classe d'~quivalence pour 

Supposons seulement X lisse . Une structure riemannienne g sur X sera 

dire ada~t~e ~ X si pour tout ouvert U de X qui admet un plongement dans ~n 

la restriction glU ~ X ~ est dans la classe d~crite plus haut~ relativement 

U A X r ~ U . Cette condition est locale sur X . L'usage d'une partition de llunit4 

montre qu'il existe des structures riemanniennes sur X adapt~es ~ X ; celles-ci 

forment une classe d'~quivalence pour (*) . 

2.4. Pla~ons-nous sous les hypotheses de 2.2 . On dispose de plusleurs fa~ons de 

d~finir la distance d'un point de X ~ l'infini Y . 

2.4.1. Supposons que Y soit d~fini dans X par une famille flnie d'~quations 

f~ = 0 . On pose 
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l 

dl(X) = Z fi(x) fi(x) 

Si les fonctions di(n) et d~(n) sont obtenues par ce proc4d~ , on a 

(@M) Pour tout compact K de X , il existe des constantes AI,A 2 > 0 , Pl ' P2 > 0 

telles que 

di(x) ~ A 1 d~(x) pl d[(x) ~ A 2 d~(x) p2 (x E X ~) • 

Solent en effet (fl = 0) et (fl = O) deux systbmes d'~quations pour Y . 

II suffit de v~rifier (@M) localement sur X . Localement, d'apr~s le Nullstellensatz 

analytique on salt que, pour N grand les f~ N (resp les f~N) sont combinalsons 

lin4aires des f~'1 (resp des f~), et (@M) en r~sulte formellement. 

2.4.2. Supposons que X admette un plongement j : X ~ ) C n . Soit U un ouvert 

relativement compact de X .Dans U , on posera 

d2(x) = d(j(x),j(YNU)) , 

d 4rant la distance euclidienne dans C n 

" sont obtenues par cette m4thode, On vdrifie comme en 2.3 que si d~ et d 2 

relativement ~ deux plongements diff4rents, on a 

(@R) Pour tout compact K de U , il existe des constantes A,B > 0 telles que 

"(x) ~ B d~(x) sur K ~ X d~(x) ~ A d 2 

De plus, il r4sulte aussitOt des in~galit~s de Lojasiewicz ([18] Th i p. 85) 

que les "distances ~ l'infini" (2.4.1) et (2.4.2) sont ~quivalentes au sens (M). 

D~finitlon 2.5. Sous les hypotheses 2.2, un__e norme llxll sur x 

est une fonctlon de X dans ~+ telle que, pour tout ouvert U 

Y solt d~finl par une famille finie d'~quations fl = 0 , et tout compact K d__ee 

il existe des constantes AI,A 2 > 0 , Pl P2 > 0 telles que sur K n X , on ait 

Ol 
(i + IIxII)-IS AI(E fi(x) fi(x)) e_~t 

fi(x) fi(x) ~ A 2 (I + llxll) -p2 

, a d a p t ~ e  ~ X , 

d__£e X dans lequel 

U , 
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Les conditions 2.5 sont locales sur X . On v~rifie a l'aide d'une partition 

de l'unit4 qu'il existe touJours des normes sur X adapt~es ~ X . Celles-ci forment 

une classe d'~quivalence pour la relation d'~quivalence 

(~'M) Pour tout compact K de X , il exlste des constantes AI,A 2 > 0 , pl,p 2 > 0 

telles que Pi 
(1 + IIxlli) Ai (1  + II llj) sur KnE W ( i  : 1 ,2 )  . 

D~finition 2.6. Une fonction f sur X est dite avoir une croissance mod~r~e le 

long de Y s'il existe une norme llxll sur X ~ , adapt~e ~ X , telle que 

4t 
lf(x) l ~ llxll sur X 

Cette condition est locale sur X . 

2.7. Des renseignements plus pr~cls sur la structure ~ l'infini de X sont n~cessai- 

res pour d~finir de fa~on raisonnable ce qu'est une fonction multiforme sur X , 

ayant une croissance mod~r~e ~ l'infini. 

D 

d e s  d~terminations de 

que dans une partie de 

L'exemple fondamental est celui de la fonction logarithme. D~signons par 

4t 
le revStement universel du disque ~point~. En un quelconque point de D , l'ensemble 

N~ 
log : D ~ ¢ n'est pas borne. On ne dispose d'une majoratlon 

Ilog( )l < A . ( 1 / I ' I )  

D~ o~ l'argument arg(z) de z est borne. 

Les r~sultats d~licats de Lojasiewicz utilis~s ci-dessous ne seront indis- 

pensables pour la suite que dans des cas triviaux - cf 2.20. 

2.8. Dans [17] , Lojasiewicz prouve des r~sultats plus precis que 2.8.2 ci-dessous. 

2.8.1. Soit X un espace analytique s~par~. Dans ce qui suit, on entendra "triangu- 

lation semi-analytique de X " au sens faible sulvant : une triangulation semi-analy- 

tique de X est un ensemble ~ de parties semi-analytiques ferm~es de X (les 

simplexes de la triangulation) tel que 

(a) ~ est localement fini et stable par intersection. 

(b) Pour chaque o 6 ~ , il existe un hom~omorphisme Y entre o et un simplexe 
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type An , v~rifiant 

b i) Le graphe I" C ~n X X de y est semi-analytique, et m~me semi-alg~brique en la 

i e-re variable. 

b 2) y transforme l'ensemble des facettes de A n en l'ensemble des 7 E 3 contenus 

dans 0 . 

2.8.2. Soient X un espace analytique s4par4 et 3 un ensemble localement fini de 

parties semi-analytiques de X . Localement sur X , il existe une triangulation semi- 

analytique 3 de X telle que tout F E ~ soit la r4union des simplexes de la 

triangulation qu'il contient. 

D~finition 2.9. Sous les hypotheses 2.2 , une partie P d'un revStement ~ : X ~ X 

de X est dite verticale le long de Y s'il existe une famille finie de parties semi- 

analytiques compactes Pi de X , telles que les Pi- Y soient simplement connexes~ 

et des rel~vements Pi d__£e Pi- Y sur X tels que 

P=U~ i 
i 

2.9.1. Si 3 est une triangulation semi-analytique de X qui induise une triangula- 

N~ 
tion semi-analytique de Y , alors une pattie P de X est verticale si et seulement 

si elle est contenue dans la r4union d'un hombre fini de rel~vements de simplexes 

ouverts de ~ . 

2.9.2. Si X est r4union finie d'ouverts U i , pour qu'une partie 

verticale, il faut et il suffit que P soit r~union de parties Pi 

verticales le long de Y n U i . 

N~ 

P de X soit 

c ~-I(u i) , 

N~ 
2.9.3. Si U est un ouvert de X et P une partie verticale de X , alors, pour 

tout compact K de U , P • ~-I(K) est vertical dans ~-I(u) le long de U n Y . 

N~ 
D~finition 2.10. Sous les hypotheses 2.2, soient ~ : X 

sur X . On dit que f a une croissance mod~r~e le long de 

> X et f une fonction 

Y si pour toute norme 
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IlXll su___/r X , adapt~e ~ X , et route partie verticale P de X , il exlste 

N > 0 tels que 

If(x) I ~ A(I+IIxlI) N su_..~r P . 

Cette condition est de nature locale sur X . 

Exemple 2. ii. Soient X le dlsque, X le dlsque ~point4 et X le rev~tement 

universel de X . Les fonctions multiformes sur X (fonctions sur X z; > z @ 

(p ~ C) et z: > log z , ont une croissance mod~r~e ~ l'origine. 

A>0, 

Lemme 2.12. Sous les hypothAses 2.2, soient V un faisceau analytique coh4rent sur 

X e__~t V 1 , V 2 deux prolon~ements de V en un faisceau analytique coherent sur X . 

Les conditions suivantes sont 4qulvalentes 

(i) I[ existe un ~rolonsement 

V 1 e__! V 2 . 

V' d__ee V sur X et des homomorphismes de V' dans 

(ii) I[ existe on prolon~ement V" d__ee V sur X et des homomorphismes de V I e._~t V 2 

d an s V 'I . 

(lii) Les conditions pr~c~dentes sont v~rifi4es localement sur Y . 

Pour prouver que (i)~-~- (il) , on prend 

V" = V I ~ V2/V' et V' = V 1 n V 2 dans V" ° 

Si (i) est localement vrai, une solution globale est fournle par la somme des images 

de V Iet V 2 dans j,V, pour j inclusion de X, dans X . 

2.13. On dit que deux prolongements V 1 et V 2 de V sont m~romorphiquement ~quiva- 

lents sl les conditions de 2.2 sont v~rifi~es ; on appelle faisceau analytlque coherent 

sur X , m~romorphe le lon~ de Y un faisceau analytlque coherent sur X , muni 

localement sur Y d'une classe d'~quivalence de prolongements de V en un falsceau 

analytlque coherent sur X . S'il existe un prolongement de V sur X qui localement 

sur Y soit m~romorphlquement ~quivalent aux prolongements donn~s, ce prolongement est 

unique h ~quivalence m~romorphe pros ; on dira alors que V est effectivement m~romorphe 
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le lon~ de Y . J'ignore s'il peut exister des faisceaux analytiques cohdrents sur 

X mdromorphes le long de Y qui ne solent pas effectivement mdromorphesle long de 

Y . 

HO(x~,v) * Une section v E d'un faisceau analytique coherent sur X et 

m~romorphe le long de Y , est dlte m~romorphe le lon~ de Y sl, localement sur X , 

elle est d~finle par une section d'un prolongement permis de V . La connaissance du 

faisceau sur X j~ro V des sections de V m~romorphes le long de Y ~quivaut 

celle de la structure m~romorphe le long de Y de V . 

2.14. Supposons X r~duit, et solt V un fibr~ vectoriel sur X , m~romorphe le 

long de Y . On se propose de d~finlr une classe d'~quivalence de "normes" sur V . 

Les "normes" consld~r~es seront des families continues de normes sur les V (x E X ~) 
X 

Si v est une section continue de V , Ivl sera done une fonction positive sur X 

nulle exactement en les points o~ v = 0 . Deux normes , ,]vl I et , ,Iv[ 2 seront mites 

~quivalentes si on a 

(2.14.1) Quels que soient la norme llxll sur X* et le compact K me 

A I ,A 2 , N I , N 2 > 0 tels que 

Iv[1 ~ A 1 (l+ IvI2 sur K n X 

Iv12 ~ A 2 (1+ llxll) N2 IV l l  sur K 17 X* 

X , il existe 

2.15.1 sl v=o n,onpose I~l =Elvll 

2.15.2. Solent x E Y et V 1 un prolongement permis de 

II existe alors un voislnage ouvert U de x et w : V I 

phisme sur U n X . On posera dans U N X 

Ivl® o I®(v) I 

V au voisinage de x . 

> ~n qui soit un monomor- 

2.15.3. Pour x et V I eomme en 2.15.1, il existe un voislnage U de x et un 

~pimorphisme ~ : ~n __~ Vl sur U . On posera (dans U n X ~) 

Ivl~ o in~(w)_- v lwl 
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2.15.4. Comparons 2.15.2 

p h e s ,  d4flnls sur U-Y 

avec ~ un ~pimorphlsme et 

et 2.15.3 . Solent donc U et des homomorphismes m~romor- 

~n , , v  , @  

W un monomorph i sme .  L 'homomorph i sme  m~romorphe uYq e s t  

de n o y a u  e t  d ' i m a g e  l o c a l e m e n t  f a c t e u r  d i r e c t .  Ce c i  e s t  e n c o r e  v r a i  d a n s  l e  sch4ma 

Spec (~ ,X)~  " Yx " On en d ~ d u i t  f a c f l e m e n t  q u e ,  p o u r  r o u t e  f u n c t i o n  h o l o m o r p h e  f darts  

U qui s'annule sur Y , il existe N > 0 , un voisinage ouvert U 1 CU de x et 

C~ : ~m ~ ~" tel que 

n w  = fN . 

Solt K un compact de U 1 . II est clair qu'il existe M > 0 tel que sur K 

I®~ (v>i ~ c~e(l+ llxll)Mlvl 

e t  donc 

(I) Iv1®, cte(l+ llxll) M Iv1~ (,ur K) 

(2) Ivl~ ~ cte(l+llxll) M IfNl Ivlw <Bur ~>. 

A p p l l q u o n s  (2)  ~ u n e  f a m i l l e  f i n i e  de  f u n c t i o n s  

de  d ~ f l n l t l o n  de  Y . 

D t a p r ~ s  2 . 4 ,  2 . 5  , i l  e x i s t e  M' t e l  que 

~3> ~1~1  "~ tie(l+ IIxll~ ~' (HUt ~ 

, e t  b'l et il en r~sulte que darts un voisinage assez petit de x ~vl~ 

~qulvalents an sens 2.14.1. L'~quivalence (2.14.1) est de nature locale sur 

v~rifie d~s furs ~ l'aide d'une partition de l'unit~ la proposition suivante 

fl qul engendre un Ideal 

8ont 

X . On 

Proposltion 2.16. Sous les hxpoth~ses de 2.14, il exlste une et une seule classe 

d l ~ q u i v a l e n c e  ( 2 . 1 4 . 1 )  de  n o r m e s  s u r  V q u i  s o i e n t  l q g a l e m e n t  ~ q u i v a ! e n t e s  ( a u  s e n s  

( 2 . 1 4 . 1 ) )  a u x  nOrmes 2 . 1 5 . 2  e..~t 2 . 1 5 . 3  . 

On a p p e U e r a  m o d i f i e s  l e s  n o r m e s  d o n t  l ' e x i s t e n c e  e s t  g a r a n t i e  en 2 . 1 6  . 
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D~finition 2.17. Sous les hypotheses de 2.14, soient Iv l une norme mod~r4e sur V , 

: X > X un rev~tement de X e~t v une section continue de W V. On dlt que 

v a une croissance mod~r~e le lon E de Y s~i Iv l a une croissance mod~r~e le ions 

de Y (2.10) . 

Dans le cas particuller off W est l'identlt~, on peut se rapporter plutOt 

la ddfinition 2.6 . Tel est le cas dans la proposition blen connue suivante, qui 

montre que la connalssance des normes mod4r4es de V ~qulvaut ~ celle de la structure 

mdromorphe le long de Y de V . 

Proposition 2.18. Sous les hypotheses de 2.14, pour qu'une section holomorphe v 

de V sur X soit m~romorphe le long de Y , il faut et il sufflt que s a croissance 

soit mod4r~e le long de Y . 

L'assertlon est locale sur X , et on se ramona par 2.16, 2.15.2 au cas 

classique off V = ~.. 

Proposition 2.19. Soit un dia~ramme c~utatif d'espaces analytiques s4par~s 

X1 f ) X1 < ~ Y1 

X2 c > X2 < Y2 

avec Y'l ferm6 dans X i , X i = Xi'Yi et donc YI = f-l(Y2) 

(a) 

(b) 

(i a) 

SuE 

Consld~rons les hypotheses 

II existe une pattie K d_~e X I , propre sur 

f estpropre et Indult un isomorphi.sme X 1 

II est clair qua (b) "-'2- (a) . On a 

Si llXll est une norme sur X 2 relativement 

X I relativement ~ X I . 

X 2 , telle que 

N 

• X 2 i 

X 2 ~ alors 

D 

f (Kl )  m X* 
2 

ll c )II est une none 
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(i b) R~ciproquement, s_~i (a) e s t  v~rifi4, et sl !Ixll est une fonction sur X 2 telle 

que llf(x)ll soit une norme sur X I alors llxll est une norme sur X 2 . 

(i c) En particulier , s_~i (b) est v4rlfi~, les normes sur 

X I o_pu X 2 colncldent. 

Soi t n2 : ~2--"> X2 un rev@tement, e__tt Wl : XI > XI 

sur X I . 

X 1 = X 2 relatlvement 

N ~  
(ii a) S_~i P e sC une partle de X I verticale le long de Y1 ' alors 

cale le Ions de Y2 " 

(ii b) R~ciproquement, s_~i (a) est v~rifi4, toute pattie verticale de 

d'une partie verticale de X I . 

(ii c) En particulier, s__~i (b) est v4rifi4, les parties de X I = X 2 

d._ee YI o_~u Y2 coYncldent. 

s o n  i m a g e  r~¢iRroque 

f(P) est verti- 

X 2 est image 

verticales le lon~ 

Solt V 2 un fibr~ vectoriel sur X 2 , mdromorphe le lon~ de Y2 ' et soit 

V I son image r4ciproque. Les images r4clproques des prolon~ements permis de V 2 

d~finissent sur V I une structure m~romorphe le ion S de YI ' et on a 

(iii a) L'ima~e r@ciproque d'une norme mod~r4e sur V 2 est une norme mod4r@e sur V I 

(iil b) R@ciproquement , s_~i (a) est v@rifi@, une norme sur V 2 est mod@r@e d~s que son 

image r~ciproque l'est 

(iii c) En particulier, sous l'hypoth~se (b), les normes mod@r4es sur V I = V 2 relati- 

vement ~ X I o u X 2 coincident. 

Preuve. On a trivialement (ia) + (ib) ==~m (ic) , (ii a) + (ii b) ~ (iic) , (iii a) + 

(iii b) ~ (iii c) et presque trivialement (ia)==m (i b) et (i a)+ (iii a) ~ (iiib). 

Si Y2 est d~fini par des ~quatlons fi = 0 , alors YI est d@fini par 

l'image r@clproque des fl et (i a) r@sulte de la d@finition 2.5 (jointe ~ 2.4.1). 

D'apr~s 2.15.2, 2.16, on se ram~ne ~ v@rifier (iii a) dans le eas trivial 

o~ V = @ . 
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Enfin, si ~2 est une triangulation semi-analytique du couple (X2,Y 2) , 

alors les f-l(@) (s 6 3) forment un ensemble localement fini de parties semi-ana- 

lytiques de X I , et d'apr~s 2.8.2~ il existe localement sur X I une triangulation 

semi-analytique gl du couple (X I YI ) tells que 

Va E 31 ~E ~2 f(~) c 

Les assertions (ii a) (ii b) en r~sultent aussitDt. 

* (D*)n D TM 2.20. Remarques. (i) Prenons X = D n+m et X = X ; Y est donc un divi- 

seur a croisements normaux dans X . Sur is rev~tement universel X de X ~ les fonc- 

tlons arg(z i) (I ~ i ~ n) sont d~finies. II est clair qu'une pattie P de X est 

vertlcale le long de Y si et seulement si son image dans X est relativement compacte 

et que les fonctions arg(z i) (I ~ i K n) sont born4es sur P . 

(ii) La rdsolution des singularit~s ~ la Hironaka et 2.19 (ii c) permet, dans le cas 

g~n~ral, d'expliciter la notion de partie vertlcale ~ partir du cas particulier (1). 

2.21. La proposition 2.19 permet de suivre le programme 2.1 . Soient donc X un 

schdma s4par4 de type fini sur ~ , et X un sch4ma propre sur C contenant X 

comme ouvert de Zariski. Sl 3 est un faisceau alg~brique coherent sur X , on sait 

(EGA I 9 . 4 . 7 )  que ~ p e u t  se  p r o l o n g e r  en un  f a i s c e a u  a l g ~ b r i q u e  c o h e r e n t  31 su r  

X . Les divers faisceaux ~i n d~finlssent sur ~an la m~me structure (effectivement) 

m~romorphe le long de Y = X-X 

On d~duit de plus aussitSt de GAGA [24] que 

Proposition 2.22. Sous les hypotheses 2.21, le foncteur 3 ~ ~an induit une 

~quivalence de cat#~orie entre la cat4~orie des faisceaux alg4briques coh4rents sur 

* X *an X et celle des faisceaux analytiques coh4rents sur , effectivement m~romorphe 

le lon~ de Y . 

D~finition 2.23. Soient X un sch4ma s~par4 de type fini sur C e_~t X comme en 

N* (x*)a n (x.)a n 2.21 . Solent de plus ~ : X > un rev~tement de e__~t V un flbr~ 
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vectoriel al~brique sur X 

(i) Une norme sur X ~ X ~an e s t  u n e  n o r m e  s u r  relativement a X an (2.5). 

N ~ t  ~r 
(ii) Un___e pattie verticale de X est une partie de X vertlcale le Ion~ de Y = X-X 

( 2 . 9 )  

(iii) Une norme mod~r~e sur 

structure m~romorphe ~ l'infinl de 

V est une norme mod~r~e sur V an , relativement ~ la 

V an (2.16). 

(iv) Une section continue v de 

croissance est moddr~e l e  l o n $  de 

w~V est dlte avolr une croissance mod~r~e si sa 

Y (2.17). 

D'apr~s 2.19, ces notions ne d~pendent pas du choix de la compactification 

X d e  " X 

On d~duit d'autre part aussitOt de 2.18 et de GAGA(2.22). 

Proposition 2.24. Soient x un schema s~par~ r~duit de type fini sur 

un fibr~ vectoriel al~brique sur X . Une section holomorphe v d_£e V an 

b r i q u e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  s a  c r o i s s a n c e  e s t  m o d ~ r ~ e .  

¢ et V 

est a l s ~ -  

P r o b l ~ n e  2 . 2 5 .  S o i t  X ffi G/K u n  d o m a i n e  h e r m i t i e n  s y m ~ t r i q u e  (G g r o u p e  de  L i e  

r ~ e l  e t  K s o u s - g r o u p e  c o m p a c t  m a x i m a l )  e t  F u n  s o u s - g r o u p e  a r i t h m ~ t i q u e  de  G . 

Le q u o t i e n t  F ~ G / K  e s t  a l o r s  d e  f a ~ o n  n a t u r e l l e  u n e  v a r i ~ t ~  a l g ~ b r i q u e  q u a s i - p r o j e c -  

t i v e  (Baily et Borel [2]). Une partie P de G/K est-elle vertfcale (2.23) si 

et seulement si elle est contenue dans la r~union d'un nombre finl de domaines de 

Siegel ? 
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3. POles lo~arlthmiques. 

Ce § rassemble quelques constructions "locales ~ l'infini" dont nous ferons 

usage. 

D4finition 3.1. Soit Y un diviseur ~ croisements ' normaux dansune vari6t4 analyti- 

que complexe X , et soit j l'inclusion de X = X- Y dans X . On appelle complexe 

de De Rham logarithmique d__£e X le lon~ de Y le plus petit sous-complexe ~<Y> d__£ 

jw ~w contenant ~ , stable par produit ext~rleur et tel que df/f solt une 

sec t ion  loca le  de ~ < Y >  chaque fo i s  que f e s tune  sec t ion  locale  de j .  ~ , 

m~romorphe le lon~ de Y . 

Y 

Une section de jw ~. est dlte presenter un p01e losarlthmique le long de 
X 

si c'est une section de ~<Y>, 

Proposition 3.2. Sous les hypotheses de 3.1, 

(i) Pour qu'une section 

il faut et il suffit que 

Le faisceau ~<Y > (ii) 

de j~ ~ p r4sente un p01e logarithmique le lon$ de Y , 
X* 

et d~ pr~sentent au Dis des DOles simples le lon~ de Y 

est localement libre, et 

~ <Y> = A <Y> . 

(iii) Si le couple (X,Y) est un produit (X,Y) = (XI,Y I) x (X2,Y 2) i.e. si 

X = X I XX 2 et si Y = X I x Y2 U X 2 x Y1 

alors l'isomorphlsme de ~ avec le ~roduit tensoriel externe ~ . m [2 
X X I X 2 

pr I [~ . ® pr 2 [~ , !nduit un isomorphisme 
X 1 X 2 

* < YI > " ~2 < Y2 > "~> ~ < Y > 

= 

dfn 

(iv) Soient Yi un diviseur ~ croisements normaux dans X. (i = 1,2) et 
l 

un morphisme tel que f-l(Y 2) = YI " Alors, le morphisme f~ : f*('32- £~) 

induit un morphisme "imase r~ciproque" 

f : XI--> X 2 

--> Jl* ~i. 
X I 

.. 1 <YI > * < Y2 > r ~i f*: f* %2 
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Le point (iv) est trivial sur la d~flnition. Solent D le disque unit~ ou- 

vert et D = D - [0} . Pour prouver (i) ~ (iii) , on peut supposer que X est le 

p o l y d i s q u e  D n e t  q u e  X ~ D ~ k  X D n - k  = : 

Y = U Y. avec Yi = pr-l(0)- 
l~i~k l i 

Sous ces hypotheses, on a 

Lemme 3.2.1. Le faisceau ~ < Y > est fibre de base les (dzi/zi)l~i< k et le______ss 

(dZj)k<j~ n • 

lement 

En effet, route section m~romorphe le long de Y de j@ @ 
k k. X l 

f = g. ~ z i avec g inversible, et 
I 

k 

df/f = dg/g + E k i dzi/z i 
i 

s'dcrit loca- 

est comblnaison lin~aire des vecteurs de base proposes, qui sont clairement ind~pen- 

dants. 

De ce le~ne on d~duit aussitot (ii), (iii) et la n~cessit~ dans (i). 

Soit ~ une section de j~ ~v@ v~rifiant la condition de (i). Pour prouver 
2% 

que ~ est une section de .~v@ < Y > il suffit, puisque ce faisceau est localement 

libre, de le prouver en dehors d'un ensemble de codimension complexe k 2 . Ceci permet 

de supposer v~rifi~es les hypotheses de 3.2.1, avec k = I . La forme ~ s'~crit 

alors d'une et d'une seule fa@on sous la forme ~ = ~i + ~2A dZl/Z I , les formes ~I 

et ~2 ~tant telles que dz I n'y figure pas. 

Les hypotheses signifient que 

~2 est holomorphe 

Zl~ 1 est holomorphe 

Zld~ = Zld~ 1 + d~ 2 Adz I est holomorphe . 

D~s lors, dz I A ~I = d(ZlA CLI) + Zl dC~ - d~ 2 Adz I est holomorphe, donc 

aussi c~ I , ce qui prouve (i). 



- 74 - 

3.3. Variantes. 

(3.3.1) Soit f : X ) S un morphisme lisse de sch6mms de caract~ristique z~ro, ou 

un morphisme lisse d'espaces analytiques, et soit Y un diviseur & croisements normaux 

relatifs dans X . La d~finition 3.1 garde un sens et d~flnlt un sous-complexe 

at 4~ w 
~/s < Y > de j~ ,~O~/s (j ~ta~t l'i~cluslon j : x = x- Y ,~X) . La propositio~ 

3.2 reste valable, mutatis mutandis. La formation du complexe ~/S < Y > est compa- 

tible ~ tout changement de base, et ~ la localisatlon ~tale sur X . 

(3.3.2) Solent f : X > S un morphlsme d'espaces analytiques lisses, 0 un point 

de S , et Y un diviseur & croisements normaux de X . Solent S = S - [0} , 

X = X-Y et j l'incluslon de X dans X . On suppose que 

(a) dlm(S) ffi I 

(b) flf-l(s *) est lisse, et 

relatifs de f'l(s~) 

Y ~ f-t(sW) est un diviseur & croisements n o r m a u x  

(c) Y D f'l(0) . 

~ <-y > . 
On d~finit alors le complexe ~/S< Y > comme l'image dans J~t %* de 

Localement pros de 0 et f-l(o) , on peut trouver des syst~mes de 

X et z sur S , tels que z(O) ffi 0 , que 

k e i 
zof = ~ z i (k ~ n, e i > 0) 

0 

et que Y admette l'4quatlon ~ z i = 0 (k ~ ~ ~ n) .Dans un tel syst~ne de coot- 

0 dz i 
)l~i~L et les donn~es, le faisceau /S < Y > est llbre de base les ( z. 

l 
(dzj)£<j~, . Dans ~/S < Y > , on a en effet la relation 

df k dz i 

~-= ~ e i zi = 0 

c o o r d o n n ~ e s  ( Z i ) o  ~ i ~ n s u r  

i 
On en  d ~ d u i t  q u e  ~ / S  < Y > e s t  l o c a l e m e n t  l i b r e ,  que  

(3 .3 .2 .1 )  ~ n~/s< y > ~,~ /s < y > 

e t  que  l a  s u i t e  
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f~ 
f~ 

] i ] 

(3.3.2.2) 0 > ~<0> ~ ~<Y> ~ ~/s<Y> lli~ O 

est exacte et localement scindable. Ceel jouera un r{)le clef au § 7 ,sous la forme 

sulvante. 

Lemme 3.3.2.3. Tout champ de wecteur v ° sur S ~ s'annulant en 

sur X se relever en un champ de vecteur v qul v~rlfle 

0 ,peut localement 

< v,~ <Y >>c~ X 

4t 

Le transpos~ du monomorphisme direct f de 3.3.2.2 est en effet un 4pi- 

morphlsme. 

(3.3.3) Le lecteur transposera (3.3.2) au cas d'un morphisme de schdmas de type fini 

sur C , f : X > S , v~rlflant les conditions analogues ~ 3.3.2 (a) (b) (c). 

3.4. Soit Y un diviseur ~ croisoments normaux dans S . Localement sur X , Y est 

somme de divlseurs lisses Yi .On d~signe par YP (resp par ~P) la r4unlon (resp la 

YP , ainsi d~finis loca- 

~P se recollent en la 

= yl . Soit a : YP--~ X 

somme disjolnte) des intersections p ~ p des Yi ; les 

lement~ se recollent en un sous-espace YP de X , et les 

vari~t~ normalls4e de YP . On a ~o ffi yO = X , et on pose 

la projection. 

Si, ~ chaque point y 6 Y ~p , on associe l'ensemble des p germes de compo- 

sante locale de Y en a(y) qul contlennent l'image dans X du germe de volsinages 

de Y darts Y~P , on d4finlt sur ~ un syst~me local E d'ensembles a p ~l~ments. 
P 

D~slgnons par e p Is syst~me local de rang un sur ~ p 

E 
cP=~¢P 

On a (eP) @2 =~ . Si Y est some de divlseurs lisses 

ordre total sur I trivialise les eP . 

(Yi)i 6 I ' le choix d'un 

3.5. D~slgnons par Wn( <Y>) le plus petit sous-8-module de ~<Y> , stable 

par produit ext~rieur avec les sections locales de ~ , et contenant les prodults 

dfl/f I A ... A dfk/f k 
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pour k ~ n et pour fi section locale m~romorphe le long de Y de J. 0 , . Les 
X 

W n fOrment une filtration croissante de ~ < Y > par des sous-complexes, appel6e 

la filtration par le poids. On a 

Localement sur X , ~crivons Y comme somme finie de diviseurs lisses 

(Yi)iqI d'~quation t i = 0 . Soient q une injection de [l,n] dans I , e(q) la 

ffi _ Yq(1) section correspondante eq(1) A ... A eq(n) de e n sur la composante Yq .K~ 

de ~n , et a la projection de Y dans X . 
q q 

L'appllcatlon Po de ~ dans wn/w n-I (~n < y >) donn~e par 

(3.5.2) : > dtq(1)/tq(1) A . . .  A dtq(n)/tq(n) A 

' sont un autre choix , les ne d~pend pas du choix des t i : si les t i 

dtl/t I - dt~/t~ ffi d(ti/t~)/(ti/t ~) sont en effet holomorphes, et 

Po(~) - P~(~) E wn-l(~ n<Y>). De mSme, Po(tq(1).B) = 0 et 0o(dtq(i) A6) 

sorte que Po se factorise par 

= O d e  

La trivialisatlon 

Pl : aq~ ~ • wn/wn-l(~ +n <Y>) 
q 

e(q) de c nlYq identifie Pl 

P2 : aq, ~ (e n)[-n] ~ Gr W (~<Y>) 
q 

Enfln, la somme des morphismes 

complexes, 

(3.5.3) p : a~ %n (e)[-n] 

Ce morphisme d~fini 

sur X . 

P2 pour les diff~rents q d~finit un morphisme de 

• Gr W (~<Y>) 

localement par (3.5.2), se recolle en un morphlsme de complexes 

Proposition 3.6. Les morphismes 3.5.3 sont des isomorphismes. 

Sl le couple (X,Y) est un produit (X,Y) = (XI,Y I) X (X2,Y2), i.e. 

si X = X I X X 2 et si Y = X I x Y2 U X 2 x YI' 
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alors la filtration par le poids sur ~X <Y> est produit tensoriel externe, via 

3.2 (iii), des filtrations par le poids sur les ~f~'l<Yi> . On a donc 

W 4~ W w ~ W 
(3.6.1) Gr (~I<Y>) ~ Gr (~2<Y2 >) ~ Gr (~X <Y>) 

Les isomorphlsmes 

p+q = n 

e n = 1[ cP ~ C  q 
p+q=n 

, et 

induisent un isomorphisme 

(3.6.2) 5~ a~ ~'~ (¢P)[-p] ~ ~. a~ Oyq (cq)[-q] 
p ?P p 

N ~$ (¢n)[_n ] 
> E a~ n 

n 

De plus, via (3.6.1) et (3.6.2), on a 

(3.6.3) Pl ~ P2 = p 

Pour que p soit un isomorphisme, il suffit donc que les Pi en soient. 

Le probl~me ~tant local sur X , ceci nous ram~ne au cas trivial o~ dim(X) = i . 

3.7. L'isomorphisme inverse de p s'appelle le r~sidu de Poincar~ 

(3.7.1) Res : Gr W (~<Y>) " ~Pn (cn)[-n] . 

Y 

Nous n'aurons ~ en faire usage que dans le cas p = i . Ii d4finit alors 

] 
(3.7.2) Res : ~<Y> > 

2~ 

Si b est un fibr4 vectoriel sur X , le morphisme 3.7.2 s'4tend par 

lin4arit4 en 

i 
(3.7.3) Res : ~$<Y> (b) > ~N ® 

Y 

Pour chaque composante lisse Y~ de Y , il d~finit 
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(3.7.4) Resy. : ~<Y> (~) > ~IYi . 

3,8. Sous les hypothases de 3.1, soit ~ un fibr~ vectoriel sur X , muni d'une 
O 

connexion int~grable V • On suppose que bo est donn4 comme dtant la restriction 

@ 
X d'un fibr~ vectoriel b sur X . Localement sur X , le choix d'une base e de 

permet de d~flnlr la "matrlce de la connexion" 

(3.8.1) 

Un changement de base e > e' modifle F par l'addltion d'une section de 

~(End(~)) La "partle polalre de F (I 3.1.3). 

ne d~pend donc que de ~ et V . On dlra que la connexion V a au pis un pole 

logarithmlque le lon~ de Y si dans route base locale de ~ , les formes de connexion 

pr~sentent au pis des poles logarithmiques le long de Y . Dans ce cas, le r~sldu 

de la connexion F le long d'une composante locale Y. de Y est ddfini (3.7.4) 
1 

(3.8.3) Resx.(r) E End(~IY i) 

IIne d~pend que de D et V . De fagon plus globale, si i : ~ > X est la projec- 

tion sur X du normalls~ de Y , le r~sidu de la connexion le long de Y est un 

endomorphisme de i@~ 

(3.8.4) Resy(F) q End(i~qf) 

3.9. Pla~ons-nous sous les hypotheses 3.8, et raisons les hypotheses suppl~mentaires 

a) Y est somme de diviseurs lisses (Yi)l~i~n (tel est toujours localement le cas). 

' = YP -i~ 
Pour P c [1,n] , on pose Y ffi N Yi et Yp Yi " 

b) La connexion de ~ a au pls un pole logarithmique le long de Y . 

Le dual du fibr~ vectoriel ~<Y> est le fibr~ T~<-Y> des champs de 

v sur X qui v~rlflent v e c t e u r s  
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(3.9.1) Pour P C If,hi , vlY P es~ tangent ~ Yp . 

S i  un  champ de  v e c t e u r  v v ~ r l f l e  ( 3 . 9 . 1 )  , e t  s l  g e s t  =ne s e c t i o n  de  

If , a l o r s  V ( g )  e s t  e n c o r e  u n e  s e c t i o n  r ~ g u l i ~ r e  de  If . Sa r e s t r i c t i o n  ~ Yp 
v 

n e  d 4 p e n d  que  d e  g lYp e t  d e  l ' i m a 8 8  de  v d a n s  T x < - Y > ®  ~ p  • 51 s e s t  u n e  

1 
s e c t i o n  l o c a l e  d e  l ' ~ p i m o r p h l s m e  ~ v ~ e n t  de  T x < - Y > ®  ~ p  d a n s  s o n  i m a g e  d a n s  l e  

fibr~ tangent ~ Yp alors, ~ (g) d~finlt une connexion V sur ~]Y~ 
' s ( v )  s 

o 

i . La Un crochet de Lie est d~finl, par passage au quotient, sur TX<-~>~ ~p 

connexion Vest int4grable si $ commute au crochet ;elle pr~se~te au pls un 
s 

p01e Iogarithmique le long de YP [~ ~ Yi " 
~ P 

Un c a l c u l  f a c i l e  m o n t r e  que  

Proposition 3.10. Sous les hypotheses et avec les notations pr~c4dentes : 

(1) Sur 

( I O  s_! 

Yi N Yj , on a [Resyi(F),ReSyj(r) ] = 0 

i E P , on  a s u r  Y; s V ~ e s Y i ( F )  = 0 . 

On d~duit de (li) pour P = [i] que le polynome caract~ristlque de 

e s t  c o n s t a n t  s u r  Y .  . 
1 

R e s Y i ( F )  

co,~e i. 17. 

On pourrait aussi d~duire 3.10 de la proposition suivante, qui se d~montre 

Proposition 3.11. Soient If un flbr~ vectoriel sur X = D n , Y = [0} X D n-I 

X = X-Y , e t F une connexion intuitable sur ICIX ~ pr~sentant un pole lo~arith- 

mique le lon~ de Y . Solt T la transformation de monodromie de I~IX ~ d~finle par 

le ~n~rateur positif de TTI(X* ) ~ ~I(D ~) = 7z (cf. 1.15) . L'automorphisme horizontal 

T de ]siX se prolon~e en un automorphisme de ~ , encore not~ T , e__~t 

TIY ffi exp(-2~i Resy(F)) 

3.12. Soient X une vari~t~ analytique complexe, Y un divlseur ~ croisements 

normaux et j l'incluslon j : X = X-Y • X . Pour If un fibr~ vectoriel sur 

.m ¢~ 4~ 
X , on d ~ s i g n e  p a r  j ~  j If l e  f a i s c e a u  d e s  s e c t i o n s  de  If s u r  X , m ~ r o m o r p h e s  

l e  l o n g  de  Y . 
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Localement sur X , Y est r~union de dlviseurs lisses Y. , et on d~finit 
1 

m j~ .m 
la filtration par l'ordre du p01e P de j, @ ffi j. ~X* par la formule 

(3.12.1) pk(.m * J. j @) = E @ (~q(ni+ I) Yl) 

avec = {(ni) I ~ n I ~ - k et Vi n I ~ O} . 

.m 
Cette construction se  globalise e t  fournlt sur j. @ . 

X 
exhaustive telle que pk = 0 pour k > 0 . 

une filtration 

Soit ~ un fibr~ vectoriel sur X , et r une connexion int~grable sur 

~IX ~ pr~sentant un pole logarithmique le long de Y . On appelle encore filtration 

.m j* * @ 
par l'ordre du pole la filtration sulvante P du complexe j, ~(~) = J*'m OX.(~) : 

( 3 . 1 2 . 2 )  pk(j..m C~.(If)) ~ pk-p(j.m @X.) ® ~ ® Ir 

On d~duit du fair que r pr~sente au pis des poles logarithmiques le long 

de Y que 

a) la filtration P de (3.12.2) est compatible aux dlff~rentielles ; 

b) ~<Y> (~) est un sous-complexe de j. @ 

De plus, 

@ 
c) dans les complexes Grp(j,n .m ~,(~)) , les op~rateurs d sont ~x-lln~aires ; 

d) la filtration P induit sur ~<Y> (~) la filtration de Hodse F par les 

tronqu~s bores ~p , d'oO un morphisme de complexes filtr~s 

(3.12.3) (~x<Y> (~),F) ~ (J~ ~ Ox.(~),P) 

Proposition 3.13. Avec les hypotheses et notation de 3.12, et si les r~sidus de la 

c o n n e x i o n  F l e  lon~  d e s  d i v e r s e s  c o m p o s a n t e s  l o c a l e s  de Y n ' a d m e t t e n t  a u c u n  e n t i e r  

strictement positif p o u r  valeur propre, on a 

(i) le morphisme de complexes (3.12.3) est un quasl-lsomorphlsme 

(ii) plus prdcis~nent, il induit un quasl-isomorphlsme 
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(3.13.1) GrF(~<Y>(It)) • Grp(j m ~,(~)) 

II suffit de prouver (ii), qul signifie encore que, pour chaque 

OX,(b)) [p] est une r~solution de ~<Y>(it) . 

P , 

l~re r~duction. 

Extensions. Si It est une extension de flbr~s h connexion v4rifiant 3.13 : 

0 > I;' ) It > It" > 0 , 

les lignes du dlagramme 

m" 
0 ) Grpj . ( i t ' )  • Grpj.~.(it) ~ G r p j . % . x .  ( i t")  • 0 

sont exactes. Pour que (3.13.1) soit un quasi-lsomorphisme, il suffit donc que les 

morphismes analogues relatifs h It' et It" en soient. 

2e r4ductlon. 

Prodults. Supposons que (X,Y) soit le prodult de (XI,Y I) et (X2,Y2) , et que 

soit le produit tensoriel externe ~ = bl ~ b2 de fibr4s h connexion Iti v~rlfiant 

sur (XI,Y i) les hypotheses de 3.13. 

L'isomorphisme 3.2 (iii) identlfle la filtration de Hodge de ~<Y> au 

produit tensorlel externe des filtrations de Hodge des ~.<Yi > ' d'oh un Isomorphisme 
z 

~vident 

(3.13.2) GrF(~I< YI > (itl)) m GrFC~2<Y 2>(It2 ) 

> GrF(~<Y > (it)) 

L'isomorphisme 4vident 
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m ~ 
identifie la filtration P de j~ OX~ au produit tensorlel externe des filtrations 

des 3~ n e • On a donc 
X. 
l 

(3.13.3) Grp(j: O**(~p) R Gr (j: n ,(b2 )) 
X 1 P X 2 

) Grp (J: ~t~t(~)) 

X 

Le morphisme (II3. D s'identifie, via (3.13.2) et (3.13.3), au produit tensoriel externe 

des morphlsmes analogues relatifs ~ ~i et ~2 " Les complexes consid4r~s ayant des 

diff~rentielles ~x-lin4aires (3.12 d)), pour prouver que (3.13.3) est un quasl-iso- 

morphisme, il suffit de le prouver pour ~i et ~2 " 

Cas des coefficients constants. Prouvons (3.13) (ii) lorsque les conditions suivantes 

sont v~rifi~es : 

(3.13.4) X est le polydisque ouvert D n ; 

-1 (0) ; (3.13.5) on a Y = U Yi avec Yi = Pri 
l~i~k 

(3.13.6) ~ est le fibr~ vectoriel constant d~fini par un vectoriel V et la 

connexion s'4crit 
dz i 

F = Ei Fi zi 

avec F i 6 End(V) et F i = 0 pour i > k . 

La connexion dtant int~grable, les I" i co~mutent deux ~ deux et il existe 

une filtration finie G de V j stable par les I" i , et telle que dim GrG~(V) ~ I . 

D'apr~s la l~re rdduction, on se ram~ne ~ supposer que V = ¢ , auquel cas F i s'iden- 

tifie ~ un scalaire Yi " Le fibr~ ~ connexion If est alors produit tensoriel externe 

d z )  
des fibres (@'Yi -~ sur D La 2e r~duction permet de ne traiter que le cas o~ 

a+ m 
n = I . Si k = 0 , i.e. si Y = ~ , alors ~<Y> = j~ %a+ et F = P . Si k = I 

i.e. si Y = [0] , alors 

a) pi(jm ~ (If) = 0 pour i > -1 
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b) 
I~ si p = 0 

. (I0) = 
<Y > (~) sl p = i 

C) 0 m Grp(j~ ~X~(~)) est le complexe 

bz+ Y i I 

Sl y - i # 0 , alors coker(d) = 0 et Ker(d) = ~ = ~<Y> (~) 

d) Pour n > 0 , Grpn(j OX.(If) est le complexe 

n+l n 
Z Z 

~z + Y i ~/-~+ i ~ 
Z Z 

Cecl v~rlfie 3.13 (ii) cas par cas. 

Cas g~n~ral. Le probl~ne ~tant local, on peut supposer v~rifi~es les conditions 

(3.13.4) et (3.13.5) et on peut se contenter de prouver que legerme en 0 de 

(3.13.11 est un quasi-isomorphisme. 

Pour 0 < It[ ~ I , soit ~t le fibr~ ~ connexion image r~clproque de 

par l'homoth ~tie H t de rapport t . Pour t • 0 , les ~t "tendent" vers le fibr~ 

vectorlel constant ~ d~finl par la fibre V de ~ en 0 , muni d'une connexion 
O O 

v~rlfiant (3.13.4)(3.13.51 et (3.13.6). 

Plus pr~cis~ment, soient H et i t les morphismes 

H : D n × D • D n : (x,t) : > t.x , et 

i t : D n • D n X D : x : > (x,t) 

= On a donc H t H o i t La connexion V de ~ a pour image r~ciproque une con- 

nexion V I sur H~ItlH-I(x~I . La connexion relative (relative h Pr2) correspondante 

se prolonge ~ H~(~)IX ~ xD . Posant ~t = i~ H~ on a pour t # 0 un isomorphisme 
t 

d e  fibres ~ connexion 

( 3 . 1 3 . 7 )  l~ t _~ H t ( l ~  ) 

Pour t = 0 , on a un isomorphlsme de fibr~ vectorlel 
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(3.13.8) ~o = ~(~) = ~x@¢ Vo 

et la connexion de ~olX W v4rifie (3.13.4) (3.13.5) et (3.13.6). 

La variante relative de 3.12 fournlt un morphisme de complexes filtr4s 

(3.13.19) cp : (~XD/D<YXD>(H@I;),F) > (.m]. ~X*XD* (H~),P) 

Les complexes graduds associ4s sont plats sur D (via pr 2), leurs composantes gradu4es 

homog~nes sont coh~rentes, et les diff~rentielles sont ~XXD -lin4aires" On salt d4j~ 

que i o*Gr(~0) est un quasl-isomorphisme. Ii en r~sulte que itGrP(~0) (la fl~che 3.13.1 

pour I; t) est un quasi-lsomorphisme pros de 0 , pour t assez petit. Les Is t ~tant 

* p 
isomorphes entre eux pros de 0 pour t # 0 (3.13.7), ilGr (cp) est un quasi-isomor- 

phisme pros de 0 , ce qui prouve 3.13. 

Corollaire 3.14. Soient X un schema llsse sur C , Y un diviseur a croisements 

normaux dans X , j l'inclusion de X = X- Y dans X , ~ un fibr4 vectoriel sur 

e_~t F une connexion int~grable sur ~IX e, pr~sentant un pole logarithmique le long 

d__ee Y . On suppose que les r~sldus de la connexion le lon8 de Y n'admettent aucun 

entier positif pour valeur propre. Alors 

(i) L'homomorphisme de complexe 

i : O~ < Y >(I;) > j. ~X.(I~) 

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomolo~ie (Dour la tooolo~ie de Zariskl) 

(ii) Plus pr@cis@ment, i est injectif, et il existe une filtration croissante 

exhaustive du complexe Coker(i) , dont les quotients successifs sont des complexes 

acycllques dont la diff@rentielle est lln@aire. 

La filtration P de 3.12 a un analogue alg@brique @vident, v@rifiant 

encore les conditions a) ~ d) de 3.12. Le corollalre r@sulte de l'@nonc@ plus pr@cis 

que (ii) comme quoi les complexes 

• . 

G i = Gr1(j. OX.(b)/~ X <Y >(k)) 
P 

sont acycliques. Ces complexes ont des diff~rentielles Ox-lin4aires et, d'apr~s 3.13, 
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lee (Gi) an sont acycliquee. Par platitude de 

acycliques, ce qui ach~ve la d~monstration. 

@ 
X an 

sur ~X ' lee G i sont done 

Corollaire 3.15. Sous les hypotheses de 3.14, on a 

* k * * 
m k (X,~x<Y> (~)) ~> m (X ,~X.(~)) 

Le morphisme j est affine. On a done 

R k ~.(~) = 0 pour k > 0 J. 
l 

et d~s lors 

m (x,j. ~x.(~)) ~ m (x , ~x.(~)) 

D'autre part, d'apr~s (3.14)(i), on a 

m (x, n x <Y>(~)) ~ m (x,j. ~x.(~)) 

Remarque 3.16. II est facile de g~n~raliser 3.13 et 3.14 ~ des situations rela- 

tives, pour f : X ~ S un morphisme lisse (S espace analytique ou schema de caract~- 

ristique 0) et pour Y un diviseur ~ croisements normaux relatifs. 

4. R~ularit~ en dimension n . 

Th~or~ne 4.1. Soient X un espace analytique complexe, Y une partie analytique 

ferrule de X , telle que X = X - Y soit lisse, X' le normalis~ de X et Y' 

l'image r~ciproque de Y dans X' , V un fibr~ vectoriel sur X , m~romorphe le 

lon~ de Y , e__~t V une connexion sur V . Les conditions suivantes sont dquivalentes. 

(i) II existe un ouvert U d__e Y' , contenant un point de chaque composante de codi- 

mension un de Y' , et un isomorphisme ~0 entre un voisina~e de U dans X' e___t 

U X D (D disque unit~), induisant l'application identique de U dans U X [0} , 

tels que, pour u q U , la restriction de ~0 V ~ u × D soit r~$uli~re en 0 
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(ii) Pour toute application ~ : D ) X avec 

V par ~ est r~ull~re. 

(iii) Lea sections horizontales (multiformes) de 

de Y . 

-l(y) = [0] , l'ima~e r~ciproque de 

V ont une croissance mod~r4e le lon~ 

D'apr~s (i), ces conditions ae v~rifient "en codimension un ~ l'infini" aur 

le normalis~ de X • Pour Y diviseur ~ croisements normaux dans X lisse, elles 

4quivalent encore 

(iv) Pour tout y E Y , il exlste un voisina~e ouvert U d_~e y et une base 

e : ~d > V de V sur U-Y , m~romorphe le long de Y , telle que la matrice de 

la connexion (une matrice de forme diff4rentielle) pr~sente au pis un p01e lo~arith- 

mique le long de Y . 

Caa I. Y eat un diviaeur ~ croisementa normaux dans X liaae. 

L'image r4ciproque d'une forme diff~rentielle pr4sentant au pis un pSle 

logarithmique est encore de m~me nature. On en d4duit que (iv) ~ (ii) ==~ (i) . On 

d~duit par ailleurs de 1.19 que (iii) ===~ (i). 

Pour prouver que (i) ===~ (iii),(iv), on se ram~ne au cas o~ X = D n+m , 

Dan Dm n ~n 
X = X , Y = ~ Yi ' Yi = Pr~([O]) " On a wI(X ~) ~ , et le syst~me local 

n 
d~fini par V aur X eat donc d~crlt par T : ~ > GLd(C) ; d~aignons par T i 

lea images des ~l~menta de base ~n (ce aont lea "transformations de monodromie"). 

Choiaiaaons des matrices U i , connnutant deux ~ deux, et telles que exp(-2ui U i) = T i . 

dz i 
Soit V ° le fibr~ vectoriel ~d , munl de la connexion de matrice F ° = ~ U i z. 

i 

On d4duit de (1.17.1) que V a m~me monodromie que V . Sur X , il existe donc 
o 

un isomorphisme v de flbr~s ~ connexion entre V et V . II eat clair que V 
o o 

v~rifie (ill) et (iv) ; il sufflt donc de prouver que v eat compatible aux structures 

m4romorphe8 ~ l'infinl de V et V ° . On le v~rifie tout d'abord pour n = 1 , et 

lorsque V v~rifie 

(i') Ii exiate U C D m , non vide, tel que, pour u E U , VID X u soit r~gulier 

l'origine. 
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S i  on c o n s i d ~ r e  v com~e une  s e c t i o n  de H o m ( V o , V l ) ,  c e l a  r ~ s u l t e  du lemme 

s u i v a n t  

Dm+l Lemme 4.1.1. S olen~ V un flbr~ vectoriel sur X = -([0] ×D m) , mdromorphe 

le long de [0] × D m , et solt v une section de V . On suppose qu'il exlste un ou- 

vert non vide U de Y tel que pour u dans U , la section riD @ X u de V ID ~xu 

solt m~romorphe en 0 . Alors, u est m4romorphe le lon8 de Y . 

Localement pros de Y , il exlste des monomorphlsmes m~romorphes 

: V ~ ~k . Pour le voir, on prend un prolongement permis V 1 de V sur D n+l , 

et un ~plmorphlsme • : ~k ~ V I . Le transpos~ t : Vl ~ ~k de ~ Induit alors 

%Ix*: v " 

o 
I I  s u f f l t  donc  de p r o u v e r  4 . 1 . 1  p o u r  V ffi ~ . S o i t  donc  v E H (X ,~ )  , e t  

soit F n l'ensemble des points y de Y tels que vlyXD pr~sente au pis un pole 

n-uple en 0 . L'ensemble F est ferm4, car, sl z d~slgne la premiere coordonn~e 
n 

w 
sur X pour qu'une fonction f sur D pr~sente au pls un pole n-uple, il faut et 

il suffit que 

~ f(z) z k dz = 0 (k ~ n) 

P a r  h y p o t h ~ s e ,  l a  r ~ u n i o n  d e s  

n 
a un point int~rieur e t  z v 

F n a un p o i n t  i n t ~ r i e u r .  D ' a p r ~ s  B a l r e ,  un  d e s  F n 

est holomorphe sur un ouvert de Y ,donc partout. 

A c h e v o n s  l a  d ~ o n s t r a t i o n  d a n s  l e  c a s  1. S i  l a  c o n d i t i o n  ( i )  e s t  v ~ r i f i ~ e ,  

a l o r s ,  au  v o i s i n a g e  d e s  p o i n t s  de U e t  d a n s  d e s  c o o r d o n n ~ e s  c o n v e n a b l e s ,  l a  c o n d i t i o n  

( i ' )  l e  s e r a ,  donc  a u s s i  ( i i ) ,  donc  ( i ' )  d e n s  t o u t  s y s t ~ m e  de c o o r d o n n ~ e s .  R e v e n a n t  

au  c a s  X = D n+m c o n s i d ~ r ~  p r ~ c ~ d e , n n e n t ,  on v o l t  que  v e s t  m~romorphe  au  v o i s i n a g e  

de  t o u t  p o i n t  l l s s e  de Y , d o n c  en  d e h o r s  d ' u n e  p a r t i e  de X de c o d l m e n s i o n  ~ 2 , 

donc  e s t  p a r t o u t  m ~ r o m o r p h e .  

Cas 2. X n o r m a l  ; p r e u v e  de ( i )  ~ -  ( i i ) .  

Soit X ° le plus grand ouvert de X o~ X est lisse et Y un diviseur 

lisse. D'aprAs ce qui precede, 11 suffit de prouver que la condition (il) est v~rlfi~e 

chaque lois que ~(0) E Yo = X ° n Y , alors elle est v~rifi~e en g~n~ral. Pour prouver 
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ce point, on utilisera un argument de sp~cialisation. 

Lemme 4.1.2. Soient X , Y e~t X = X-Y comme en 4.1 , y E Y , e t C une courbe 

r~duite sur X v~riflant C n Y = [y} . II exlste dans un voisina~e U de y une 

fonctlon holomorphe f , telle que le lieu Z d'~quation f = 0 soit lisse en dehors 

de U- Y , contienne C et soit purement de codimension un dans X . 

Soient pros de y fl "'" fk une famille d'~quations qui d~finissent C . 

Pour route famille ~ E C k , soit z(%)_ le lieu d'~quation E %ifi = 0 . La partie 

fixe de la famille z(%) est r~duite ~ C . D'apr~s le lermme de Bertini (ou d'apr~s le 

lemme de Sard appliqu~ ~ la fonction ~ sur l'ensemble des couples (x,~) avec 

E ~ifi(x) = 0 ) , pour ~ assez g~n~ral, z(%) est non singulier en dehors de Y 

et C . En tout point de C-Y proche de y , un des fi sfannule simplement. Pour 

U assez petit, un z(~) g~n~ral est donc lisse le long de C-Y , et v~rifie 4.1.2 . 

Soit maintenant ~ : D ~ X avec -l(y) = {0}. 

Rempla~ant X par un voisinage de ~(0) et D par un disque plus petit, 

on peut supposer que C = ~(D) est une courbe ferm~e sur X , et il suffit de prouver 

que VIC est r~gulier en 0 (ef. 1.13). On d~duit par r~currence de 4.12 qu'il 

existe au voisinage de ~(0) fl...fn tel que le lieu C I d'~quation fl...fn = 0 

soit une courbe contenant C de codimension n , et lisse en dehors de C I nY = [~(0)~. 

Soit f le morphisme de X dans C n de coordonn~es les f. . Si on se restreint 
i 

des voisinages de ~(0) et 0 convenables, flY est un morphisme fini, et f(y_yO) 

est un sous-espaee analytique propre. Si D est un petit dlsque de centre 0 sur une 

droite passant par 0 assez g~n~rale de C n , la courbe f-l(~) (~ ~ D - ~0}) coupe 

donc Y en dehors de Yo " Par hYpoth~se, Vlf-l(%) est donc r~gulier le long de 

f-l(%) n Y ; par sp~ciallsation (1.24) V]f-l(0) = VIC I est donc r~gulier en ~(0) , 

eta fortiori VIC l'est. 

Cas ~n~ral. 

Les applications de D dans X correspondent bijectivement ~ celles de 

D dans X' . La condition (ii) sur X ~ Yet V ~quivaut donc ~ la condition analogue 
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sur X' , Y' et l'image r~ciproque de V . La m~me 4quivalence vaut pour (iii) 

(par 2.19). On peut donc supposer X normal, et (1) ~ (ii) . 

D'aprAs Hironaka [12], localement sur X il existe une r4solution des 

singularit4s u : X I > X telle que 

- ~ est projectif, et bir~gulier hors de Y 

- X 1 est lisse, et -l(y) un divlseur ~ croisements normaux. 

A nouveau, la condition (ii) (resp(iii)) sur (X,Y) ~quivaut ~ la mSme 

condition sur (XI,Y I) . Pulsque (i) ~ ~ (li) , la mSme ~quivalence vaut pour (i) , 

et on conclut par le cas I. 

D~flnition 4.2. Sous les hypotheses de 4.1, on dlt que (V,V) est r4gulier le long 

de Y si les conditions ~qulvalentes de 4.1 sont v~rifi4es. 

Proposition 4.3. Avec les hypotheses et notations de 2.19, soit V un fibr~ vectorlel 

sur X 2 , m~romorphe le lon~ de Y2 ' et munl d'une connexion int~rable. Alors 

(a) S_~i V est r45uller, alors f V est r~ulier 

(b) Si la condition 2.19 (a) est v4rlfi~e et f V r~sulier, alors V est r4~uller. 

D'apr~s 2.19, ceci est clair sur 4.1 (iii). 

Proposition 4.4. 

s4par4e X . Soit 

de Y = X-X . Pour q 

lentes 

(1) V an est r~ulier le lon~ de Y 

(ii) Pour route courbe al~brique llsse C trac4e sur 

X) VIC est r~ulier (1.21). 

Pour X normal, ces conditions ~quivalent 

Soit V un fibr~ vectoriel sur une vari4t4 a154brique complexe lisse 

une compactiflcation de X ; V an est alors m4romorphe le lon5 

une connexion sur V an , les conditions suivantes sont 4quiva- 

(iii) 

mension un de 

X (et localement ferm~e dans 

V est al~brique, et pour tout point ~n~rique ~ d'une composante de codl- 

Y , il existe au voisina~e de ~ un champ de vecteurs ai~brique v , 

transversal ~ Y (de sorte que le triple (%,~,~v) v~rifie (1.4.1)), tel que V 
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induit sur le corps des fractions K d__ee % , muni de 

rd~uli~re au sens (1.11) . 

(iii') Idem pour tout champ v de ce type. 

~ un vectoriel ~ connexion 
V 

On a (li) ffi=~ 4.1 (i) ~ > 4.1 (ii) ~. (ii) . D'autre part, 4.1 (iv) 

impllque que ~ est m~romorphe en codimension un sur X ~ donc est m~romorphe, donc 

est alg~brlque par GAGA. On a alors 

(iii') ~ (iii) ~' 4.1(i) > 4.1(iv) ~ (lii') . 

D4flnition 4.5. Sou s les hypothases de 4.4, on dit que (V,V) est r4&ulier si les 

conditions ~quivalentes de 4.4 sont v~rifi~es. 

Si (V,V) est un fibr4 vectoriel ~ connexion int4grable alg4brique sur X , 

il est clair sur 4.4(ii) que la r4gularit~ de V est une condition purement alg4brique 

ind~pendante du choix d'une compactification. On peut, de plusieurs fa~ons ~quivalentes, 

lui donner un sens pour X sch4ma lisse de type fini sur un corps k de caract~ris- 

tique 0 . On peut, par exemple, prendre 4.4(ii) ou (iii) pour d~finition. Nous nous 

restreindrons par la suite au cas o~ k ffi ~ . Par le principe de Lefschetz cecl ne 

restreint pas la gdn~ralit~. 

Proposition 4.6. Soit X une yari~t~ al$~brique complexe (lisse) 

(i) Si V' ~ V ; V" 

connexion int~rable sur 

e s t  une suite e x a c t e  horizontale d e  flbr~s vectorlels 

X , at si V' e__%t V" sont r~uliers, alors V est r~gulier 

(ii) s_! v I e_~t 

alors V 1 ® V 2 , 

V 2 sont deux fibres vectoriels ~ connexion intuitable r~uli~re ~ 

v P 
Hom(VI,V2), V I , A V I , sont r~uliers 

(iii) Soient f : X > Y un morphisme de schemas lissessur C , e_tt V u~n 

fibr~ vectoriel ~ connexion int~rable sur Y . S~i V est r~gulier, alors f V est 

r~ulier. R~criproquement, s~i f~V e st r~ulier et f dominant~ alors V est 

r~sulier. 

Les assertions (i) et (ii) r~sultent aussitOt de la d~finition par 4.4(ii) 
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et 1.13. Ii est clair sur 4.4(iii) que la r~gularit~, se v~rifiant en codimension 

un ~ l'infini, est une notion blrationnelle. Ceci permet, dans (iii), de remplacer 

"f dominant" par "f surjectif" . On applique alors 4.4(ii) et 1.13(iii) en notant 

que pour f surjectif, pour toute courbe C sur Y , il exlste une courbe C' sur 

X telle que f(C') D C . 

5. Th~orAme d'existence. 

Dn+m 5.1. Soient D le disque unit4 ouvert, D = D - [0] , X = ' Yi 

n , (D~)n Dm 
Y = U Yi On pose X = X-Y = × . On a 

i=l 

(5.1.1) ~l(X ~) = ~I(D*) n = 7z n , 

-- p=[l([o]) 

via l'identification 1.15 ~I(D*) ~ ~ . On d~slgne par T i l'~l~ment du groupe 

ab~llen ~I(X ~) qui correspond par (4.1.1) au i ~ne vecteur de base de ~n . 

Un syst~ne local V sur X sera dlt unipotent le lon~ de Y si le groupe 

fondamental ~I(X*) agit sur ce syst~me local (I 1.5) par des transformations unl- 

potentes. On utilisera la m~me terminologie pour V un fibr~ vectoriel muni d'une 

connexion int~grable sur X (via le dictionnaire 1 2.17). Puisque ~I(X ) est ab~llen 

engendr~ par les "transformations de monodromle" T i , il revient au mSme de demander 

que les T i agissent de fa~on unipotente. 

sur X 

Dans la proposition suivante, on d~slgnera par II II 

relativement ~ Y ~ par exemple 

n 

llzll = I/d(z,Y) ou llzll = l/ ~ Izil . 
i 

une quelconque norme 

Proposltion 5.2. Avec les notations de 4.1, soit 

@ 
intd~rable sur X , unipotent le long de Y 

V un fibrd vectorlel ~ connexion 

a) II existe une unique extension ~ du fibr~ vectoriel V en un fibr~ vectoriel 

sur X qul v~rifie les conditions suivantes. 

(i) Toute section horizontale (multiforme) de V a , en rant que section multiforme 
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de ~ s u r  X ~ )k) __ , une croissance au plus en o ¢ ¢ l o g l l x l l  

partle compacte de Y 

(k assez ~rand) prAs de route 

(ii) De mame, route section horizontale (multiforme) de V v a une crolssance au plus 

e__nn 0((logllxll) k) (k assez grand) pros de toute partie compacte de Y 

b) La con~onction des conditions (i) e t (~) ~quivaut ~ la con~onction des conditions 

suivantes 

(iii) La matrlce de la connexion de V , dens une quelconque base locale de ~ , 

~r4sente au pis un pole logarithmique le long de Y 

(iv) Le r4sldu Resi(F) de la connexion le long de Y. (I ~ i ~ n) est nilpotent 
I. 

c) Solt e une base horizontale(multlforme) de V . Les sections de ~ sur X 

s'identiflent ~ celles des sections de V sur X dont les coordonn~es dens la base 

e sont des fonctlons (multiformes) croissant as plus en O((logllxll)~ (k assez grand) 

pros de route pattie compacte de Y . 

d) Tout morphisme horizontal f : V I > V 2 se prolon~e en ~ : ~i > ~2 " L_~e 

foncteur V I > ~ est exact, de formation compatible ~ ® , Hom, ~ ,... 

On appellera ~ le prolongement canonlque de V . 

n 
Preuve. a) Soient e : ~ > V une base horizontale (multiforme) de V et V 1 un 

prolongement de V La condition (i) signlfle que e : 0 n > VI[X* • a une crolssance 

en O((logllxll) k) . La condition (li) slgnifle qua la base duale e' : 0 n ~ Vl[X ~ 

a une crolssance en O((logllxll) k) ; cecl revient ~ dire que e-I : V II x* ~ 0 n a une 

croissance au plus an 0((logllxll) k) . Si V 1 et V 2 sont deux prolongements de V 

v~rifiant (i) et (ii), l'application Identique i de V s'ins~re dens un dlagramme 

commutatlf £ 

v I Ix ~ > V21X ~ 

e 
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-I 
Par hypothAse, e et 

r~gulier et i -I est r~guller de m~me : l'identit~ de V 

phisme entre V I et V 2 . Ceci prouve 1'unicit~ de 

b) Solt V ° un vectoriel muni d'une action unlpotente de 

la d4termination nilpotente du logarlthme de l'action de 

e ,donc i , ont une crolssance en O((logl~xll) k)" " , est donc 

se prolonge en un isomor- 

~l(X*) , 

T. 

e t  soit -2~i U i 

(5.2.1) U. = 1 ~. 
l 2hi k 

Soit 

de matrice 

( 5 . 2 . 2 )  

le fibr~ vectoriel sur 
O 

dz i 
F ffi E U i z! 

X , d~fini par V ° , muni de la connexion 

Les  s e c t i o n s  h o r i z o n t a l e s  ( m u l t i f o r m e s )  de ~ s o n t  de l a  f o r m e  
O 

(5.2.3) v(z) = exp~Zlogzi.Ui)(v o) 

La s ~ r i e  e x p o n e n t i e l l e  s e  r ~ d u i t  i c i  ~ u n e  somme f i n i e ,  donc  ~ un  p o l y n o m e  en l e s  

l o g  z i . 

Le fibr~ 7 ° v~rlfle (i)(ll)(iil)(iv). De plus, sl e ° est une base de 

V ° , la relation entre les coordonn~es d'une section v de L dans la base e ° , 

ou dans la base horizontale e I s'en d~duit par 5.2.3, est donn~e par 

n 

l e o = exp ( Zlogz i U i) e 1 
1 
n 

e I = exp (-~ll°gz i U i) e o 

e t  c )  e s t  v ~ r i f i 4 .  E n f i n ,  L e s t  f o n c t e u r  e x a c t  en  Vo, de f o r m a t i o n  compatible 

P 
@, Hom, A , .... Vu le dictlonnaire 1.2, ceci prouve a), c), d) et montre que 

(i) + (ii) ffi=~ (lii) + (iv). 

c )  S o i t  V 1 u n e  e x t e n s i o n  de V v ~ r i f i a n t  ( i i i )  + ( i v )  . P o u r  p r o u v e r  ( i ) ,  on s e  

ram~ne  an  c a s  off V 1 e s t  l i b r e  : V 1 N ~)n . S o i t  I" l a  m a t r i c e  de l a  c o n n e x i o n  e t  

~ c r i v o n s  
dz i 

r= ~Fo,i-~i + r" =r' + r" 



- 94 - 

avec Fo, i constant et F" holomorphe. Soit e une base horizontale (multiforme) 

pour la connexion r' (qui est du type consid4r~ en b)). Si a.e est une base horizon- 

tale (multiforme) pour F , on a 

Va.e = da .~/e + a.Ve = 0 

d'oh une majoration 

Ida1 ctela1(logll II)k 
v 

Cecl prouve que V 1 v 4 r i f i e  ( i )  , e t  ( i i )  s ' o b t i e n t  en  c o n s i d 4 r a n t  V 1 . 

4.3. Lorsqu'on ne suppose pas V 

de "nommer" un prolongement de V 

d~pend du choix pr4alable d'une section T de la projection de 

T revlent ~ choisir une fonction logarithme : on posera 

logT(z) = 2T~i ~(2~ log z) . 

Un des moins mauvais choix est 

unipotent le long de Y , il est encore possible 

sur X , mais sa construction~ bien plus arbltraire, 

C sur C/~ . Cholslr 

(5.3.1) 0 ~ Re(q) < i 

Proposition 5.4. (Manin [19]). Soient T comme en 5.3 e t V un fibr~ vectoriel 

connexion int~srable sur X . I I existe une unique extension ~(T) du fibr4 vectoriel 

V en un flbr4 vectoriel sur X qul v~rlfie les conditions suivantes 

(1) La matrlce de la connexion de V , dans une quelconque base locale de ~(T) , 

pr~sente au pis un pole logarithmique le Ion5 de Y 

(ii) Le r4sidu Resi(F) de la connexion le l on ~ de Yi (i ~ i ~ n) a ses valeurs 

propres dans l'ima~e de T . 

Le prolon~ement ~(T) d_ee V est fonctoriel et exact en V . 

On prendra garde que la formation de ~(T) n'est pas en g~n~ral compatible 

au 

Pour chaque h~omorphisme k : ~l(X*) > ¢* , soit UX, T ,ou simplement 
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U k , le fibr~ vectorlel ~ sur X , muni de la connexion de matrice 

-I dzi 
r k * z 2-~log v ~(Zl). zl 

P a r  construction, U k v ~ r i f i e  (i) et (ii), e t  admet k 

Soit V un quelconque flbr~ vectoriel ~ connexion int~grable sur 

admet une unique d~composltion 

v = *x ® vx 

de Y . Le facteur direct (Ux~X ~) ® V A de V est le plus avec V k unlpotent [e l o n g  

g r a n d  s o u s - f i b r ~  de V s u r  l e q u e l  l e s  T i -  k(T i )  s o n t  n i l p o t e n t s .  Le p r o l o n g e m e n t  

(cf. 5.2) 

pour monodr~le. 

X ; V  

de V v~rifie (i) et (li), et est exact et fonctoriel en V . 

Pour s'assurer que le probl~me d'extension pos~ aune seule solution, il 

suffit de le prouver Iocalement sur Y en dehors d*une pattie de codimension ~ 2 

dans X . Avec les notations de 5.1, ceci nous famine au cas oh n ffi I . Solt alors 

V t un prolongement de V qul v~rifie (i) et (il). D'apr~s (3.11) , 

la transformation de monodromie T se prolonge en un automorphisme de V ~ . Le 

polyn~me caract~ristique de T est constant ; le fibr~ vectorlel V' se d~compose 

donc de fa~on unique en ses sous-flbr~s vectoriels stables par T sur lesquels un 

endomorphisme (T- k) esc nilpotent (sous-espaces propres g~n~ralis~s de T). On 

peut donc ~crlre de fa~on unique 

! 
V' = ~ k U k ®  V k , 

a v e c  V ~ X  ~ u n i p o t e n t  I e  l o n g  de Y . P a r  c o n s t r u c t i o n ,  

de s o r t e  que ,  p a r  ( 5 . 2 ) ,  V~ ffi ~k  ' On a donc V'  ffi V(~) 

Remarques 5,5. (i) Si on d~finit ~ par 5.3.1 , alors ~(~) 

On appellera encore ce prolongement le prolongement canonique de 

V~ v~rlfle 5.2 (iii) et (iv), 

(5.4.1) . 

v~rifie 

V . 

5 .2  c)  . 
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(il) Un prolongement de la forme ~(T) a la proprldt~ que, dans une base convenable 

de ~(~) , la matrice de la connexion prend la forme 

dz i 
r = Z F i 

i zi 

les r i ~tant des matrices constantes co~utant deux ~ deux. 

Corollaire 5.6. (N. Katz). Soient V un flbrd vectoriel sur le dlsque unlt~ D , e t 

F une connexion sur VID # dont la matrlce pr~sente un pSle simple en 0 . Supposons 

que, quelles que solent les valeurs propres distinctes ~ e t B de Res(F) , on ait 

- ~ ~ ~ . Alors, la transformation de monodromle T est conjugu~e, dans le srou~e 

lin~alre, ~ exp(-2~i Res(r)) . 

D'apr~s 5.4, V est du type L(~) 

par le calcul direct 1.17.1. 

pour n n  V convenable ; on conclut 
O 

Proposition 5.7. Soient X un espace analytique complexe, Y un sous-espace ferm~ 

die X tel que X = X- Y soit lisse, j l'inclusion de X dans X e_~t V un fibr~ 

vectoriel ~ connexion int~srable sur X . On ddsigne par e une base horizontale 

(multlforme) de Vet par II II une norme 8ur X @ relativement ~ Y . 

(1) II existe sur V une et une seule structure mdromorphe le lon~ de Y relativement 

laquelle V soit une connexion rdsuli~re. 

(il) Soit ~ le sous-faisceau de j,V form~ des sections dont les coordonn~es dans 

la base e croissent au plus en 0((logllxll) k) (k assez stand), le Ion s de Y . 

Alors, ~ est un faisceau analytique coherent sur 

de V d~flnit la structure m~romorphe (i). 

X ; le prolonsement 

Les assertions (1) et (ii) sont locales sur X . D'apr~s Hironaka [ ] , on 

peut supposer l'existence d'une r~solutlon des singularit~s W : X 1 > X telle que 

I~-I(Y) soit un dlviseur ~ croisements normaux et que ~ soit un isomorphlsme au- 

dessus de X . Soit ~1 le prolongement canonique 5.5(I) de V sur X I . D'apr~s 
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5.5(i) et 2.19, on a 7 = n~ 1 . D'apr~s le th4or~me de finitude de Grauert (pour un 

morphisme proJectif), 7 est donc analytique coherent. 

structure m~romorphe le long de w-I(Y) d~finie par 71 , la Pour la 

connexion ~ est r~guli~re. Cette structure ~tant image r~ciproque de celle d~finie 

par 7 , on conclut par (4.3) que V est r~gulier relativement au prolongement ~ . 

Supposons enfin q r~guller pour la structure m~romorphe d~finle par un prolongement 

W 
V' . On v~rifie sur 4.1(iii), appliqu~ au flbr~ dual, et sur 5.2 c) que ~ V' et 

71 d~flnissent la m~me structure m~romorphe le long de -l(y) . L'assertion (i) en 

r~sulte. 

Corollaire 5.8. Soient X et Y co,me en 5.7 . Si un fibr~ vectoriel V sur 

X = X - Y admet une connexion intuitable, il admet une extension coh~rente sur 

en particulier, s_~i codimx(Y) k 2 , alors jwV est coherent. 

X ; 

I i  r ~ s u l t e  a u s s i t S t  de 5 .7  e t  2 .22 que : 

Th~orbme 5 . 9 .  S o i t  X une v a r i ~ t ~  a l s d b r i q u e  complexe  ( l i s s e ) .  Le f o n c t e u r  

V~ > V an ~ t a b l i t  nne ~ q u i v a l e n c e  de c a t ~ o r i e  e n t r e  

(1) La c a t ~ 6 o r i e  des  f i b r e s  v e c t o r i e l s  a l ~ b r i q u e s  su r  X , munis  d ' u n e  c o n n e x i o n  

i n t u i t a b l e  r ~ u l i ~ r e  

( i i )  La c a t ~ o r i e  des  f i b r e s  v e c t o r i e l s  ho lomorphes  ~ c o n n e x i o n  i n t ~ s r a b l  ~ s u r  X an 

Si X est connexe et muni d'un point base x , le th~or~ne 4.9 fournit 
0 

une description purement alg~brique de la cat~gorle des representations complexes de 

dimension finie du groupe fondamental (usuel) ~l(X,Xo) . 

On peut modifier la d~monstration pr~c~dente de 5.9 pour ne plus y utiliser 

Lojasiewicz [17] . 

Le th@or~me 5.9 est local sur X pour la topologie de Zariski. On ne 

restrelnt donc pas la g@n~ralit@ en supposant que X admette une compactlfication 

projective normale X . 

Prouvons la pleine fid@llt@ : un morphisme horizontal f : V an > W an 
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s'identlfie ~ une section horizontale de Hom(V,W) an. D'aprAs 4.1(iii), f a une 

crolssance mod~r~e ~ l'infini, donc est alg~brlque (2.24). II suffit m~me de v~rlfler 

la croissance mod~r4e de f en codlmension un ~ l'infini, et ceci ne requlert pas 

Lojasiewlcz. 

Enfln, d'apr~s Hironaka [12] , on peut prendre X lisse, et tel que 

Y = X- X soit un diviseur ~ croisements normaux. Localement, la situation est alors 

Isomorphe ~ celle ~tudi~e en 5.4. Un cholx de 7 comme en 5.3 nous fournlt donc un 

V7 de V en un fibr~ vectoriel sur X . Relativement ~ ~7 ' la prolongement 

connexion de V est m4romorphe et r4guliAre le long de Y . 

D'apr~s GAGA, le fibrd ~(7) , et la connexion V , sont alg4brisables, et 

cecl r~soud le probl~me pos~. 

6. Th~or~me de comparaison. 

6.1. Solent X un sch4ma llsse de type finl sur ¢ et 

X , munl d'une connexion int~grable r~uliAre. On d~signe par V 

des sections horizontales de ~an sur l'espace topologique Xcl 

D'apr~s le lemme de Poincar~ (I 2.19), on a 

(6.1.1) H~(XcI,V) > ~i (Xcl,~xan(~)) , 

o~ le second membre d~signe l'hypercohomologle du complexe de De Rham analytlque. On 

dispose par ailleurs d'une fl~che 

(6 .1 .2)  }I (X,~(D)) > m  (Xcl,~xan(~)) 

de l'hypercohomologie alg~brique dans l'hypercohomologle analytique. 

un fibr~ vectoriel sur 

le syst~me local 

sous-jacent h X an. 

Th~orbme 6.2. Sousles hy~othAses de 6.1, la flAche (6.1.2) est un isomorphlsme. 
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La d~monstration qu'on donnera de ce th~or~ne est pour l'essentiel une sim- 

plification de celle que Grothendieck [ 9 ] utilise pour traiter le cas particulier 

o~ ~ est le faisceau structural ~ , muni de sa connexion naturelle. Elle occupe les 

n ° 6.3 ~ 6.9 . 

Notons tout d'abord, co.he en loc cit., que 6.2 ~quivaut ~ son cas particu- 

lier suivant 

Corollaire 6.3• 

H (r(x,ox(~))) 

Pour X affine, on a Hq(x,~(~)) 

Sous les hypotheses de 6.1, avec X 

N 
> H (Xcl,V) 

affine, o n  a 

= 0 pour q > 0 , et donc 

* p * 
mP(x,~(~)) _~ H (F(X,~(~))) , 

de sorte que 6.2 est synonyme de 6.3 . D'autre part, si 6.2 est vrai lorsque X 

est affine, on volt comme en loc. cit. ~ l'aide de la suite spectrale de Leray pour 

un recouvrement ouvert, appliqu~e aux deux membres de 6.12, que 6•2 est vrai dans le 

cas g~n~ral. 

6.4. Cette r~ductlon au cas affine montre qu'on ne restreint pas la g~n~ralit~ en 

supposant que X admet une compactification j : X ~ > X , avec X complet. D'apr~s 

la r~solution des singularit~s ~ la Hironaka [12] , on peut alors cholsir X de 

sorte que 

a) X soit lisse ; 

b) X soit le compl~ment dans X d'un diviseur ~ croisemen~ts normaux 

k 
diviseurs lisses : Y = U Y.. 

I z 

Le morphisme j est alors un morphisme affine ; le morphisme 

donc de Stein : l'image r~ciproque d'un(petit) ouvert de Stein de 

de Stein de X . D~s lors 

(6.4.1) RZJ~ x~'(l~) = 0 pour i > 0 

Y r ~ u n i o n  d e  

• an 
j est 

est un ouvert 
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_i.an ~X (~) ffi 0 (6.4.2) K j. an 

de  1~ r ~ s u l t e  f o r m e l l e m e n t  q u e  

( 6 . 4 . 3 )  • (Xj j@ ~ X ( ~ ) )  

(6.4.4) m*(Xcl,J: n ~an(~)) 

pour i > 0 ; 

> m(X,nx(~)) 
@ 

"~ • ~(Xcl~%an(~)) 

Leumle 6.5. Soft F un faisceau al~brique auasi-coh~rent sur un schema X propre 
%t 

s u r  C . S o i e n t  ~ : Xc l  • X l ' a p p l l c a t i o n  c o n t i n u e  c a n o n i q u e  e t  F a n  = ~) a n  @ ~ e F .  

x c ~  x 
On a 

"g" ~ 45 a n  
_ ,F_ ) H (X,F) • H (Xcl 

D'aprAs EGA 1 9.4.9 

ceaux alg4briques coh~rents. 

le falsceau F est llmite inductive filtrante de fais- 

f f i  lim F i 

Les foncteurs image inverse et prodult tensorlel commutent aux limites inductlves 

filtrantes, d'o~ 

F_ an = lim Fin 

S i  X e s t  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  c o m p a c t ,  l e s  f o n c t e u r s  

aux limites Inductlves filtrantes (T.F. II 4.12 pg 194). On a donc 

H i ( x ,  ) c o u m m t e n t  

(6.5.1) lim H~(XcI,F: n) N ) H@(XcI,F an) 

On a de mSme (loc. cit.) 

(6.5.2) lim H (X,F i) • H (X,F) 
> 

D'apr~s GAGA, on a 

H@(X,Fi ) N > H@(Xcl,Fin ) 

et 6.5 s'en d~duit en comparant (6.5.1) et (6.5.2). 

6.6. Sous les hypotheses de 6.5, tout op~rateur dlff~rentlel D : ~ ~ ~ entre 
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f a f s c e a u x  a l g ~ b r i q u e s  c o h ~ r e n t s  s ' ~ t e n d  de fa~on un ique  en un o p ~ r a t e u r  d i f f ~ r e n t i e l  

D an : F an > G an Pour construlre D an . , on factorlse D en D ffi LJN : 

JN L 
~ pN(F) > G , 

avec L lin~alre, on note que (pN(F))an ffi pN(Fan) , et on pose D an ffi Lan JN an 

La m~me construction s'appllque ~ un op~rateur dlff~rentlel D : ~ ~ ~ entre fais- 

ceaux quasi-coh~rents, et fournlt D an : F an • G an . On peut aussl d~flnlr D an 

par passage ~ la limlte inductive ~ partlr du cas coherent. 

Si  K e s t  un complexe de f a i s c e a u x  q u a s i - c o h ~ r e n t s  su r  X p r o p r e  su r  C , 

de dlff4rentielles des op~rateurs dlff~rentiels, on a 

an 
(6.6.1) m*(X,K) ~ m (XcI,K) 

On d i s p o s e  en e f f e t  d ' u n  morphisme de s u i t e s  s p e c t r a l e s  d ' h y p e r c o h o m o l o g i e  

E :q ffi Hq(X,K p) ;- 11" (X,K) 

E~ q ffi Hq(Xcl,KP an ~ R*  (Xcl ,Kan))  

e t  on c o n c l u t  p a r  6 .5  a p p l i q u ~  aux t e rmes  E 1 . 

6 .7 .  Le complexe [ j .  

m~romorphes l e  long  de 

( 6 . 4 . 3 ) , ( 6 . 4 . 4 )  e t  ( 6 . 6 . 1 )  

Ii (X, J.C~X (~)) 

( 6 . 7 . 1 )  

~ ( ~ ) ] a n  n ' e s t  a u t r e  que l e  f a i s c e a u  des  s e c t i o n s  de ~ an(~)  
A 

Y ; on l e  d ~ s i g n e r a  pa r  l a  n o t a t i o n  j ~  GX(~) . Les  f l g c h e s  

pour j~ Q*an(~) s ' i n s ~ r e n t  dans un diagramme co~mautatif  
X 

6,6.11~ 
m*(~t,j ~ (~)) 

~ N  (X,~x (~)) 
6.4.3 

® 

m*(x .,~* (~)) < H (Xcl,V) 
6.4.4 cl xan 6.1.1 

Pour prouver 6.2, il suffit donc de prouver que la fl~che ~ est un isomor- 
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phisme. On a plus pr~cls~ment : 

Proposition 6.8. Le morphisme de complexes 

m "~ ~" 
J~- %an (lf) > j~. %an (lf) 

induit unlsomorphisme sur les faisceaux de cohomolo~ie. 

Les th~or~mes de GAGA nous ont ainsi permis de ramener un probl~me de compa- 

raison global, alg~brique/analytique, ~ un probl~me de comparalson local, m~romorphe/ 

slngularit~ essentielle. 

Solt V ° un prolongement du flbr~ vectoriel alg~brlque b en un flbr~ 

vectoriel sur X tel que, relatlvement ~ ~ , on air 
O 

(6.8.1) la connexion de ~ pr~sente au pis un pole logarithmique le long de Y et 

que les r~sidus de la connexion le long des composantes de Y n'admettent jamais un 

entier posltlf pour valeur propre. 

On peut prendre pour ~o le prolongement canonique (5.6) de 

3.13, le complexe 

m @ 
J@ %an (b)/%an<Y >(~o ) 

. D'apr~s 

est acycllque. L'assertion 6.8 ~quivaut ~ l'acyclicitd du complexe analogue 

(6.8.2) j.~ %an(If)/[} ~ <Y>(IS ) 
xan o 

Sl on prend pour bo un prolongement du type ~(7) (5.4), on peut localement 

mettre b sous une forme canonique (5.6(ii)) et il reste & prouver le lemme sulvant. 

Lemme 6.9. Soient F i E GLd(~) n matrices qui co~m~utent entre elles, et n'admettent 

aucun entler posltif pour valeur propre. Solent X D n+m w D ~n = , X = XD m , j : X Wr > X , 

Y = X-X et F la connexion sur = 

n dz i 
F = r F i 

1 z i 
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Alors, le complexe de faisceaux 

K = j ~  ~(~)/ Ox<Y>(~) 
X 

est aeyclique en 0 . 

Fi/F i+l 

F . 

Soit F une filtration sur 

soient de dimension un pour 

C d , telle que les quotients successlfs 

0 ~ i < d , et que les r i soient compatibles 

II sufflt de prouver que GrF(K) est acyclique, et ceci nous ramAne au cas 

o5 d = I . On pose Yi = rl (YI E C , Yi ~+) " Les complexes ~<Y> (~) et 

j~ n ~(~) sont alors moralement des produits tensoriels de complexes analogues pour 
X 

n+m ffi I . Cecl suggAre de tralter d'abord le cas n = I , m = 0 . Lee sections globales 

d e s  c o m p l e x e s  consid~r~s sont alors 

a) (fonctions sur D ) V = d + y dz/z) 

V = d + y dz/z) 
b )  ( f o n c t l o n s  s u r  D ) 

(forme diff~rentielle ~ pole simple en 

(forme dlff~rentielle sur D @) 

0) 

Ecrivons fonctions et formes diff~rentlelles comme des s~ries de Laurent. 

Un morphisme de complexe r ~ inverse ~ gauche de l'inclusion i : a) • ) b) , est 

d__~) 
alors le morphlsme qui ~ f (resp f d z) assocle g (resp g z ' g se d~dulsant de 

z 

f en "oubllant la partle polalre" 

n n 
f=Ea z g=Z a z 

n n 
n nk0 

On a rl = Id, et Id - ir = VH + HV pour 

H(Z a n z n "z) = E an( 7 + n) -I z n 
z n<O 

Les mOmes formules gardent un sens pour le morphisme de complexes de germes de sections 

en 0 

i ° : (~<0> (V))o > (J~ ~ ~(V))o ' 
X 

et montrent que i ° est une ~quivalence d'homotopie. 

On traite le cas g~n~ral en transposant le fait qu'un produit tensoriel 
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d ' ~ q u i v a l e n c e s  d t h o m o t o p i e  est une ~ q u i v a l e n c e  d ' h o m o t o p i e .  

On a 

On ~ c r i r a  un germe en 0 (~ ffi O) 

POll,m3 

de section de J. ~ .(Is) 
X 

dz P dzQ 
%,Q ,t' 

Q c [n+l, n+m 

n+m 
d~= E d i 

1 

dz i 
did = (dz i A bi + z i A. yi ) 

sous l a  f o r m e  

Ces d~composltlons exhibent j@ n .(~) come un complexe (n + m)uplej dont 
X 

~X<Y> (~) est un sous-complexe (n + m)uple. 

D~veloppons les coefficients C~,Q 

°P'Q= _ ~ 2 z  nx~s  m aF'Q 

On pose  a l o r s  

_~l~o ~;,Q 

~E x 
dz P 

ri(C~) ffi Z ri(~p, Q) --7 dz Q 
z 

dz P 
r (~) = Z r(~p,Q) -~ dz Q 

z 

en s~ries de Laurent 

(i ~ n) 

(i ~ n) 

On v ~ r t f i e  que 

a) 

b) 

c) 

r i 

l e a  

r 

est un endomorphisme de complexe, 

r i commutent deux & deux,  e t  l e u r  p r o d u i t  e s t  r ; 
4~ 

e s t  une r ~ t r a c t i o n  de (Ja+ {~@(1/)) o dans ( O x < Y > ( l r ) )  
X o 

Posons  de p l u s  

ffi r L - 1  
Hi(~, Q) ~i <0 a~,Q (Yi+~i) ~ ( i  <'n) 
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Hi(~) 

On v~rifle que 

d) l-r i ffi d i H i + H i d i 

e) d i Hj + Hj d i = 0 

f) l-r i - d H i + H i d 

dz P-Ill dz Q 

IEP 

kp = # (P N [1,1-1]) 

pour  i # j 

Pulsque 1 est homotope ~ r i , I est homotope au compos~ r des r i , 

et r est un inverse ~ homotople pros du morphlsme d'incluslon i de (~<Y> (~))o 

dans j@ G ~(b) . Ceci achAve la d~monstratlon de 6.9 et celle de 6.2 . 
X 

Corollalre 6.10. Soient X un sch4ma lisse de type fini sur ¢ , Y un diviseur & 

croisements normaux sur X , ~ un fibr~ vectorlel sur X et r une connexion Int~- 

~rable r~uli~re sur la restriction de b ~ X = X-Y . On suppose que F pr~sente 

un p S l e  l o g a r i t h m i q u e  l e  lon~ de Y , e t  que l e  r 4 s i d u  de r l e  lon~ des  d i v e r s e s  

composan t e s  de Y n ' a d m e t  aucun e n t i e r  > 0 pour  v a l e u r  p r o p r e .  A l o r s ,  d ~ s i s n a n t  p a r  

¢$ 
V l e  sys t~me l o c a l  d 4 f l n l  p a r  ~ su r  Xcl , on a 

~{ (X,~x<Y> (I;)) • H (XcI,V) 

R4sulte aussitOt de 3.15 et 6.2 . 

Corollalre 6.11. Sous les hypotheses de 6.10, avec X afflne, on a 

s (r(X,nx<Y>(~)) ,. s (Xcl,V) . 

En d'autres termes, pour calculer la cohomologle de X ~ coefficients dans 

V , 11 sufflt de consld~rer le complexe des formes dlff~rentielles alg~brlques sur X 

coefficients dans ~ , pr~sentant seulement un pOle slmple logarlthmlque le long de 

Y . On suppose Icl X et non seulement X affine. 

6.12. Je ne dispose pas d'analogue relatlf satlsfalsant de 6.2. La dlfflcult~ majeure 
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est que pour f : X ~ S morphisme lisse de schemas llsses de type fini sur ~ , 

les falsceaux Rif~.CC (calcul~s en topologie transcendante) ne sont en g~n~ral pas 

localement constants, et n'ont donc pas pour analogues alg~briques des fibres vectorlels 

h connexion int~grable. II est facile toutefois de compliquer les r~sultats qul pr~cAdent 

par l'adJonction de "param~tres g~n~riques". 

Th@or~me 6.13. So$t fl : Xl 

fini sur C , II existe un ouvert de Zariski dense S d__ee S I 

f : X > S d~duit de fl par le chan6ement de base de S I 

tion suivante. 

Quel que solt le flbr@ vectoriel ~ connexion int@grable r@guliAre 

d@finissant un syst~ne local V sur Xcl , on a 

(i) Les faisceaux Rif~n(v) sont des syst~nes locaux sur 

patible ~ route chan6ement de base 

* __ Rifan(Q * (ii) Les faisceaux Rif. (~/S(~)) st . , xan/san(~)) 

> S 1 un morphisme lisse entre schemas llsses de type 

tel que le morphisme 

S v~rifle la condl- 

s u r  X , 

$ ; leur formation est com- 

sont localement libres de 

type fini, de formation compatible h tout chan~ement de base 

(ill) Les fl~ches c a n o n i q u e s  

~n ® Rif~n(v) N , ~i fin (Q~an ,san (~)) < N ~if~(~/S (~))an 
/ 

sont des isomorphismes. 

Plus pr~cls~ment, on a : 

Proposition 6.14. Soit f : X > S un morphisme entre schemas llsses de type 

fini sur C , qul admette une compactiflcation X , 

× =__!___~ ~ 

(6.14.1) ~ / 

S 

propre, et llsse sur s , et telle ~u'il exlste un dlvlseur ~ crolsements normaux 

relatlf Y c X dont X soit le compl~ment. 
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Alors, les conclusions de 6.13. sont, v~rifi~es par f . 

P r o u v o n s  t o u t  d ' a b o r d  que 6 . 1 4  i m p l l q u e  6 . 1 3  . On se  f a m i n e  d a n s  6 .13  

s u p p o s e r  S1 i r r ~ d u c t i b l e ,  de p o i n t  g ~ n ~ r i q u e  ~ . 

6 . 1 5 .  Supposons  tout d ' a b o r d  que ( f l ) ~  a d m e t t e  une c o m p a c t i f i c a t i o n  

( 6 . 1 5 . 1 )  

(x 1) ~ > x~ 

\ / 
Spec (k (~])) 

avec  X p r o p r e  s u r  k ( ~ )  . Te l  e s t  l e  c a s  s l  (Xl) n 
d l a p r k s  N a g a t a  [20]  , s e u l e m e n t  s ~ p a r ~ .  

e s t  q u a s i - p r o J e c t i f  ou mSme, 

D ' a p r ~ s  l a  r ~ s o l u t i o n  des  s i n g u l a r i t ~ s  ~ l a  H i r o n a k a  a p p l l q u ~ e  au schema 

~ s u r  l e  c o r p s  k ( ~ )  , 11 e x i s t e  a l o r s  une  a u t r e  c o m p a c t l f l c a t l o n  ( 6 . 1 5 . 1 )  de (X1) ~ ,  

d ~ d u i t e  de l a  p r ~ c ~ d e n t e  p a r  ~ c l a t e m e n t ,  a v e c  c e t t e  f o l s  X l l s s e  e t  (XI)  ~ compl~-  

men t  d a n s  X d l u n  d l v i s e u r  ~ c r o l s e m e n t s  normaux.  Vu l e s  s o r l t e s  de  EGA IV s u r  

l e s  l i m  de schemas ,  i l  e x i s t e  a l o r s  un  o u v e r t  de  Z a r l s k i  S de S 1 , e t  un d iagramme 

co~mutatif 

Xl {S r ~ ~ 

, L  
S 

v ~ r i f l a n t  l e s  h y p o t h e s e s  de 6 . 1 4  e t  t e l  que 

ce c a s .  

-I (0) = ~ • On c o n c l u t  p a r  6 . 1 4  dans  

6 . 1 6 .  Darts l e  c a s  g ~ n ~ r a l ,  s o i t  h = (U i )  un r e o o u v r e m e n t  f i n i  de X p a r  d e s  ou-  

v e r t s  c o m p a c t i f i a b l e s  au  s e n s  p r e c e d e n t ,  e t  s o i t  S l W i n t e r s e c t i o n  des  o u v e r t s  

c o n s t r u i t s  en  6 . 1 5  r e l a t i f s  aux  m o r p h i s m e s  c o m p a c t i f t a b l e s  

(6.16.1) N . .  n > Sl  U i l  • Uik 
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On dispose des conclusions de 6.13 pour les morphismes d~duits des morphlsmes 

6.16.1 par restriction & S . La suite spectrale de Leray pour le recouvrement 

nous fournit alors pour f : X = XIIS ~ S que 

(a) f v~rlfle 6.13(i) et 6.13(iii), apr~s tout changement de base 

(b) Les faisceaux l~if~ ~/S(~) sont coh~rents, at cecl reste vral apr~s tout 

changement de base T > S . 

II est clair enfin que (a)+(b) ==~ 6.13 (il). 

6.17. Prouvons 6.14. Sous les hypoth&ses de 6.14, le couple (X~Y) est C m- locale- 

ment constant sur S . On le v~rlfle en relevant des champs de vecteurs sur S en des 

tangents & Y . L'assertlon (1) de 6.13 en r~sulte. D'apr~s champs de vecteurs sur 

I 2.30, le morphlsme 

(6.17.1) ~n _i_an ~/s(Dan)) ® R t~ V ' , ~ )  Rif:n( 

est un isomorphisme, et ce fair reste vral apr&s tout changement de base. 

Pour completer l a  d~monst ra t ion ,  i l  r e s t e  & prouver que l e s  f a i sceaux  

~if~ (CLX/S(~)) sont coh~rents~ v~riflent 

Elf - ~ -~--an ~ Rifan- ~ -~ an.- 
.~xls ~ ~) , . ~is ~ )~ 

at qua ces assertions restent vrales apr~s tout changement de base. 

La d~monstratlon est parall~le & celle de 6.13 : 

(a) Solt 4 ° le prolongement canonique (5.5) de ~ sur X . D'apr&s 3.16, l'Injec- 

t i on  

Cp : ~ / s < Y > ( ~ )  ".- J .  { '~X/S(~) 

est un quasl-lsomorphlsme, alnsl qua 

an ~ m 

ceci reste vrai apr&s tout changement de base. Le th~or~me de flnitude EGA llI 3.2.1 

implique a l o r s  que, apr~s tout changement de base ,  l e s  fa i sceaux  
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i- ~ ~ i 
R f@C~Is<Y>(U)) ) R f@(~/s <Y> (U) 

sont alg~briques coh~rents. Proc~dant con=he en 6.7 et utillsant cette fols la varlante 

relative de GAGA, on ram~ne 6.14 au lemme sulvant 

Ler~me 6.18. Le morphisme de complexes 

.m f~ (~) > j~ ~an/~an(~) J@ ~an/~an 

induit un isomorphlsme sur les falsceaux de cohomolo~ie~ et cecl reste vrai aprAs tout 

chan~ement de base. 

C'est 1~ un probl~me local sur X ~ que 1'on traite en mettant ~ sous une 

forme canonique 5.6(ii) et en reprenant la d~monstratlon de 6.9. 

6.19. 

int~grable irrdguliAre peuvent presenter d'horrlbles pathologies. Soient X 

alg~brique complexe s~par~e lisse, ~ un fibr~ vectoriel de dimension n 

sur X et V le syst~ne local sur Xcl d~flni par ~an . On a 

L'exemple qul suit montre que les flbr~s vectorlels alg~briques ~ connexion 

une courbe 

connexion 

an 
~DR (~) = dfn Z(-l)i dimRi(X ,,~@ (~)) = E(-l) i dim HI(XcI,V) 

cL xan 

= n.X(Xcl) • 

On posera par ailleurs (cf. 6.20(i)) 

~R(~) = Z(-I) i dlm~ (X,~(~)) 

Proposition 6.20. Sous les hypothAses pr~c~dentes~ 

Ri(x~(~)) sont de dimension flnie (i) Les vectoriels 

(ii) Les conditions suivantes sont ~qulvalentes 

(a) La connexion de ~ est r~uliAre ; 

(b) On a • (X,Ox(~)) ~ ~(Xcl,~_an(~)) ; 
X 

an 
(c) On a X~R(~) = XDR(~) . 
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On a (a) > (b) (6.2) et (b) ~ffi~ (c) . 

Soit j : X ~ > X la compl~tion projective et llsse de X . Pour 

x E Y ffi X-X , choisissons dans un voislnage U de x 

a )  u n  champ d e  v e c t e u r  ~ q u i  s ' a n n u l e  s i m p l e m e n t  e n  x , d ' i n v e r s e  u n e  f o r m e  de  

r ~ s i d u  1 e n  x 

b) une section 

dans U- Ix] • 

Solt 

v de b telle que lea Viv (0 ~ i < n) forment une base de b 
T 

n - 1  
V~v- ffi E a i V i v  . On p o s e  

0 v 

i x ( b )  = s u p ( O , s u p ( - V x ( a i ) )  . 

D'apr~s I.i0, i (b) = 0 si et seulement si ~ est r~guller en x . 
X 

Lemme 6.21. (1) L'entier ~ 0 i (b) ne d~pend pas des choix arbitralres (a) et (b) 
X 

(il) II existe deux extensions b I e__!t b 2 d__ee b su___rr X' ffi X U [x] telles que 

(~) b I c~ e_~t dlm(b2(x)/bl(x) ) = ix(b ) 

(~) vbl c ~,<[x}• (b 2) 

(y) Pour tout k • 0 , V Induit une bijection 

Gr V : bl(kx)/bl((k-l)x) ~ ~,<[x]>(b2(kx))/ ,<Ix}• ((k-l)x)) 

Prouvons tout d'abord que 6.21(II) Impllque 6.21(I) et 6.20 . D'apr~s 

6.21(ii), pour cheque x E Y on dispose de prolongements b I et b 2 de b sur 

X U [x} v~rifiant (~)(~)(y) . Ces prolongements se recollent en deux prolongements 

b Iet b 2 de b sur X . D'apr~s (B) , on dispose de complexes 

K k : bl(kY) 

D'apr~s (y), le complexe 

d'o~ 

~<Y> (b2(kY)) (k ~ 0) . 

Kk÷I/K k est acyclique et 

m(X,Kk+ 1) ~ m C~,K k) , 
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m(~,z o) ~, xlmm(i,z k) ~> m(~,llmz k) 

CeC i somorph i sme  p rouve  6.20(i). On a de p l u s  p e r  (~) 

y~R(U) = X(X,U l) - X(X,~<Y> ®U 2) 

= X(X,U I) - X(R,~<Y> ®U 1) - X(R,~<Y>® U2/U I) 

= dim U~(X(R,~) - X(X,~<¥>)) - E Ix(U) 
xEY 

nX(x) - ~ ix(U) 
xE Y 

~n 
(6.21.1) XDR (U) - XD R (U) - E ix(U) 

xEY 

C e t t e  f o r m u l e  e n t r a ~ n e  6 . 2 0 ( c )  = ~  (a )  . E l l e  m o n t r e  a u s s i  que l a  somme d e s  ix (U)  esC 

i n d ~ p e n d a n c e  d e s  c h o i x  a r b £ C r a t r e s  u t t l i s ~ s  pour  chacun  des  i x (U)  , d ' o ~  6 . 2 1 ( i )  . 

4 

6 .22 .  P rouvons  6 . 2 1 ( i i ) .  S o i t  • l a  b a s e  ( V ; v )  (0 ~ i < n)  

e n c o r e  U l l u n t q u e  p r o l o n E e m e n t  de U s u r  X U [x]  t e l  que e 

b a s e  de U • S o i t  r l a  m a t r i c e  de l a  c o n n e x i o n  dans  c e t t e  b a s e  de 

de ~ d u a l e  de 7 . P rouvons  que 

(6.22.1) 

de U j eC n o t o n s  

se  p r o l o n g e  en une 

U , e t  dans  l a  b a s e  

(n+r)(U(x)) ~ U(x ) pour  p r e s q u e  couC n E 

On a p a r  c a l c u l  d i r e c t j  du f a i t  que l a  m a t r i c e  de 

de c o e f f i c i e n t s  p r ~ s e n t a n t  des  p o l e s  

r = 

0 

a 0 

a n . 1  

r n Ja  qu~une c o l o n n e  
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d i m ( ( n + F )  (~ ( x ) )  + ~ ( x ) / ~ ( x ) )  ffi i x ( ~ )  . 

D'autre part, 

[ (n+F) (~ (x  ))  : ~ ( x ) ]  = dfndimCCn+~)(~Cx))/(ff+F)(~(x)) n ~(x)) 

= - dim(~(x)/(n+F(~(x )) n ~(x)) 

ffi - v d e t ( n + F )  
x 

P o u r  p r e s q u e  tout n , 

- v x P c ( n + F )  = - v  x P c ( F , - n )  = I x ( ~ )  ; 

( 6 . 2 2 . 1 )  en  r ~ s u l t e  p a r  c o m p a r a l s o n .  S o l t  z u n e  u n l f o r m l s a n t e  en  x e t  p o s o n s  

-N 
~1 = ~(Nx) e t  e I = z e . Vans  c e t t e  n o u v e l l e  b a s e ~  l a  m a t r l c e  de  l a  c o n n e x i o n  e s t  

r I ffi ~ - N  , de  s o r t e  que  p o u r  N a s s e z  g r a n d  on a ~ p o u r  t o u t  n ~ 0 

(n+Fl)(~l(x)) D ~l(x) 

D ~ f i n i s s o n s  ~2 p a r  l a  f o r m u l e  

~ 2 ( x )  = F l ( ~ l ( x ) )  

P u l s q u e  ~ 1 C  ~2 ' l e s  c o n d i t i o n s  (~)  e t  (~)  de  6 . 2 1  s o n t  v ~ r l f i ~ e s ,  e t  V 7 e n v o l e  

~ l ( k X )  d a n s  ~ 2 ( k x ) ( k  ~ 0 ) .  E n f i n ,  Grk(V)  de  6 . 2 1  s ' I d e n t l f i e  k l a  f i b r e  e n  x d e  

~ 1 -  k : ~ l ( n )  3 ~ 2 ( n )  " Ce m o r p h l s m e  e s t  s u r J e c t l f  c a r  

(~1 - k ) ( ~ l ( x ) )  D ~ l ( x )  

e~ 

( F l - k ) ( ~ l ( x ) ) +  ~ l ( x )  D P I ( ~ I ( x ) )  = ~ 2 ( x )  . 

C e c l  achAve  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  de  6 . 2 1  e t  6 . 2 0 .  
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7. Th~or~ne de r~ularlt~. 

7.1. Dans[ 8 ] , P. A. Griffiths prouve le thdor~me de rdgularlt4 (7.9) ci-dessous 

dens le cas particulier d'un morphisme projectif g~n4riquement llsse f : X >pl , 

et pour des coefficients constants. Le prlnclpe de sa m~thode est d'estimer directement 

l'ordre de croissance des sections horlzontales de Rf~ ~/S ' et d'appliquer le crl- 

t~re 4.1(ill). Sa m~thode, convenablement g4n~ralls~e, permet de prouver (7.9), mals 

obtenlr (7.11) semble plus dlfficile. Des r~sultats analogues~ exprim~s dens le langa- 

ge des fonctions de classe de Nilsson, se trouvent dens Nilsson [22] . 

Dans[ i~ , N. Katz donne,dans le cas de coefficients constants, une 

d6maonstratlon "arlthm~tlque" de (7.9~ La m~thode suivie ici lul est ~galement due. 

Elle a ~t~ retrouv~e ind4pendamment par l'auteur. 

7.2. La construction purement alg~brique, rappel~e en (7.6), de la connexion de 

Gauss-Manln, est due h Katz-Oda [15] . 

7.3. Solent f : X > S une application continue entre espaces topologfques~ 

et ~ = (Ui) i E I un recouvrement ouvert de X . On pose A n = [O,n] , et, pour 

= N U~(i) dans X . Pour 6 Hom(~,l) , on d~slgne par j~ l'inclusion de U c i~n 

F un fafsceau sur X , on d~signe par f~(U ,F) le faisceau 

(fJ~)~ Jo F 

sur S . Les faisceaux sur S 

f~(U,F)(~n ) = H~,I) fe(U ,F) 

forment un syst~me simpllcial de faisceaux, fonctoriel en 

born~ inf~rieurement de feisceaux sur X , on d4signe par 

associ~ au complexe double des fw(~,Kn)(~m ), dens lequel on prend pour premiere 

dlff~rentlelle celle d4duite par fonctoriallt~ de la dlff4rentlelle d de K : 

(7.3.1) d = d' + d" = f@(U,d) + (-I) n ~ (-I) i bl 

F . Sf K est un complexe 

fw(~,K) le complexe simple 
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Si  I e s t  t o t a l e m e n t  o r d o n n ~  on d~s igue  pa r  f ~ ( ~ , a l t , K )  l e  sous-complexe  

ob t enu  en se l i m i t a n t  aux a p p l i c a t i o n s  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e s  O E H o m < ( ~ , I )  

( 7 . 3 . 2 )  

( 7 . 3 . 3 )  

a l o r s  

f . ( ~ , a l t , K )  k = E 
n+mffik 

f . (Uo ,Kn  ) • 

I1  e s t  b i e n  connu que 

L ' i n c l u s i o n  de f ~ ( ~ , a l t , K )  dans  f . ( ~ , K )  

S i ,  q u e l s  que s o i e n t  n e t  ~ , on a 

R i ( f j o ) .  * j o K  nffi 0 pour  

HI f.(~,X) ~ > Rif. X 

e s t  une ~ q u i v a l e n c e  d ' h o m o t o p i e  

i>O , 

7 . 4 .  S o l e n t  K e t  L deux complexes s u r  X . Pour  chaque 

de complexes 

( 7 . 4 . 1 )  u i : KIU i ) LIU i , 

e t  pour  chaque couple  ( i , J ) ,  s o i t  Hi j  une homotopie  

( 7 . 4 . 2 )  u i - u j  ffi d Hi j  + Hi j  d ( s u r  U i n Uj)  . 

On suppose que 

( 7 . 4 . 3 )  

( 7 . 4 . 4 )  

Hi j  + Hjk ffi Hik 

On d ~ d u i t  de ces  donn~es un morphisme de complexes 

u : f . ( ~ , K )  > f . ( ~ , L )  , 

so~me des morphismes d ' o b j e t s  gradu~s 

= u I f~t(U~,Uo(o)) : f~(Uo,Kn ) > f . (Uo,LU)  

t t  

u 2 ffi ( - 1 ) n  oT~T= H~(1) ,T(O) : f . (UO,Kn) 

Tndiquons  pourquo i  u = u' + u" commute 

i , s o i t  u i un morphisme 

~ f.(u .L n'1) 

d = d' + d" . On a 
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Le c r o c h e t  

[u2d" ] = 0 

[ud] = [Uld' ] + [Uld" ] + [u2d' ] + [u2d" ] 

[ U l d '  ] e s t  n u l ,  c a r  l e s  u i s o n t  d e s  morph i smes  de c o m p l e x e s .  La f o r m u l e  

est synonyms de 7.4.3 ; enfln, [Uld" ] = - [u2d' ] d*apr~s 7.4.2. 

7.5. Soft 

et soit H i 

(7.5.1) 

On suppose que 

( 7 . 5 . 2 )  

l'homotopie 

et 

(u~)~E I , (H~j)f,jE I un nouveau syst~ne v~rifiant (7.4.1) ~ (7.4.3), 

une homotopie 

u~ - u i = d H i + Hid 

Hi i  = 0 . Le morphisme ( 7 . 4 . 4 )  i n d u f t  done 

H i + Hij  = H~j + Hj ( s u r  U i n Uj)  

On a a l o r s  

u' - u = d H + H d 

H ayant pour coordonn~es non nulles les 

~ ( o )  : f*(uo'Kn) ~ f*(Uo'Lu-1) 

On a m~ae, d ' a p r & s  ( 7 . 5 . 1 )  et ( 7 . 5 . 2 )  r e s p e c t i v e m e u t ,  

u~ - u 1 = d'H + Hd' 

u s - u 2 ffi d"H + Hd" 

La formule (7.4.3) Implique que 

ual t ou sfmplement u : 

Ual t : f~(~,alt,K) 

un morphisme 

(7.5.3) ~ f~(~,alt,L) 

De mt~e ,  sous  l e s  h y p o t h k s e s  de (7.5.1) e t  (7.'5.2), Ual t e t  u ~ s o n t  homotopes .  
a l t  

7 . 6 .  S o f e n t  f : X > S un morphfsme l i s s e  de s ch ~n as  l i s s e s  de t y p e  f i n i  s u r  

C , ~ un f i b r ~  v e c t o r i e l  & c o n n e x i o n  i n t ~ g r a b l e  s u r  X , e t  V l e  syst~tne l o c a l  

c o r r e s p o n d a n t  s u r  X an . S o i e n t  de p l u s  v un champ de v e e t e u r s  s u r  S , _U = (Ui)  i E I 
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un recouvrement ouvert de X et X ffi (vi) i E I une famille de champs de vecteurs v i 

sur les U i qui rel~vent v . 

Puisque v i rel~ve un champ de vecteurs sur S , la ddriv~e de Lie 

L : OXIS (I~) ~ ~IS (Is) 
- -v  i 

est d4finie. Elle commute ~ la diff4rentielle ext4rieure 

( 7 . 6 . 1 )  [d,L_v.] = 0 

Les champs de vecteurs v i - vj (sur U i N Uj) 

sur ~/S ) . lls d~finissent donc des produits 

sont verticaux (i.e. des formes lin~aires 

contract,s 

( i-vj : " 

et la formule d'homotopie de Cartan s'~crit 

(7.6.2) L - L ---v. IV° 
I j 

= do((v i-vj)L~ + (v i-vj)L od 

De plus 

(7.6.3) (v i-v.)L + (v -Vk)U = (v i-vk)L 
J J 

La construction 7.4 nous fournit d~s lors un morphisme 

8(X) : f~CU_,~is(~)) ~ f~Cu_,nxls(~)) 

D'apras 7.5, les Hi(@(X)) ne d~pendent que de X , et non du choix des rel~vements 

v i (prendre H i = (v~- vi)L) . Si S est s~par4 et si ~ est un recouvrement 

ouvert affine de X , alors (7.3.3), on a 

H f~(U,~IS(I;)) > Rif~ ~XIS(I~) 

et Hi(@(v)) est un endomorphisme ne d~pendant que de v de Rife ~/S(If) . 

Si ~ est r4gulier, si V est le syst~me local sur X an qu'il d~finit 

et si les conditions (i) ~ (iii) de (6.13) sont v~rifi~es, on d~signera par V la 

connexion de Gauss-Manln sur 
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i * ))an R i an. * i an 
(R f~(OX/S(b) = f. [%an/san(~)) =R f~ (V) ®e ~san 

Proposition 7.7. (Katz-Oda [15]) Sous les hypothAses de 7.6 avec X e_~t S 

s4par4s et ~ afflne, s_~i b est r4guller et si l'hypoth~se de 6.14 est v~rifi~e, 

alors l'endomorphisme ~i(@(v)) de Rif. QX/S(k) "coincide" avec l'endomorphlsme 

V v d__£e (Rif. ~/S(~)) an 

Soit ¢ l'applicatlon continue identique de X an dans X . Si ~ est un 

recouvrement ouvert de Stein de X an et ~ une famille de rel~vements holomorphes 

_i_an (~*an an (V))" de v , la construction 7.4 fournit un endomorphlsme can(X) de K t. X /S 

De mSme, solent ~ le falsceau des fonctlons C ~ ~ valeurs complexes sur 

S , ~ X/S(~) le complexe des formes diff~rentlelles relatives C = sur X , ~ valeurs 

dans V , ~ un recouvrement ouvert de X ~ et ~ une famille de rel~vements C ~ de 

i_an * 
v . La construction 7.4 fournlt un endomorphlsme @~(X) de R t~ (~o~X/S(b)) . Ces 

endomorphismes ne d~pendent ni du cholx de U , ni du choix de v , et sont compatl- 

bles aux inclusions 

¢'Rif~(~/S(~)) c > Ri f:n (O~an/san (If)) -----> Ri f:n ([~X/S (I;)) 

II 
i an 

Rif:n(v) ®~ @san > R f. (V) ®C ~9oD 

Ii suffit donc de v~rifler que e=(~) coincide avec la connexion de Gauss- 

Manin. Pour calculer @=(X) , on peut prendre ~ = [X} , prendre pour ~ un rel~ve- 

C ~ de v et travailler avec le complexe f.(~,alt,Q X/S(~)) . On a ment v ° 

f.(U,alt,Oo~X/S(~)) = f.(O X/S(~)) 

et e(~) n'est autre que la d~riv~e de Lie selon v , qui induit ~videmment V 
O V 

sur  l a  cohomologie.  

7.8. Soient f : X ) S un morphlsme lisse de schemas lisses de type flnl sur 



- 118 - 

¢ et ~ un fibr~ vectoriel & connexion int~grable sur X . Le lecteur trouvera 

d~montr~ dans Katz-Oda [15 ] que la construction 7.6 fournit toujoura une connexion 

int~grable, dite de Gauss-Manin, sur les faisceaux quasi-coh~rents Rif@ ~/S(~) . 

Nous n'utiliserons pasce fait. 

Th~or~ne 7.9. Soit f : X > S un morphisme lisse de schemas lisses de type fini 

sur £ , v~rifiant lea conclusions (i) & (ill) d__£e 6.13. S_~i ~ est un fibr~ vectoriel 

connexion int~rabler~uli&re sur X • a_._lors la connexion de Gauss-Manin sur 

i 
R fw(~/S(~)) est r4~uli~re. 

D'apr&s 4.6(iii), il suffit de prouver 7.4 apr&s avoir remplac~ S par un 

ouvert de Zarlski dense. D'apr&s 6.13 et la d~finition 4.4(iii) des connexions r~guli&- 

res, il auffit de traiter le cas o& S eat s~par~ de dimension un. 

S£ ~= (Ui)i 6 1 est un recouvrement ouvert fini de X , il existe un 

ouvert de Zarlski dense S I de S tel quej pour j un morphisme d'inclusion 

j : Ui n ... N Ui ~ > X , 
r p 

les ~SI- modules 

e (  ~ 
(7.9.1) R i ( f j ) .  j flX/S(~))IS 1 

soient localement libres. La suite spectrale de Leray pour induit alors une suite 

spectrale de %1- modules localement fibres & connexion, les diff~rentielles d 2 

~tant horizontales. D'apr&s (4.6)(i), il sufflt de v~rifier que les connexions de 

Gauss-Manln sur les ~SI- modules (7.9.1) soient r~guli&res. Ceci nous permet de suppo- 

ser que f se factorise par un morphisme propre. En r~tr~cissant davantage S 1 • et 

en utilisant la r~solution des singularit~s, on volt que ceci nous ram&ne au cas 

crucial o0 lea conditions suivantes aont v~rifi~es (cf. d~monstration de 6.14 ~ 6.13). 

(7.9.2) S est le compl~ment, dans une courbe projective et lisse S , d'un ensemble 

fini T de points ; X est le compl~ment, dana un schema propre et lisse X , d'un 
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d i v i s e u r  ~ c r o i s e m e n t s  n o r m a u x  Y ; f e s t  l a  r e s t r i c t i o n  

: X ~ S t e l  q u e  Y D f - l ( T )  ; f - l ( s )  e s t  l i s s e  s u r  

u n  d i v i s e u r  ~ c r o i s e m e n t s  n o r m a u x  r e l a t i f s  s u r  S . 

X d'un morphisme 

S , et Y n ~'I(s) es~ 

x c. > ~< 

S ~ g 

y < ~ f-l(T ) 

D ~ s i g n o n s  e n c o r e  p a r  

v ~ r i f i a n t  l e s  d e u x  c o n d i t i o n s :  

un prolongement localement libre de ~ s u r  R , 

(7.9.3) La matrice de la connexion de 

le long de Y . 

~IX pr~sente au pis des poles logarithmlques 

(7.9.4) Les r~sidus de la connexion le long des dlverses composantes de Y n f-l(s) 

ntadmettent aucun entier strlctement posltif pour valeur propre. 

L'hypoth~se (7.9.4) garantit (3.14 (i)) que 

( 7 . 9 . 5 )  a f.(~f_l(s)/s<Y>(b)) g f,(~X/S(b)) 

D~signons par R~(~) lemodule localement fibre sur S quotient de 

R ~e(~/~ <Y>(~)) (3.3.3 , 3~3.2) par son sous-falsceau de torsion. Solt 

s y s t ~ m e  l o c a l  s u r  X a n  d ~ f i n i  p a r  ~ . D ' a p r ~ s  6.14, on  a 

_i.an. 

La connexion de Gauss-Manin sur R~(~)IS Lemme 7.10.  

simple en tout point t E T . 

V l e  

pr~sente au pis un p0~e 

Soit t E T et solt v 

de t • qul s'annule slmplement en 

(7.6) Hi e(~) = V v des faisceaux 

d e s  f a i s c e a u x  R i ( ~ )  . 
o 

u n  champ d e  v e c t e u r  s u r  S , d ~ f i n i  a u  v o i s i n a g e  

t . I 1  s u f f i t  d e  v ~ r i f i e r  q u e  l e s  e n d o m o r p h i s m e s  

R i (f) IS se prolongent en des endomorphismes 
o 
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Soit U = (Ui)iE I un recouvrement ouvert affine de ~ . D'apr~s 3.3.2.3 

(ou plutOt sa variante 3.3.3), on peut relever v en une famille v de champs de 

vecteurs v i sur les U i , tels que 

(7.10.1) <v i,~<Y>>c~Ui 

De (7.10.1), on tire que 

(7. I0.2) vii ~I 

P <y 
pulsque C~ X<Y> = A 

<Y> c ~X <Y > ( s u r  U i )  

>. La d~riv4e de Lie v~rifiant 

L = d o (viL) + (vii) o d 
-v i 

on a aussi 

(7.10.3) L ~-<Y> C ~<Y> (sur U i) 
-v i 

Puisque ~/~<Y> est une image homomorphe de %<Y> (3.3.2) , on a 

(7.10.4) (Vi-Vj)L ~/~<Y> C ~/~<Y> (sur U i f l  Uj )  

(7.10.5) L <Y> /~ -vi OR/~ c <y> (sur u i) 

D ' a p r ~ s  ( 7 . 9 . 3 ) ,  

( 7 . 1 0 . 6 )  

( 7 . 1 0 . 7 )  

V (~) C~ ; cecl, joint h (7.10.4) at (7.10.51 nous fournit 
v i 

(vl-vj)L C~/~<Y>(~) c~/~<Y>(~) (sur u i nuj) 

L * * _vi~/~<Y>(~) = ~/~<Y>(b) (sur U i) 

La construction g~n~rale (7.4) associe aux L et aux (v i -vj)L un 
-v i 

endomorphlsme e(_v) de R f~(~/~<Y> (~)) . Cet endomorphisme est compatible, via 

(7.9.5) ~ l'endomorphlsme de mSme nom de R f~(~X/S(If)) . D'apr~s 7.7, il s'identifie 

V v . Ceci prouve 7.10 et achAve la d~monstration de 7.9. 

La v a r i a n t e  s u i v a n t e  de 7.9 se p rouve  comme 7 .10  



- 121 - 

Proposition 7.11. Solent D le disque unlt~, D = D - [0} , X un espace analytique 

, l i s s e ,  f : X ' • D u n e  a p p l i c a t i o n  p r o p r e ,  Y u n  d i v i s e u r  & c r o i s e m e n t s  n o r m a u x  

d_~e X t e l  q u e  Y D f - l ( o )  , X ~ = X - Y  , ~ u n  f i b r ~  v e c t o r i e l  s u r  X , F u n e  c o n n e -  

x i o n  IntUitable sur ~IX ~ , qul v~rlfle (7.9.3) e...tt (7.9.4) e_~t V le syst~me local 

correspondant sur X ~an. On suppose que flf-l(D ~) est llsse et que Y n f-l(D~) est 

un diviseur ~ crolsements normaux relatlfs. Posons 

R ~ ( f )  = R i f ~  ~ / D < Y > ( ~ ) / t o r s l o n  en {0 }  . 

Alors 

Ri(f) ID ~ ~ > Rif~ V @ G ~ 
o D 

et  l a  c o n n e x i o n  c o r r e s p o n d a n ~ e  s u r  R~(f) ID ~ p r ~ s e n t e  au p i s  un pole simple en 0 . 
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III. Applications et exemples. 

i. Fonctions de classe de Nilsson. 

i.I. Soit X une vari~t~ alg~brique complexe non singuli~re, connexe et munie d'un 

point base x ° . On d~signe par ~ le rev~tement unlversel de (X,x o) et par Xo le 

point base de X . On suppose donnde une reprdsentation complexe W de dimension 
O 

finie d de ~l(X,Xo) munie d'un vecteur cyclique w ° . On ddsigne par W le syst~me 

local correspondant (I 1.4) et par ~ le fibr~ vectoriel alg~brique ~ connexion 

int~grable r~guli~re muni d'un isomorphisme de ~l(X~Xo)-repr~sentatlons (II 5.7) 

_~ W 
X 
O 

Enfin, on d~signe par w la section horizontale multiforme de ~an de d~termination 

de base w 
o 

D4flnition 1.2. Une section de classe de Nilsson d'un fibr~ vectoriel alg4brique 

sur X est une section holomorphe multiforme de d~termination finis de ~ (I 6.7), 

a~ant un e croissance mod~r~e ~ l'infini (II 2.23(iv)). 

Pour ~ = ~ , on parle de fonction de classe de Nilsson. 

Les deux th4or~mes suivants seront d~montrds simultan~ment en 1.5 . Le 

premier exprlme que pour une fonction de d4termination finie, diverses variantes de 

la condition de croissance mod~r~e ~ l'Infinl sont 4qulvalentes entre elles. 

Th~or~me 1.3. Soit s une section ho!omorphe multiforme de d~termination finie 

d'un flbr~ vectoriel al~brique sur X . Les conditions suivantes s ont ~quivalentes : 

(i) s est de classe de Nilsson ; 

(ii) la restriction de s ~ route courbe al~brique lisse (localement ferm4e) 

trac~e sur X est de classe de Nilsson. 
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S~i X e s t  un ouvert de Zariski d'une vari~t~ X compacte et normale, ce__=%s 

conditions ~qui3alent e n c o r e  

( i l l )  Toute composante irr~ductible de codimension un dans X de X- X contient un 

ouvert non vide U le lon~ duquel s a une croissance mod~r~e. 

On ne restreint pas la g~n~rallt~, dens (ill), en supposant que X U U C 

est lisses et que U y est un diviseur lisse. Au contraire de (i), les conditions 

(li) et (Ill) ne font donc pas appel ~ la th~orie de Lojaslewicz. 11 r~sulte de (iii) 

que sl codim(X- X) ~ 2 ~ une fonction de d~termination finie est automatiquement de 

classe de Nilsson. 

Pour X de dimension un , le th~orbme suivant esC dO ~'Plemelj [23] . 

Th~orAme 1.4. Soit ~ un fibr~ vectoriel al~brique sur X . La fonction'~valua- 

tion en w " qui ~ chaque f E Hom(~,~) (alg~brique) associe la section f(w) d~e ~an 

est une bljection entre Hom(~,~) et l'ensemble des sections de classe de Nilsson de 

d e  m o n o d r o m i e  s u b o r d o n n ~ e  ~ (Wo,W o )  . 

1.5. Prouvons 1.3 et 1.4 . On a vu en (I 6.11) que la fonction Ew : ft ~ f(w) 

identlfie Hom(~an~ an) ~ l'ensemble des sections holomorphes multiforme de d~termi- 

nation finie de ~an J de monodromle subordonn~e ~ (Wo~W o) . II nous reste donc 

prouver que f est alg~brique si et seulement si f(w) v~rifie (1.3)(i) (resp(1.3) 

(ii), resp (l.3)(iii)). 

que pour 

et (ill). 

Solt 

w . Pulsque 

f : b an 

formule 

D'apr~s 4.1(lii), la "section" w de ~ est de classe de Nilsson, de sorte 

f alg~brlque, f(w) v~rlfie (1.3)(i). Trivialement, (1.3)(i) ----~- (l.3)(li) 

e : ~d ~ ~ une base multlforme de ~ , form~e de d~terminatlons de 

est r~gulier, e -I a une croissance mod~r~e ~ l'infinl. Pour 

~an , les f(e i) sont des ddterminatlons de f(w) . De 1~ et de la 

-1 
f = f e e , on d~duit que 
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a) si f(w) v4rifie 1.3(ii), alors la restriction de f E H°(RQm(~,k) an) ~ toute 

courbe est ~ croissance mod4r~e 

b) si f(w) v4rifle 1.3(ill), alors f est ~ croissance moddr~e pros d'un ouvert non 

vide de chaque composante Irr~ductible de codfmension 1 de X - X . 

D ' a p r ~ s  I 2.24 , sous chacune de ces hypoth&ses, f est algdbrique. 

C o r o l l a l r e  1.5. Sous les hypotheses de 1.4, si X est affine, d'anneau de c6ordon- 

n~es A , et sf ~ est de rang m , alors l'ensemble des sections de classe de Nilsson 

d__ee ~ , de monodrom.fe subordonn~e ~ (Wo,W o) , est un A-module projectif de rang dm . 

Remarque 1.6. Une fonctlon m~romorphe de classe de Nilsson est par d4finftfon une 

section de classe de Nilsson d'un fafsceau ~(D) pour D diviseur suffisamment 

posltif (~(D) = falsceau des fonctlons m~romorphes f telles que div(f) ~ - D ). 

II r~sulte de 1.5 que l'ensemble des fonctions m~romorphes de classe de Nilsson de 

monodromfe subordonn~e ~ (Wo,W o) est un vectorfel de dimension d sur le corps 

des fonctlons rationnelles de X . 

1.7. Soft f : X > S un morphisme llsse, avec S Ifsse. D'aprAs 1.4, l'ensemble 

des p-formes dlff~rentielles relatives de classe de Nilsson sur X , ferm~es et de 

monodromle subordonn~es ~ (Wo,W o) , s'Identlfient ~ l'espace 

H°(S,Ker(d : f, ~/S (~v) -----> f. ~°'~/~OJ~v))) 

S o f t  

soft l o c a l e m e n t  

sys t~me l o c a l  

U' un ouvert de Zariski dense de S tel que au-dessus de U' , f 

C w - trivial. Les groupes d'homologie H (xan,w) forment alors un 
p s 

H sur U'. 

Ddsfgnons p a r  

dense a s s e z  petit U CU' (II 6.13) 

<, > l'accouplement de falsceaux sur un ouvert de Zarlskl 

* V 
H ® Ker(d : f~ ~/S(~") > ...) ) H ® RPf. ~X/S(~ ) 

an  WV® an  an  
H ® R p f .  ~S )- ~)S 
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On appelle p~riode d'une p-forme de classe de Nilsson relative ferm~e 

du type consider4 plus haut route fonction multiforme sur U de la forme < h,~ > 

pour h section (horizontale) multiforme de H . Une p~riode est donc une fonction 

multiforme de d~termination finie de monodromle subordonn4e ~ H . Les th~or~mes 

(1.4) (II 6.13) nous fournissent alors le th~or~me essentiellement ~quivalent ~ (II 7.4). 

Th4or~me 1.8. Sous les hypotheses 1.7, les p~riodes d'une p-forme diff~rentlelle 

relative ferm~e de classe de Nilsson sur X sont des fonctions de classe de Nilsson 

sur un ouvert de Zariski dense convenable de S . 

2. Le th~or~me de monodromie (d'apr~s Brieskorn). 

La d4monstration du th4or~me de monodromie donn4e dans ce § est due 

Brieskorn [ 5] . 

2.1. Soit S une courbe alg4brlque llsse sur C , d~duite d'une courbe projective 

et lisse S par soustraction d'un ensemble fini T de points. Pour t 6 T , le 

groupe de monodromie locale en t , ou groupe fondamental local de S en t , est 

le groupe fondamental de D - It} , pour D petit disque centr4 en t . Ce groupe est 

canoniquement isomorphe ~ ~ , et on appelle son g~n~rateur canonique la "transforma- 

tion de monodromie" . 

Si V est un syst~me local de C-vectoriels sur S , le groupe de monodro- 

mie locale en t agit sur VI(D-{t ]) . Si V est le complexifi~ d'un syst~ne local de 

-modules de type fini, alors le polynOme caract~ristique de la transformation de 

monodromie est ~ coefficients entiers. 

Rappelons qu'une substitution lin~aire est dite quasi-unipotente sl une de 

ses puissances est unipotente. Un syst~me local de C-vectoriels sur S est dit quasi- 

unipotent (resp unipotent) ~ l'infini sl pour tout t E T , la transformation de 

monodromie correspondante est quasi-unipotente (resp unipotente). 
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Exemple 2.2. Soient X = SL2(R)/S02(~) le demi-plan de Polncar~ et F un sous- 

groupe discret sans torsion de SL2(~) , tel que F\SL2(R) solt de volume fini. On 

salt alors que F\X est une courbe alg~brlque, de groupe fondamental F . Chaque 

representation complexe de dimension flnle p de F d~flnit donc un syst~me local 

V sur r~x (et r~clproquement). Pour que v soit unlpotent ~ l'inflni, il faut 
P P 

et il suffit que pour tout ~l~ment y de F , unipotent dans SL2(R) , p(y) solt 

unipotent. 

Th~or~me 2.3. Solent S co,~ne en 

lisse. On suppose que Rif. 

(cf. II 6.13). Alors, Rif~ C 

2.1, i un entler et f : X • S un morphisme 

est un syst~me local (i.e. est Iocalement constant) 

est quasi-unipotent ~ l'inflnl. 

La d~monstratlon r e p o s e  sur (II 7.4) et sur le th~or~me sulvant de Gelfond 

([6], ou [ 2 ]) : 

(*) Si ~ et exp(2~i~) sont des nombres alg~brlques, alors ~ est rationnel. 

Un corollalre imm~diat de (@) est 

(~) Si N est une matrlce ~ coefficients dans un sous-corps K de ~ , et sl pour 

tout plongement ~ : K ~ ¢ , le polynOme caract~ristique de exp(2~i @(N)) est 

coefficients entlers, alors exp(2~i N) est quasl-unlpotent. 

Soit en effet ~ une valeur propre de N dans une extension K' de K . 

Pour tout plongement @ de K' dans C , exp(2~i o(~)) est alg~brlque. On en 

d~dult tout d'abord que ~ est alg~brlque, sans quol o(~) pourrait prendre toute 

valeur non alg~brlque. Le th~or~me (*) montre alors que ~ est rationnel, de sorte 

qua les valeurs propres exp(2Ri ~) de exp(2~i N) sont des racines de l'unit~. 

Rif~ * Prouvons 3.3. Quitte ~ r~tr~cir S , on peut supposer que H = ~X/S 

est localement libre. 

Solt K un sous-corps de C , tel qua f, X, S, S etles points de T 

soient d~finissables sur K , i.e. provlennent par extension des scalaires 

Oo:K >C,de 
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f : x ~ S ec T c~ (K) 
O O O O O 

La c o n n e x i o n  de  C~uss -Fmnin  s u r  H = R i --o f~ ~o/S ° esC r~suli~re (II 7.4) . II exlste 

donc  une  e x t e n s i o n  de  H'  e n  un  f i b r ~  v e c t o r t e l  s u r  S t e l  que l a  c o n n e x t o n  p r ~ s e n t e  
--o o 

au  p i s  un  p01e  s i m p l e  en  c h a q u e  t E T O • S o i t  N t l a  m a t r i c e  du r ~ s i d u  de  l a  connexLon 

en  t E T O ~ d a n s  une  b a s e  de  (H~) t . 

Pour  t o u t  p l o n g e m e n t  o : K ~ C , fo  d ~ f i n f t  p a r  e x t e n s i o n  de s  s c a l a i r e s  

f(a) : x ( o ) ' ~  s(o) 

e t  ~(O)  " R f ( ~ ) ~ ( o ) / S ( ~  ) s e  d ~ d u i t  p a r  e x t e n s i o n  d e s  s c a l a i r e s  de  H o . D*apr&s 

( I I  1 . 1 7 . 1 ) ~  e x p ( 2 1 T I O / N t ) )  a m ~ n e p o l y n O m e c a r a c t ~ r i s t i q u e  que l a  t r a n s f o r m a t i o n  

de  m o n o d r o ~ e  l o c a l e  en  t a g i s s a n t  s u r  R i f ( o ) ~  ¢ . D t a p r ~ s  3 . 1 ,  exp(211i o(N t )  a 

donc  un polyngkae c a r a c t ~ r i s t t q u e  ~ c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s ,  e t ,  p a r  (~)  , exp(2Tti  N t )  e s t  

q u a s l - u n i p o t e n t ,  dWo~ 2 . 3  . 



Index termlnologique 

adapt~e (structure riemannlenne -) 
(norme sur X ~,- ~ X) 

Bianchi (identit~ de - ) 

coefficient (d'une connexion) 

connexion (cas alg~brlque) 
de Gauss-Manin 

holomorphe 

int~grable 

p r o j e c t i v e  

r~guli~re 

relative 

courbure 

covariante 

cyclique 

De Rham 

volr 

(section - d'un module ~ connexion) 
(vecteur - d'une representation) 

(complexe de - ) 

(complexe de - logarithmlque) 

d~riv~e covariante 

I I  2.3 
I I  2.5 

I 2.12.3 

I 3.1 

I I  1 .2 
I 2 .29 
I I  7 .8 
I 2 . 2 . 4  
I 2 .4  
I 1 .14 
I 2 .21 
I 2 .22 
I 5.6 
I 5.6 bis 
II i. II 
II 1.14 
II 1.21 
II 4.2 
II 4.5 
I 2.21 
I 2.22 

I 2.11 
I 2.13.2 
I 2.21 
I 2.22 

d ~ r i v ~ e  

I 
I 
I 
II 
II 
II 

4.7  
6 . 8 . 1  

2 15 
2 21 
2 22 
31 
33.1 
33.2 

2.4  
2 .5  
2.21 

p. 61 
62 

11 

22 

41 
21 

118 
6 
7 

11 
14 
14 
31 
31 
50 
52 
57 
89 
90 
13 
14 

i 0  
11 
14 
14 

27 
39 

11 
14 
14 
72 
74 
74 

7 
7 

14 
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d~rlv~e de Schwartz 

d~termlnation (de s ~ en x ou dans U) 
- de b a s e  

de - flnie 

i~me 
equation dlff~rentielle dun -- ordre 

e s p a c e  analytlque 

fibre (d'un flbr~ vectoriel) 

flbr~ vectoriel (holomorphe) 

forme de connexion 

forme dlff~rentlelle ext~rieure ~ valeurs 
dans 

filtratlon de Hodge 
- par le poids 
- par l'ordre du pole 

Gauss-Manln volt 

groupe fondamental 

groupolde fondamental 

Hodge (filtration de - ) 

horizontal 

image r~ciproque 

immersion 

lisse 

logarlthmlque (eomplexe de De Rham - ) 

(pOle - ) 

l o e a l e m e n t  pa r acompac t  

m~romorphe ( f i b r ~  v e c t o r i e l  - en p ) 
( f i b r ~  v e c t o r i e l  - l e  long  de Y ) 
( s e c t i o n  - l e  long  de Y ) 
( e f f e c t i v e m e n t  - ) 

m~romorphiquement  4 q u i v a l e n t s  ( p r o l o n g e m e n t s )  

mod~r~e ( c r o i s s a n c e  - ) 

I 5.9 

I 6.2 
I 6.2 
I 6.7 

I 4.3 

0 i 

I 2.1 

I 2.1 

I 3.1 

I 2.10 

II 3.12 
II 3.5 
II 3.12 

connexion 

I 1.2 

I 1.6 

II 3.12 

I 2.9 

I 2.1 

0 3. 

0 4. 

II 3.1 
II 3.3.1 
II 3.3.2 
II 3. i 
II 3.8 

0 5. 

II 1.14 
II 2.13 
II 2.13 
II 2.13 

II 2.13 

II i. 18 
II 2.6 
II 2. I0 
II 2.17 
II 2.23 

p.  33 

37 
37 
38 

24 

2 

5 

5 

21 

9 

80 
76 
80 

80 

72 
74 
74 
72 
78 

52 
65 
66 
65 

65 

55 
63 
64 
68 
71 
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mod~r~e (norme - sur ~ ) 

monodromie (d'une section multiforme) 
(subordonn~e ~) 
(transformation de - ) 

multiforme 

Nilsson (classe de - ) 

norme ( s u r  X , a d a p t ~ e  
( ca s  a l g ~ b r i q u e )  
(mod~r~e) 

x) 

op~rateur dlff~rentiel d'ordre ~ n 

o s C u l a t r i c e  (droite p r o j e c t i v e  - ) 

p~riode (d'une p-forme de classe de Nilsson) 

poids (filtration par le - ) 

point (~ valeur dans S ) 

pole (filtration par l'ordre du - ) 

prlnclpe de prolongement analytlque 

prolongement canonique 

quasi-unipotent 

r~guli~re volr 

r~sldu (de Poincar~) 
(d'une connexion) 

rev~tement 

Ricci (identit~ de - ) 

Schwarz (d~rlv~e de - ) 

solution (d'une ~quatlon dlff~rentlelle) 

syst~me local complexe 

relatlf 

triangulation semi-analytlque 

II 2.16 
II 2.23 

I 6.8 
I 6.9 
II 1.15 

0 2. 
I 6.2 

III 1.2 
III 1.6 

II 2.5 
II 2.23 
II 2.16 

I 4.2 

I 5.3 
I 5.4 

III 1.7 

II 3.5 

I 2.2.1 

II 3.12 

1 6.3 

II 5.2 
II 5.5 

III 2.1 

connexion 

II 3.7 
II 1.16 
II 3.8 

0 8. 

I 2.12.2 

I 5.9  

I 4.3 

I i.I 

I 2.22 

II 2.8.1 

p. 67 
71 

39 
39 
53 

2 
33 

122 
124 

62 
71 
67 

24 

30 
30 

125 

76 

6 

80 

37 

92 
95 

125 

77 
53 
78 

2 

11 

33 

24 

3 

14 

63 
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u n i p o t e n t  l e  long de Y 

va r i~c~  a lg~br ique  complexe 

v a r ! ~ t ~  analyCique 

v e r t i c a l e  ( p a t t i e  - ) 

v o i s i n a g e  i n f i n i t ~ s i m a l  (n i - ~ e  - ) 

voisln (Inflniment - du ler ordre) 

I I  

0 

0 

I I  
I I  

I 

I 

5.1 

6. 

7. 

2.9 
2.23 

2.2.2 

2.2.3 

p. 91 

2 

2 

64 
71 

6 

6 . 
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