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cubic
y2  = p (x)3

quartic

conic
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intersection multiplicity  3

intersection multiplicity  2
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x axis

line at infinity =
     directions through
              origin
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Í:���¾�!Ä:���¾��� � �g�� � Ì��$��� � ���*Ì�Ä±,�H��0Ä:���:Ì�Ä �!Ä:���X9�= �0Ä}��� � �0�*� � Ð��*�$���0��� � Ä*���À� 9�Ý¸�0Ä}��� � �0�:� � � � �0Æ^�$�$)a� �������0��� ��!����� �0� � Ð��*�$���0��� � Ä*���F��Ù � �$Æ "¿������ �*� ��*" Ú � � �0Æ^�$�±� �*� ���$� � �¹�!�/����"¿�'�¸�+�0Ä:� � ���$Å3���£�Ð¬�:�$���0��� � ��� � "¿� � ��� � ���Ì���Í:���¸����Ì�����"¿���0� � ,ÃF�¿��Ï+Å*����� � �0Ä*���¾Æ���Ì��¿Í*���'«¿�0�¿�0Ä*�g9 Êµ� ���0���¸Í*��·�����0��):� �*� ���>«¿�0Ä:�MÐ¬�:���£�!�� � Ç¼´"%$N2Q.�9vÎ × �Öò4 5 Ò ; 4 ¡ Ó 4 ¢ @¹Ó 4 7× 8 Ô hó,�"%$c�-.�[�.�9N0:<c0D]a*�<>*:,F.10:2#*:K:]'(E2TCN,F.10:2 Ñ 6´Ó+;¸Âu.�,�"
Ñ 6´8¬;'× Ñ 6Ph�;>î



9�Ý�8 ������������������� �

C

pi

Ýa��Ì��:�!�¿9$8:Ç

�/�aÍª�������!� � �Ø�:�#ô�õõ ×Ø8HÌ�� � ��� � ; 4 ×]8*)�Í*���D�!Ä:���!�����a� � � �:� ��0��� � ���¬��� � ���0���¸� � �$,
� �:Å*Å3�¬���aö�Ê�Ó

4 7×]8*,aÃ�Ä*� � )�� � �0��Ì��!�¸�0� � ÌÀ����Ì^Ó ô�õõ �¸�!��� �3� �0Ä:����� � �0���*���0Ä:� Æ � � � Ýa��Ì*,
9�9�� �3� �����0�0� � Ì �©÷ h

R

Ýa��Ì��:�!�¿9�9�Ç

ò3 4 5 Ò �Ø�:� � ���ÌÁÓ � ÑÑ�� ×qøçùÓ � ÑÑ
�������0Ä:�Õú ¨ � ��� � ; 4 ����Ì^Ó 4 )5Æ¾Ä:�����)5Í � �!�-«+� � Ì � Å:�!�"¿��0� � ���¸� Ñ#û � Ñ � � � �0�"¿Å:� �



w �axy�N�Tz>{|xy} ~%�������E����~%{l�E�����+�y�s������~+��� 9�Ý:9
��� �:� ���1�0� � �0���M��� � �!��� � � � Ì��0Ä*�gÅ3�¬����0� � �¿�!�$�¸�'�¸Ï+���$)±Æ^��Ë �3� �!Ä:�´j¸¨ � ���M4:üyý f�9)Ê )
Æ¾Ä:�$�0�aÊo���H� � � � �!��Ì��$�$,'Ã�Ä+�*� 3 ; 4 ����Ì^Ó 4 ×]4:ü ý f�9)Ê
� �3� )���Ï�Åª� � � � �!���¸�0� � Ì*)�Æ�����Í����¸� � �0Ä:�����:�0�0Ä*���H��� � ���0���¸� � �e Ó Ö-§4 ×§9
Ã�Ä:����)*�0��Ì����!Ä:����Æ¾�¥�!Ä � ; 4 ×§8:)3��� � �$���$�!�0��� � � �*� �0�EÞq����� � �H�����H�!Ä:�M��Ï����£�!� � ���M�¸�5�
�0�������0��� � �0���0Ä*��Å:�0��Í:����"�):�������H��� � Ë*�!"¿� � Í � � � �"¿� � ����� � ����� � �$,Ã�Ä:�M�0�"¿Å:���$��� � � �:Ê �!�0� � �����3��� � �1�!�� � Ñ 67Ó¬;^Æ¾��0Ä Ñ 6´8¬;5× Ñ 6Ph�;����

Ñ 67Ó¬;5× 6´Ócf 6 ;�67Ócf=þ�;
6´Ócf 9�;�6´Óaf 6 þ�;Æ¾��0Ä � � � ���0���

6 Ñ ;5×
¡ 6 ¢ Ñ ¡ þ ¢ f ¡

9
¢ f ¡ 6 þ ¢× 6

¡ 6 ¢ f ¡
9
¢
; Ñ 6

¡ þ ¢ f ¡
9
¢
;f#6

¡ 6 þ ¢ f ¡
9
¢
;

Ã�Ä:����Ä*�����!Ä:����������� Æ¾� � Ì¿"¿�$� � � � Ì*ÇR�����Î�ÿ��¹61o Ò Ü08 Ô h�;5×�� 3 ; 4 ¡ Ó 4 ¢ Ô 3 ; 4 × 8 Ô Ó
4 7× 8 Ô h��

Ã�Ä:� � �0Ä*� � � � �������!�^Î��·×
¡ 6 ¢ f ¡

9
¢
Ì�� � �$�!�¸�0�|Î´ÿ��¹61o Ò Ü08 Ô hI;�):� �3� Æ¾��0Ä��0Ä:����� � ���0��� �Ñ � ��Ë � � � �¸Íª� � � 6 Ñ ;^×¦Î � Ñ Î�	f®Î � 	
���Ë � �M� � ��Ð¬�:� � ���� � �����!����� �0��� � Ù�� Ú � � �!Ä:��Ì��!���:ÅQÎ�ÿ��ª6/o Ò Ü!8 Ô h�;^Í � ÇÎ�ÖÎ û �¥���X�¿��� �!�� � �¸�ª��� � �1�0��� �Q² Ô ² 6´8¬;R× ² 6FhI;�� �*� 6 ² ;5×ÖÎ f�Î û

Ã�Ä:� � ):�*�0� � Ì&�!Ä:����� � ���0��� � Ñ Î�� Ñ Î 	 �¦Î�� 	
/��Ë � �JÎ´ÿ��¹61o Ò Ü08 Ô hI; ÷ p��·Í � � 4 ; 4 ¡ Ó 4 ¢��÷��
4
Ó Ö�§4 ,5Ã�Ä:���H���H�0�:�/�£�$���0� � ��):�0� � ���Î � �÷ 6 ):� �*� �0Ä:�c«���� � ���¹���|� 4 ; 4 Ó 4 Ç � 4

Ó Ö-§4 ×§9�,
Î � � �����*����� � Çt!#"+$tI�*ZM Î�ÿ��ª6/o Ò Ü!8 Ô h�;Z��� ÷ p �.�2T�:(+C'$'��±N¶ 3 ; 4 Ó 4 �÷ e Ó Ö §4.�9cÂ¹$)K�KºR���$/·�2T$'�Q*:2#��.�9J*:2s.�9)0-Ik0-<FM%"E.�9'I�V



9�Ý¬4 ������������������� �

y axis

x axis

ÝD��Ì��*�0�¿9�4:Ç'����0�*�¸�0��� � � � ocÇ
2H� Æ Æ��5Ì��¾�!�/��� � Ë*Ì��:�!�¸�0��� � �±�¸��Å3��� � ���±� � 61ocÇ Ô�� ;ZÆ¾Ä:���!� � � � � �¸�0���Z�!Ä:�5�!�0��� � Ì��������!"¿� � Í � �0Ä*� ���¬��� � � � �¸�0� � Ï��$�$,ÍocÇkf � �× p ��� p � )��0� � ���_ocÇkf � ���t�£�*���p Ç fç`À���+��� � � � � �0��� Ï���� b ,g �M�����Î�ÿ��ª6/o Ç�Ô�� ;'× � 3 ; 4 � 4 Ô 3 ; 4 ×]8 Ô � 4 7� � �

� �3� ����«g�!Ä:�MÐ¬�:�$���0��� � Ç¿y0:<¸Î � Î´ÿ��¹61ocÇ Ô�� ;aÂy"%$N2Y.�9c,�"%$N<>$�*�C)(E<�[:$ØË × ` Ñ 6´Ú Ô�Û ;5×]8 b *-2T�² × �a6�Ú Ô�Û ;��6�Ú Ô0Û ;�ëëë ìÂu.�,�" ² ×ÍC'0:2%9�,d*:2�,v0:2 � ÌÕË
6 ² ;5×íÎ

�/�/Í3�������!��)3�0Ä:�M�!�$�0� � �:���!Ä:�����0�$"Þ���������Ì5Ú � ² � ² � �3� ���Ì Û � ² � ² Ì�� � �$���!Ä:�&��� ��Ê
� ��0��� � � e Ú Ö §4 × 9e Û Ö §4 × 9ú±���QÎ�ÿ�� Ó 6/ocÇ Ô�� ;�� Î´ÿ��¹61ocÇ Ô�� ;¿Í3� �0Ä*� �0�:Í:Ì��!���*Å]�0�¸�0���£� � � � Ì �0Ä*�$�0� ��� �*� ��0��� � �$,
���Ë � �M� � ��Ð¬�:� � ���� � �����!����� �0��� � Ù�� Ú � � Î�ÿ�� Ó 6/ocÇ Ô�� ;5�!�gÍ3��Ì�� � �$�!�¸�0� � Í �



w �axy�N�Tz>{|xy} ~%�������E����~%{l�E�����+�y�s������~+��� 9�Ý�>
Î Ò �qÎ Ç �¥�'�!Ä:���!�M��Ï+�����!�/�g���:� � �JËKÅ*���0�0� � Ì¿�0Ä:�!���:Ì�Ä½Î Ò � �*� Î Ç � �*��À�!�¸�0��� � ������� � ���� ��² ×�� �"!$# %'&( �)!*# %'& ëë ì �0�*��Äg�!Ä*� � ² ���^��� � ���!� � �^� � Ë_Ì � � �*�
6 ² ;5×íÎ Ò f®Î Ç
/��Ë � � Ë¿6/ocÇ Ô�� ;5×¦Î´ÿ�� Ó 6/ocÇ Ô�� ;��+�

2H� ÆqÎ�ÿ��ª6/o Ç¸Ô�� ;^���¾Ì�� � �$�!�¸�0� � Í �Î�� # 	 × 6 6 Ô þ�;f#6 6 Ô 9
;£f 6�9 Ô þ�; Ñ 6�9 Ô 9
;
Î � � �0� � �$�0� � Ì

y = b

Ýa��Ì��:�!�¿9$>:Ç

6�Ú´f 6 Ò ;�6�Ú´f 6 Ç ;6�Ú�f 9�;�6�Ú´f 6 Ò 6 Ç ;� � ËK×Í` Û ×iþ b Ì�� � ���À6 � �¸�!� � Ìq�0Ä*�¸�$)ª�����·� �+� ��� � ��ËKÅ*���0�0� � Ìg�0Ä*�0���:Ì�Ä � � ���0�0��Ï����� )Z6/Ë Ô Ë¦Ì � ; �× 6/o Ò Ü!8 Ô hI;�;Î��-, # 	 Ñ Î��/. # 	 �ÖÎ��-,��/. # 	Î � . # 	 �¦Î�� # 	 Ñ Î�� # 	 �íÎ � # 	 .
Î � � �����*����� � Ç!#"%$JIk*'M Î�ÿ�� Ó 61o Ç�Ô�� ; ÷ p �10 � p �Î � # 	 �÷ 6 0 þ



9�Ý�� ������������������� �
.�9cÂ¹$)K�KºR���$/·�2T$'��V

.µ�ÁÆ����:� � Ä*� � ��Íª��� � "&�*��Äg����"¿Å:�����5��3�!Ä:�/���0��� � Ä3� � � �3� � � Ä:�$�0��,a�����5�!Ä:�H�¸Íª� � �"g�¸Å ����2T0-,'� � ���0��"¿���!Å:Ä:����"�)¹� � ��� � �0�������/�!�`��!��� � �¸����Ì��*�À� � �!Ä:�`9 Ê-� ���0���¸Í:���&�$���0��,
É ����"¿���0�!�����¸��� � )�Æ��������0� � �$� � �!�À���+��«g� ���� � �$�^Æ¾Ä:����Ä � � � �¸��Å*���!�'�!Ä:�0���:Ì�Äq� � �$���!��Ï�¸� � ,
Ý*��� ² × � 6´Ú´f 6 4 ; Ö�§-2 !43�% 5 Ò Æ¾Ä*���!� � ; 4 ×]8 Ô � 6 Ö §4 × � 6�9Xf 6 4 ; Ö-§ )*Æ^��Ì����

y axis
x + y = 1

x axis

Ýa�Ì��:�0�¿9��*ÇRÚ Ñ Û ×§9

3 Î � § # Ò Ò5� §6� 8
Ã�Ä:����� � �!���0�£Æ¾� � ����Ú Ô0Û � � �¿�0�:Í��!���Æ�� � ,7Qä98;:=<?>@</áA:^,CB Ç 6Fp¿;5×qp � 0 � p � ��` 6 0 6£9¸f 6 ;�Ç 6 � p � Ô 6 7× 9 b
Ã�Ä:���!����� �0��� � � 6 0 6£9Xf 6 ;^×§9��¸�!�·�0Ä:�kæT,P$N.�2T±'$N</G�<>$NKU*-,/.10-2%91,ÁÃ�Ä:� � � � ����� � Å:�!� � ��ÇDFE ä�á+à:ä�å ,t!T"+$�Ik*'MÕÎ�� # 	 �÷ 6 0 þ�.�2T�:(+C'$)9J*:2Y.�9N0-Ik0-<FM%"�.�9�IË¿61ocÇ Ô�� ; �× B Ç 6Pp&;

2H� Æ
B Ç 6Pp&;����H�¿�0�:Í��0����*:<�.�,�"�I�$N,/.1CH��ÍE�£���1�$,ug �M�0���c` 6 Ô þ b ×#��"¿��Ì����¸� 6 0 þ�� �B Ç 6Pp¿;1,5Ã�Ä:� � ` 6 Ô 9 b × 9�× `¬9 Ô þ b` 6 Ô þ b × 9��¥� 6 Ô þ ��GH

Ý:���¾��Ï:�¸"¿Å:����)�� � Ú�× Û
6 6 þ Ô 6 þ�;£f#6 6 Ô 6 ;f#6/þ Ô þ�; Ñ 6£9 Ô 9�;6�Ø8



w �axy�N�Tz>{|xy} ~%�������E����~%{l�E�����+�y�s������~+��� 9�Ý��
Ä:� � ��� Î�� # 	 Ñ Î 	 # �I�]8
Æ¾Ä:����Ä`��"¿Å:������ ` 6 Ô þ b × `\þ Ô 6 b Ò Ò× ` Ò 	 Ô 6 b2H� Æ ` 6 Ô 9 b × ` 6 Ô 9^f 6 b ` 6 Ô ÒÒ Ò5� b

× ` 6 Ô 9^f 6 b Ò Ò × 9
Ý:���KJz�¿����"�Å*���Ï�;¹�0Ä��!�¬���¾�¸�D� � �¥� � )AJ Ö × 9

9�× ` 6 Ô 9 b × ` 6 Ô J b Ö�0�&�!Ä*� �a` 6 Ô J b �����0���!�0��� � ,p�á+à:áTã1ãMLEà N é^.�[:$)2IÚ
4
Ô�Û
4 � GHPO ; 4 �Í�

Ô ÿX× 9 Õ�Õ$Õ Ü©9N0�,�"%*:,c�íò4 5 Ò ; 4 × 8Ö*-2T�
� ò4 5 Ò Ú Ö §4 × � ò4 5 Ò Û Ö §4 ×<9�@�,�"+$)2_,�"+$)<Z$�$Zm�.�9�,19J*ÕC)(E<�[:$ØË ×i` Ñ 6�Ú Ô�Û ;^× 8 b *:2#� ² *<>*-,/.10-2T*:K�]'(E2TCN,/.10-2_0:2ÕË 9�(+CZ"½,�"+*:,/@�Âu.�,�"c� 4 × 6�Ú

4
Ô0Û
4
;

6 ² ;5× ò3 4 5 Ò ;
4 � 4

*:2#� ² .�9tC'0-2%9�,P*-2+,^0:2QËÔÌ � VXW80-<>$'0:[:$)<ØË Ô ² *:<>$���$/·�2#$Z��0:[:$)< GH VB Ç 6Pp�;1)¸Æ¾Ä:����Ä�Ä*���aÅ:�!� � � � � � �0Ä*����Í3� � �^�����!��������� � )����R��Ù � ��Æ�"������� � ��*" Ú ��ÍE�£�$���$,
Ý:���¾��Ï:�¸"¿Å:����)

� �"
B Ç 6Pp¿;5×©h� B Ç 6Pp¿;5×RQ ÒpTS H

Æ¾Ä:�$�0� � B Ç 6Fp�;�� �*� �����¸�0�$�M�0Ä:�X�!� � Ì�� � �À�0Å*����� 6�Æ¾Ä*����Ä ���¾�����:���0� � ��� � �À���!�Ì����!���*�
� ��Ë � ��0��� � ;�)R� �*� Q ÒpTS H ���M�0Ä:�`"¿� � �:��X�¸�VU�W�¸Ä:����� � �YX¹���!� � �!�������À�¸�Øp�� H ÜR�!Ä*� �����$)
�0Ä*�M����"¿Å:����Ï � �$���0�����0Å*������Æ¾�¥�!Ä�Ì�� � ����� �0���!� � Ó Ô Ó � pÞ� �*� �0�$���¸�0��� � �$Ç

� 67Ó Ò Ñ Ó Ç ;5× � Ó Ò Ñ � Ó Ç Z Ó Ò�Ô Ó Ç � p� � ÓÀ×Ö� � Ó Z � � H Ô Ó
� p� 6´Ó Ò Ó Ç ;5×]Ó Ò � Ó Ç Ñ Ó Ç � Ó Ò Z Ó Ò�Ô Ó Ç � p

Ý:�!��" �0Ä:�����X�0�$���¸�0��� � ���������� Æ ���3�������0�0� � ��� � Ç � � × 8 Z � � H Ü �\[ × 8�������� �+�
[
� GH 6��¥� Ñ 6 [ ;�× 8�Æ¾Ä:�$�0� Ñ 6´Úª;

� H ¡ Ú ¢ �����0Ä*�g"�� � ��"g�¸�ÁÅª��� �+� ��"¿���¸�'��� [ � � ���H )ª�0Ä*� � � Ñ 6 [ ;¾× Ñ#û 6 [ ; �\[ ×§8:)ªÄ:� � ��� �\[ ×§8�;�, � � � B Ç 6Fp�;¾×]Q Òp^S H ��+��«+�H��S«��pk� GH ,
B Ç 6Fp�;����¾�¿���:Í:�0����"��Ï+�0�:�!���¸�R�¸�!�¥�!Ä:"¿���!����� �*� Ì�����"����0� � ,


