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AVANT-PROPOS iii

Avant-Propos

Bien qu’une formule des traces stable générale n’existe pas encore, des cas particuliers
ont été établis et les efforts faits pour la prouver ont mené a d’autres recherches moins
provisoires. Il n’est peut-étre pas tout a fait inutile d’en motiver 1’étude. C’est le but de ces
notes, qui ont pour origine des conférences données a I’Ecole Normale Supérieure de Jeunes
Filles au printemps 1980 et je voudrais remercier M.-F. Vigneras de m’avoir donné 'occasion
de réfléchir encore sur ces problemes. Une partie des notes a été rédigée ensuite pendant un
séjour a I’Université de Bonn sous 1’égide du SFB et je voudrais remercier tout son équipe,
mais surtout G. Harder, de son hospitalité. Je tiens aussi & exprimer ma reconnaissance a
J.-P. Labesse pour I'aide et I’encouragement qu’il m’a apportés.
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Présentation

En principe la formule des traces exprime la trace comme une somme sur les classes de
conjugaison d'un groupe G(F'), F' étant un corps global et G un groupe réductif. Donc si
I'on veut par exemple comparer la trace pour un groupe quasi-déployé G* et pour une forme
intérieure G comme on l'a fait dans [7] il faut trouver une application naturelle de ’ensemble
des classes de conjugaison de G(F') dans celui des classes de G*(F'), ce qui est en général
impossible.

En revanche, si on passe aux classes de conjugaison stables une telle application existe et
est facile & définir. Par conséquent pour imiter les méthodes de [7] il faut d’abord trouver
une formule des traces qui s’exprime comme somme sur les classes de conjugaison stables, ce
que j'appelle une formule stable. Une telle formule est ébauchée dans ces notes, mais avec de
grandes et importantes lacunes.

Pour motiver son introduction nous commengons dans le Chapitre 1 par le groupe SL(2),
qui a été traité d’une fagon impitoyablement détaillée dans [13]. On rappelle rapidement le
principe de fonctorialité, et apres avoir formulé les résultats locaux nécessaires, on donne la
formule des traces stable pour le groupe SL(2) avec une petite application, pour la rendre
plus piquante.

Les deux chapitres suivants sont surtout un exposé des travaux de Shelstad. Les groupes
endoscopiques sont introduits et le probleme du transfert des intégrales orbitales est abordé.
Bien que ce soit un des problemes fondamentaux de la théorie, il n’a été résolu que pour les
groupes réels.

C’est la différence entre conjugaison et conjugaison stable qui donne naissance aux L-
paquets. Le chapitre IV contient un apercu des résultats acquis sur eux jusqu’a présent. Dans
le chapitre V, maintenant dépassé par les résultats que Flicker a obtenus depuis la rédaction
de ces notes, quelques applications de la formule des traces sont suggérées.

Alors que les premiers chapitres sont, je 'espere, d’un acces facile, les derniers sont tout
a fait techniques et ne peuvent intéresser que des spécialistes. J'y ai fait un effort sérieux
pour montrer comment on remanie la formule des traces habituelle afin d’obtenir une formule
stable. Les problemes locaux n’étant pas encore résolus il a fallu admettre comme hypothese
I'existence des facteurs de transfert.

Les remaniements doivent tenir compte du fait qu'un sous-groupe de Cartan de G* peut
“relever” de GG localement partout sans en “relever” globalement, ce qui nous force a introduire
les invariants des chapitres VI et VII et & développer leurs propriétés, et enfin a admettre
des hypotheses locales et globales sur les facteurs de transfert, que pour 'instant seules la
cohérence et la nécessité justifient. Le Lemma 7.6 me semble néanmoins ne pas étre trivial.

Dans le chapitre VIII, sur la base de ces hypothese et en négligeant la contribution des
pointes nous déduisons une formule des traces stable. Puisque les hypotheses nous permettent
de surmonter les problemes venant des sous-groupes de Cartan de G* qui ne “relevent” pas
de GG le remaniement est assez facile et la seule difficulté sérieuse est de vérifier le lemme 8.6.
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Chapitre 1

Introduction

Le probleme de L-indiscernabilité s’est manifesté pour la premiere fois dans 1’étude des
variétés de Shimura ou son apparition est assez facheuse, parce qu’elle embrouille encore plus
des choses déja difficiles a comprendre. Il semble toutefois que 'on ne peut pas la contourner
et qu’elle intervient chaque fois que 1'on veut comparer deux formules des traces ou une
formule des traces et une formule de Lefschetz. En revanche on pourra peut-étre tirer avantage
de son apparition dans la théorie des représentations et des formes automorphes pour vérifier
le principe de fonctorialité dans un nombre assez grand de cas particuliers.

Mais il y a des choses a souligner avant de commencer. D’abord, quoique ces cas particuliers
comprennent des exemples tres divers et en toute dimension, on ne réussira jamais avec
seulement la L-indiscernabilité a atteindre le but le plus profond du principe de fonctorialité,
qui est de remplacer chaque fonction L avec une partie galoisienne, par exemple chaque
fonction L d’Artin, par une fonction L entierement automorphe. Il s’agit donc d’exemples
banals, pas dans le sens strict du mot et surtout pas dans un sens dépréciatif, mais dans un
sense uniquement technique.

De plus I'idée d’exploiter la L-indiscernabilité exigera de longs efforts pour étre menée
a bien, et nous n’en sommes qu’aux débuts. Mais on a vérifié assez de théoréemes pour en
parler, et ce qui est plus important les problemes qui s’y posent sont plus terre a terre que la
probleme général et on peut les aborder des a présent.

Il faut commencer en rappelant ce qu’est le principe de fonctorialité et en particulier
ce qu’est le L-groupe. Ensuite je rappelerai d'une fagon assez rapide ce qui se trouve dans
'article de Labesse et moi-méme [13] parce qu’il est a l'origine des développements ultérieurs,
et alors nous pourrons passer dans les chapitres suivants a 'idée générale et aux résultats de
Shelstad, Kottwitz, Rogawski.

1. Le L-groupe

Un L-groupe est un produit semi-direct d’un groupe algébrique réductif connexe, noté
L@GO, et d’un groupe de Galois, Gal(K/F), ou d’'un groupe de Weil. Pour I'instant je préfere
prendre G sur C et j'identifie “G? avec le groupe de ses points complexes. Je préfere aussi
prendre un groupe de Galois et je suppose que K est une extension finie de F'. Un L-groupe

LG =2G" x Gal(K/F)

devient alors un groupe de Lie complexe. A chaque groupe réductif connexe sur F', et noté
bien stur G, est attaché un L-groupe d’une fagon que je ne veux pas expliciter maintenant

mais pour laquelle je renvoie a mon exposé de Washington ou a I’exposé de Borel au séminaire
Bourbaki.

Donnons quelques exemples :



a)

b)
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'exemple standard : Soit G le groupe GL(n). Alors “G° = GL(n, C) et on peut
prendre K = F de facon que

LG = GL(n,C)

A chaque extension finie £ de F' on attache un groupe algébrique commutatif
réductif connexe E* sur F' tel que le groupe des points de E* dans F' est égal a E*.
Le groupe E* s’obtient a partir de GL(1) en restreignant les scalaires de E a F.
Son groupe de poids, X*(E*) = Hom(E*7 GL(l)) est isomorphe au module induit
Ind(Gal(K/F),Gal(K/E),Z), ou K est une extension finie de F' contenant E. Le
module dual est le module de co-poids X, (E*) et

Lgo = Hom(X*(E*), CX)
Le groupe Gal(K/F) agit sur X*(E,) et X.(E*), et par conséquent sur “G; on pose
LG =1G% x Gal(K/F).
D’une facon plus concrete, “G? est le groupe des fonctions sur I’ensemble
Gal(K/FE)\ Gal(K/F)
a valeur dans C*. Soit ¢g(p) la valeur de g au point p. Alors la valeur de o(g) au
point p est g(po).
Si le degré de I'extension E/F est n, on a un plongement v de G dans GL(n).

Soient py,...,p, des représentants a droite de Gal(K/F) modulo Gal(K/E). On
envoie g dans G sur la matrice diagonale

9(p1)

9(pn)
Les o dans Gal(K/F) C LG s’envoient sur les matrices de permutation convenables.

GG soit un groupe spécial unitaire a trois variables ou une forme intérieure d’un
tel groupe. G se définit de la fagon suivante : on prend une extension quadratique
séparable E de F', une algebre simple M de dimension 9 sur F et une involution «
de M de deuxieme espece, de fagon que « induise I'automorphisme non-trivial de £
sur F' et on pose

G={zeM|a(@)=2""et Nmz=1}.

Si M est ’algebre de matrices de rang 3, alors GG est un groupe unitaire ordinaire,
mais le cas général présentera des aspects intéressants. La composante connexe
LGO de son L-groupe est PGL(3, C). Le groupe Gal(E/F) = {1,c} agit sur “G° en
posant (g) = ¢ si g est représenté par la matrice A et ¢’ par la matrice
1 1
A= -1 |a’l -1
1 1
On obtient le L-groupe en prenant le produit semi-direct “G' = LG® x Gal(E/F).

Si on a défini le L-groups de n'importe quel groupe G par rapport a ’extension K
et si ' C K C K’ alors le L-groupe par rapport & K’ se définit comme un nouveau
produit semi-direct YG® x Gal(K'/F), I'action de Gal(K'/F) sur LG° étant définie
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par ’homomorphisme Gal(K'/F) — Gal(K/F'). On se réserve toujours le droit de
remplacer le corps K par un corps plus grand. Par exemple, si K est n'importe quelle
extension galoisienne finie de F' alors le L-groupe de GL(n) par rapport a K est le
produit direct
GL(n,C) x Gal(K/F).

Soient “H et “G deux L-groupes et ¢ la projection naturelle de “H ou de “G sur
Gal(K/F). Un L-homomorphisme 1 : “H — G est un homomorphisme de groupes
de Lie complexes qui rend commutatif le diagramme suivant

\/

Gal(K/F)

Par exemple si H = E* et G = GL(n) on peut prendre
b(h) = ~y(h) x £(h)
ol v a été défini en (b) ci-dessus.

Soit G un des groupes de (c) et soit H le groupe PGL(2). Son L-groupe par rapport
a lextension E est le produit direct “H = SL(2, C) x Gal(E/F). On voudrait définir
un L-homomorphisme, et méme un L-plongement, de “H dans “G par

0 b a 0 b
¢:h:( )eLH0—> 01 0| elge
c d
c 0 d
1
Vv:o#1€Gal(E/F) — 1 xocla
—1

Mais le carré de ¥ (o) devrait étre 1 et il est en 'occurrence
-1

-1
Donc pour rendre cette définition possible il faut remplacer les L-groupes relatifs
aux groupes de Galois par des L-groupes relatifs aux groupes de Weil :
"H="H"xWg/r "G ="G"xWgp.

Lorsque E est un corps local notons Cg le groupe E* et pour un corps global notons
CE le groupe des classes d’ideles. On a une suite exacte

1 > Cg » Wegyp —— Gal(E/F) —— 1

et comme par hypothese £/F est quadratique, Wg,p est engendré par Cg et o ou

0? = o € Cr n’est pas une norme de Cx. Pour définir ¢ on choisit un caractere

x de Cg qui prend la valeur —1 a a et 1 sur les normes de Cp de fagon que
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x(2)7' = x(o(2)) et on pose

w<z> = 1 s S CE
x(2)

e) Le groupe H de (d) est aussi un groupe projectif unitaire a deux variables et par
conséquent le quotient d’un groupe unitaire H; dont le L-groupe est encore un
produit semi-direct

LH, = GL(2,C) x Gal(E/F)
ouo # 1€ Gal(E/F) agit sur GL(2, C) par

o (T (; 7
les formules de (d) définissent aussi un plongement “H; < LG.

2. Le principe de fonctorialité

Soit F' maintenant un corps global, et méme un corps de nombres. Soient A "anneau des

adeles de F' et G un groupe réductif connexe. Si on a une représentation automorphe de G(A)
on attache a presque toute place finie p de F' une classe de conjugaison O(m,) = {t(’ﬂ'p)} dans
LG de telle sorte que 'image £(O(,)) de O(m,) dans le groupe de Galois Gal(K/F) ou dans
le groupe de Weil soit la classe de Frobenius.

Donnons encore des exemples.

a) Si G = GL(1) alors 7 est un caractere x de G(A) = A* = I qui est trivial sur F'*.
Ce caractere x est non-ramifié presque partout. S’il est non-ramifié a p et si w, une
uniformisante a la place p on pose

t(mp) = x(cop)
Il fait observer que presque partout la fonction L locale attachée a x est égale a
1
1 — t(my) | |*
b) Si G est GL(2) alors, en suivant Hecke et Maafl mais avec un petit décalage, on
attache a 7 une fonction L(s,7) qui est un produit eulérien de degré 2 avec une

équation fonctionnelle dont ’axe de symétrie est la ligne Re s = % Le facteur local a
une place finie est

1
(1 - O‘(P)Vﬂp‘s) (1 — ﬁ(p)|wp|5)

Alors presque partout O(m,) est la classe de

tm) = (a%p) B?p))

¢) Soit E une extension quadratique de F' et soit G le groupe E*. La représentation 7
est alors un caractere x de Ig trivial sur £*. Si p est une place finie de F' il y a deux
possibilités : soit p se décompose dans F, soit il reste premier. S’il se décompose, le
Frobenius est trivial et ©(m,) est contenu dans “G° = C* x C*. Si p; et pa sont les
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deux places de E divisant p alors ©(m,) est la classe de x(wy, ) X x(wy,). Cette classe
ne contient que deux éléments, 'autre étant x(wy,) X x(w@y,). Si p ne se décompose
pas le Frobenius est non trivial et

O(my) = {axbxo|ab=x(w) }.
Le principe de fonctorialité dans une forme crue peut s’énoncer de la fagcon suivante.

Soient 'H et 'G deux L-groupes attachés aux groupes H et G et supposons que G soit
quasi-déployé. Soit de plus v : "H — LG un L-homomorphisme et ™ une représentation
automorphe de H. Il existe alors une représentation automorphe 11 = 1, (7) de G, appelée
(au moins par moi) une Y-image de m, telle que ©(IL,) D 1/1(@(7rp)) pour presque tout p.

Cette forme ne peut pas étre la forme définitive, parce que deux représentations auto-
morphes qui sont équivalentes presque partout ne sont pas toujours équivalentes.

Des cas particuliers du principe de fonctorialité, bien que pas toujours reconnus comme
tels, commencent a jaillir partout, parfois comme conjectures fondées sur des calculs, parfois
comme théoremes démontrés en utilisant les séries théta ou la représentation de Weil, et
I'habitude d’appeler une ¢-image un relevement (en anglais “lifting”) s’enracine. Si 'on y
réfléchit on s’apercoit que ce mot n’exprime pas bien ce qui se passe. Pour garder son sens
géométrique je préfere n’appeler “relevement” que les ¢-images provenant d’un changement
de base.

3. Le groupe SL(2)

Soient d’abord G = GL(2) et H = E* ou E est une extension quadratique du corps de
nombres F. Nous avons déja défini un plongement ¢ : “H — LG, et il est bien connu qu’une
1-image 1, (m) existe pour chaque représentation automorphe = de H(A). On peut le vérifier
de diverse fagons, en utilisant soit les série théta (la représentation de Weil), soit la théorie
de Hecke, soit la formule des traces. La formule des traces peut s’utiliser de plus d’une fagon.
Je vais décrire d’abord un cas particulier de la formule des traces stable et puis expliquer
comment l'existence de la i-image s’en déduit.

La formule des traces pour GL(2) est déja stabilisée et on ne peut rien faire avec elle
seule. Il faut remplacer GL(2) par G = SL(2) et H par le groupe des éléments de norme 1
dans E*. Le L-groupe LG est alors PGL(2) et le L-groupe “H est le quotient de “E* par le
sous-groupe diagonal { (z,z) |z € C* } C C* x C* C “E®. On a un diagramme

g —Y 5 GL(2)
| |
Y —— PGL(2)

qui sert a définir le nouveau . Il suffit de vérifier le principe de fonctorialité pour lui, celui
pour 'ancien v en étant une conséquence presque immédiate.

4. Intégrales orbitales

Nous commencons par des préparatifs locaux. Supposons pour l'instant que F' est un
corps local et soit T" un sous-groupe de Cartan de G défini sur F'. Si v est un élément régulier



6 I. INTRODUCTION

de T et f une fonction lisse sur G(F') a support compact on pose

Dr(y, f) = / flg~"vg) dg.
T(F\G(F)

C’est I'intégrale orbitale bien connue. Nous allons introduire aussi les intégrales orbitales
stables. Soient G = GL(2) et T le centralisateur de T’ dans GL(2). Posons

D(T/F) = D(T) = T(F\G(F)/G(F).

C’est un ensemble, et méme un groupe fini, contenant un élément si T est déployé et deux
s’il ne 'est pas. L’intégrale orbitale stable est définie par

(I)Sth ZCDTGWJC

5€D(T)

olt a est un représentant de § dans G(F) et 4* = a~*ya, T% = a~'Ta.

Nous dirons qu’une distribution sur G(F') = SL(2, F') est stablement invariante si elle
est fixée par GL(2, F'), qui agit par automorphismes intérieurs sur son sous-groupe invariant
SL(2, F'). Il est évident que la distribution

fr— 037, f)

est stablement invariante.
Nous voudrons étendre la notion d’invariance stable a tout groupe réductif connexe. Pour
cela il faut utiliser une autre définition.

Invariance stable (Définition correcte). Une distribution invariante est dite stablement
invariante si elle se trouve dans la cloture pour la topologie faible de I’espace linéaire engendré
par les distributions f — ®5(v, f), v étant un élément régulier dans G(F) et T le tore qui le
contient.

Probléme. Vérifier que pour SL(2) (et méme SL(n)) les deux définitions d’invariance stable
sont équivalentes.

Si v est régulier de valeurs propres 7; et 2, posons

A@M) = | =)L

Si T est déployé, la fonction

() =A@ (v, f)
s’étend a tout le groupe T'(F’) en une fonction lisse a support compact. Si T n’est pas déployé,
il y a une extension quadratique Ep attachée a T et un caractere quadratique wp de F'*
attaché a Er. Nous fixons un élément régulier v° dans T°(F') et nous posons

71— 2 a

70) = ( 3= ) A0 @200 ) - -7}
T2

si a est un représentant de I’élément non-trivial de D(T'). La fonction f7 elle aussi s’étend a

tout le groupe T'(F) en fonction lisse.
On dispose d’'un homomorphisme

YT — LG
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Si T n’est pas déployé, alors T est le groupe des éléments de norme 1 de E7 et ¢ a déja été
défini; si T est déployé alors T ~ GL(1) et “T = GL(1, C) = C*, nous posons

bz eGL(1,C) — (g (1))

5. Fonctions sphériques

Le corps F' est maintenant non-archimédien. On se souvient que si G est un groupe
réductif connexe sur F' quasi-déployé et déployé sur une extension non-ramifiée, alors I’algebre
de Hecke H est I'algebre des fonctions a support compact et invariantes a gauche et a droite
par rapport a un sous-groupe compact hyperspécial (pour les fondements de la théorie des
représentations automorphes le lecteur consultera au besoin les comptes-rendus de Corvallis
[3]). On peut prendre le L-groupe par rapport a une extension non-ramifiée, et Hq est
isomorphe & une algebre de fonctions sur YG° x ® C LG, ® étant le Frobenius. Ce sont plus
précisément les fonctions rationnelles réguliéres et invariantes. Si G est SL(2) on peut prendre
I’extension triviale.

Si l'on veut étre concret, on utilise la représentation adjointe pour plonger *G° =
PGL(2,C) dans GL(3,C). Alors la fonction g — trace(g) engendre 1'algebre des fonctions
régulieres et invariantes. Elle correspond a 'opérateur a7},2 + b de la théorie classique, a et b
étant des constantes convenables. L’opérateur classique T, existe pour GL(2) seulement, pas
pour SL(2).

Si f est une fonction sphérique, c¢’est-a-dire un élément de Hg, soit fla fonction cor-
respondante sur “G° x ®. Supposons que si H est aussi quasi-déployé et déployé sur une
extension non-ramifiée et, soit ¢ un L-homomorphisme non-ramifié de “H dans “G. Donc 1)
se définit par un diagramme commutatif

\/

Gal(K/F)

ou K/F est non-ramifié. Le L-homomorphisme v étant donné, on définit un homomorphisme
f=v*(f) = fi de Hg dans Hpy par la condition

fi(h) = F((h)

sihelGetéh)=

Cet homomorphisme ¢* est défini pour n’importe quel L-homomorphisme non-ramifié
¥, mais nous revenons maintenant au cas particulier du groupe G = SL(2), ou H est un
sous-groupe de Cartan T, soit déployé soit attaché a une extension quadratique non-ramifiée,
et ou ¢ est le L-homomorphisme défini plus haut. On a le lemme suivant qui est fondamental
pour la suite bien que facile a vérifier.

Lemme 1.1. Si f est une fonction sphérique, alors fT est égal a £*(f).

Le signe est positif si H est défini par rapport a un sous-groupe compact maximal K tel
que T'(F) N K est un sous-groupe compact maximal de T'(F).
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6. La Formule des traces stable

Soit de nouveau F un corps global et pour chaque place v de F' soit f, une fonction
lisse sur G(F,) a support compact. Nous supposons que presque partout f, est la fonction
caractéristique de G(O,,) divisée par sa mesure, de fagon qu’on peut poser

f9) =11 r(9) g€ G(A).

Si T" est un sous-groupe de Cartan sur F' on pose

RO | P teT(A).

Le lemme fondamental nous assure que f7 est bien défini.

Une distribution sur G(A) sera une application f — ©O(f), ©(f) € C, qui est linéaire
et continue en chaque f,. On dit que O est invariante (resp. stablement invariante) si
elle est invariante (resp. stablement invariante) en chaque f,. Le groupe G(A) agit sur

L?*(G(F)\G(A)). On pose
T(f) = Zm(w) trace 7(f),

m(7) étant la multiplicité avec laquelle la représentation irréductible 7 intervient dans l'espace
L?*(G(F)\G(A)). On se rend compte que le spectre continu est écarté.

La formule des traces donne une formule plus ou moins explicite pour 7 (f). Elle nous
permet d’écrire

1
T =ST(H)+ D {STUE) = > 07
T 9cES
La distribution f — ST (f) est stablement invariante et c’est cela seulement qui nous importe
a présent. La sommation sur T porte sur des représentants des classes de conjugaison stable
de sous-groupes de Cartan elliptiques, deux sous-groupes de Cartan, T" et T”, étant stablement
conjugués si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(a) Il existe g € G(F) tel que T' = g~ 'Tg = T et le morphisme t — g~ 'tg = t9 est
défini sur F.
(b) Tl existe g € GL(2, F) tel que T" = g 'Tg.
La définition (a) se transporte au cas général.
Le quotient T'(F)\T(A) est compact et la représentation de T'(A) dans L?(T(F)\T(A))
se décompose en une somme discrete de caracteres. Soit T (f7) la trace de f dans

LA(T(F)\T(A)).

Puisque T est abélien, la distribution f7 — T(f7) sur T(A) est stablement invariante et
pour des raisons qui apparaitrons ultérieurement nous posons ST (f7) = T(f71).

L’ensemble E$ ne contient que le caractere trivial de T'(f)\T(A). Pour justifier la notation,
il faut expliquer la signification du terme

(1.1) > o).

6cEZ
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Je vais utiliser des résultats locaux précis tirés de Labesse-Langlands, cependant je veux
souligner qu’on n’en a pas besoin pour vérifier le principe de fonctorialité. Pour cela il ne
faut que le lemme fondamental et la formule des traces stabilisée. On peut méme sans doute
en déduire les résultats locaux. Ce n’est que pour éclaircir I'intervention des termes correctifs
que je les anticipe.

L’image par Papplication f, — f" d’une fonction lisse a support compact sur G(F,) est
une fonction lisse & support compact sur T'(F,). L’application duale, ©7 — ©, envoie un
distribution sur T'(F},) sur une distribution invariante sur G(F,). Soit ©F = 6, un caractere.
Alors le principe de fonctorialité local, qui est acquis mais dont on n’aura pas besoin dans
la suite, attache & 6, un ensemble fini de -images de 6,, dit un L-paquet et noté 1,(6,).
L’application duale envoie #, sur une somme

Z (7)) X,

ﬂvew* (91})

ou Y., est le caractere de la représentation irréductible 7, et les s(m,) sont des nombres
complexes.

Revenons au cas global. Une 1-image du caractere 6 au sens strict est un produit tensoriel
m = @, Ty, olt pour chaque v la représentation , est dans le L-paquet ¢, (6,) et ot pour
presque tout v cette représentation est non-ramifiée. L’ensemble des i-images sera noté
1.(0) et appelé la 1-image de 6. C’est un L-paquet global. Bien sir, on ne distingue pas les
représentations irréductibles équivalentes. On a une égalité

0/ = > s(mx=(f)
TEY.(0)
ol les coefficients sont des nombres complexes.

Le groupe T'(A) s’identifie au groupe des ideles de £ = Er de norme 1. Les éléments de
1.(0) sont des représentations eisensteiniennes si et seulement si 6 s’étend en un caractere de
E*\Ig qui se factorise par la norme,

Nm: I — ]F;

c’est-a-dire, si et seulement si 0 est trivial.
La formule des traces stabilisée s’écrit

(12) T() = ST() + 1 4 STU) — 3 o(s7)
et
ST(M) =) 0" = > smx(f);
0 0 mep«(0)

les sommes sont absolument convergentes. La trace a gauche

T(f) = m(m)x«(f)

ne contient aucune représentation eisensteinienne sauf la représentation triviale. Pour les
écarter du coté droit il faut enlever de

ST(f")=>Y_0(f")
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chaque caractere 6 de T'(F)\T'(A) qui devient eisensteinien sur G.

7. Application au principe de fonctorialité

Tout ceci étant dit a titre d’explication préliminaire, oublions le et revenons a la formule
(1.2)) sans résultats locaux précis. Pour libérer les symbols T et § nous écrivons

T() = ST + 3 4 ST = 3 (s
H neEG
Le groupe T sera un sous-groupe de Cartan elliptique donné et nous voulons vérifier le
principe de fonctorialité dans sa forme crue pour le L-homomorphisme ¢ : YT — LG que
nous avons déja décrit.
Soit E = Er et soit w une place de f qui ne se décompose pas dans E. Le groupe

D(T/F,) = T(F,)\G(F.)/G(F,) = Nm E\F;
contient alors deux éléments, représentés par 1 et a. On peut trouver un petit ensemble ouvert
U d’éléments réguliers dans T'(F,,) tel que les ensembles
UGz{g_lug‘gEG(Fw), ueU} et UaG:{g_luag‘geG(Fw), ueU}
sont disjoints. Par conséquent il existe une fonction f,, lisse a support compact dans la réunion
U% U U telle que

(I)Ta<7a7 f’w> = _(I)T<77 fw)

et telle que v — @7 (7, f,) est tres proche d’une fonction 6 sur U.
Il en résulte que
7 (7, fu) =0
et méme que
@(f w) =0
pour n’importe quelle distribution stablement invariante.
Si f est une fonction globale a composante locale f,, alors

ST(f)=0

et la formule des traces s’écrit

T() =72 18TU"N = > (™)

H neEES

Soit @ un caractere donné de T(F)\T(A) et soit V' un ensemble fini de places de F
contenant w, les places infinies, et chaque place ou F ou # est ramifié. Nous supposons que
fo» est une fonction sphérique si v ¢ V. A un tel v = p est attachée une classe de conjugaison

{t(6,)} dans T et
0,(f1) = f1 (t(6,))

T(f)=>_ m@x«(f), m(r)eN

La trace
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s’écrit
(13) Zm X7rv fV va 7Tv
vV
Nous voulons vérifier que, pour au moins un 7 pour lequel m(w) # 0, on a

b{t(6,)} C {t(m,)}

pour v & V.
D’autre part

N

H n¢E§
ou mieux
(1.4) Z > () TT 7 (v (k) ).
ngéEG ’U%V

1 étant le L-homomorphisme de “H dans “G défini plus haut. Les apostrophes indiquent
que seuls les H et n non-ramifiés au-dehors de V' interviennent dans les sommes. Soit S
Pensemble des suites { {t,} | v € V' } ot {t,} est la classe de conjugalson dans G provenant
d’une représentation unitaire de G(F,). Les égalités (1.3)) et ( sont toutes deux de la
forme (ou du moins se réduisent facilement a cette forme)

T(f) = Z {t.) I /o)

vV
Vu l'unicité d’un tel développement (VOlr, par exemple, [20]) il suffit de vérifier que le

coefficient a({w(t(&,)) }) provenant de (1.4) n’est pas zéro.

On peut d’abord choisir fi de telle fagon que 0y (fi+) # 0, mais il faut ensuite prendre
garde a ce que le terme

1 ~
(1.5) iZHV(fg) H Jo <w(t<9v))>
vgV
ne soit pas neutralisé par un autre. Pour cela il faut se demander quels sont les H et n pour
lesquels

(1.6) {vem)}={v@o)} vev

Comme on sait, le caractere 6 est attaché a un homomorphisme p du groupe de Weil
Wr dans LT, et n est attaché & un homomorphisme o du groupe de Weil dans “H. Les
homomorphismes 1 o p et 1 o o envoient Wy dans G = PGL(2, C). En les composant avec
la représentation adjointe nous obtenons des représentations P et > de Wr de dimension 3.
Il résulte de que P et ¥ sont localement équivalentes presque partout. Un lemme bien
connu (voir, par exemple, le lemme 12.3 de [7]) implique alors que P et ¥ sont équivalentes.
On cherche maintenant les extensions quadratiques £ de F' telles que le groupe de Weil W,
qui est d’'indice 2 dans W, stabilise un vecteur non nul dans I'espace de P. On sait qu’il y a
au moins une telle extension £ = Er et au plus trois. Dans le cas exceptionnel ou il y en
a trois, £ = Ep, et By = By, By = Ey,, on choisit deux places w; et wsy telles que w; se
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décompose dans F; mais pas dans Fs et wy se décompose dans Fy mais pas dans F; et on
les adjoint a V. Puis on choisit f,, et f,, tels que

9w1( 3:1) # 0, 0w2< 3;2) # 0, 9w1(f511) =Y HW(fiz) =
Ce choix fait au besoin, le terme (5) ne peut-étre neutralisé que par le terme attaché a un
caractere 1 du groupe T'(F)\T'(A) lui-méme. Dans ce cas-ci la relation ¥ ~ P implique que
n ~ 6%, Si v, est dans T'(F,) alors 7, et 7, ! sont conjugués dans SL(2, F},) si et seulement si
wr/p,(—1) = 1. Ils sont toujours conjugués dans GL(2, F,). Ici wr/p, est la composante locale
de wr. Il en résulte que

o) = 11 ()
n(f7) =0(f").

Par conséquent, le terme (5) est égal a

v (D) TT 7 (6 6n) )

vV

et que

avec le méme signe, et la vérification du principe de fonctorialité est terminée.
On peut probablement aller plus loin et, en imitant les méthodes de [20], obtenir des
résultats précis, le principe de fonctorialité local surtout y compris. Je ne I’ai jamais fait.



Chapitre 11

Groupes endoscopiques

1. Définition

Je passe maintenant au cas général et introduis ce que Shelstad a appelé un groupe
endoscopique, en suivant une suggestion de Ash, un des rares mathématiciens contemporains
ayant une connaissance suffisante des langues classiques. Soit *G un L-groupe. Quand on
définit un L-groupe d’une fagon précise il faut 'attifer avec un tas d’objets supplémentaires.
On choisit un sous-groupe “B? de Borel de *G° un sous-groupe de Cartan Y70 de B, et
pour chaque racine simple o¥ de T dans “B° on choisit un vecteur X,v dans I’algebre de
Lie tel que

ad(t)(Xov) = ¥ (t) Xow  te T
Le groupe de Galois, qui opere sur “G?, stabilise “T° et “B° et on exige que
O'(Xav) = XU(QV)

Le L-groupe étant défini on peut la plupart du temps supprimer ces accoutrements, mais
de temps en temps il faut en tenir compte. Sinon les choses peuvent se brouiller. Il va de
meéme pour les groupes endoscopiques. Il faut prendre des précautions en les définissant, mais
ensuite on peut procéder d'une fagon plus désinvolte. Un groupe endoscopique sera défini par
les données suivantes (voir surtout [32]).

i) Un élément semi-simple s dans *G;

0

ii) La composante connexe “H® du centralisateur de s dans “G?;

)

iii) Un sous-groupe de Borel !BY, de *H°;

iv) Un sous-groupe de Cartan “T% de “BY, ;

v) Un ensemble {Y,v} d’éléments de I’algebre de Lie de *G°, les " étant les racines
simples de LT dans “BY et ad(t)Y,v étant égal & oV (t)Y,v ;

vi) Un homomorphisme continu p de Gal(F/F) dans le groupe d’automorphismes de
(LHO, EBY LTS, (Yo }).

Le corps F est soit local soit global et F est sa cloture séparable. Ces données sont sujettes
a quelques conditions. Pour les expliquer, et aussi pour la suite, il est préférable de définir le
L-groupe par rapport a un groupe de Weil, qui s’obtient a partir de celui défini par rapport a
un groupe de Galois par relevement

* —— WK/F

| |

LG —— Gal(K/F)

13
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Dorénavant “G sera le groupe noté ici par 1’étoile. Les L-homomorphismes et les L-homomor-
phismes non-ramifiés se définissent aussi par rapport aux groupes de Weil. Les conditions
que ces données vérifient sont les suivantes.

1) Choisissons K tel que p est défini sur Gal(K/F) et “G est défini par rapport a
K. Pour chaque 0 € Gal(K/F) il existe un élément w € Wg/p et un élément
n(w) € Y'G® x w C G tels que w est un relevement de o et p(o) la restriction de
adn(w) a LH,.

2) a. Si F est local il existe z dans le centre de G? tel que pour chaque o on peut

choisir un n(w) qui commute a zs.

b. Si F est global alors pour chaque place v et chaque extension de v & F il existe
un z, dans le centre de “G° tel que pour chaque o dans Gal(F,/F,) on peut
choisir un n(w) qui commute & z,s. De plus pour chaque o dans Gal(F/F) on
a p(o)(s) = z(o)s avec z(0) dans le centre.

La définition des données endoscopique a été adaptée aux exigences qu’on prévoit a
présent. Elle est forcément provisoire. Il en est de méme pour la définition d’équivalence de
deux ensembles de données.

Définition. Les deux ensembles de données
<S> LHO7 LB?I) LTI?D {Yav}v p)

et

(5. ', "By, M Ty, {Yar}. )
seront dits équivalents s’il existe un g dans YG° pour lequel

TH’ = adg(*H®),  "BY =adg(*BY), TS =adg(*TY)
et
Yav =adg(Yyv), p=adgopoadg

On exige en plus que 3~ ad g(s) se trouve dans le produit du centre de “G° et de la composante
connexe du centre de “H.

On note & une classe d’équivalence et & = S(*G) I'ensemble des classes d’équivalence. Les
cinq données LHO, LBY, LTY {Y,v}, p définissent un L-groupe, qui a son tour définit un
groupe quasi-déployé unique sur F', qui sera noté H. Quand s = 1 le groupe H sera noté G*.
Il est la forme quasi-déployée de G.

Le groupe H s’appelle un groupe endoscopique et les données s’appellent des données
endoscopiques. H ne dépend que de leur classe, et c’est la classe qui nous intéresse. Donc si
LT est un sous-groupe de Cartan donné de “G°, nous pouvons supposer que s € T0 et que
LTS = LT9. D’ailleurs le groupe “B° et I'ensemble {Y,v} n’ont pas beaucoup d’importance.
Ils sont la parce qu’ils se trouvent parmi les données d'un L-groupe.

Donnons maintenant quelques exemples.
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a) Le groupe G soit GL(n) de sorte que “G = GL(n, C) x Wg,p. On prend s diagonal
S1

5
59

5
53

Par conséquent

LHO —

qui est isomorphe a
GL(ny,C) x - -+ x GL(n,, C)
ouny+---+n, =n.

Le centre de “G? est le centre de G. Donc n(w) = a(w) x w avec a(w) dans
LHO qui n’est pas seulement la composante connexe du centralisateur de s mais le
centralisateur lui-méme. Mais a(w) donne un automorphisme de données “H, LT%
B9 {Y,v} de sorte que a(w) est contenu dans le centre de “H°. On peut donc
choisir a(w) = 1, et le groupe H est

GL(ny) X -+ x GL(n,).

Le groupe “H est le produit direct de “H° et Wk /r et on peut étendre le plongement
P FHO « FGO A PH en définissant
P(w) = x(w) x w,

ol x(x) est un homomorphisme de Wy, p dans le centre de LHO. Pour ces 1 le
principe de fonctorialité est déja acquis, et se déduit facilement de la théorie des
séries d’Eisenstein (voir [16]).

b) Si le groupe G est SL(n), alors “G = PGL(n, C) x Wi r. On représente les éléments
de 'G® par des matrices. Soit s comme dans (a). Alors “H? est 'image de son
centralisateur dans GL(n,C). Mais maintenant le centralisateur de s n’est pas

toujours connexe. Le centralisateur est 'image du groupe des g dans GL(n, C) tels
que g~'sg = As, A € C* et l'application ¢ — A\ donne un homomorphisme de son
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quotient par “H° dans un sous-groupe cyclique de C*. Soit A un générateur de
I'image. Si son ordre est m, alors

S1

. 51
)\81

)\81
: -1
Al

- .
A 51

52

. 5
)\82

.-)\32

Comme “G° a un centre trivial ou plutdt parce que son centre est aussi le centre de
L@, 'homomorphisme p qui figure parmi les données endoscopiques provient d’un
homomorphisme du groupe de Weil Wi/, et méme du groupe de Galois Gal(K/F'),
dans le groupe cyclique obtenu en divisant le centralisateur de s dans “G° par sa
composante connexe. Le noyau de cet homomorphisme est un groupe Gal(K/FE) ou
E/F est une extension cyclique d’ordre divisant m. Puisque 1'on peut remplacer un
K donné par n'importe quelle extension suffisamment grande, toutes les extensions
E/F de ce type apparaissent. Si £ est le degré [E : F| le group “H" est le quotient

du groupe
¢ fois ( fois
GL(ny,C) x -+ x GL(n;,C) x GL(n;,C) x - -- x GL(n — 1,C) x -+ - x
) ™ Yois ’
( fois ¢ fois

GL(ns, C) x -+ x GL(n3, C) x GL(ns,C) x - -+ x GL(n2,C) x - - -

par le groupe C* qui s’y plonge diagonalement. Pour obtenir H on prend le groupe
sur E

GL(11) % -+ x GL(n1) x GL(n2) X - - x GL(ns) x GL(n3) x - - - x GL(ng) x - - -

J (.
v~ v~ '

018

ois % fois

~3
~3

et puis on restreint les scalaires de E et F', et enfin on prend le noyau de ’lhomomor-
phisme évident du groupe ainsi obtenu dans GL(1). Si £ = m = n on obtient alors le
groupe des éléments de norme 1 dans E*.
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Je laisse au lecteur le soin d’étendre le plongement v : *H° — LG & un L-
homomorphisme “H — £G.

Nous considérons maintenant un groupe traité par Rogawski [25]. Soit G une
forme intérieure d’un groupe unitaire spécial a trois variables. Le groupe “G est
PGL(3, C) x Wg/p, K contenant toujours le corps E qui définit le groupe. On suppose
que s est diagonal et LTY est le groupe diagonal, ou plutot son image dans “GP.
Soit “BY I'image des matrices triangulaires. Nous supposons que “BY = LH? N B0,
Chaque n(w) est dans le normalisateur YN = ¥ N de L'T° dans G. Soit 2Q = Qg
le quotient “N/ET°. La donnée p définit un homomorphisme v de Gal(K/F) dans
LQ¢ et nous allons classifier les groupes endoscopiques ou les données endoscopiques
possibles au moyen de v. L’homomorphisme (ou plutot son image) étant donné,
on cherche d’abord les s possibles, qui définissent ensuite des “H°, mais alors pour
quun s et un “H° donnent naissance a des données endoscopiques il faut (et il
suffit) qu’il y ait un ensemble de racines simples de 70 dans LH fixé par I'image
de 'homomorphisme. Soit X*(£7T°) le groupe de poids de L7T°. On se souvient que

Lt = Hom(X*(LTO), CX)
et que
X*(F1°%) = {(x,y,z) | Y,z €L, x+y+z= 0}
Le groupe “Qg agit sur X*(LT°) et est engendré par les permutations et 1’application
(z,y,2) = (=2, —y, —x).
Supposons que I'image de v soit “Q¢. L’élément s est maintenant un homomorphisme

de X*(L'T?) qui est trivial sur le réseau engendré par {o A — A\}. Mais si o permute x
et y alors

o(0,1,—-1) = (0,1,—1) = (1, —1,0)
On en déduit que s = 1 et que “H® = L'G°. Mais I'image de v ne fixant pas un
ensemble de racines simples de “T° dans “G?, ce cas est exclu.

Supposons que l'intersection de l'image de v avec le groupe de Weyl de “G°, c’est-a-
dire avec le groupe des permutations, soit d’ordre 3. La seule possibilité pour s est
alors

€ =1, mais&#1.
Donc

et la composante connexe de son centralisateur est “7°. La projection de v sur le
groupe “Q2\Q¢ ~ Z, des automorphismes extérieurs doit-étre toujours Iisomor-
phisme donné : Gal(E/F') ~ Z,, et par conséquent 1'image de v n’est jamais contenue
dans Q2.
Puisque y =2z = -2z —y, on a
é&—y—Qm — £y+2z
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et I'image est I’ensemble des applications :

(x,y,z) — (ZL‘,’y, Z) ; (vaay) ; (yv Z,ﬁ) ) (_Za -y, —ZL’) ) (—x,—z,—y) ; (_y7 —ZL’,—Z).

(2.1)

iii)

iv)

a)

Le groupe H est le groupe des éléments de norme 1 dans L*, L étant une extension
cubique cyclique de F dont le groupe de Galois sur F' est le groupe symétrique S3. On
vérifie encore sans peine que le plongement “H° — “G° s’étend & un homomorphisme,
g — L@,

Supposons que 'intersection de I'image de v avec le groupe LQS soit d’ordre 2. En
remplacant, au besoin, les données par des données équivalentes nous supposons que
I’élément non trivial de 'intersection est

w:(z,y,2)— (2,y, ).
L’image est alors :
(z,y,2) — (z,9,2) ; (z,9,7) 5 (=2, -y, =) ; (—z,—y, —2)
et le réseau engendré par {o A, A} est 'ensemble
{(@.y,2)

Doncon a s : (z,y,z) = (—1)¥ ou

r+y+z=0, ypair}.

1
s = -1
1
et
¥ 0 =x
Lo — 10 % 0
¥ 0 *

C’est un sous-groupe de “G° dont nous avons déja fait la connaissance. Il apparaitra
encore mais on voit maintenant que ce cas-ci est en vérité exclu, parce que 1'image
de v ne fixerait pas un ensemble de racines simples de *7T° dans “H°.

Supposons que l'intersection de I'image de v avec Q% soit triviale. L’élément non-
trivial de 'image est alors une des applications :

(l’, Y, Z) = <_Z7 Y, —.I') ; (—l’, —-Y, _Z) ) (_y7 -z, _Z) ) (_:U7 -z, _y)
en remplacant les données par des données équivalentes on peut supposer qu’on a

une des deux premieres.

Soit (x,y,z) = (—z, —y, —z) I’élément non-trivial de I'image et soit s I'application :
(x,y,2) = &/&. On a
GG =676 =6"8"
si et seulement si
& =&
Si & =1, alors "H? = EGO et *H = L@, qui est pour I'image de v donnée un cas
admis. Si & = —1 on a le groupe “H° de (iii), maintenant admis. Nous avons déja
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vu comment on étend le plongement “H° — “G° & un L-homomorphisme “H — £G.
Puisque
1
s = &1 )
&2

le group “HO est “T° si & # 1. Le groupe H est un tore de dimension 2 avec un
sous-tore déployé de dimension 1, et il est en effet un sous-groupe de Cartan d’un
sous-groupe de Borel de la forme quasi-déployée G* de G.

Soit (z,y,z) — (—z, —y, —z) I"élément non-trivial de I'image. Alors s = (z,y, z) —
&Y€z avec €2 = €2 = 1. On vérifie que ce cas n’est pas admis, parce que “H° n’est pas
un tore, et cette application envoie chaque racine sur sa négative.

Sommaire. Les données endoscopiques possibles sont les suivantes :

i)
ii)

{1,£G° B *T° {X,v}, p} sont les données qui définissent le L-groupe “G. En
particulier, on peut choisir n(w) = 1 x w, et H est le groupe G*.

1
s = -1
1
* 0 =x
Lo — 0 = 0
* 0 =%
* 0 =x
Lpo — 0 = 0
0 0 =
* 0 0
Lo =17% = 0 % 0
0 0 =
0 0 1
Yvyv=10 0 0
0 0O
et p est défini par
1
n(w) = 1 X W
—1

si w est un relevement de o # 1 dans Gal(£/F) a Wg/p.
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iif)
1
5= § £ 41
52
LHO — LB?{ — LT]% — LTO
{Yav} = .

Le groupe H est un tore T qui est isomorphe soit a un sous-groupe de Cartan d'un
sous-groupe de Borel de G* soit a un sous-groupe de Cartan de G* défini par une
extension cubique de E dont le groupe de Galois sur F' est Sj.

2. La formule des traces stable entrevue

Il faudra revenir sur la définition des groupes endoscopiques, surtout pour comprendre
comment elle sort de I’étude de la conjugaison stable ; cependant, nous sommes maintenant
en état de décrire une formule des traces stables bien que pas du tout en état de la démontrer.
Nous faisons 'hypothese suivante :

Le centre de "GV est connexe
Cette hypothese est nécessaire pour étendre le plongement “H® < “G° & un L-homomorphisme
dr du groupe endoscopique “H dans LG (voir [18]). Cette extension n’est pas toujours unique.
L’hypothese n’est pas grave et finalement tout a fait naturelle. En particulier GG étant donné
sur le corps global F' on peut toujours trouver une extension G,

1 » A y G > G > 1,
ou A est un tore, telle que les applications

G(F)— G(F), G(F,)— G(F,), G(A)— G(A)

solent surjectives tandis que G vérifie 'hypothese. Cela nous permet de ramener 'étude des
représentations de G a celles de G. L'existence de G est vérifiée dans [18].

Soit Z la composante connexe du centre de G, et soit ¢Z un sous-groupe fermé de Z(A)
pour lequel (Z Z(F) est fermé et le quotient ¢Z Z(F)\Z(A) compact. Pour simplifier on

suppose que
oZ =[]0

le produit étant pris sur les places de F. Soit x un caractere de (Z trivial sur ¢Z N Z(F).
La valeur absolue |x| s’étend en un caractére de G(A). Soit L2 (G(F)\G(A)) I'ensemble des

(classes de) fonctions mesurables sur G(F)\G(A) vérifiant
i) 6(z9) = x(2)0(9), z € oZ
. 2,
ii) LZG(F)\G(A)‘¢<9)| [X|7%(g) dg < o0

Le groupe G(A) agit dans L2 (G(F)\G(A)), et si on a une fonction raisonnable f sur G(A),
on pose

T(f) =) mlx)tracen(f),
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m(7) étant la multiplicité avec laquelle la représentation irréductible 7 intervient dans
LY (G(F)\G(A)). Pour étre raisonnable, la fonction f doit vérifier en particulier I'équation

flz9) =x""2)flg)  z€oZ
et alors

m(f) = / f(g)m(g) dg.
0Z\G(A)
D’habitude, on suppose que

f<g> = va(gv)a

les f, vérifiant les hypotheses habituelles.

Je fais remarquer qu’il n’est pas encore vérifié en général que la somme définissant 7 (f)
converge. Pour la suite on peut toujours la remplacer par la somme sur les représentations
cuspidales. Mais puisque nous ne savons stabiliser en général qu'une partie de la formule des
traces, cela n’aura pas beaucoup d’importance.

On choisit pour chaque classe dans & un représentant des données et pour chaque
représentant un L-homomorphisme ¢ : “H — *G étendant le plongement “H® — LGO.

Nous cherchons a définir la formule des traces stables de telle facon que 1'on ait 1’égalité
suivante :

(2.2) T() = 3G I{ST() ~2(™) |
s€6

La sommation porte sur les classes d’équivalence de données endoscopiques. La fonction f#
sur H(A) est attachée a f, d’'une fagon qui reste a expliquer, mais pour laquelle le cas de
SL(2) sert comme modele. L’expression ST (f#) est la valeur de la trace stable sur H(A)
sur la fonction f. La constante +(G, H) ne dépend que de G et H, ou plutot de G et de la
classe &. Enfin, Z(f) est un terme correctif comme celui qui est déja apparu pour le groupe
SL(2).

Je vais expliquer dans le dernier chapitre comment on manie les termes elliptiques réguliers
de la formule des traces pour obtenir une formule stabilisée, mais en supposant que les fonctions
fH existent.

Je donnerai aussi quelques exemples non triviaux pour vous convaincre de leur existence.
Ce qui reste, méme pour les cas particuliers, sont les termes paraboliques et les termes
elliptiques singuliers. Pour ceux-la il faut se débattre avec la formule des traces d’Arthur, ce
que je n’ai guere commencé faire.

3. Conjugaison stable

Dans ce paragraphe F sera soit un corps global soit un corps local. Soit 7" un sous-groupe
de Cartan de G, et soit 2A(T) = A(T/F) 'ensemble de tous les g dans G(F), I étant la
cloture séparable de F, tels que 79 = g~ 'Tg est aussi défini sur F', ainsi que I'isomorphisme
t — g 'tg entre T et T9. Soit D(T') = D(T/F) le quotient

T(F\UT)/G(F).

Deux sous-groupes de Cartan T et 7" sont dits stablement conjugués sur F' s’il existe un
g dans A(T/F) tel que T" = T9. On attache a g € A(T) la classe du cocycle {a,} =
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{ a(g)g™!

o € Gal(F/F) } dans H'(F,T), et on obtient alors un plongement
D(T) — HY(F/T).

Soit Gy le recouvrement simplement connexe du groupe dérivé Gg., de G. Puisque on peut
toujours supposer g dans Gge,, et puis le relever a Gy, on a
D(T) CE(T) =E(T/F) = Image H' (F, T,.),
Ty étant I'image inverse de T dans Gg.. En plus ©(T') est 'image de ©(T.) et
D(T.) = Noyau(H'(F, Ti.) = H'(F, Gy))

qui n’est pas toujours un groupe, quoique D (7") = E(T') si F est un corps local non-archimédien.
En effet, dans ce cas H'(F,Gy.) = 1.

On se souvient que X, (T) est le groupe des co-poids de T" et que, T' étant défini sur F', le
groupe Gal(F'/F) agit sur X, (7). Il agit aussi sur X, (Ty.) et X.(Ts.) € X.(T).
Définition de K(T/F).

a) Si F' est un corps local soit R(T'/F) le groupe des caracteres complexes (pas néces-
sairement unitaires) de X, (7}.) qui sont triviaux sur U'intersection de X, (Ty.) avec le
réseau engendré par

{Uu o ‘ o € Gal(F/F), e X.(T) }

b) Si F est un corps global soit K(7T'/F) le groupe des caracteres complexes de X, (7.)
qui sont triviaux sur Uintersection de X, (7}.) avec le réseau engendré par

o € Gal(F,/F,), € X.(T) }

{ op—p
pour n’importe quelle place v de F et n’'importe quel prolongement de v & F.

Il est évident que I'on a un plongement
R(T/F) = K(T/F,)

si F' est un corps global et v une place de F'
Soit F' un corps local et considérons 'intégrale orbitale

Or(y, f) = / f(g7vg) dg,
T(F)\G(F)

v étant régulier dans T(F) et f étant une fonction sur G(F') assez bonne pour que ces
intégrales existent. Si a € A(T") la valeur de

(I)T“ (,ya’ f)
ne dépend que le I'image ¢ de a dans ©(T') et on ’écrit parfois
(I)T‘s (757 f)

Soit. K un corps qui déploie T'. On se souvient que selon le théoreme de Tate-Nakayama,
le groupe £(T") est isomorphe au quotient de groupe

{X€ X.(Ty) | Nmpg A=0}
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par son intersection avec le sous-groupe de X,(T') engendré par les éléments o — p, 0 €
Gal(K/F), p € X.(T). Donc chaque k € R(T'/F) définit un caractere de £(T") et nous posons

5y, )= Y w(OPr(, f)

D(T/F)

En prenant k = 1 on obtient une intégrale stable

F(v, ) =p(v, f)= > (7’ f)
9(T/F)

Nous avons déja défini les distributions stables. Nous voudrions aussi définir la conjugaison
stable de deux éléments v et 7/ de G(F'). Si le centralisateur de v est un sous-groupe de
Cartan T, la bonne définition devrait étre la suivante : v et 7/ sont stablement conjugués
si et seulement §'il existe un g € A(T') tel que 4" = 49. Pour les autres paires la définition
correcte n’est pas si évidente bien que ’on puisse en deviner une. Elle devrait vérifier les
deux propriétés suivantes (au moins pour un corps local de caractéristique nulle) :

a) la classe de conjugaison stable de n’importe quel v est la réunion d’un ensemble fini
de classes de conjugaison ordinaire ;

b) la classe stable {7} est la réunion de {71},..., {7}, qui sont des classes de conju-
gaison ordinaires; soit G, le centralisateur de v; ; il devrait exister des constantes
C1y ..., ¢ (pas necessalrement égales) telles que

fHZcz/ fg~ vig) dg

Gy (F\G(F)

est une distribution stablement invariante.

L’ensemble {v}4 sera I’ensemble minimal qui vérifie (a) et (b). Mais ceci est une digression.
Ce qu’il nous faut faire a présent est de trouver les liens entre les groupes endoscopiques, les
couples (T, k) et les intégrales orbitales.

4. Construction des données endoscopiques

Pour commencer expliquons comment on attache a un couple (7', k) des données endo-
scopiques. Pour définir “G on fixe 1) : G — G* défini sur F. Le groupe G* est pourvu d’un
sous-groupe de Borel Bg« et d'un sous-groupe de Cartan T+« C Bg«. Ces deux groupes sont
définis sur F. Choisissons g € G*(F) de sorte que la restriction n de ad g o4 & T I'envoie sur
T¢+. Cela nous donne une identification de X,(Tg+) et X, (T') comme modules sur Z, mais
pas comme modules sous Gal(F/F). On note o7 l'action de o € Gal(F/F) définie par T.

Le caractere s devient un caractere de X, (Tg: ), que I'on étend en un caractere s de
X.(Tg+). Puisque

'T° = Hom(X,(T¢-),C*),
on as € YT% (est la premiere donnée d’un ensemble de données endoscopiques et définit
tout de suite la seconde “H°. Nous prenons LT = LT° et

LRO _ Lpy0 A Lgo
BY, =1H B".

Pour la cinquiéme nous prenons n’importe quel ensemble de Y,v qui satisfont a la condition

exigée.
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L’ensemble des racines de “T dans “HY est invariant relativement & o7. On écrit
or =w(o)oy,

olt w(o) est un élément du groupe de Weyl de “H? et o est un automorphisme de X, (Tg-)
qui laisse 'ensemble des racines simples de LT}, dans “BY, invariant. On a

oty = (07T)H.
D’ailleurs o s’étend d’une facon unique en un automorphisme de (“H°,*BY, LT5, {Yov}) et
p: 0 — og est la sixieme donnée.

Il est évident que la condition (1) est remplie. La condition (2) est une conséquence de
la définition de R(T'/F). Il n’y a pas de choix unique de g. Un autre choix remplace n par
n = won, ou w est dans le groupe de Weyl de T« dans G*. 11 est facile de vérifier que ce
nouveau choix mene a des données équivalentes.

Soit H le groupe quasi-déployé attaché aux données. Fixons un sous-groupe de Borel de
H sur F et un sous-groupe de Cartan Ty sur F qu’il contient. Puisque X*(Ty) = X, (YTY)
et X*(Te+) = X (FT0) Iégalité LT = LT° donne un isomorphisme Ty — T qui n’est pas
toutefois défini sur F'. Le théoreme de Steinberg ([34]) implique néanmoins qu’il existe un
sous-groupe de Cartan Ty sur F et un automorphisme intérieur v : Ty — T défini sur F et
tel que l'isomorphisme de T' et Ty, implicite dans le diagramme suivant, soit défini sur F'.

TH — TH _— Tg*

N

T

Nous aurons beaucoup a faire avec les diagrammes de cette sorte. Il est toujours entendu
qu’ils s’obtiennent de la facon suivante. On fixe d’abord un automorphisme intérieur de
LGO qui envoie LT sur LT0 et “BY, dans IB°. Cet automorphisme fixe un isomorphisme
Ty — Te- sur F. Alors on prend pour v application provenant d’un automorphisme intérieur
de H et pour 7 la restriction & T de ad g o1, g € G*(F).



Chapitre III

Le transfert d’intégrales orbitales

1. Les facteurs de transfert

Dans ce paragraphe nous allons exposer ce que 1'on a su vérifier concernant I'existence des
fonctions f#. Pour un corps archimédien il y a une belle théorie due & Shelstad, qui repose
en partie sur 'analyse harmonique de Harish-Chandra et par conséquent donne des fonctions
fH dans l'espace de Schwartz-Harish-Chandra, tandis que la formule des traces exige des
fonctions a décroissance plus rapide, et méme de préférence des fonctions a support compact.
Mais ses résultats me semblent quand méme miraculeux, et ce sont eux qui m’ont convaincu
de la valeur des groupes endoscopiques. Ils sont exposés dans les articles [24], [30], [31], et
[32].

Pour les corps non-archimédiens nous n’avons que des résultats fragmentaires dis a
Kottwitz et a Rogawski et qui reposent sur une analyse approfondie des aspects combinatoires
des immeubles de Bruhat-Tits. Leurs résultats portent surtout sur le lemme fondamental et
ne laissent guere de doute sur sa validité. Ils se trouvent dans [11] et [24].

Ces deux travaux contiennent aussi des résultats portant sur d’autres aspects des intégrales
orbitales dont nous n’aurons pas ’occasion de faire mention.

Avant de donner un apercu des ces résultats il faut expliquer, en partie au moins, ce
que l'on attend des fonctions f. Je suis en général les articles de Shelstad. Soient F' un
corps local et G un groupe réductif connexe sur F. Nous fixons un ensemble de données
endoscopiques. Au besoin on peut les remplacer par des données équivalentes de telle fagon
que LTY% = LT9 et LBY, = EHO N LB°. On se souvient que pour définir LG il faut choisir une
forme quasi-déployée G* de G et un isomorphisme 1) : G — G* tel que ¥ 1o(¢)) : G — G est
intérieur pour tout o € Gal(F\F). Il faut de plus choisir un sous-groupe de Borel Bg- de G*
et un sous-groupe de Cartan T+ de B*, les deux sous-groupes étant définis sur F'. On se
souvient qu’on a

X*(*T% = X, (T¢-)
c’est-a-dire le réseau de poids du LT est égal au réseau de co-poids de Tg-.
Puisque nous avons supposé que YT = £T° nous pouvons identifier

(3.1) X, (Ty) = X*(*T% = X, (Te-),

ce qui nous donne un isomorphisme Ty — Tg-.

Si Ty est un sous-groupe de Cartan de H choisissons un isomorphisme v : Ty — Ty, donné
par ad h avec h € H(F). Il ne sera pas en général défini sur F. Selon un théoréme de Steinberg
[34] il existe un sous-groupe de Cartan Tg« de G* et un isomorphisme n* : T+ — T« défini

par ad g*, avec g* € G*(F), tels que I'isomorphisme entre Ty et Tg- donné par

(3.2) D* Ty —Y Ty —— Tor 22— Te
soit défini sur F. Si vy € Ty (F), soit g+ son image dans Tg=(F').

25
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On dit que la classe de conjugaison stable contenant T+ releve de G s'il existe un sous-
groupe de Cartan T de G sur F et un g € G(F) tels que ¢, 1. = 1 o ad g envoie Tg
sur T+ et est défini sur F. On voit facilement que les classes de conjugaison stable {7}
et {Tg+}st se déterminent mutuellement. Donc, d’apres le théoréme de Steinberg on a un
plongement de I’ensemble des classes de conjugaison stable de G dans celui des classes de
conjugaison stable de G*.

Soit D le diagramme

*

n
Ty Y Ty > T(;* < Tg*

\ TwTG ,TG *
Ta

Ici n = n* oY, 1. . Les isomorphismes de Ty avec Tz ou T+ données par le diagramme sont
tous définis sur F, et un vy dans Ty (F') s’envoie sur g« ou 7.
La donnée s se trouve dans

L9 — L70 = Hom<X*(LT0), C*).

Vu la condition (Z.a)ﬂ que les données vérifient, et la définition de 1’équivalence, on peut
méme remplacer s par zs, ou z est dans le centre de *G?, et donc supposer que s est dans le
centre de “H. En particulier p = py donne I'action du groupe de Galois sur 270 ou X*(£717)
et on a alors
pu(o)(s) = s,
pour tout o € Gal(F/F). Soit or,, action de I’élement o du groupe de Galois sur X, (Ty)
provenant du fait que T est un tore sur F. Identifiant X, (Ty) et X.(Tx) au moyen de 7,
on a
or, = wp(0)pu(o), o € Gal(F/F),
olt wy (o) est dans le groupe de Weyl Q(£T°, H?). Puisque I'élement s est dans le centre de
LHO,
wr(0)(s) = s,
on en déduit que :
o1, (s) = pu(o)(s) = s.

Mais o7, = or,. = o7, et il en résulte que s définit un élément x de K(T¢/F) ou un élément
k* de R(Tg+/F). L’élement k est, par exemple, la restriction de s a X, (T¢,.) € X.(Tq).

Pour introduire la fonction f¥ il faut fixer pas seulement une classe & de données
endoscopiques, ou plutoét un représentant de &, mais aussi un L-homomorphisme ¢g : “H —
L@ étendant le plongement “HY < “GY. Les données étant fixées et ¢ étant aussi fixé, on
veut attacher a chaque diagramme D une fonction

A(vu) = A(yu, D) = Alyw, D, ¢n)
sur I'ensemble des éléments vy dans Ty (F') tels que ¢ est régulier dans T (F).
Bien str, il y aura des conditions a remplir. La condition fondamentale est que f étant
une fonction lisse et & support compact sur G(F) il devrait exister au moins une fonction f#
lisse & support compact sur H(F) telle que

(3.3) s, (v, f1) = 0

1. Commentaire éditorial : On ne sait pas clairement & quoi (2.a) fait référence.
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si vy € Ty (F') est régulier mais aucun diagramme D n’est attaché a Ty, tandis que

(3.4) 3 (vi, /) = A(vw, D, on) %, (v, f)

si D est attaché a Ty et g est régulier dans T (F).

Il est bien entendu que les mesures wg et wy sur G(F) et H(F') sont fixées et que celle sur
Ta(F) s’obtient, en utilisant le diagramme D, & partir de celle sur T (F). Donc f# dépend
de wg et wgy.

Si la fonction fH vérifie (3.3)) et nous écrirons f — f bien que f¥ ne soit pas en
général unique. Les fonctions A(vg, D, ¢g) sont implicites dans la notation.

Bien str, quoique fondamentale, cette condition ne nous interdit pas de prendre A(vg) = 0.
Mais il y a une autre condition portant sur les fonctions sphériques.

Supposons que “H et LG sont quasi-déployés, déployés sur une extension non-ramifiée, et
que ¢y est non-ramifié. Alors on exige qu’il y ait une constante ¢ # 0 telle que

f— copu(f)

pour chaque f € Hg.

Ce sont la toutes les conditions locales dont on aura besoin pour déduire une formule
des traces stables, mais il y aura aussi des conditions globales sur le produit des fonctions
A(vg) locales que j'expliquerai plus tard. Néanmoins il y a une condition locale cachée dont
il faut se rendre compte si on veut développer une théorie entierement locale. Mais, si on
veut vérifier les théoremes locaux par voie globale il faut supprimer cette condition au début
pour la faire sortir comme théoreme a la fin, parce que 'on ne peut pas la formuler sans des
renseignements sur les L-paquets locaux.

Pour le corps réel ou le corps complexe, les résultats nécessaires sont déja acquis et on
peut formuler la condition locale d'une fagon explicite. Il y a une application duale a la fleche
[+ fH. Elle envoie une distribution stablement invariante © sur H(F) sur une distribution
invariante ©¢ sur G(F), et se définit par 1'égalité

o(f") = e°(f).

Soit IT un L-paquet local tempéré. Il y a un probleme sur lequel je reviendrai plus tard.
C’est celui de trouver des constantes a(m) € C* telles que

xu =Y a(m)xx
mell
est une distribution stablement invariante. Pour les groupes réels on peut prendre chaque
a(m) égal a 1. De toute facon, soit IT un L-paquet tempéré pour H(F') et supposons que son
¢p-image ¢y (I1) est défini. Supposons par exemple que F' soit R ou C. Alors si §# = xpj on
exige qu'il existe des constantes €(m), m € ¢y (1), telles que

(3.5) 0¢ = Z () x1-
m€¢p (IT)
Quand G n’est pas quasi-déployé la ¢y-image peut-étre vide, pour des raisons expliquées par

Borel & Corvallis. Alors #¢ devrait étre 0.

2. Quelques résultats de Shelstad

Elle commence en caractérisant les intégrales orbitales stables attachées aux fonctions f
dans 'espace de Schwartz-Harish-Chandra. Bien que nous ne voulions pas nous perdre dans



28 I1I. LE TRANSFERT D’INTEGRALES ORBITALES

les détails techniques de la théorie des groupes réels, il faut néanmoins essayer de comprendre
cette caractérisation parce que tous les résultats ultérieurs de Shelstad reposent dessus. Tout
groupe sur C définissant par restriction des scalaires un groupe sur R, on peut supposer que
F est réel.

Si on veut tenir compte des choix de mesures sur T'(F) et G(F) qui définissent (7, f)
ou D (y, f) on écrit
ou

DT (7, f;wr, wa).

Pour chaque sous-groupe de Cartan 7" de G sur F' et chaque wr et wg, on se donne une
fonction @7 (v; wr, we) sur Uensemble Tieo (F') des éléments réguliers dans T'(F), et on se
demande s’il existe une fonction f dans I'espace de Schwartz-Harish-Chandra telle que

(I)T(V;WT,WG) = ‘I)STt(%f;wT,wG)

pour tout 7', tout wg, et tout wy.
Il y a une condition évidente et facile a vérifier dans la pratique :

i) si a, 5> 0 alors

q)T<f)/> awr, BWG) = quT(P}G wr, (-"-)G)

Il y a une autre condition évidente mais pas si facile a vérifier dans la practique :
ii) si a € A(T), alors
q)Ta (’Yaa W%, CUG) = CI)T(% wr, wG)

Il y a trois sortes de racines de T, les réelles, les complexes, et les purement imaginaires,
qui prennent des valeurs purement imaginaires sur 'algebre de Lie de T'(F'). Soit I 'ensemble
des racines purement imaginaires et soit

Ti,(F)={teT(F)|alt)#1siacl}.

reg

Alors TL,(F) D Tyeg(F'). L'espace T'(F') est une réunion finie d’espaces affines réels et on

reg

obtient TL, (F) en écartant de T(F) un nombre fini d’hyperplans. On définit d'une facon
plus ou moins évidente ’espace de Schwartz de Trleg(F ). C’est l'espace des fonctions qui se
comportent comme les fonctions de Schwartz habituelles sauf qu’elles peuvent sauter aux

hyperplans «(t) = 1, a € I.

Soit
Rr(7) = [Jlaty) — 1?1 - a(r7Y)).
agl agé

Pour définir Ry () il faut choisir un ordre sur les racines de 7'. Soit
wT(’Yu wr, (.UG) = RT(’}/)(I)T(W/) wr, (.UG)
La troisieme condition est :

iii) La fonction iy (7y;wr,wa) s’étend en une fonction de Schwartz sur T, (F).
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Il y a enfin une quatrieme condition qui porte sur les sauts mais qui est assez compliquée et
je préfere renvoyer a l'article [29] de Shelstad pour un énoncé précis. La caractérisation de
Shelstad affirme que si toutes ces conditions sont vérifiées alors il existe une fonction f dans
I’espace de Schwartz-Harish-Chandra telle que

(I)T(P)/awTawG) = q)st<,.>/’ f;CUT,LL)G)

pout tout T, tout wy, et tout wg.

Probleme. Démontrer que si les supports des fonctions Vr(v,wr,wg) sont relativement
compacts dans T(F') alors on peut prendre pour f une fonction a support compact.

Dés que 'on sait résoudre ce probleme, on peut utiliser les autres résultats de Shelstad
pour vérifier que, si f est & support compact, alors on peut prendre f¥ & support compact.
Le diagramme D définit un ensemble de racines positives de Ty ou T, celles qui s’envoient
sur les racines positives de Tg+. Bien que H ne soit pas un sous-groupe de G, les racines
positives de Ty forment un sous-ensemble des racines positives de T, parce que les racines
de “T° dans “H° sont des racines de “7° dans *G°. Soit ]2; I I’ensemble de racines positives

imaginaires de GG qui ne sont pas de racines de H, et soit Ag JH I’ensemble des racines positives
de G qui ne sont ni imaginaires ni racines de H. Shelstad pose

‘Av.D)= [[ @—atvh) TI It -aGH]am)|"

+ +
O‘GIG/H aEAg/H

et elle prend

A(’% D7 qu) = (_1)q(G7H)€(TG7 D)A(’yv D7 wH) ,A(,)/? D)
Ici ¢(G, H) est un entier bien défini, et elle introduit le facteur (—1)%%#) pour des raisons
de convenances qui ne nous concernent pas. Le facteur ¢(Tg, D) est +1 ou —1 et A(~y, D, vg)
est un caractere de T'(F).

Il faut choisir les €(T, D) et les A(vy, D, ¢y) de telle fagon que 'on puisse appliquer la
caractérisation des intégrales orbitales stables sur H(F') aux fonctions définies par les formules
(3) et (4). En effet, trois miracles s’accomplissent, mais pas tout seuls.

D’abord, bien que les divers termes de la somme

Z 'A(7, D)r(8)Prs (7'; wrm, we)
D(T/F)

peuvent avoir des singularités sur les hyperplans

a(y) =1 a € Ig/m,

les singularités se neutralisent dans la somme, de sorte que la condition (iii) se vérifie. Ensuite
il s’avere que pour chaque choix de ¢y on peut trouver, ce qui n’est pas du tout évident, un
caractere A(y, D, p) tel que, la condition de symétrie (ii) soit vérifiée. En le définissant on
n’oublie d’ailleurs pas la formule (3.5)).

Il reste a tenir compte de la condition (iv) que nous n’avons pas donnée explicitement.
Elle entraine des relations entre les ¢(7), D) de deux sous-groupes de Cartan “voisins”. Le
troisieme miracle est que ces relations sont compatibles, les unes avec les autres.
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3. Les corps non-archimédiens

Pour les corps non-archimédiens des résultats généraux n’existent pas. Soit F' un corps
non-archimédien. Prenons pour groupe G le groupe SL(n), n étant un nombre premier impair.
Dans ce cas le groupe endoscopique le plus intéressant est le groupe H des éléments de normes
1 dans E*, E étant une extension cyclique de F' de degré n. le groupe “H° est le quotient de

GL(1,C) x --- x GL(1,C) (n fois)

par le groupe GL(1, C) qui y est plongé en diagonale, et 'application ¢y envoie (x1,...,x,)
sur
$y

Tn
Pour étendre ¢ & “H il n’est pas nécessaire de passer aux L-groupes relatifs au groupe de
Weil. On peut prendre
g = H% % Gal(E/F)
et alors ¢y envoie un élément o € Gal(F / F) sur g x o ou g est une matrice de permutation
convenable. Pour étre explicite nous choisissons la classe des données définissant H en sorte
que

.An—l

ol A\ est une racine n-ieme primitive de 1'unité.

On a Ty = H et un diagramme D n’est pas autre chose qu'un plongement de H dans
G sur F. Avant de définir les facteurs A(yy, D, ¢p), nous demandons quelle est la relation
entre les intégrales 7, (v, f) et @, (¢, f) attachées aux deux diagrammes différents. C'est
une question qui se pose en général et a laquelle on peut répondre sans difficulté. Soient D et
D’ les deux diagrammes.

On a un diagramme commutatif

v \ \ y) !
TH 7 TH 7 TG* ‘_\/ TG*

I T A .|

TH Y > TH G* — TG*

L’élément w est dans le groupe de Weyl absolu de Ty dans H, et donc dans le groupe de
Weyl absolu de T+ dans G*. L’homomorphisme p est défini par un élément a € A(T/F). 1l
est clair que a définit une application de K(T'/F) sur K(T"/F'), et que k' = kK si k et k' sont
les éléments de K(T'/F) et K(T"/F') définis par s. Donc, on a

% (Ve f) = ¥ (18, f)
Mais si a représente ¢ dans ©(7'/F) alors k(J) est défini et on a le lemme suivant (voir Prop.

4.1 de [30]).

~
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Lemme 3.1. Sia € A(T/F) représente 6 € D(T/F) et k € K(T/F) alors
O3 (7, f) = K(0)PF (v, f)-

L’application g — ag nous donne une bijection de 2(7T*/F) sur 2A(T/F) et de D(T*/F)
sur ®(T/F) que nous notons € — de. On a alors :

(v, )= D wl€)Pr(yS, f)

D(T/F)

— Z K(0€) Drac (v, f)

D(Ta/F)

= K(8) Y KU Prac(y", f)
o(T*/F)
parce que
o(ah)hta™t = (J(a)a_l)a(a(h)h_l)a_l,
de sorte que
k(d€) = k()K" (e€).
Il résulte du lemme que si T' = T et si a est défini par les deux diagrammes D et D',
alors
A(vg, D', ou) = £(6)A(vu, D, dn ).
En général ces équations sont des conditions de compatibilité. Mais quand H est un tore,
elles ont pour conséquence qu’il ne faut définir A(vyg, D, ¢r) que pour un seul D, c¢’est-a-dire
pour un seul plongement de H dans G.
Revenant au groupe G = SL(n) et au groupe endoscopique H, nous fixons un plongement
de H dans G et une diagonalisation de H. Soient vy, ..., les valeurs propres de v € H
relatives a cette diagonalisation. Nous prenons

A(y, D, én) = [l =l

1<j

Il s’agit donc de vérifier que

1 (v) = A(y, D, on) @1 (7, f)

s’étend a I’ensemble T'(F') en une fonction lisse. Ici T' est I'image de H dans G, et on écrit
Y = Yo = 7, osant oublier les conventions strictes en identifiant H et T

Vu Parbitraire dans le choix du plongement H < G, un choix canonique des A(vy, D, ¢x)
n’existe pas en général. Le mieux qu’on puisse espérer est que quand on passe au cas global
on puisse choisir les facteurs locaux d’une fagon compatible en sorte que leur produit soit
canonique. Nous reviendrons sur ce probleme. Il se rencontre déja pour SL(2).

Soit G le groupe GL(n) et soit T le tore dans G qui contient 7. Donc T(F) ~ B
Si g € GL(F) on peut écrire g = tg; ou t € T(F) et g1 € SL(n,F). Il est évident que
g1 € A(T/F) parce que

g 'ty =g 'tg,  teT(F).

On obtient alors une application G(F) — D(T) = &(T) qui définit en fait une bijection

Nm E\F* ~ T(F)\GL(n, F)/SL(n, F) — D(T) = £(T) = H'(F,T),
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parce que G est simplement connexe. Donc le caractere de {(7T") donné par x définit aussi un
caractere k de G(F') ou de F'*. Avec des choix convenables des mesures, on a

(7, f) = / f(g7vg)w(g) dg.

T(F)\G(F)
Le groupe G(F) agit sur G(F) et on pose
(k) = flgzg™)

Il est évident que

(3.6) 7(v, f7) = s(g)®7(7, f).
Jesquisse maintenant une preuve que f(y) s’étend & T(F) en fonction lisse, c’est-a-dire
localement constante.

11 suffit de considérer un voisinage de l'identité. On peut développer ®%.(v, f9) en somme
de germes (J. Shalika, A theorem on semi-simple p-adic groups, Ann. of Math. 96 (1972)).
L’équation entraine que seuls les germes attachés aux éléments unipotents réguliers
apparaissent. On se débrouille alors en observant que ’application de G sur ’espace vectoriel
de dimension n — 1 donnée par les fonctions symétriques des valeurs propres est lisse aux
éléments réguliers et en faisant le calcul de quelques déterminants.

Mais, méme apres avoir vérifié que les facteurs de transfert existent, il reste a vérifier ce
que j’appelle le lemme fondamental, qui affirme que pour des G, H et ¢ non-ramifiés on a
f e cdy(f).

Ici, le groupe H est non-ramifié si et seulement si 'extension E/F est non-ramifiée. Le
groupe H(F') est alors compact et I’algebre de Hecke Hp est isomorphe a C. Si on prend
la fonction f; & valeur constante (mesure H) '« alors sa transformée de Satake i est la
fonction sur “H° x ® & valeur constante . Ici ® est un élément de Frobenius.

Si h est dans “HY, alors ¢ (h x ®) = g x @, ol g est le produit d’une matrice diagonale et
d'une matrice de permutation, la permutation étant cyclique d’ordre n. Donc ¢ est conjugué
a un multiple de

1
A
Jo = A .
. )\n—l
oll A\ est une racine n-ieme primitive de 1'unité.

L’algebre de Hecke H¢ est isomorphe a une algebre de fonctions sur PGL(n, C). Selon les
définitions, I'application ¢}, envoie la fonction f € Hq sur la fonction f1 € Hy telle que

fi(h) = (mesure H) ™ f(go)
Le lemme fondamental s’énonce alors :

Soient donnés le groupe H non-ramifié et un plongement non-ramifi¢ ¢y de H dans G. 11
existe une constante c telle que, pour toute fonction f € Heg,

O5(7, ) = cA(Y, D, dr) "  flg0)
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Kottwitz I’a démontré pour n = 3. Il utilise 'immeuble de Bruhat-Tits attaché a G. Pour
n = 3 la constante c¢ est le produit d’une racine cubique de 1'unité et de (mesure H)™!. La
racine de I'unité est 1 si T'(F) est contenu dans le sous-groupe compact maximal de G(F')
définissant Hg.

Pour le groupe unitaire spécial a trois variables et ses formes intérieures on n’a pas encore
vérifié I'existence des . Mais il y a un résultat de Rogawski qui est intéressant & cet égard
([24], [25]). Lui aussi utilise les immeubles.

Soit F' un corps local a caractéristique résiduelle impaire et soit F une extension quadra-
tique non-ramifiée de F'. On prend pour G le groupe unitaire spécial quasi-déployé attaché a
E'; c’est donc le groupe défini par la forme

1 T
(Ethaf?)) -1 X2
1 XT3

ou la barre dénote la conjugaison dans E relative a F. Nous avons déja vu que le groupe
unitaire déployé a deux variables H est un groupe endoscopique pour G.

Bien que les groupes endoscopiques ne soient pas en général des sous-groupes des groupes
auxquels ils sont attachés, cet H-ci se plonge dans GG, donnant le sous-groupe

* 0 x
0 = 0
¥ 0 %
Soit Gal(E/F) = {1,0} et soit a le cocycle de Gal(E/F) dans H(F) défini par a; = 1,
1
a, = -1
1

Il est trivial, et il existe alors un h € H(FE) tel que
ay = ha(h™1).
Si A est le groupe des matrices diagonales, le groupe
T=h"'An= A"
est défini sur F' et T'(F) est compact. Ce groupe est contenu dans H et dans G.
Si on prend Ty = T il y a un diagramme D évident. On a G = G* et on prend
To- =T =T et ¢, 7,. égal a I'identité. De plus on prend Ty = Tg=Aetv=n=adh™ "

Nous rappelons que D nous définit un élément x dans K(T'/F').
Si

’y:

* O ¥
S o0 O
* O *

est dans T'(F') soit 7, la valeur propre § et soient 7 et 3 les deux autres valeurs propres.
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On pose :
1/2
(11 —73)?

AHW) B Y173

F

AG(V) = ‘(% - 72)(73 - 72)|]15/2AH(7)

w(y) = Wl((’h —72)(3 — 72)),
ou w; est le caractere quadratique non-ramifié de E*.
Soit fo I'unité dans l'algébre de Hecke He et fI 'unité dans l'algebre de Hecke Hyr. Alors
Rogawski a démontré le théoreme suivant.

Pour tout v régulier dans T(F') on a
w(NAc(NPL (Y, fo) = Au(NPT (7, f5')-

On est porté a croire que pour ¢y non-ramifié :

A(, D, ¢m) = w()|(n = 72) (33 = 72) }5/2.



Chapitre IV

Les L-paquets

Bien que le but de ces notes soit de donner une esquisse de la maniere dont on commence
a stabiliser la formule des traces et non d’entamer la vérification des résultats locaux, il me
semble quand méme utile de donner un apercu des résultats déja acquis sur la structure des
L-paquets. Sauf pour les résultats de Shelstad pour les groupes réels, qui ont la vertu de
mettre au jour les liens entre cette structure et les groupes endoscopiques, les théoremes déja
vérifiés sont tres sporadiques, et leurs auteurs ne cherchent pas toujours a les encadrer dans
une philosophie générale, ce qui a des avantages évidents mais aussi des inconvénients. Je me
restreins aux résultats locaux, les théorémes globaux n’étant vérifiés que pour SL(2). Ceux-ci
ont été exposés dans [33].

1. Les groupes réels

Commengons avec les groupes réels, renvoyant le lecteur au papier [32] pour les dé-
monstrations. Shelstad n’y considere que les L-paquets tempérés, la structure des L-paquets
non-tempérés restant tout-a-fait obscure. On ne sait méme pas leur attacher des distributions
stablement invariantes, bien que ce soit la un probleme qui pourrait s’avérer important pour
I’étude des variétés de Shimura.

En général, pour un groupe réel un L-paquet de représentations de G(R) est attaché a un
homomorphisme ¢ du groupe de Weil W r dans “G tel que le diagramme

WC/R —> LG

N

Wer

est commutatif et les ¢(1V) sont semi-simples. Un tel homomorphisme est dit admissible, et
on dénote le L-paquet II,. C’est toujours un ensemble fini et s’il contient une représentation
tempérée alors il ne contient que des représentations tempérées. Le L-paquet II, est tempéré
si et seulement si I'image d’'un ensemble compact dans W¢/gr par ¢ est relativement compact
dans *G.

Soit I, tempéré. On est amené, en grande partie par les résultats de Knapp-Zuckermann,
& attacher quelques groupes a ¢ : le centralisateur Sy de ¢(W) dans *G°; sa composante
connexe SY; le centralisateur Z" de G dans 'GP, et le quotient

Sy = Sy/Z ng
C’est un groupe abélien dans lequel le carré de chaque élément est 1. Nous verrons plus tard
que pour les corps p-adiques ce groupe Sy n’est pas toujours abélien, ce qui entraine des
conséquences frappantes.

Deux homomorphismes admissibles ¢ et ¢/ dans Wg/r dans “G sont dits équivalents
s'il existe g € *G tel que ¢/ = adgo ¢, le L-paquet I, est plutot attaché a la classe

35
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de ¢. On le note Ilg4y. Si on remplace ¢ par ¢’ alors on remplace Sy par gSgg~" et S par

9S99~". Donc les deux groupes S, et Sy sont isomorphes et & isomorphisme intérieur pres,
I’isomorphisme est unique. Pour le corps réel ou le corps complexe ils sont abéliens et par
conséquent canoniquement isomorphes. Nous attacherons quand méme en général un groupe
Sty = Sy a la classe {¢}, et en tant qu'il ne s’agit que de classes de conjugaison dans Sy
nous pourrons le faire impunément.

Pour le corps réel (et donc le corps complexe aussi) Shelstad attache a chaque élément 7
de Il;4y une fonction complexe ¢ — (r,m) sur Sg4y. Ces fonctions vérifient deux conditions
importantes :

(i) La valeur (r,m) ne dépend que de la classe de conjugaison de r dans Sy (Je souligne
cette condition bien qu’elle ne dise rien pour le corps réel).

(ii) L’ensemble des fonctions (-, 7) est linéairement indépendant.

Il y a une autre condition que je ne souligne pas bien qu’elle soit assez pénible a établir.
(iii) La fonction ¢ — (x, ) est un caractere de Sggy.

L’ensemble des fonctions (-, 7) ne donne pas toujours une base des fonctions sur Sgsy, mais il
résulte de (ii) que I'ensemble de fonctions

Y @ m)xa [T €S, ¢,

7TEH¢
Xr étant le caractere de 7, engendre le méme espace de fonctions sur G(F) que 'ensemble
{x= | €1, }

Nous allons voir que cela permet de ramener ’étude des caracteres tempérés a 1’étude des
caracteres tempérés stablement invariants, qui sont pour les groupes réels les sommes

Z Xn = Z <177T>X7r'

WEH{¢} 7T€H¢

Soit donné un ensemble v = (s,“H°, “BY, LT5, {7av}, p) de données endoscopiques et un
L-plongement vy : “H — G qui étend le plongement “H° — “G°. On suppose que s est
contenu dans le centre de “H. Supposons enfin que 1'on a choisi les fonctions A(y, ¢g, D)
selon la prescription de Shelstad de sorte que les fonctions f# existent. Soit ¢ : W /R — Ly
un homomorphisme admissible et soit ¢ = ¢ o ¢'. L'élément s = ¢ (s) est contenu dans Sy
et définit alors un élément ¢ dans S, son image.

La somme
6 = X¢/ = Z X7T

melly
est une distribution stablement invariante et on peut définir la distribution ©¢ sur G(F') par
I’équation
0°(f) =o(")
Theoreme [32]. Il existe une constante c({A},¢') telle que

0% =c({AL¢) D (6. ™)X

W€H¢
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C’est ce résultat qui nous permet de ramener I’étude des caracteres tempérés sur G(F')
a 1’étude des caracteres tempérés stablement invariants sur les groupes endoscopiques at-
tachés a G. Il y a seulement a vérifier que chaque classe {r} dans Sgs) provient de données
endoscopiques.

Si ¢ est donné et si s est contenu dans Sy, alors s définit “HY, dans lequel on peut choisir
LBY, et LT§. On choisit aussi les Y,v. Si w € W/r alors ¢(w) normalise “HY et il existe
a(w) € HY tel que a(w)g(w) normalise ZBY,, LTV et fixe 'ensemble des Y,v. Soit p(w)
'automorphisme de “H® donné par a(w)¢(w). Il ne dépend que de 'image de w dans le
groupe de Galois. Donc ¢ et s définissent un ensemble complet de données endoscopiques.

Les fonctions ¢ — (g, 7) ne sont pas canoniquement définies, et ne peuvent pas l'étre.
Néanmoins la nature des choix qu’il faut faire pour les définir reste obscure et le restera
je suppose tant que I'on ne saura pas les définir pour les corps p-adiques. Nous y passons
maintenant, mais seulement pour indiquer quelques problemes.

2. Les groupes non-archimédiens

On espere que 'on peut classifier les L-paquets pour un corps non-archimédien en utilisant
le produit direct
W =SL(2,C) x Wg,
Wr étant le groupe de Weil
WF:@WK/F [KF]<OO
On voudrait attacher & chaque homomorphisme ¢ de W dans le groupe “G qui vérifie les
conditions suivantes un L-paquet de représentations de G(F) :
1) ¢ se factorise par un groupe
SL(2,C) x Wg/p, [K : F] < o0 ;
2) ¢ est analytique sur SL(2, C) et continu sur W p ;

3) le diagramme
wW— L@
Wk r
est commutatif;
4) les images ¢(w) des w € Wi sont semi-simples ;

5) si I'image de W est contenue dans un sous-groupe parabolique L' P de G, alors L' P
releve de G (voir [4] ou [15]).

On définit Sy comme le centralisateur de ¢(W) dans “G°, et on pose encore
W G0
On voudrait encore attacher a chaque élément 7 de II;4) une fonction centrale sur S, en sorte
que les conditions (i) et (ii) soient vérifiées. On voudrait aussi établir que :
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(iv) si I, est tempéré alors
> (L m)xx = X
WEH¢
est stablement invariant ;

(v) si~y est un ensemble de données endoscopiques, si ¢’ est un homomorphisme admissible
et tempéré de W dans “H, si ¢ = ¢ o ¢/, et si © = yy, alors

0% = c({A}, ) Z (X, T) X,

7I'€H¢
OF étant comme avant.

Pour le groupe GL(n) les groupes Sy se réduisent toujours a {1} parce que le centrali-
sateur d’un sous-groupe réductif de GL(n, C) est toujours connexe. De plus on pense que
les L-paquets ne contiennent qu’un seul élément et chaque distribution invariante est déja
stablement invariante. Donc si on prend (1, 7) = 1 les conditions (i), (ii) et (iv) sont vérifiées,
et les groupes endoscopiques étant les sous-groupes de Levi des sous-groupes paraboliques, la
condition (v) se réduit a la formule bien connue pour le caractére des représentations induites.
Pourtant pour avoir une théorie conséquente il faut savoir que les représentations induites
tempérées sont irréductibles, ce qui est connu (voir Bernstein-Zelevinsky [2]).

Pour le groupe G = SL(n) les groupes Sgg) ne sont pas toujours triviaux. On prend
L@ = PGL(n, C). Si ¢ est donné, et si s € Sy on reléve s et chaque élément ¢(w) dans I'image

de W & des éléments 5 et ¢(w) dans GL(n, C) et on pose
(s,w0) = 50(w)5  d(w) .

C’est une racine n-ieme de 'unité qui est 1 pour w € SL(2,C). Donc w +— (s,w) est
un homomorphisme continu de Wg, et par conséquent de F'*, dans C* et on obtient un
plongement
S, — Hom(F™*,C*).
Sil’ensemble II, est en quelque sorte un dual de Sy, on s’attendrait a pouvoir le représenter

comme quotient de F'*. Mais le groupe GL(n, F') agit sur les classes de représentations de
SL(n, F). On pose

7"(g) = w(hgh™), h € GL(n,F), g€ SL(n,F).
Le centralisateur de la classe m sera noté G,. Soit
U={deth|heG,}

Si on suppose que le L-paquet II contenant 7 est I’ensemble { mh ! h € GL(n, F) }, on obtient
une bijection entre IT et F* /U en envoyant 7" sur det h.

Si on observe que cette bijection dépend du choix de 7w dans II on trouve une autre raison
pour que la fonction (r, m) attachée a 7 ne puisse pas étre définie d’'une fagon unique.

On a donc deux points de vue a I'égard des L-paquets pour SL(n, F'). On peut les étudier
d’une manieére concreéte en passant & GL(n, F'), ou, si on est toqué des L-groupes, on peut
essayer de partir du cadre général des groupes Wy4). Gelbart et Knapp ont su faire le lien
entre les deux (5], [6]), au moins pour les représentations de la série principale.

Pour cela il fait introduire le R-groupe qui a été introduit avant le groupe Sy et qui le
précede dans l'ordre temporel comme dans 'ordre alphabétique. Son role est semblable a celui
de &, mais il est dual non pas de I'ensemble de toutes les représentations dans un L-paquet
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mais seulement a celles qui sont contenues dans une représentation induite donnée. Donc il
devrait étre un quotient de groupe Sy, ne coincidant pas avec lui sauf pour les L-paquets
déduits d'une représentation induite d’un sous-groupe de Borel, parce que le sous-groupe de
Levi est alors un groupe abélien avec des L-paquets réduits a un seul élément. C’est ce qui se
passe pour les groupes réels.

Pour les groupes p-adiques le R-groupe n’est défini jusqu’a présent que pour les groupes
de Chevalley. Nous allons vérifier, ce qui est d’ailleurs facile, qu’il coincide avec le groupe S,
et puis nous allons examiner les résultats de C. D. Keys ([9]) pour voir s’ils confirment nos
hypotheses.

Prenons G un groupe déployé simplement connexe de sorte que “G? est un groupe adjoint.
Pour notre objectif il suffit de prendre le L-groupe relatif & F, et alors “G = “G°. Pour le
L-homomorphisme nous prenons un homomorphisme continu ¢ de Wg/p = F* dans Lo,

On fixe dans G un sous-groupe de Borel B et un sous-groupe de Cartan 7' dans B, les
deux étant définis sur F. Donc les poids de “T° sont les co-poids de T. Si a € F'* et si \ est
un poids de “T°, soit a* 1’élément de T'(F) tel que u(a*) = a** pour chaque poids de 7.
Ces éléments engendrent T'(F). Soit &, le caractere de F* défini par I’équation

&(a) = A(6(a)).

On vérifie facilement qu'il existe un caractere unique &; de T'(F') tel que

&(a*) = &\(a).
Comme d’habitude, on étend &, en un caractere de B(F), et on forme la représentation
induite
po = Ind(G(F), B(F), &),
utilisant le décalage habituel en sorte que p, est unitaire quand &4 I'est, comme on le suppose
désormais. Alors les éléments du L-paquet II, attaché a ¢ sont les composantes irréductibles

de Po-
La composante connexe de Sg de Sy, le centralisateur de ¢(F*), est évidemment le groupe

engendré par TP et les sous-groupes & un parameétre attaché aux racines aV telle que &,v = 1,
ce qui est équivalent a I’équation §¢(a°‘v) = 1. Soit A, 'ensemble de racines positives simples
relatives & S9N *BY et soit R I'ensemble des éléments 7 € S, tels que
(i) adr(L7°) = £TY,
(it) adr(SyN*B°) = SN "B,
(iii) ad7(Xav) = Xrav Sl @¥ € Ay.
Il est évident que Sy est le produit semi-direct de Sg et de R et que le groupe R est le groupe
défini par Keys. Donc Sy ~ R, le groupe Z" étant trivial.
Le caractere x,, de pg se calcule facilement et on voit immédiatement qu’il est stablement
invariant. On est alors porté a définir le caractere du L-paquet I, comme
Xp = Xpy-
On a 'égalité
Xo = Z <17 7T>X7r7
7T€H¢
ou (1, m) est la multiplicité avec laquelle 7 intervient dans ps.
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Ce sont Knapp et Zuckerman qui ont cherché expres un caractere ¢ pour lequel le groupe R
n’est pas abélien [10]. Donnons leur exemple qui fait beaucoup réver.

Soit G le groupe simplement connexe du type D, et soit ' un corps a caracteristique
résiduelle impaire. Le groupe “G est donc SO(8,C)/{%1}. Il y a trois caracteres de F*
d’ordre 2, py, o, p3. Posons

pa(a)
p2(a)

1z (a)
1

On vérifie d’abord que S3 = “T°, le groupe des matrices diagonales. Le groupe R = S,
s'identifie a un sous-groupe du groupe de Weyl, et le groupe de Weyl est le groupe des
applications

(:El,Ig,l’g, ZL‘4) — (:l::L‘U(l), :|::L‘U(2), :|::L‘U(3), :f::)ja(4)),
o étant une permutation et le nombre de changements de signe étant pair. Les caracteres p
étant d’ordre deux, chaque application

($1,I2,$37$4) — (:l:l'l, :I:LUQ, :i:l'?), ixll)

est dans R.
Les seules permutations dans R sont (12)(34), (13)(24), et (14)(23), parce que
pa(a)p(a)
p2(a)p(a)
ps(a)p(a)
p(a)
pa ' (a)u(a)
py (a)p(a)
ps (a)u(a)
p(a)

est égal a ¢(a) si p € {p1, po, ps, 1}, et {pap, pops, pspt, p} est une permutation de

{Nla M2, 13, ]-}

Donc R est un groupe non-abélien d’ordre 32, avec 16 représentations irréductibles
de degré 1 et une représentation irréductible de degré 4. D’autre part I, contient 17
représentations et 16 des nombres (1,7) sont égaux a 1 tandis quun est égal a 4. Les
¢éléments du L-paquet sont paramétrisés par les représentations irréductibles du groupe R,
et les nombres (1, 1) sont égaux aux dimensions de ces représentations, ce qui est vraiment
émerveillant.

Keys a étudié le cas général et a vérifié que le phénomene découvert par Knapp-Zuckermann
se rencontre toujours. Le nombre des composantes irréductibles de py est le nombre des
représentations irréductibles du groupe fini R, et les multiplicités (1, 7) avec lesquelles elles
interviennent dans pg sont égales aux degrés des représentations irréductibles de R.
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Les seuls groupes pour lesquels R n’est pas abélien sont les groupes de types D,, ou FEr,
Eg. Les résultats pour les groupes de type Fg, Fr, Eg ne se trouvent pas dans la these de
Keys, mais il sait les traiter aussi.






Chapitre V

Quelques problemes globaux

Avant de passer a la stabilisation de la formule des traces je voudrais dire quelques
mots sur les problemes les plus immédiats a résoudre. Pour le groupe SL(3) et les formes
tordues de SU(3) il s’agit d’abord de vérifier le principe de fonctorialité pour les plongements
op : “H < LG et par suite d’obtenir des résultats sur L-paquets locaux analogues & ceux de
Shelstad.

On constate pourtant que pour SL(3), le principe de fonctorialité pour le plongement
défini pour le groupe des éléments de normes 1 dans E*, E étant une extension cyclique de
degré 3, a été déja établi par Piatetski-Shapiro (voir H. Jacquet, I. I. Piatetski-Shapiro, J.
Shalika Automorphic forms on GLg, 11, Ann. of Math., v. 109 (1979)). Donc dans ce cas les
résultats nouveaux seront les résultats locaux.

Le groupe U(2) quasi-déployé se trouve parmi les groupes endoscopiques attachés a une
forme tordue G de SU(3). Si cette forme tordue est elle-méme un groupe unitaire on peut
établir une partie du principe de fonctorialité en utilisant la représentation de Weil (voir
larticle [12] de Kudla).

En géneral la forme quasi-déployée G* de SU(3) se trouve parmi les groupes endoscopiques
attachés a GG. Donc la formule des traces stables ramene I’étude des représentations auto-
morphes de G(A) a celle des groupes de dimension plus basse et a celle des représentations
automorphes de G*(A).

Je ne vois qu’'un seul moyen d’étudier la partie stable de la formule des traces pour G*(A).
Si G* est défini par rapport a I'extension quadratique F de F' il faut vérifier que l'on peut
changer la base de F' a E, G* devenant GG; = SL(3)/F et puis exploiter, tant que l'on peut,
les résultats connus pour SL(3). Quelques des résultats locaux nécessaire sont déja acquis et
dus a Kottwitz, mais on aura besoin d’une formule tordue des traces pour (G; qui n’est pas
une conséquence immédiate de la formule d’Arthur. De plus, les formules tordues doivent
étre stabilisées.

Il y aura aussi des théoremes a vérifier qui ne sont pas des conséquences formelles du
principe de fonctorialité. Ce sont les variétés de Shimura qui nous ont poussé a étudier la
L-indiscernabilité. Pour en avoir, passons a la forme projective de G. Le L-groupe devient
SL(3,C) x Gal(E/F), et pour éviter des explications a présent inutiles, je vais supposer que
F est Q et que E est imaginaire. Soit py le plongement de “G° = SL(3, C) dans GL(3, C).
C’est une représentation de dimension 3. Nous posons

p= Ind(LGa LG07 PO)
Comme j’ai expliqué dans mon exposé [17], on pense que la fonction zéta d’une variété de
Shimura attachée a G est le produit de puissances des facteurs des fonctions L<s — g, , ,0>

et une des raisons d’introduire les groupes endoscopiques est de donner une égalité précise
qu’on essayera de vérifier ensuite par d’autres moyens. En particulier, on utilisera les groupes
endoscopiques pour factoriser les fonctions L(s, , p).
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Supposons le quotient G(Q)\G(A) compact mais le groupe G déployé sur R. La variété
de Shimura est alors de dimension 2, et les représentations qui me troublent le plus sont celles
qui donnent de la cohomologie dans les degrés 1 et 3. Si m = ) 7, est une telle représentation,
alors selon les résultats qui se trouvent dans le livre de Borel-Wallach, il y a deux possibilités
POUr 7ye.

Considérons les deux homomorphismes ¢', ¢* de Wg/r dans LG définis par

z
Oz — 271z X z z € C*
-1
Z
z
Oz — 2zt X z z € C*
—1
z
—1i
¢ o— 1 X o j=1,2.
0
On prend pour W¢/r le groupe engendré par C* et o avec 0% = —1. Suivant la classification

des représentations des groupes réels, les L-paquets I14 et I142 ne contiennent qu’un élément :
Soient w! € Il et w2 € . Ils sont les deux possibilités pour 7. Bien qu’on pense que
X+ €t xq2 se trouvent dans la partie stable de la formule des traces, elles ne sont pas stables.
Donc il ne faut pas attendre a démeéler la formule des traces stable sans peine.

Mais 7! et 72 donnent une partie de dimension un de la cohomologie dans les degrés 1 et
3. En somme une partie de dimension deux de la cohomologie totale. Donc il ne semble pas
étre possible que les fonctions L(s —d, 7*, p), qui sont des produits eulérients de degré 6 sur Q
ou de degré 3 sur F, apparaissent elles-méme dans le produit donnant la fonction zéta. Il faut
plutot trouver des facteurs de degré 2 sur F, la variété de Shimura étant définie sur E. Elles
seront selon toute probabilité des facteurs de L(s — d, ’, p), moyennant des modifications a
un nombre fini de places.

On constate ensuite que méme ces facteurs de degré 2 sur E doivent se factoriser, parce
que les 7' donnent de la cohomologie dans les deux dimensions 1 et 3, et la fonction zéta
elle-méme se factorise au moyen des fonctions L attachées a la cohomologie dans chaque
dimension. Donc si 74, est égale & 7' ou 72, il semble que L(s, , p) sera le produit de trois
facteurs eulériens de degré 1. Mais si 7w releve a la représentation 7’ de PGL(3, Ag) alors
L(s,m,p) = L(s,n’) si L(s,7’) est la fonction L standard de Godement-Jacquet. Donc on est
porté a croire que 7’ sera une représentation eisensteinienne provenant d’un sous-groupe de
Borel de PGL(3), et c’est cela qu'il s’agit de vérifier, ce qui suggérera que la variété de Picard
de la variété de Shimura est de type CM.

Le représentations de GG ou plutot de G* qui se relevent en des représentations eisenstei-
niennes doivent se manifester assez clairement pendant la démonstration de la possibilité
d’un changement de base. Mais il est difficile de prévoir si les résultats de Jacquet-Shalika
nous permettront d’établir que si le relevement de 7 est cuspidal alors 7., n’est ni 7! ni 72

Il y a un autre probleme que Rapoport m’a signalé. Bien qu’il l'ait résolu par des
méthodes géométrique [28] on voudrait trouver une solution dans le cadre des représentations
automorphes. On suppose que le groupe G est défini par un corps non-commutatif M de
dimension 3 sur E et par une involution de M. Donc G n’est pas un groupe unitaire sur Q
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bien qu’il le soit sur R. On se demande, pour des raisons qui ne nous concernent pas a présent,
si dans ce cas-ci il n’y a aucune représentation automorphe m de G(A) pour laquelle 7, est
7t ou m2. Donc on se demande si la variété de Picard est triviale. Si on a résolu le probleme
pour G* posé ci-dessus on pourra globalement résoudre celui pour G' en tenant compte de la
forme de I'application locale f — f¢".

Enfin on voudra passer a d’autres groupes, surtout au groupe symplectique a quatre
variables, mais personne n’a abordé ce groupe du coté de la formule des traces. Son L-groupe
est le groupe projectif symplectique sur C qui se plonge dans PGL(4, C), le L-groupe de
SL(4). Pour obtenir des bons résultats sur le groupe symplectique et d’autres groupes avec
le méme groupe adjoint il faudra probablement vérifier le principe de fonctorialité pour
ce plongement, ce qui se fera peut-étre au moyen d’une formule des traces tordues pour
I'automorphisme extérieur A — 1471 de SL(4). Je ne suis pas sur, et je ne sais méme pas si
cela est pour le proche avenir.






Chapitre VI

Des propriétés supplémentaires locales

Supposons que nous ayons un diagramme

UE
TH z > TH > TG* < TG*

(D) '\ TwTG,TG*
Tc

En remplacant T par T+, V1, 1. par l'identité, et n par 7, on obtient le diagramme D,
pour le groupe G*. Supposons de plus que les deux facteurs de transfert A(yg, D, ¢p) et
A(vp, Dy, ¢pr) soient définis. Les résultats de Shelstad suggerent que le quotient

A(vu, D, éx)
A(VH; D*; ¢H)

sera une constante qui dépend de D et peut-étre de ¢ mais pas de vg. Vu le facteur arbitraire
dans A(yy, D, ¢g) cette constante ne se laisse pas prédire.
Mais si on a deux diagrammes D et D’ avec le méme H et si on définit ¢(D’, D) par

AWy, D', én) A(vu, D, ¢u)

A(7h7D;7¢H) A(fyHuD*;ng)’

alors ¢(D’, D), qu’on suppose indépendant de vz et 7%, ne dépend pas de ce facteur arbitraire,
et le probleme de le trouver explicitement se pose.

Dans ce chapitre nous définissons pour n’importe quel corps local de caractéristique zéro
un invariant ¢(D’, D) attaché aux diagrammes D et D’. Pour le corps réel et le corps complexe
nous vérifions a I’aide des résultats de Shelstad que ’égalité est satisfaite. Il nous faudra
pourtant dans la suite supposer qu’elle est vérifiée en général.

Nous commencgons en rappelant des théormes de Poitou-Tate dont nous aurons besoin.
Comme dans les notes polycopiées de Lang ([14]) nous les déduisons de la dualité de Tate-
Nakayama.

(6.1) = ¢(D', D)

1. Rappel des résultats locaux de Poitou-Tate

Soit F' un corps local de caractéristique zéro et soit U un module galoisien fini sur F,
donc un Gal(F'/F)-module. Le module U étant donné on construit

U = Hom(U, Q/Z)
et . o
A(F) = Hom(U,F),
qui sont tous les_deux des modules galoisiens finis, et A(F) est I’ensemble des points
géométriques sur F' d'un groupe multiplicatif A sur F.
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Nous fixons un entier positif n tel que l'ordre de chaque élément de U divise n. Alors
U = Hom(U,n 'Z/Z) = Hom(u, Z/nZ).

Si K C K’ sont deux extensions galoisiennes de F' dans F et si Gal(F/K) opere triviale-
ment sur U alors on a un plongement

H Y (Gal(K/F),U) — H ' (Gal(K'/F),U),

et

H(U) = lim H'(Gal(K/F),U)
est le quotient de U par le sous-groupe elrigendré par

{Uu—u o€ Gal(F/F),u¢ U}.

Si on suppose encore, et on le suppose toujours, que K est suffisamment grand pour que
Gal(F'/K) agisse trivialement alors on a
A(K) = Hom(U, K*).

L’inflation donne des homomorphismes

H?(Gal(G/F), A(K)) — H*(Gal(K'/F), A(K")),

et nous posons

H? (A(F)) = liny 1 (Gal(K/F), A(K)).
Le premier résultat dont nous auronstesoin est le suivant.
Lemme 6.1. [] existe pour chaque U un isomorphisme
H'(U) — H2(A(F)),
et ces isomorphismes sont fonctoriels relatifs a U.

Avant de la vérifier nous donnons 1’énoncé d’un deuxieme lemme dont nous aurons besoin.
Le groupe
H (A(F)) = liy H' (Gal(K/F), A(K))
K

est défini aussi comme limite directe, mais pour un corps local de caractéristique zéro cette
suite se stabilise.

Si A(F) = A(F') cela est évident parce que
H'(Gal(K/F), A(K)) = Hom(Gal(K/F), A(F)),

et le corps F' n’a qu'un nombre fini d’extensions abéliennes d’un degré donné. Pour le vérifier

en général on choisit une extension galoisienne finie L telle que A(F) = A(L), et on utilise le
diagramme a lignes et colonnes exactes ([26], p. 125]) :
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1

~

| HY(Gal(L/F), A(L)) — HY(Gal(K/F), A(K)) —— H'(Gal(K/L), A(K))

1 —» HY(Gal(L/F), A(L)) — Hl(Gal(K’\/’F),A(K’)) — Hl(Gal(K’;L),A(K’))

~

HY (Gal(K’/K),A(K’)) = Hl(Gal(K’/K),A(K’))
Il s’agit bien str d'un diagramme compliqué qui se réduit a un calcul simple. De toute fagon si

I'on a une classe a dans H' (Gal(K'/F), A(K")) et si son image 3 dans H'(Gal(K'/L), A(K"))
provient de H'(Gal(K/L), A(K)), alors I'image de 3 et donc de a dans

H'(Gal(K'/K), A(K"))

est zéro. On conclut que o provient de H'(Gal(K/F), A(K))
On a aussi des homomorphismes surjectifs

H*(Gal(K'/F),U) - H*(Gal(K/F),U)
Si { A | 0’ € Gal(K'/F) } est un cycle, on I'envoie sur { A, | o € Gal(K/F) }, ou

Py Z Ay

o'—o

Puisque la condition imposée sur un cycle est
St =Yoa,

on vérifie sans peine que ’homomorphisme est surjectif. On choisit pour tout ¢ une image
inverse 7 et si {\,} est donné on pose A,y = A5 si 0’ — o et 0/ =7 mais \,s =05si o’ — o et
o' # @. Nous posons

H2(U) = I'Lan*2(Gal(K/F),U).
K
C’est aussi une suite qui se stabilise.
Cela se vérifie en trois étapes. On observe d’abord que la suite
H*(Gal(K'/K),U) —— H?(Gal(K'/F),U) —— H*(Gal(K/F),U) —— 0

est exacte méme si I'action de Gal(K'/K) sur U n’est pas triviale. Il s’agit en effet d'un fait
bien connu. Si I'image de {\,/} est zéro on peut supposer que

ZAg/zo

o'—o

pour chaque o. Un bord est de la forme
Ho! = Z T_IMT,J’ + o' 7 — Hr1 10
TeGal(K'/F)

Sio # 1 etsio est donné soit o' =ap, p € Gal(K'/K). Si piry ., (c") = 0 sauf pour 7, =7,
Ty = p et si puz, = Ay alors son bord est zéro sauf a p, & et o', ou il prend respectivement les
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valeurs '\, Ay, et —Ayr, ou, si p =1, 7 '\, et 0. On conclut qu’on peut supposer que
Ao = 0si 0 # 1, C’est-a-dire que {\,/} provient de H*(Gal(K'/K),U).

Pour vérifier que la suite se stabilise quand 'action de Gal(F/F) est triviale on peut
supposer que U = Z/mZ de sorte que

“(Gal(K/F), U) = Gal(K/F) / RO
¢

ou ¢ parcourt l'ensemble des homomorphismes de Gal(K/F') dans Z/mZ et N(¢) est Is

noyau de ¢.
Pour traiter le cas général on utilise le diagramme a lignes et colonnes exactes :
2(Gal(K'/K),U) == H7?(Gal(K'/K),U)

| |

“2(Gal(K'/L),U) —— H2(Gal(K'/F),U) —— H2(Gal(L/F),U) — 1

| | |

~2(Gal(K/L),U) —— H2(Gal(K/F),U) —— H2(Gal(L/F),U) — 1

Si a dans H=?(Gal(K'/F),U) s'envoie sur 0 dans H~%(Gal(K/F), U) il provient d’un élément
B dans H=?(Gal(K'/K),U). Si la fleche verticale en bas & gauche est injective alors 'image

de 8 dans H*(Gal(K'/L),U) est zéro. 1l en résulte que « est zéro.
Nous vérifions maintenant le lemme 6.1 et le lemme suivant.

Lemme 6.2. [l existe pour chaque U un isomorphisme
H2(U) — H' (A(F))
et ces isomorphismes sont fonctoriels en U.

Mais nous ne voulons pas seulement vérifier I'existence de ces isomorphismes mais aussi
les donner d’une fagon explicite. Nous expliquons maintenant comment ils se définissent.

Si € est une racine n- 1eme de I'unité dans F et si u est dans N, alors € sera I’élément de
A(F) qui envoie @ dans U = Hom(U, Z/nZ) dans €™

Soit K/F une extension galoisienne suffisamment grande mais finie et soit @ = {a, .}
un représentant de la classe fondamentale de K/F. Soit K’ une extension de K dans F qui
contient les racines n-iemes des a, . Soit = {f,,} tel que

n o__
P,0 aPU’

et définissons le 3-cocycle
6 ={0bpor|p, o, 7 €Gal(K'/F)}
a valeurs dans le groupe des racines n-iemes de l'unité par
St = 0 (Bor) BoorBpor By

si p, o, T sont les images de p/, ¢/, 7' dans Gal(K/F). Puisque 0, , »» ne dépend que de p/,
o, T je me permets d’écrire 6, ., OU 0y o 7.
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Chaque élément de H~*(U) est représenté par un élément u de U tel que pour un K
suffisamment grand
Z ou = 0.

ceGal(K/F)

Nous posons

(6.2) o= ] 050 € AK)
reGal(K/F)

Jaffirme que b = {by »} est un 2-cocycle.
En effet on a les égalités

7T/(5p’,077)6_1 577’470,75_1 0. Lo — L.

w'p' o, ol p,oT T

Donc le bord de b, qui est donné par

H 7T/(5p/70/77—)_7rp07—u57rp07—u 5—7rp0’ru57rp’ru
-

! Al ! !
TpL,o,T T, Pp0,T ™,0,T

est égal a

!
™,P,0

Hé;/ﬂpp?-u _ 577erZTu -1
-

Que la classe de b dans H? <A(F)> ne dépend pas du choix de u, {a,,}, {B,0} et K’

résulte d'un calcul facile, mais la vérification directe qu’elle ne dépend pas de K m’échappe,
bien qu'une telle vérification doit en principe exister. Heureusement la preuve que {u} — {b}
est un isomorphisme établit au méme temps qu’il est bien défini.

Supposons que { u, ‘ o € Gal(K/F) } définisse un élément de H~*(Gal(K/F),U). Nous
posons

(6.3) by =[]0

On vérifie sans peine que {b,} est un cocycle, et définit donc un élément de H'( A(F)).
Nous donnerons plus tard la preuve qu’on obtient de cette facon un homomorphisme bien
défini de H2(U) dans H* <A(7)> pourvu que K soit assez grand, et en particulier que

H2(Gal(K'/F),U) > H2(Gal(K/F),U)

\ /
H (A(F))
est commutatif.

Pour les démonstrations nous choisissons une extension finie de F' telle que U se donne
comme Gal(L/F)-module et ensuite deux suites exactes :

(6.4) 0 > X > Y » U

o

(6.5) 0 y V > W y U

~
e}
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Dans ces suites X, Y, ‘7, et TV sont des Z-modules de rang fini et sans torsion sur lesquels

Gal(L/F) agit, et Y et W sont des Gal(L/F)-modules libres.

Dualisant nous obtenons :

(6.6) 0 Y y X y U > 0 ;
(6.7) 0 > W >V > U >0 .

On a posé, par exemple, X = Hom(X,Z). On a X C Hom(Y, Q). Soit ()\,X> la valeur de
AeXareY.SiA représente u et h\ représente u alors

(u,u) = (A, )\) (mod Z)
oit on a pris pour U le groupe Hom(U,n"'Z/Z). Si on prend Hom(U, Z/nZ) alors

(u,u) = n(A,X) (mod nZ).
Soient Sx et Sy les tores algébriques attachés a X et Y. Donc

Sx(F) = Hom(X,F"),

et on a une suite exacte
1 —— A(F) —— Sx(F) —— Sy(F) —— 1

Si a est dans F et A dans X soit o’ Délément dans SX(F) qui envoie X sur V. On
observe que si € est une racine n-ieme de 'unité et u dans U est représenté par A dans Y
alors I'image de €% € A(F) est € € Sx(F).

Nous avons un diagramme commutatif qu’il reste a expliquer :

(6.8)
0 —— HY(U) —— lim, H*(Gal(K/F), X) —— lim  H°(Gal(K/F),Y)

| |

0 — H? (A(F)) — lim H?(Gal(K/F), Sx(K)) — lim, H*(Gal(K/F), Sy(K))

La suite horizontale en bas est la suite évidente qu’on obtient en utilisant le théoreme 90
de Hilbert qui affirme que

H (Gal(F/F), SY(F)) —0,
ainsi que 'égalité
H2(Gal(F/F), Sx(F)) = limy H* (Gal(K/F), Sx(K))
K
et la meéme égalité pour Y.
La suite horizontale en haut s’obtient des diagrammes commutatifs :

0 — H Y (Gal(K/F),U) — H°(Gal(K/F),X) — H°(CGal(K/F),Y)

| | |

0 — HY(Gal(K'/F),U) — H°(Gal(K'/F),X) — H°(Gal(K'/F),Y)
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La deuxieme et la troisieme fleche verticale sont données par A — [K': K|\.
L’isomorphisme
H°(Gal(K/F),X) — H*(Gal(K/F), Sx(K))
donné par la théorie de Tate-Nakayama est
A — {O‘;},a

si A est un élément invariant de X. Puisque U'inflation de la classe fondamentale {a,,} de
K a K’ est la [K’ : K]-ieme puissance de la classe fondamentale de K’, ces isomorphismes
commutent avec la limite directe, et on obtient le diagramme , qui donne alors un

isomorphisme H1(U) — H? (A(F)) :
Pour I'expliciter nous choisissons un élément A de Y dont I'image u dans U représente
une classe donnée. Alors
- Y

c€Gal(K/F)

est contenu dans X et est invariante. Son image dans H?(Gal(K/F), Sx(K)) est la classe de
{af,}. Dans Sy (K) le bord de

{ac} = H O‘Z,TT)\
T€Gal(K/F)
est
Hp ach pUT/\ ;o_pL;TAap:I‘T)\ = Oét:,o"

Donc pour trouver I'image de la classe donnée dans H? (A(F)) on releve {a,} a Sx(K’), K’
étant une extension galoisienne convenable de F' contenant K. En effet X' = n\ est dans X et
ba _ H 507')\’

T€Gal(K/F)
est un relevement de a,. Avant de calculer le bord il faut se rendre compte que les éléments
b, ne sont pas dans Sx(K) mais dans Sx(K'), et nous posons b, = b, si 0’ — o. De la méme
fagon nous posons ay . = a,, si p’ = p, 0’ = 0. Si {cy o} est le bord de {b,} I'image de la

classe donnée est la classe de

(69) {a!pf’,a/ Cp_’,la/}'
Mais
o= ] P B BTN By

T€Gal(K/F)

_ pUT>\’ >, porN

T o)
Z TN =nu

T€Gal(K/F)

Puisque
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et p1 est déja dans X le deuxieme facteur du produit est of ;. Par conséquent est égal a

=)

qui est, avec nos conventions de notation,

poT
(T}
le 2-cocycle donné par (6.2)).

Nous revenons maintenant a (/6.3)), pour lequel nous construisons un diagramme commutatif
a lignes exactes :
(6.10)

lim, H-2(Gal(K/F),W) —— lim . H-(Gal(K/F),V) ——— H(U) — 0

| |

lim  HO(Gal(K/F), Sw(K)) — lim _ H*(Gal(K/F), Sy(K)) — H' (A(F)) 0

De ce diagramme on pourra au moins déduire I’existence de I'isomorphisme du lemme 6.2.

La construction de la suite en haut est évidente. Pour celle en bas, on définit d’abord un
homomorphisme

H°(Gal(K'/F),Sw(K')) = H°(Gal(K/F), Sw(K))

en envoyant la classe représentée par s, prise modulo Nmg/p Sy (K'), sur sa classe modulo
Nmg/p Sw(K). Cela, et les homomorphismes analogues pour Sy, nous donne les limites
inverses et la premiere fleche.

Pour la deuxiéme on choisit une extension galoisienne de F' finie mais suffisamment grande
pour que

NIIlKO/F Sv<K0) Q Sv(F)n

Alors la méme relation est valable pour chaque K qui contient K. Puisque le noyau de
Sw(F) — Sy(F) est A(F) l'ordre de chacun de ses éléments est divisible par n. Donc si
s € Sy(F) est 'image de ¢ dans Sy (F) on a

o(t) = ast, a, € A(F)

pour chaque o € Gal(F/F), et t" € Sy (F).
Par conséquent, si on attache a chaque s dans Sy (F) le bord d’une image inverse de s
dans Sy (F) on obtient pour chaque K contenant K, un homomorphisme bien défini de

H°(Gal(K/F), Sy(K)) = Sy(F)/ Nmg/p Sy (K)

dans H! (A(F)) En passant a la limite on obtient la deuxieme fleche de la ligne en bas.

L’exactitude résulte du théoreme 90 de Hilbert.
Les deux fleches verticales seront définies par la dualité de Tate-Nakayama. Plus explicite-
ment, si {\,}, qui satisfait I’équation

o\, = Ao
> > M

ceGal(K/F) ceGal(K/F)
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représente une classe dans H2(Gal(K/F),V), alors I'isomorphisme de H~?(Gal(K/F),V)
sur HO(Gal(K/F), Sy (K)) envoie cette classe sur

o | | oTAr
a = ao’,T
o,T

Toutefois il faut vérifier que ces isomorphismes sont compatibles avec les limites inverses.
Nous prenons une extension finie X contenant K et nous rappelons comment on déduit la
classe fondamentale de I’extension K/F de celle de K /F. Puisqu’il ne s’agit que d'un rappel
nous prenons pour point de départ le groupe de Weil. On se souvient du diagramme :

X

1 y K » Wg)p —— Gal(K/F) — 1
1 > K~ > Wiyp —— Gal(K/F) —— 1

La fleche a gauche est la norme. o
Si on prend pour chaque & dans Gal(K/F') une image inverse uz dans Wy /p alors

Up Uz = Q55 Ups,

et &5z donne la classe fondamentale de F/ F. La facon la plus convenable de choisir les us
est de choisir d’abord pour chaque o dans Gal(K/F') une image inverse, notée encore o, dans
Gal(K/F) et, les u, et u,, m € Gal(K/K) étant choisis avec u; = 1, de poser

Urg = U lly.
Alors
Qro =1
Ol oo = Oy oo
L’image de u,, dans Wg,p est contenu dans K™ et est égale a
I @~
reGal(K/K)
Si po = 7 dans Gal(K/F) et si po = 7, ,7 dans Gal(K/F), ou 7, est dans Gal(K/K) alors
Uply = apﬁguﬁp’aur

On prend pour représentant d’un élément o de Gal(K/F) dans W (K/F) I'image de u, de
sorte que la classe fondamentale de K/F est donnée par

Qpo = (Nm?/K 7y H Qr,mp,0
r€Gal(K/K)

= (Nm?/K apﬂ') H a71',p0'
m€Gal(K/K)
g

L’image de la classe de

7 € Gal(K/F) }
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dans H° (Gal(?/ F), SV(F)) est représentée par

_ A, T
a = | | | | QriomaT-
o,7€Gal(K/F) 7y ,meGal(K/K)
Mais
_ o _ 1 _
Qryoimyr = T10 (Qry 7)™ Qmyomy 7Oy o,y
= aﬂlo'ﬂ'Q,Taﬂ'lo',ﬂ'Q

Puisque on prend la produit sur m; on peut remplacer le premier facteur par

a7r10',‘r =T (aU,T)aﬂl,UTa;l];g =T (aU,T)aTU,UT'

Donc si
)\’T = E /\7r7'
m€Gal(K/K)
on a
_ A _a
a=1q[[esx oy
o, T ,m2,0,T

Pour vérifier la compatibilité avec les limites inverses il suffit de vérifier que le deuxieme
facteur a droite est une norme.
On remplace w0 par om; et observe que

— = — —1
Aomy,mg = U(O‘mmz)&oﬂrﬂrzaa,m-

Prenant la produit on obtient
ITIIe| I &% |.
T O 1,72
ce qui est évidemment une norme.
Il reste & vérifier que I'isomorphisme défini par le diagramme est celui de (6.3)). Si
K contient Ky et si { u, | 0 € Gal(K/F) } définit un élément dans H 2 (Gal(K/F),B on
peut trouver des A\, dans V tels que A\, — u, et

ICRINE P8
a= H ozgf;
dans Sy (F), dont une image inverse dans Sy (F) est

- o,
b=118r
o,T

On forme ensuite

ou Al = nA,. Le bord de b est
[T 0By 8,2 = TL oGy 3,05

o,T o, T
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qui est égal a

5;)0)\’7 571)0)\’7 PN,
po,T p,oT P,

o, T o, T o, T

Puisque > 771N = > )X ce produit se réduit a
poX pOUT
H 5p’,a,7 o H 6p’,a,7
o, T o, T

Les deux lemmes sont maintenant démontrés et nous passons a la définition de 'invariant

0(E, E').
2. L’invariant 0(E, E')

On se donne comme dans le chapitre III, v : G — G* et le sous-groupe de Cartan Tg«.
Nous voulons attacher a un couple de diagrammes :

un invariant 6(E, £') dans X, (7¢. ).

Puisque tous les objets de ces diagrammes se relevent d’une facon unique au revétement
simplement connexe nous pouvons y passer tout de suite en supposant que GG lui-méme est
simplement connexe. L’isomorphisme ¢, 7,,. s’étend a un homomorphisme @7, 7= de G sur

G* défini a un élément de ad 7*(F') pres. Pour I'instant nous fixons ¢r, 1. aussi bien que
o, 1., - 1l existe un g € G*(F) tel que

SOT/GuTé:* = adg © (pTg,Tg* ‘

Puisque les deux diagrammes donnent des isomorphismes de T+ et Tj. sur Tg+ ils
donnent aussi un isomorphisme de T« sur T et de X, (T+) sur X.(T%.), ce qui nous permet
de les identifier comme modules sur Z, mais pas comme modules galoisiens. Les actions de o
dans le groupe de Galois seront notées o7, et oy, - On identifie aussi—en définissant 8—les
deux modules X, (Tgx,) et X, (Té;d), et donc les quotients

U= X.Tg:,)/X.(Tc)
et
U' = X (T4 )/ X.(T5).
Sur les quotients 'identification est compatible avec les actions du groupe de Galois.
Selon les hypotheses

O—(SOTGHTG* )gp;clyTG* = ad lo
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avec t, € Tgr, (F) si o € Gal(F/F). Alors

U((’OT&vTé*)SD;é,T’ . ad(o(g)teg™") = ad s,
avec s, € T/ . (F).
Le groupe de type multiplicatif défini par U est le centre A de G* ou de G. Soit n son

ordre. A cause des suites exactes

1 —— Tg+(F) —— T (F) — A(F) — 1

1 —— TG (F) —— Tg (F) —— A(F) —— 1

les classes de {t,} et {s,} nous donnent des images dans H?(F, A). Pour les calculer on prend

des images inverses y, dans T«(F) des t, et des images inverses z, dans T(. (F') des s,, et
puis on prend leurs bords. Nous prenons les y, vérifiant pour unique condition que ¢ — y,
est une fonction localement constante sur Gal(F/F), et alors, ce qui sera une condition
importante par la suite, nous prenons

(6.11) To = 0(9)yog "

Un calcul immédiat donne
p(xe)z 2, = po(9)p(ye)p(9) " p(9)Yp9 ™ 90 po(g7")
= po(9) | p(yo )y | (9™

= 0(Yo) VoY
parce que ce dernier élément est contenu dans le centre.
D’autre part si on prend 'extension galoisienne K/F suffisamment grande alors les s, et
t, ne dépendent que de o € Gal(K/F) et selon la théorie de Tate-Nakayama on a des égalités

Sy = H ag? do(a)a™,

reGal(K/F)

ty = | | AR YO

r€Gal(K/F)
ot {a,;} est la classe fondamentale, A € X, (Tq+,) satisfait

> orA=0

o€Gal(K/F)

Z O'Té*)\/:().

o€Gal(K/F)
Dailleurs a € T¢. (F), b€ T (F). On observe que o dénote soit un élément de Gal(F/F),
soit son image dans Gal(K/F).

et A € X, (T¢. ) satisfait
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On définit 3, , comme dans les preuves du lemme 6.1 et du lemme 6.2 et on pose p = nA,
1 =nM. Alors le bord de {z,} est dans la classe du bord de

o’
o,
T€Gal(K/F)

qui se calcule facilement. Comme précédemment, nous dénotons I'image de o € Gal(F/F)
dans Gal(K'/F') par o'.

S T
— pory!
- | s
La classe du bord de {y,} est celle de

pPOTH
| e

T

On déduit du lemme 6.1 qu'il existe des éléments v, dans X, (7, éd) tels que

A=\ — Z o';éll/g —Vy € X (Th).

oc€Gal(K/F)

Puisque

[Tty —v) = [J (e, ™

(M) (11)
(1) 11+

est un bord pour chaque €, nous pouvons remplacer X' par
N+ Z o;é* Uy — Uy
et supposer que
(6.12) A= XN e X.(T,.).
Sous I’hypothese nous allons définir
0=0(E,E'Y=0(E,\ E' N).

L’influence de A et X' sur 6 sera minimale.
Si d est un relevement de b a T« (F) on peut choisir pour y, :

{Hﬁ‘”’“‘}a( Jd ™.

T
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Alors si ¢ est un relevement de a a Tf..(F) on a

Ty = {H g;“/}{a(c)cl}ea,

T

ol ¢, est contenu dans A(F). En prenant les bords de {z,} et {y,} et en tenant compte de

on constate que
p(EU)GPE;al =L
Donc {e,} définit une classe dans H'(F, A) qui correspond & une classe de H2(F,U).
Si K est suffisamment grand, plus précisément si K O K|, cette classe est donnée par un
ensemble { u, | 0 € Gal(K/F) } C U et u, se releve en v, € X, (T(/;Zd)’ Nous posons

OENEXN)=XA=XN= > o3 ve—1,
oceGal(K/F) N

Les v, nous seront presque aussi importants que 6. Pour souligner qu’eux aussi, ils dépendent
de E, E’, X et . Nous écrivons

Vo =Vo(E,E') = v,(E,\; E', ).
Bien qu’ils ne sont pas bien définis, on a au moins le lemme suivant, qui nous suffit.
Lemme 6.3.

(a) Si K, A\, et X sont donnés et si K est suffisamment grand alors la différence entre
deuz choir des v,(E,\; E',\) est égale a w) + w2 + w2 ou wl € X.(T,.), w?

5 o o2
/
ws € X (T} ),
ad
E : -1, 2 § : 2
g, w_ = w
Té* o o
2 : -1 3 __ § 3
O-Tc*wa = Wy

(b) Si K est suffisamment grand et si K C K alors on peut prendre
ve(E,\; E'N) = Z vs(E, \; E'))N).

o—0

et

Pour vérifier le lemme nous considérons tour a tour 'influence des divers choix faits dans
la définition des v,. Les termes w! tiennent compte de 'ambiguité dans le relévement des .
Si on remplace {u,} par

{uo - 2(771U7,0 + Vo, r — UUT_I,T)}

T

alors on remplace v, par
Z -1
Vg — TTé* Nro + Nor — Nor—1,75
T

Mo, ¢tant un relevement de v, .. Mais si
2 _ -1
W, = T é:* Nr.o + Noyr — Nor—17
=

alors

1,2 _ 2
E aTé*wU—E w;.
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Il est possible de remplacer (3, par €04, avec €; . = 1. Alors y, se multiplie par

| | oT
EU,T
r

et x, se multiplie par le méme facteur. Mais

ot
o,

T

/
| | oT
60,7‘

se multipliant par
et

étant égal a

H Egj:rn(k—)\’) -1

i
les facteurs €, ne changent pas.

Si les éléments a et b sont donnés, un nouveau choix de ¢ ou de d ne modifie {¢,} que par
un bord, et par conséquent ne modifie pas §(E, E’). Pour vérifier que I'invariant ne dépend
pas du choix de a et b il faut supposer que l'extension K/F' est suffisamment grande pour
que :

Nmp g, Tsz (F) C Tsz (F)"
Numge i, T, (F) € T (F)™
Supposons que nous remplacons a par ae avec e € T} Zd<F ) et b par bf avec f € T+ (F).
Alors il existe 1), € X, (T, é;d) et 1, € Xu(Te,) tels que

e = Haz?éf ", p € Tt (F),
P,

f=STles% sa, q € T, (F),
p,0

et
S opt b=,
Z 07_“;*770 = Z No -

Nous avons déja constaté que p" et ¢" se relevent a T/, (F') et T« (F') respectivement. Un
relevement possible du premier facteur de e est

[Ies & =mn,

PO
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dont le bord est

Sl g
T o555 - [ o) VT e
o,T o,T

_ poéy
- H 6/)’,0,7’
Faisant le méme calcul pour f nous trouvons que nous avons finalement remplacé u, par
Vo + 1 — 1y (mod X,.(TF.)).
Soit
{Oéa‘ra Yr 70707}

un autre représentant de la classe fondamentale. Si J, est une racine n-ieme de 7, et si oy, est
un relevement donné de o € Gal(K/F) a Gal(K'/F') on peut remplacer 3, , par

BU,TU(I) (67)05 5;71 .

HaoTA {Haa’r)\} {HO_ ,YT UT)\ UT)\,YC;?T)\}

Puisque > 7A =0, le deux1eme facteur est égal a

1) (1)

Alors

et il faut remplacer b par
et d par
De la méme facon

D’autre part

H g;_u N {H a‘ru} {HUO o‘ru&g—:‘ru}
Donc ' '

Yo = Yo | [(06(6:)a(6,1) 7™,
ot ¢ € Gal(F'/F) et o} et un relévement donné de son image dans Gal(K/F) & Gal(K'/F).
Le quotient

00(0-)o (6, ")

T

est une racine n-ieme de I'unité de sorte que

[1(e6(6:)a(6:1)"™ € A(F).

T
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En traitant [ ﬁ‘”“ de la méme facon on déduit que

€, — 60H(0_6<5T)0_((5T—1))JT(M—M) =¢,,

T

parce que
p—p =nA=X\)
et A — N € X, (Th).

Le premier énoncé du lemme est maintenant vérifié et nous passons au deuxieme. On se

souvient de I'égalité
Qpo = H T(Q@p,0 )W, po

7€Gal(K/K)
vérifiée au paragraphe précédent. Si
Z oA=0
ocGal(K/F)
on a
R |
FeGal(K/F) T€Gal(K/F) neGal(K/K)

ot comme ci-dessus 7 dénote soit un élément de Gal(K/F') soit un relevement donné dans le

groupe Gal(K/F). On a de plus

—07')\ 1107A
H 0'71'7' HH{QUWTQUT(U G5’7’1”7’) }
T ™
—07'/\
- 07r ,T
parce que &, , = 1. Nous pouvons remplacer o par o et om pour obtenir
oTA
—oTA — —
[T = H{Hﬂ%n)aw} 7
T T

parce que @, , = 1. On en déduit qu’en passant de K a K il ne faut pas changer A ou X et
par conséquent aucun des a, b, ¢, d.
En définissant B~ on obtient une extension K du corps K. Si 7 € Gal(K /K) soit 7’ un

relevement fixe a Gal(K J/K)etsioe Gal(K/K) soit @ un relevement fixe a Gal(K /F).

Nous choisissons 6 de telle fagon que 6 = 1, et nous prenons
6070 = H W/(ﬁp,a)ﬂﬂ,pa’
m€Gal(K/K)

Calculons le produit

H_Zii
[1{5sn Fne' Gr '} TL 05

T,T T,

Il est égal a
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Le premier facteur est égal a
_OTU - - —
HH/BO'TI’T Hﬂ-/(/ga,‘r ﬂarﬁﬂ}f W’J;—l;
T,
On en déduit que le passage de K a K entraine le remplacement de y, par

A | G

T,T

Un calcul semblable avec A" au lieu de A nous montre que

0'7' agT
ea—>ea—60||5 (=n) sor’=p) = €.

o' 7T 7T/0'T

Le deuxieme énoncé est alors vérifié.
11 nous reste a découvrir I'influence des choix de \ et \.

Lemme 6.4. Supposons que

A=A+ Z a%cl*no—’%, No GX*(Té;d),
o€Gal(K/F)
=N Y ol e -6 & € X(Th ),
oeGal(K/F)
ot
S ot —ne =Y 07 & —&  (mod X.(T4.),
Alors

VU(E7 Al; El’)‘/l) = VU(E7 A; El7 A/) +770' - 50"

Un calcul facile que nous avons déja eu 'occasion de faire nous montre que

H &O'T)\l _ H aaTA H o 7'7]6 H aTnE ,
T

de sorte que
b— by = bHoﬂk.

De la méme fagon
a—a = aHaT&.

Donc

C_>CIZCH52%7 géznge
d—dy =d][] 8%, . = na..
On en déduit que y, est multiplié par

oTe 1n o). oTN. R—TNL __ o
H 66 ‘o (ﬂ 6) ‘ T,€ = H(So’,r,ee'
T,€

T,€
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On se souvient que ¢ dénote ici un élément de Gal(F/F) aussi bien que son image dans
Gal(K/F), et que o’ est I'image de o dans Gal(K'/F'). Le produit a droite est un élément
central et selon sa définition x, se multiplie par le méme facteur.

Puisque

se multiplie par

507&2
o’ 1€’

T,€E

oT(ne—E0)
[Torme,
T,€

ce qui implique que v, se remplace par

I’élément €, se multiplie par

Vo + No — 50"
Les lemmes 6.3 et 6.4 impliquent les propriétés suivantes de 'invariant §(FE, \; E', ).

Lemme 6.5.
(a) Si X et N sont donnés Uinvariant 0(E, \; E', X') est défini a un élément a;cl* Wy —Ws
pres, ol w, = wl +w? +w?, les Wi satisfaisant les conditions du lemme 6.3.
(b) Si on ne fize pas A et X' alors Uinvariant 0(E, E") = 0(E, \; E', X') est défini a un
élément Y 0, w, — w, pres, ou
G*
we = wl +w? + Wl wy € X, (T.),
et
1,2, 3 2 3y _ 11y 2
Z O-Té* (wo + wo‘) - (wa + wa) - Z(O-Té* O-TG* )wcr
Avant de tenir les invariants v,(E, \; E', X') et 0(E, \; E', \') pour définis, il faut tenir

compte de I'influence des choix de g, o7, 7,., €t Ty L, -
Si Q1,1 €t ©ry, 17, SONt donnés, la seule facon de modifier g est de le remplacer par g,

v € A(F), ce qui remplace ¢, par o(7y)e,7~*. Par conséquent les invariants ne changent pas.
On peut remplacer ¢r,, 7,. par

ad(f)pre 1o f€Te(F)
et oy, v, par

ad(e)ery, T, e € T (F).
Soient € et f les images de e et f dans Gy (F). Alors

pa— __1 _
te = o(f)taf o = o(f)taf1,
g—egf™
se — o(€)s,e !, T, — o(e) tr,et.

Donc ni A, ni X, ni {¢,} ne se modifient, mais seulement ¢ et d, ce qui ne change pas les
invariants.
Nous passons maintenant & quelques propriétés de 'invariant 6(E, E').
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3. Des propriétés de ’invariant 0(F, E')

Soient Z(F, E') 'ensemble des { w, | o € Gal(K/F) } C X*(T/G:;d) = X.(Tgx,) tels que
Wy = W + w2 + w3 olt les w! satisfont les conditions du lemme 6.3. Quoiqu’il est facile de
tenir compte du comportement de Z(E, E’) quand le corps K s’élargit, ce qui nous importe
a linstant est que {VU(E, A; E’,X)} est défini modulo Z(E, E’") pour un K donné mais
suffisamment grand, et nous voulons vérifier ses propriétés élémentaires.

Lemme 6.6. On a
{vo(E, X E'N)} = {—vo(E'\XN; E,N)}  (mod Z(E, E")).

On observe que Z(FE,E') = Z(FE', E) comme la symétrie exige. L’effet de la substitution
E < E' et X <+ X est évidemment de remplacer {¢,} par {e;'} et donc {u,} par {—u,} et

{vo} par {—v,}.
Lemme 6.7. On a
{vo(E, X E'N) + ve(E' N5 E" X"} = {v,(E, X\ E", N')}
modulo Z(E,E") + Z(E', E").
Si
T, T = ad g © Qg 15
et
eryr, =adhopr 1
alors
Ty Th, = ad hg o oy 1g. -
Siz, =0(9)ysg " et w, = o(h)x,h~ " alors

wo = a(hg)ysg~ h™!

(H Wu)a( e

T

Mais si

Ty = (H Bg;“/> (o(c)c es

T

alors pour définir v, (E’, E”) il faut remplacer x, par T, = z,€,' et w, par W, = wye, . Soit

.~ (I tter e

T

de sorte que

Wy = (H g;“") (o(e)e™)Voes-

T

Donc la classe dans H'(Gal(K/F), A(K)) attachée & E, X, E”, X" est la produit de celles
attachées a E, A\, B/, X et B/, X', E", X"; d’ou le lemme.
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Si h € A(Te+/F) on peut attacher a F un diagramme adjoint E’ relatif & h en posant
T, =adh Y (Tge), T, = Ta, 0. = n. o ad h, et

Yry . =adh™ o Yrg p,..
L’homomorphisme 7 ne change pas. D’une fagon plus graphique :

7% /

le cocycle {a} = {o(h)h™'} est contenu dans T (K) et définit un invariant n dans X, (Tgx ).
Lemme 6.8. On peut prendre X' =\ —n et on a alors
vy (B, \; B, X)) = 0 (mod (2(E, E’))).
Onag=h';
se =ado(h ")ty ad(h) = ad(h™")((ad a, " )t,),

d’ou la possibilité de prendre A = XA — 7. De plus

z, =adh™(a; 'y, ).
Mais

a;' = | [Toc7™ Jote)e™ = [ [] 5.7 ) (a(e)e™)

o,T

si & = nn. Donc si = nA,
T, =adh! H 53,1“*5) (o(ed)de™)

Tenant compte de nos conventions on déduit de cette égalité que €, = 1, et le lemme est
vérifié.
On peut aussi attacher a h € A(T¢/F) un diagramme adjoint £’ avec Y7y, .. = 1, 1. ©
Tee +—— T¢.

ad h
WG*

¢T& TG+ Té
%
Ta

Soit n € X, (Tg,.) Vinvariant attaché & {a,} = {o(h)h~'}. Le lemme suivant se vérifie de la
méme fagon que le lemme 6.8.
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Lemme 6.9. On peut prendre N = X\ +n et alors on a
Vo (BN EN) =0 (mod (2(E, E’))).

La derniere propriété de {VU(E A BN )} a vérifier est plus difficile a formuler. Supposons
que F' soit non-archimédien et que sa caractéristique résiduelle soit premiere a 'ordre du
centre de Gg.. Nous supposons en plus que K/F' est une extension non-ramifiées assez grande
pour que chacun des tores dans les diagrammes se déploie sur K et que 97, 1. et wTé,Té*
proviennent d’isomorphismes @7, 7,,. et PTL T, définis sur K. Nous supposons aussi que GG
est quasi-déployé sur F. Soient U et U* des sous-groupes compacts hyperspéciaux donnés
de G(K) et G*(K) invariants sous l'action de Gal(K/F'). Si X et X* sont les immeubles de
Bruhat-Tits attachés a G(K) et G*(K) alors U et U* sont attachés a des sommets = € X et
x* € X*. Nous supposons que x est contenu dans les appartements de T¢; et de T¢, et que z*
est contenu dans les appartements de T+ et Tf,.. Si toutes ces conditions sont vérifiées nous
disons que le couple E, E’ est non-ramifié relativement a U, U* ou simplement non-ramifié si
U et U* ne sont pas explicités.

Lemme 6.10. Si E, E' est non-ramifié on peut choisir A = X =0 et on a alors
vo(E;\; E' M) =0 (mod Z(E, E')).

Les préparatifs sont plus difficiles que la vérification. En effet o1, 1. et o7y, 1o, définissent
des bijections X — X*. En remplacant au besoin y1, 1. par adt o o1, 1,. et ey, Par
adt’ o gy, v, avec t € Tg: (K) et t' € T, (K) nous pouvons supposer que

16,16+ (T) = o111, (T) = 2"
Alors t, est contenu dans le stabilisateur Tg= (K),~ de 2™ dans T+ (K).

Mais le groupe

i (Gal(K/F), T, (K)m*)
est réduit a I’élément neutre et on a
te = O'(b)bil, be Tsz (K)x*

Puisque la caractéristique résiduelle est premiere a I'ordre du centre de Gg., nous pouvons
supposer, en élargissant K au besoin, que b se releve en d € T+(K), et nous prenons

Yo = o(d)d .
On a
A ad g © g 15
ot ad g est dans G4 (K) et fixe z*. En prenant une extension non-ramifiée encore plus grande
nous pouvons supposer que g € G (K) et donc g € U*. Alors

2o =0(gf)f g7 € Tg (K)o
Puisque
H (Gal(K/F), Té:C(K)x*> —1
on a
re =0(c)c
et le lemme résulte des définitions.
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Supposons qu’on ait deux diagrammes D et D’ de la sorte introduite dans le chapitre III.
Donc, par exemple, soit D le diagramme

UES
X TwTG,TG*
e

En enlevant Ty, T};, et Ty, nous obtenons des diagrammes E et E'.

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que E, E’, ou E” proviennent de D, D’, ou D"
et que les mémes données endoscopiques interviennent dans D, D', et D”. La donnée s définit
un caractere de X,(Tpx) et aussi, a 'aide des identifications permises par les diagrammes, un
caractere k = k(D) = £(D') de Xu(Tey,) = Xu(T: ) = Xu(1gs )

Lemme 6.11.
(a) La valeur k(0(E, E')) est bien définie.
(b) On a
k(0(E,E")) = k(0(E', E)) "
et

R(0(E, B")) = r(6(E, E)x(0(E', "))
Les définitions sont telles que k est égal a 1 sur
> o e — o
o€Gal(K/F)
si {uo} € Z(D,D’). Donc k(0(E, \; E', X)) est bien défini. Si p, € X, (Tg- ) alors

> (00 =g =) (w(0) ™ = 1)z o
ou
ory, = org.w(0).

Puisque w(o) est contenu dans la groupe de Weyl de H,
K((M(O’)_l - 1)0;;*;L0> =1.

En tenant compte du lemme 6.5 (b), on conclut que /@(G(E, E' )) est bien défini.
Quant a laffirmation (b), on a

AN VAN -1 ARV AN B n/ ARV
O(E,E') =\ — A ZJTé*VU(E,)\, E'N) — v (E, X\ E'N).
La premiere égalité résulte du lemme 6.6 et de ’égalité
H(Z(Ufcl* — 0;2*)1/0(E, X F, A/)) =1.
La seconde résulte de la méme fagon du lemme 6.7.

Si h est dans A(Te«/F) ou dans A(T/ F') alors on peut construire le diagramme adjoint
associé.

Lemme 6.12.
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(a) Supposons que h € U(Tg+/F) et soit p € X,(Tgs ) Vinvariant attaché a {o(h)h™'}.
Si D' est le diagramme adjoint défini par h alors
k(0(E,E") = r(p) = s(h).
(b) Supposons que h € A(T/F) et soit p € X.(Tg,.) Uinvariant attaché a {o(h)h™'}.
Si D' est le diagramme adjoint défini par h alors
k(0(E,E')) =k (1) = " (h).

Ce sont des conséquences immédiates des lemmes 6.8 et 6.9 et des définitions.

4. Une hypotheése locale

Supposons que E et E’ proviennent de D et D’ que le méme groupe H intervienne dans D
et D' de sorte qu’on peut s’attendre a ce que ¢(D’, D) soit défini. L’hypothese locale affirme
que

o(D',D)=r(6(E',E)).
Tant que les facteurs de transfert ne sont pas définis on ne peut pas vérifier cette hypothese.
Les lemmes suivants vont la rendre vraisemblable.
Lemme 6.13.
(a) L’hypothese est valable si D' = D.
(b) Si U’hypothese est valable pour D', D alors elle est valable pour D, D'.

(¢) Si Uhypothese est valable pour D', D et D", D' alors elle est valable pour D", D.

Le lemme suit du lemme 6.11 et des égalités évidentes :
O(E,E)=0; ¢(D,D)=1; ¢(D,D")=c(D',D)"; ¢«(D",D) =c(D",D')e(D, D).
Lemme 6.14.
(a) Soit D donné; soit h € U(Te+/F) ; et soit D' le diagramme adjoint défini par h.
Alors I’hypothése est valable pour D', D.
(b) Soit D donné; soit h € (T /F) ; et soit D' le diagramme adjoint défini par h. Alors
I’hypothése est valable pour D', D.
Si D' est défini par h € A(Te+/F) alors

o, (Va, f) = O (76, f)
parce que T = T/,. Donc
Ay, D', ¢m) = Alvm, D, dn)
et
A(vm, Dy, ¢n) = (D', D)A(yu, D, én)-
Pour des diagrammes adjoints vy = 7.
On se souvient que, selon le lemme 3.1,

tr (Ve ) = K1) @15, (Yar, f)-
Donc
A(7H7 Dfm ¢H) = H(h)A(7H7 D*a ¢H)
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et
c(D',D) = rk(h)™".
Le lemme suit de cette égalité et des lemmes 6.11 et 6.12.
De la méme fagon, si D’ est défini par h € A(T/F) on a

A(7H7 DIJ ¢H) = C(D/7D)A(7H7 D7¢H)
et un calcul tout a fait pareil vérifie I’énoncé.

Soit D un diagramme donné et soit w un élément du groupe de Weyl de Ty . Le diagramme
nous permet de transporter w a T« et 1. Soit Ty, = Ty, 1), = Ta, T, = T+ mais

V=vow, n =now, n,=now
Lemme 6.15. On a ¢(D', D) =1 et l’hypothése est valable pour D', D.

Les deux diagrammes envoient 7y sur les méme éléments g« et g de T+ et T et kK = K.
Puisque

5 (v, f") = Alvw, D, ) dr. (Ve f)

= A(n, D/>¢H)®¥G(707f)
pour tout f, on a
A(ya, D', ¢r) = Alvm, D, én).
De la méme fagon
A(yu, Dy, ¢1) = Avm, Dy, 64)
et ¢(D',D) = 1.

Lemme 6.16. Si les sous-groupes de Cartan Ty et T}, qui interviennent dans D et D' sont
stablement conjugués alors [’hypothese est valable.

On a un diagramme commutatif

T
ET \

TH—>TH

WT/

Ty

dans lequel w est un élément du groupe de Weyl de Ty et & est défini sur F'. Les lemmes 6.13
et 6.15 nous permettent de supposer que " = v.

Soit D" le diagramme obtenu de D en substituant 7%, a Ty et v/ a v. Il est évident que
c¢(D",D) =1 et que 'hypothese est valable pour D”, D. Nous pouvons alors supposer que
Ty =Ty et que v/ = v.

Cela implique l'existence de g € A(T/F) et de g. € A(Tp/F) et d'un diagramme
commutatif,

adg, ,
T 2 12,

¢TG,TG*T T

!
TG * —>a dg TG
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Donc D’ s’obtient de D en prenant le diagramme adjoint d’abord relatif & g,, et ensuite
relatif a g. Le lemme en résulte.

Lemme 6.17. L’hypotheése est valable pour les facteurs de transfert de Shelstad.

Pour vérifier 'hypothese pour D et D' il suffit de vérifier 'existence de D et D’ attachés
aux mémes données endoscopiques pour lesquels elle est valable et tels que Ty et T aussi
bien que T}, et T;I soient stablement conjugués.

Supposons que Ty intervienne dans le diagramme D et que ay soit une racine réelle de
Ty. On la transporte a T et T+ pour obtenir des racines réelles ag et ag-. De la facon
habituelle on attache & ag et ag+ des homomorphismes : SL(2) — G; SL(2) — G*. Ils sont
définis sur R. Soient G, et G}, leurs images.

Soient TY;, T¢,, et T/, des sous-groupes de Cartan obtenus en prenant la transformation de
Cayley inverse relative a ay, ag, et ag-. Cela nous donne ad sy : Ty — Ty, ad sg : T — Tg,
et ad sg+ : T — Tg. Nous prenons sg € Go(C), sg+ € G%(C).

Si nous définissons

V' =voadsy, n =noadsg, 7n.=n.o0adsg-,
et
Yry, 1, = adsg, 0 Yr, 1. 0 ad sq

nous obtenons un nouveau diagramme. Vu la transitivité du lemme 6.13 et le fait que chaque
Ty se lie au sous-groupe de Cartan fondamental par une suite de transformations de Cayley
inverses il suffit de vérifier I'hypothese pour le couple que nous venons de construire. Puisqu’on
prend

A(ve, D, ¢n) = AMyu, D*, én)
dans la définition de Shelstad, nous pouvons supposer que GG est simplement connexe.

La définition de Shelstad nous donne

e(Tt, D) _ (D, D)E(Té*,D/)'

€(Te, D) e(Tg, D)
Les quotients a gauche et a droite sont essentiellement ce que Shelstad note €,,(m, n)e; (m,n)
dans le §10 de [29],E| soit pour le groupe G*, soit pour le groupe G. Les facteurs e, (m,n) des
deux cotés étant évidemment égaux, on obtient

€x(8) = (D', D)ew(ss)
ol s = Sg, S« = Sg. Mais selon la définition du §4 de [29] et notre choix de s et s*,
€ () = €w(s:) = 1.
Il reste a vérifier que K,(Q(E, E' )) = 1. Nous reprenons la notation employée dans la
définition de O(FE, E’). Nous prenons
LT, = ad(s; ") o pru 1. 0ads
et

_ 1
g =Sy $TgTgx (5)
La racine oy se transporte a une racine ag. de T¢. et k(o) = 1. Il suffit de vérifier que

0(E,E') € Zag. + ) (o7}, — DXu(Tg).
Gal(K/F)

1. Commentaire éditorial : Il n’y a pas de §10 dans [29].
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Le quotient
X.(T}.) | Zal.
est un module galoisien isomorphe a
X (T ) Th N GE).
Mais
Te | To NG =~ TH.GEJGE = TeGrL G ~ T [Tg- NG,

Si T, et y, sont les projections de x, et y, sur ce quotient, alors Toy, ' =1.8in=N -\

si 7 est n modulo Zoy, et si ¢ et d ont des images € et d, on a aussi

— __1 —
T, = (H af,’fj') (O‘(Ed )E*ld)a,.
T
Pour terminer nous avons besoin de quelques considérations générales. Pour simplifier les
notations, nous posons
_ / _ /
X =X.(T,), Y= X*(T(;;d)
et o
X =X (T, )TN GY), Xy = Zag,..
Nous construisons ensuite un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes :

0 0 0

0 > X y Y y U > 0
0 > X » Y » U > 0
0 0 0

Dans ce diagramme Y; = QX; NY.
Le groupe de type multiplicatif attaché a U est le centre A de G et de G*. Si

Sv =T16-G /G
et Sy sont les tores attachés & X et Y, alors le noyau de I’homomorphisme S — Sy est le
groupe A attaché a U.

L’'image {€,} de {e,} est un cocycle & valeurs dans A et la classe correspondante dans
H=2(F,U) est donnée par I'image dans U de 'ensemble

{V, |0 €Gal(K/F)} CY.
On se souvient que {e,} est attaché & {u, | o € Gal(K/F) } et que u, se releve a v, € Y,
qu’on projette ensuite sur 7,.

Puisqu’il  a un plongement A(K) — Sx(K) le cycle {€,} définit un cycle & valeurs dans
Sv(K), ou K est suffisamment grand. J’affirme que ce cycle correspond a la classe de

v=> 00, -7,
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dans H'( Gal(K/F ),7) . En nous souvenant que Ty, = 1, nous en déduisons que la classe

ﬁ—i—?eZ(a 1

n+veZag + Y (op —1DX.(Tg).

de i 4+ 7 est triviale. Donc
et

Mais
n+v=\N-— /\+ZUE’GI*UU —v,=—0(E,FE).
On peut énoncer le fait dont nous avons besoin sous forme d’un lemme général.
Lemme 6.18. Soit
0 > X > Y sy U » 0
une suite exacte de Gal(K/F)-modules, avec U fini et Y de type fini sur Z. Si A est le

groupe de type multiplicatif attaché a U et si {€,} est attaché a {v,} alors son image dans
H'(Gal(K/F), Sx(K)) est attaché av =30 'V, — U,.

Si w, est I'image de 7, dans U alors selon les définitions la classe de {&,} est celle de
I o5% peGa(F/F).
o,7€Gal(K/F)
Suivant nos conventions ce cycle a pour image dans Sy (F)
| e
p,T€Gal(K/F)

En substituant la formule explicite pour d,, . on obtient

H p(BU,T)pUnPT H 6pgpgm/.r H 55;7;1/7— pam/.,—
o,T
Le produit des deux premiers facteurs est le bord de

onvr
oT

o, T

et le dernier produit s’écrit

| | pcrn Yo, —7,) | |6pom/ | |apay



Chapitre VII

Des propriétés supplémentaires globales

Avant d’entamer la stabilisation il nous faut définir un invariant global et établir ses
propriétés. Pour cela on aura besoin de quelques théoremes globaux de Poitou-Tate ([22],
[35]) dont je rappellerai les démonstrations parce que je ne connais pas une référence tout a
fait a mon gout. Mais nous commencons avec un lemme plus élémentaire.

1. Un lemme préliminaire

Comme d’habitude G* est un groupe réductif quasi-déployé dont les formes simplement
connexe et adjointe sont G, et G} ,, mais il est maintenant défini sur le corps global F'. Soit
T™ un sous-groupe de Cartan de G* sur F' et 17 et 17 les sous-groupes de Cartan de G, e
G4 qui relevent de 7. Soit L une extension galmswnne finie de F' sur laquelle T™ se dep101e.

On a un homomorphisme

& - HH (Gal(L/F), X(T3)) — H ™ (Gal(L/F), X.(T})).

D’autre part, si on étend chaque place v de F' a une place de L on a
@H (Gal(L,/F,), X.(T%)) — H*(Gal(L/F), X.(Tz)).

La somme se prend sur les places de F'.
Lemme 7.1. Le noyau de & est contenu dans [image de &;.

Nous pouvons supposer que G* est simplement connexe et simple sur F', et puis, en
utilisant le lemme de Shapiro, qu’il est absolument simple.
On pose

Y, =< Ae X (T Y oa=0y,

o€Gal(Ly /Fy)
V= Z Olo — o | Ho € Xu(T7) o,
o€Gal(L/F)
et
Z=V+>Y,

Il faut vérifier que si A € X, (T*) et

A= Z Ol — [l

oc€Gal(L/F)

avec i, € X.(T), alors A € Z.

75



76 VIL. DES PROPRIETES SUPPLEMENTAIRES GLOBALES

Supposons d’abord que o € Gal(L/F), p € X.(T%,), et op — p € X.(T*). Nous vérifions
que op — p1 € Z. Choisissons une place v et un 7 € Gal(L/F) tels que ro7~! € Gal(L,/F,).
Alors 7o — T est contenu dans Y, de sorte que

op—p=[rop—rp) = [r(op—p) — (op— )
est contenu dans Z.
Donc si op — p € X.(T*) pour chaque p € X,.(T7,), on a

pop —p = [plop—p) = (op—p)] +lop—pl + [pp— pl = pp—p - (mod 2)
pour tout p € Gal(L/F).
Soit Gal(L/FE) le sous-groupe des o dont I'action sur X,(7™) soit donnée par un élément
du groupe de Weyl. L’extension E est galoisienne. Si G* est déployé, c’est-a-dire, si ' = F,
alors le lemme se déduit immédiatement de notre premiere observation. Si ’extension est
cyclique du degré k nous choisissons des représentants 1,0, 02, ..., o1 dans Gal(L/F) suivant
Gal(L/FE). Selon la deuxiéme observation nous pouvons supposer que

A= (op — ) + (0Ppa — p) + -+ (0 ey — ).
Puisque
o' — i = (0" — 0 ) + (0" s — 0 ) e (o — )
on a en fait
A= Ol — M,

et A\ est contenu dans Z.

Le démonstration du lemme est donc terminée sauf dans le cas ou Gal(E/F) ~ S; et
que G* est une forme de Dy. Le quotient X, (T%)\ X, (T},) est alors Zy & Zy et 'action de
Gal(E/F) est donnée par un isomorphisme

Gal(E/F) ~ GL(2, Zy).

Soient
11
P™~\1 0
01
7~\1 0

On a
A= (pp— p) + (ov —v) + (opn —n) + (0p°€ = &).
Puisque

opn—mn=(opn —pn) + (pn —n)
et
op*6 — €= (0p*€ — p*6) + (€ =€),
on peut méme supposer que
A=pu—p+ov—u.
Siov—ve X (T*) alors ppu — p € X.(T%), et il résulte de nos observations préliminaires
que A € Z. Sinon on remarque que

A=pp—op+on—n, n=v-+p.
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En examinant les matrices p — o et 0 — 1 on se rend compte que cette égalité implique
que pu — op et on — n sont contenus dans X, (7). Donc on —n € Z. De plus

pp—op=[p(p—p~top) = (u—p~top)] = [p"lop — pl.
Puisque
prop—p=p(op— pp)
I’expression de gauche est dans Z.

2. Rappel des résultats globaux de Poitou-Tate

Ainsi que pour un corps local on commence avec un module galoisien fini sur F et on
introduit U et le groupe multiplicatif A. Nous posons

H'(F,A) = lim H' (Gal(K/F), A(K)).

Soit

PY(F,A) =[] H'(F, 4)

le produit direct restreint introduit dans le chapitre I1.6 de [28]. Nous posons enfin
H*F,U) = @H—Q(Gal(K/F), U).
K

Le seul lemme global dont nous aurons besoin est le suivant.

Lemme 7.2. Pour chaque U il existe une suite exacte
HY(F,A) —— PYF,A) —— H2(F,U)
et ce suites sont fonctorielles relativement a U.

Si v est une place de F' nous fixons un plongement F < F, et alors, on a des homomor-
phisme Gal(F',/F,) — Gal(F/F) et
H2(F,,U) — H™%(F,U).
En effet si {y,} définit une classe dans H~?(Gal(K,/F,),U) nous choisissons K C F' de sorte
que KF, = K,, ce qui donne un plongement Gal(K,/F,) — Gal(K/F'). Si on pose v, = u,
pour ¢ dans Gal(K,/F,) et v, = 0 sinon, on obtient une classe dans H%(Gal(K/F),U), et

on peut passer a la limite.
Il faut vérifier la compatibilité entre les homomorphismes locaux et globaux.

Lemme 7.3. Le diagramme
HY(F,,A) —— H2(F,,U)

| |

PYF,A) —— H™(F,U)

est commutatif.
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Pour vérifier ces lemmes nous introduisons un groupe Q'(F, A) pour lequel 'existence
d’une suite exacte

(7.1) H'\(F,A) —— PY(F,A) —— Q'(F, A)

sera évidente.
Pour définir un élément de Q' (F, A) on se fixe les données suivantes :

a) Pour chaque place v de F' une extension galoisienne finie K/ de F), ainsi qu’une
extension galoisienne finie K de F telles que K C K| pour chaque v. On exige que
K soit non-ramifiée pour presque tout v.

b) Un 2-cocycle {¢,,} de Gal(K/F) a valeurs dans A(K).
¢) Pour chaque place v une chaine { 8,/(v) | o’ € Gal(K}/F,) } & valeurs dans A(K})

telle que
€p0 = 0 (Bor (0)) B (v) By (V)
si p, o sont les images de p’ et o’ dans Gal(K/F).

Puisque on peut toujours prendre des inflations les choix des K ne sont pas importants.
Deux données correspondantes & {8,/(v)} et {L (v)} sont dites équivalentes si

B (v) = Bor (V) (7(v))¥(v) ™ 0o

—/

avec y(v) € A(K!) et 6, € A(F). Les éléments d,, sont définis pour o/ € Gal(F/F), et sont
localement constants et indépendants de v.
L’existence et I'exactitude de la suite ((7.1)) sont évidentes. Il s’agit maintenant de trouver
un isomorphisme
QY F,A) ~ H*(F,U).
On définit les modules V' et W ainsi que pour un corps local. L’isomorphisme cherché se
déduit d'un diagramme a lignes exactes :

lim H?(Gal(K/F),W) ——— lim H*(Gal(K/F),V) — H*(F,U) — 0

| |

lim . H(Gal(K/F), W ® C) — lim, H*(Gal(K/F),V ® Cx;) — Q'(F,A) — 0

Le groupe Cf est le groupe des classes d’ideles.

La ligne en haut est évidente et le carré a gauche se construit comme pour un corps local.
La premiere fleche en bas est évidente. Soit L une extension finie de sorte que V' et W soient
des Gal(L/F)-modules et soit C? le groupe des classe de norme 1. Puisque

a= (V ® CL>Ga1(L/F)/ Im(W ® CL)Gal(L/F) — (V ® Cg)Gal(L/F)/ Im(W ® Cg)Gal(L/F)
est compact on a un homomorphisme surjectif
a — lim H°(Gal(K/F),V © Ck) / Imlim H°(Gal(K/F)W © Ck).

Si I'ordre de chaque élément de a divise n alors a est annihilé par n. Mais le noyau de cet
homomorphisme est divisible. En effet si o € (V ® Cp)%E/F) représente un élément du
noyau alors pour chaque extension K de L galoisienne sur F' il y a des éléments S € V @ Ck
et v € (W @ Ck)EF) d'image Fj € (V @ Ck )E/F) tels que

a = (Nmg/p B )V
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On peut méme supposer que v est dans W ® C%, que Bk est dans V @ C%, et que

v = limyg
existe. S1 K C K’ alors

a = (Nmg/p Nmgr /g B )0k
et Nmg,/r(V @ Ck) est ouvert dans (V' ® Cp)GE/F) On peut donc prendre g = 7 pour
tout K. Soit
0 = Nmgp Bk.

On peut aussi supposer que

0= 1i}r{n e

existe, et alors 0 est dans l'intersection de tous les sous-groupes ouverts et d’indice fini dans
V ® Cp, un groupe divisible [1]. Par conséquent, si m est un entier donné il existe € tel que
€ =9 et
€ = Nmpgyp €k, ex € VR Ok.
L’élément n = Nmy,p € est dans le noyau et
a=n"7.
Donc le noyau est trivial et I’homomorphisme est un isomorphisme. Il s’agit alors de définir
un isomorphisme
a~ QNF, A).

Soit s un élément invariant dans V @ Cp. Il existe t € Sy (AL) =V ® I, qui s’applique

sur s. Nous posons
y=ot)t ' e Sy(L), o€ Gal(L/F).
Il y a une extension fini K telle que chaque 7, se releve en 6, dans Sy (K'). Posons
€po0 = 5!)7/0((55)71551’

ou p, o € Gal(K/F) ont pour images p, o € Gal(L/F).

D’autre part t =[], t(v) et t(v) se releve en n(v) dans Sy (K) ot K est une extension
finie de F},, non-ramifiée pour presque tout v. On peut supposer que K C K. Nous posons

Bor(v) = 050" (n(v))n(v) ™ o' € Gal(K}/F,), ¢/ —» 7.
L’image de f3,/(v) dans Sy est
o (t(v))t(v) " = 1.
Donc f,(v) € A(K]). De plus
4 (6«7’ (U))ﬁp’ () Byror (v)™ = €p,o

Il en résulte que les 3,/ (v) définissent un élément de Q1(F, A). 1l est facile de vérifier qu’on
obtient de cette fagon un homomorphisme bien défini et injectif de a dans Q'(F, A).

Il reste & démontrer la surjectivité. Supposons qu'on a des données {3,/ (v)} et {e,,}. Si

on plonge A dans Sy alors {€,,} définit un 2-cocycle de Gal(K/F') a valeurs dans Sy (K).
Le module W est un Gal(L/F)-module induit. Donc on a

i) (voir Prop. 5 de Chap 7 de [26]). Si L, C K, C K] alors
H?(Gal(K,/F,), Sw(K,)) — H*(Gal(K/F,), Sw(K))

est injectif.
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ii) (voir Chap 7.3 de [1I]). Si L C K l’application
H*(Gal(K/F), Sw(K)) — HH2 Gal(K,/F,), Sw(K.,))

est injective.

Puisque {¢,,} définit la classe triviale dans H?(Gal(K)/F,), A(K})) il définit la classe triviale
dans H?(Gal(K}/F,), Sw(K})) et par conséquent {e,,} définit la classe triviale dans Sy (K).

Soit

€po = 5,)0,0(50)_15;1
dans Sy (K). Localement 3, (v)d; !, ¢/ — o est un 1-cocycle dans Sy (K]) et donc un bord.
On pose
Bor(v)6; " = o' (n(v))n(v) ™, o € Gal(K,/F,).
Puisque K est non-ramifié presque partout on peut méme supposer que 7(v) est dans le
sous-groupe compact maximal de Sy (K) pour presque tout v. Donc si t(v) est I'image de
n(v) dans Sy (K)) alors t(v) € K, et t =[], t(v) € Sy(Ag). L'image s de t dans V ® Ck est
contenue dans
(V ®C )Gal(K/F (V ®C )Gal L/F)

La surjectivité en résulte.

La commutativité du lemme 7.3 provient des définitions. Parce que nous en aurons besoin
j'observe que l'existence d’une suite exacte

PYF,A) —— QYF,A) —— H*(F,A) —— [[ H*(F, A)

est évidente. L’élément définit par {8, (v)} et {e,,} s’envoie sur la classe de {e,,}.

On peut en partie expliciter I'isomorphisme Q*(F, A) — H2(F,U) et nous aurons besoin
de la formule qu’on obtient. Soit K/F une extension galoisienne finie et soit {a, .} un
représentant de la classe fondamentale dans C'k, le groupe des classes d’ideles. Nous relevons
Qg r €N Qy, dans Ix. Alors

p(aU,T)apo T&P,UTa Cp,a T
est le cocycle de Teichmiiller.

Il nous faut prendre des racines n-iemes d’ideles. En général ce ne sont pas des ideles.
Mais on peut néanmoins construire facilement un groupe dans lequel elles sont contenues.

Supposons qu’on ait pour chaque place v de F une extension finie K’(v) C F. On peut
introduire un produit direct restreint

H H K/( U)X

v wlv

Le produit intérieur porte sur les places de K’ qui divisent v. C’est un module sur Gal(F/F).
Si K'(v) € K"(v) pour chaque v alors

[TIT& @ ]T]&" @
v wly v wy

Prenons alors la limite inductive. Les racines d’ideles qui interviennent dans la suite sont
prises dans elle.
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Soit @, ,(v) la composante de @, . a la place v et soit 7, ,(v) une racine n-ieme de a, - (v).
Nous posons

Epor(V) = P(Yor (1)) Voor (V) Vpor (V)72 (v),  p € Gal(F,/F,).
Soit '€, .- une racine n-itme de (, 4, dans F. Puisque €7, (v) = (0, 0D &
€poir(V) = 60" 6p0,r (V)
olt 2, ,,(v) est une racine n-iéme de l'unité dans F: . Nous posons enfin

1 le—1 1 le—1 1
770,077'76 = p( EUJ',E) pO,T,€ 5,0,07'76 fp,O',TE fP:Uﬂ"

Lemme 7.4. Supposons que {ug | o€ Gal(K/F) } C U définisse une classe dans le groupe
H72(Gal(K/F),U). Alors

Bw)= [] *per)™, p e Gal(F,/F),
o,7€Gal(K/F)
et
o= || mpa p,o € Gal(F/F),

T,e€Gal(K/F)
définissent un élément de Q' (F, A) dont limage dans H=*(F,U) a pour projection {u,} dans
H~2(Gal(K/F),U).
Pour simplifier les notations nous avons pris p et o tantot dans Gal(F,/F,) tantot dans

Gal(F/F), mais il est entendu qu’il s’agit de fonctions localement constantes.
Il existe A\, € V dont I'image dans U est u, et tel que

o\, = Ao
> >

o€Gal(K/F) o€Gal(K/F)

5= H ag,’\;
o,7€Gal(K/F)
est un élément invariant dans V' ® Cg dont un relevement a Sy (Ag) est

— —0Ar
t= | | aU,T
o,T

Alors

et
v =pt)tt =T ¢

Soit p1, = nA.. Alors un relevement de v, a Sy (F) est
1 ¢#popr
5P = H z,alfﬂ'
o,7€Gal(K/F)
et

€poc — 6pap(5a_1)5/;1

— | | —pPOT e
- np7J7T76 :
T,€
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Un relevement de ¢(v) & Sy (F) est

n(v) = H Vor (V)7H

o,7€Gal(K/F)
et -
Bp(v) =8, p(n(v))n(v)™",  p € Gal(F,/F,),

H Epor (0)P7HT H £r7 (v)

3. Un lemme important

est égal a

Nous fixons une fois pour toutes un diagramme global.

0 .
E: rn\ T’”T&Tg*

I nous fournit un diagramme local en chaque place v, ainsi quun cocycle global {¢,}, ou
U(@Tg,Tg*)@;éTg* = adty,
et la classe de {t2} est bien définie.

Supposons que o — t2 soit en fait une fonction sur Gal(K/F'). Alors {t2} définit des
cocycles locaux { ) | o € Gal(K,/F,) } qui correspondent a A\°(v) € X.(Tg, ) avec

> o) =0

o€Gal(Ky/Fy)
La classe locale est triviale pour presque tout v et nous fixons les A°(v) de fagon que A\°(v) = 0
pour presque tout v. Ils nous serviront comme reperes.

Soient maintenant F et £’ deux diagrammes globaux. Nous choisissons les A\(v) et N (v)
de sorte que A(v) — A%(v) et N'(v) — A%(v) soient dans X, (7¢- ). Nous faisons usage des
identifications permises par les diagrammes. Si K C F est suffisamment grand les invariants

Vo (B, \v); E', X (v)) = vy(v), o € Gal(K,/F,)
sont définis.

Lemme 7.5. Supposons que A\(v) et X(v) soient nuls pour presque tout v. On peut choisir
une extension galoisienne globale K suffisamment grande et les y,(v), c(v), et d(v) de sorte
que €5(v) soit un cocycle sur Gal(K,/F,) et vy(v) un cycle sur le méme groupe et tels que de
plus €,(v) =1 et v,(v) = 0 pour presque tout v et tout o € Gal(K,/F,).

Puisque les €,(v) et v,(v) sont de toute facon des fonctions sur Gal(F,/F,) localement
constantes méme la premiere affirmation du lemme n’est a vérifier que presque partout et
résulte alors de la deuxieme. La deuxieme suit du lemme 6.10 et des résultats standards

(1370).
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Des plongements F — F,, sont donnés une fois pour toutes de sorte que les sous groupes
Gal(K,/F,) C Gal(K/F) sont fixés. Nous posons

ve= > w(v), o€Gal(K/F).
ceGal(K,/Fy)

D’autre part selon une propriété connue de la dualité globale de Tate-Nakayama il existe
Mo €t 1, dans X, (T¢. ) tels que

AW = D o=

ceGal(K/F)

D NW = Y opt

oeGal(K/V)

Avant de définir I'invariant il faut vérifier le lemme suivant, qui est donc de quelque
importance.

Lemme 7.6. Supposons que G%, vérifie le principe de Hasse. Alors il eziste {w,} et {w)}

dans X, (1¢: ) tels que
D, .= ), wr

oE€Gal(K/F) o€Gal(K/F)
-1

SRR S

oE€Gal(K/F) o€Gal(K/F)

et
Vo =1 — 1y +Wo —w, (mod X.(Tg. )).
Nous pouvons supposer que G est simplement connexe. Il y a quelques lemmes préliminaires
a vérifier.
Supposons que h soit contenu dans A(Tg/F). Alors {a,} = {o(h)h™'} est un cocycle &

valeurs dans T+ (F). Comme dans le cas local nous pouvons construire le diagramme adjoint
E.

TG* < e TG*
\ adV
s
e
‘PTG,TG*T P16 T
Tc

Le cocycle globale {a,} définit des cocycles locaux auxquels sont attachés des invariants
w1(v) € X, (Te+). On peut supposer que presque tous ces invariants sont nuls. Selon la théorie

globale de Tate-Nakayama
d_nw) = Y, opwr—w
v oeGal(K/F)
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avec w, € X.(Tg-). Comme nous avons vu dans le lemme 6.8 on peut prendre \(v) =
A(v) — pu(v) et puis

Vg (E,X(v); E',X(v)) = vy (E, A(v); E', X (v)).
Nous en déduisons le lemme suivant :

Lemme 7.7. Si le lemme 7.6 est valable pour les diagrammes E', E et les \(v) alors il est
valable pour E', E et les A(v).

Supposons de le méme fagon que h € A(T/,/F') et construisons le diagramme adjoint E.
On peut prendre X (v) = N (v) + p(v) et

vy (E,/\(v); E/,X/(v)) = 1, (E,\w); B/, X ().

Lemme 7.8. Si le lemme 7.6 est valable pour les diagrammes E, E et les X,(v) alors il l’est
aussi pour E, E" et les X' (v).

Supposons que les deux cocycles {t,} et {#,} de Gal(K/F) a valeurs dans Tg: (K)
définissent la méme classe dans H' (Gal(K/F), Te-, (AK)> Alors le principe de Hasse im-
plique l'existence de h € G*(K) tel que

£, = ad(ho(h~1)t.

Donc en remplagant E par le diagramme adjoint E défini par h nous pouvons remplacer t,
par t,, ou plutdt son image dans T'g+, parce que

oladh™top)optoadh =adh™! (ad(ha(h_l))t(,>.

De la méme fagon le principe de Hasse nous permet de remplacer {s,} par un cocycle
convenable {s,}.

Pour construire {3,} et {¢,} nous nous rappelons la relation entre la classe fondamentale
de l'extension globale K/F et la classe fondamentale de l'extension locale K,/F, ([1]). Celle
de K, /F, est contenue dans K ; celle de K/F est contenue dans le groupe Ck des classes
d’ideles, et il y a un plongement K — Ck qui s’étend en un plongement Wy, /p, — Wgk/p.

Soit { ar(v) | 0,7 € Gal(K,/F,) } un représentant donné de la classe fondamentale de
K,/F, et soient {0;} des représentants a droite dans Gal(K/F') suivant Gal(K,/F,). Nous
supposons que 1 € {o;}. Il existe un représentant { o, (v) | 0,7 € Gal(K/F) } de la classe
fondamentale globale tel que

i) Pour o, 7 € Gal(K,/F,), a-(v) est 'élément donné dans K.
ii) Si 7 € Gal(K,/F,) alors a,-1 = 1.

Pour o, 7 € Gal(K,/F,) soit 8, (v) la racine n-ieme de o, ,(v) choisie dans le chapitre VL.
En général soit B, ,(v), o, 7 € Gal(K/F') une racine n-ieme de «,,(v). Nous posons

0por (V) = p(Bor (1)) Brrr (V) B (v) B, (v),

olt p € Gal(F/F). Puisque 6" __(v) € F nous pouvons écrire

p?o—7T

Op0r () = 10507 (v) *0p0r(v),
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ou 15/)70,7 est contenu dans F et 25@@7 est un élément dont la n-ieme puissance est 1. Nous
prenons 3,1 (v) =1, 7 € Gal(K,/F,).

Soit v une place donné de F'. Nous construisons d’abord un cocycle de Gal(K/F') a valeurs
dans T+ (Ag) dont I'invariant local est A(v) en v et zéro ailleurs. Le groupe Tg: (Ak) est
un produit restreint sur tout v des groupes

76, (Kw) = | [T K | @ X.(Tey,).

w|v wlv
Comme module galoisien sur Gal(K/F') ce module est induit et isomorphe a
Ind (Gal(K/F), Gal(K,/F,), KX ® X*(ngd)) .
Soit
o0 = u;(0)oj, u;i(o) € Gal(K,/F,).
Le lemme de Shapiro nous donne un isomorphisme

H' (Gal(K, [ F,), T, (K.,) ) = H' | Gal(K/F), ]| e, (K.)
wlv
qui s’explicite facilement. La classe du cycle {%— | o € Gal(K,/F,) } s’envoie sur la classe
du cycle {5(, | o€ Gal(K/F) }, olt la valeur de 0, en o; est Yy, (s)-
Prenons par exemple le cocycle

70(@) = H ag;_/\(v)
reGal(K,/F,)
attaché a A(v). Il nous donne
So):iai = ] Cueyr(v)
reGal(K,/F,)
La composition des deux fleches

KX —— 1] — Ind(Gal(K/F), Gal(K,/F,), KX) — Ax

w\v

nous donne le plongement de KvX dans Ak et puis le plongement de Ti+ (K,,) dans T+ (A).
Donc 0, (v) s’écrit

H Ui_l H auz'(0)7f(v)ui(a)7)‘(v)

TeGal(Ky/Fy)
Dans cette expression o, (o) -(v) est un élément de KX ; donc un élément de

Ind(Gal(K/F), Gal(K,/F,), K)

dont la valeur en 1 est a,,(0),-(v) et dont la valeur en dehors de Gal(kK,/F,) est 1.
L'image 0,(v) de 6,(v) dans Cx ® X, (Tg-,) est

Lo i)
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Mais
o ui(0) = oot
et
0; ! (auz( ),T(U)> - aaflui(a),r(v)a;‘_—llml( )T(U)aai_l,ui(a') (U)
- Oéai_luz(a),T(/U)
= (a1, (1) a1, 0)a; 1 (v)
) g o,0

= aa cr_lT(U)aU 3,—1 (U)

Puisque
Z TA(v) =0,

on a ’

b.0)= [ eorw)

Te€Gal(K/F)
Choisissons aussi un représentant fixé {a, .} de la classe globale qui ne dépend pas de v.
Alors

Qo (V) = 020 (0-(0)) 05 (0) 05 (v) "

Si on pose

JOESE | AR
T€Gal(K/F)
[T (o)) = {H&zﬁ(”)}{0<9<v>>9<v>‘1}~
Puisque d,(v) = 1 pour presque tout v et tout o le produit

116

définit un cocycle a valeurs dans T+ (Af) d’'invariants A(v). Si 6 = [, 6(v) son image dans
CK ® X*<TGZd) est

alors

[]d.- () = {Hag?}{a(e)e—l}.

On a posé
= Y o
v o€Gal(K/F)
Si on pose
o= H o "
on a 7

H g™ =o(a)a .

T
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Nous choisissons un relevement &.(v) de 6.(v) a Ik et nous posons

=TI I &wro.

v TeGal(K/F)

_ ~—Tn
=
T,€
ol &, est défini comme dans le lemme 7.4.

Alors les
f, = [[ 6, (w)o(c'81)e8

Soit en plus

définissent une classe dans H! (Gal(K /F), T (K )) avec invariants locaux A(v). Nous

construisons {5,} de la méme facon sauf que A\(v) est remplacé par N (v). Les lemmes
7.7 et 7.8 nous permettent de supposer que s, = 5, et t, = t,.

Nous construisons maintenant un relevement y, de ¢ty a [, [1,, Tc- (K'(v)w) ot K'(v)

est une extension finie de K’ et ou le produit intérieur porte sur les places de K’(v) divisant
v. Si on projette Y,, o € Gal(F,/F,), sur Tg-(K'(v),) on obtient y,(v), aui doit avoir la
forme prescrite.

Posons p(v) = nA(v). On releve §,(v) en

_ Ui_lui(U)T (v)
dg(v) = H H Oy 1(61”(0)’7(?})) a .
i T€Gal(K,/F,)
Soit e,(v) une racine n-ieme de &.(v) et posons
e = H H er(v)™H),
v 7€Gal(K/F)

Soit enfin 7, , une racine n-ieme de o, , dont les composantes en v sont les 7, ,(v) du
lemme 7.4. Si y. = nn. soit
b= H ’V;g XE?
T,€

Nous posons

Yo = H dy(v)o(e b~ eb.

C’est le relevement cherché.
Nous construisons un relévement 7, de s, de la méme fagon. Si z, = o(¢)y,g " al
o o GOIL. c =0\9)Ysg ~ aloIs

To = To€o

€, € HHA(K'(v)w)
v wlv
et €,(v), 0 € Gal(F,/F,), s’obtient en projetant e, sur A(K’(v)v).
Nous allons écrire y, = 'Y,%Y, et T, = 'X,2X, avec 'Y, ' X, dans Tg(F) et 2Y,, 2X,
dans [, TL,., A(K'(v)y). Donce

avec

Ty = U(g)(lyo)g_l(zya)
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et
€ =2Y,2X 1 (mod A(F)).
Puisque {?Y,?X '} définira un élément de Q*(F, A) il nous suffira de calculer I'invariant qui
lui est attaché.
Considérons d’abord d,(v). Puisqu’on a posé 50;1,7(7)) =1, 7 € Gal(K,/F,), il est égal a

1

H ﬂaﬂui(a),T(U)Ui_lui(a)ﬂu(”) 60.71,%(0)77(1})02._ w; (o) Tp(v)

2
1,T

Le premier facteur s’écrit comme le produit de

1

oo (V) solr (v)
HO—<B‘7]’_177</U)> J Bo’,ojfl '

J

et o)
5—0? Tr(v .
H 0,0; Lr
1,7
Puisque S -1 _(v) =1 et > _7u(v) = 0 la premiere expression est égale a
J k)
(7.2) I B
T€Gal(K/F)

Nous posons

A (0) = [1%001 (o (V)7 HOTHO kG () 7005 )

j ?
pour k =1, 2. Alors A, (v) € T+ (F) et

2Ac) € [TTTAK (v)w)-

v wlv

La puissance n-ieme de
Bor (V)70 (1)) €0 (0) ' eor (v)
est contenue dans F . Donc I’expression est un produit
Yo (0)%by 7 (V)

2or(v) € [TT] K" ()3

ol b, (v) € F et

est une racine n-ieme de 'unité.

Le produit (7.2]) est égal a

I oz {H(o(exv))ea<v>ew<v>—1)”“(”) 'B, (v) QBU(U)},
)

T€Gal(K/F

ou
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Donc le produit

{H dys(v) }o(el)e

est égal a
T & ;'A.'B.%A, B,
reGal(K/F)
Nous avons posé

p=>> nw); M. =1["0); *Bs=]]["B,(v).

La somme est finit et les produits le sont aussi.
Si x, = nn, alors

= Z O-;;* 60 - 50

ceGal(K/F)

| | OTHL
’ycm'

TeGal(K/F)

et

est égal a
ore xe . —0TXe __ -1 oTX
H 70,7’ 6’70,7' ‘= U(b)b H o‘,’r,ee'
T,€ T,€E

On a posé
-1 -1

gUﬂ',E = 0(7776)70'7'7670775/70',7

et on a
_ 1 2
ga,’r,e - 60',’7',6 ga,fr,e-
Si
k k
C, = H £omxe
T,€

et

kYO’ = kAakBakCUa
alors Y, = 'Y,2Y,. Nous construisons *X, de la méme facon sauf que p/ (v) et x. remplacent
p(v) et xe. B
Nous calculons 2Y,2X 1. Si 2X, = 24,%B,2C, on a
V2 = (A, ) (B, B, )(PC.°C,).

(e

On observe d’abord que
1

U, =[]0 () A (v) !
et que %A, (v)*4,(v)~! est égal
no Yui (o) (Aw)=N (v —noo 'r(Aw)=N(v)) _
; 2501-_1,1“(0),7—(1]) i i) ()\( )= )> 250,0;17(1]) J ()\( )= )) =1,

parce que %4, , est une racine n-itme de 'unité. Un calcul semblable nous donne

B,7B." = 1.
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Enfin
26’026;1 _ H kgar(xe—xe)

o,T,€

T,€E

Il résulte du lemme 7.3 d’une part que I'invariant attaché a {e,} dans H~?(Gal(K/F),U)
est {vy (mod X,(Tf))} et du lemme 7.4 d’autre part que cet invariant est
{ns —n, (mod X.(T5))},
et le lemme 7.6 est démontré.

4. Un invariant global

Dans la suite nous ne considérons que des groupes tels que G, satisfasse le principe de
Hasse. Supposons que nous ayons un groupe endoscopique global H et un diagramme global
D* Ty V)TH >TG*<77—*TG*-

Un diagramme pseudo-global D sera un ensemble de diagrammes locaux D(v), un pour
chaque place v.

e

D(v) : r\ TwTG(u),TG*
n(v)

Tg<v)

On suppose de plus que pour presque tout v le diagramme local E(v) obtenu en omettant
Ty et Ty satisfait les conditions du lemme 6.10. Les A\°(v) étaient fixés dans le paragraphe
ci-dessus. Nous choisissons I'invariant A(v) attaché & E(v) de sorte que A(v) — \°(v) € X, (T¢).

La donnée endoscopique s définit un caractere de X, (Tx) et au moyen de D un caractére
k= k(D) de X, (Tq:,). Si pto € Xu(T+), 0 € Gal(K,/F,), et si

A=) 05l te = o € Xo(Tay,)

alors k(A) = 1. De plus & est invariant sous le groupe de Galois Gal(K/F).
Nous avons défini K(T+/F) dans le chapitre II. Soit 8°(Tg+/F) C K(Tg+/F) 'ensemble
des caracteres k tels que k() = 1 s’il existe une place v telle que :

Z UTG*)\ =0.
Gal(K./Fy)
Soit Z(D) = Z(D*) l'ensemble des { o } o€ Gal(K/F) } C X.(Tg-,) tels que
p= > (o} =D € Xu(Ty,)
Gal(K/F)

et k() = 1si k = k(D). Deux diagrammes D et D’ seront dits congruents si Z(D) = Z(D').
C’est évidemment une relation d’équivalence.

Lemme 7.9. 5@ une des deux conditions suivantes est satisfaite alors les diagrammes D et
D’ sont congruents.

a) Les données endoscopiques qui interviennent dans D et D' sont les mémes.

b) Les sous-groupes de Cartan Tg- et Th. sont égauz et k'k™' € 8T/ F).
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Comme d’habitude les diagrammes nous permettent d’identifier X.(7q- ) et X, (T(’;*d).
De toute facon
orr, = 07,.w(0)

avec w(o) dans le groupe de Weyl. Donc p — p/ ou

D (. = Do =Y (05 = Dte = Y (w(0) ™ = 1) o

est toujours dans X, (77 ).

Si la condition (a) est satisfaite alors k = k' et w(o) est contenu dans le groupe de Weyl
de H. Donc k(pn — ') =0 et

r(p) = k(') = &' (1).
Si la condition (b) est satisfaite alors p = p/. Si k' = kx° on a
R (1) = ()" ().
Il résulte du lemme 7.1 et de la définition de 8°(Tg«/F) que £°(u) = 1.

Si D et D' sont congruents et si on prend v, (E(v), A\(v); E'(v), N (v)) comme dans le
lemme 6.3 si 0 € Gal(K,/F,) et égal a 0 sinon, alors

{I/U(D, D’)} = {Z Uy (E(v), Av); E'(v), X(v)) }

est bien défini modulo Z(D) = Z(D').
_ Fixons une classe de congruence D et supposons qu’elle contienne un diagramme global
D. Soit B _ o
=30 = Y gt D)~ 0, (D)
avec 1,(D) € X, (ngd). Si D est dans D nous posons
No(D) = VU(D7E) + 770(5)-
Ici 0 € Gal(K/F) et K est une extension galoisienne finie mais suffisamment grande.

Lemme 7.10.
(a) Si D et D' sont contenus dans D alors

{n.(D) —ns(D")} = {vo(D,D')} (mod Z(D)).
(b) Si D dans D est un diagramme global et si

Z Av) = Z 07:;*770 — Mo

{no} = {n,(D)} (mod Z(D)).

Il résulte des lemmes 6.6 et 6.7 que
{v,(D, D)} = {VU(D D) — v, (D',E)} (mod Z(D))

= {n,(D) = n,(D")},

et la premiere affirmation est vérifiée.

alors
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Si D est global et {n,} est défini comme dans (b) le lemme 7.6 implique que

{n=1(D)} = {vo(D. D)} = {:(D) = 1.(D)}  (mod 2(D)),

ce qui vérifie la deuxieme affirmation.
Nous attachons a D € D l'invariant

= Z )\(U) — Z (0-’1_";* - 1)770(D)'

s€Gal(K/F)
Soit N (D) le noyau de & dans X, (Tq= ).
Lemme 7.11.
a) L’invariant €(D) est contenu dans X.(Tq= ) et est défini a un élément de N(D) pres.
b) Si D est un diagramme global alors (D) est contenu dans N (D).

D’apres la définition e(D) = 0. D’ailleurs

(D) = e(D) = Y- (Mv) = A()) = Yo (o7, = Vne(D) + D (07— De(D)

v

- Z(a%; —1)v,(D, D)
0 (mod X,(Tgs)).

Si D est global
(D) —e(D) =) (o7, = 1)(1s —1,(D)) (mod N(D)).
Donc laffirmation (b) résulte du lemme 7.10.

Lemme 7.12. L’invariant (D), qui est pris modulo N(D), ne dépend pas du choix des
A(v), A(v), et A(v).

Nous vérifions ce lemme en faisant usage du lemme 6.4. Supposons que A(v) soit remplacé
par

Xo)+ Y op & 0) =& (v)

Gal(K,/Fy)
et A(v) par
/\<U) + Z 0;;* fg(U) - go(v)
Gal(K,/Fy)
ol

Y0z (v) =& (0) =) o7t €, (v) — &, (0).
Nous posons &, (v) = &, (v) = 0si o ¢ Gal(K,/F,) et

360, & =Y &0

11 résulte du lemme 6.4 que 7,(D) est remplacé par

e (D) + &
parce que 7,(D) est remplacé par 1,(D) + €, et v,(D, D) par
VU(DJ D) + gcf g
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Puisque Y, A(v) est remplacé par
DA+ (or -

I'invariant € ne se change pas.

Lemme 7.13. Supposons que les groupes endoscopiques qui interviennent dans D et D’
soient égaux, de sorte que N(D) = N(D'). Alors

e(D) — e(D') = Ze (v)) (mod N(D)).

Dans la somme & droite §(E(v), E'(v)) est nul pour presque tout v. Cette somme est
égale a

/ —1
Z Av) = N(v) — Z o, Ve(v) — s (v) |,
v oceGal(K,/Fy)
qui est congruent a

D M) =Y N (@) =) (o7h. = 1)(1:(D) = ns(D))
modulo N (D). Puisque
Z(UT/l —1)n,(D) = Z UTG* Ne(D) (mod N(D))

le lemme en résulte.

5. Les tores qui relevent de G

Nous avons fixé G et I'isomorphisme ¢ : G — G* défini sur F. Nous disons qu’un sous-
groupe de Cartan Ty« sur F' releve de G globalement ou sur F' s’il y a un T sur F' et un
g € G*(F) tel que la restriction Yo 1. de ad go ¢ a T I'envoie sur T« et est définie sur F'.
Donc T+ releve de G si et seulement si un diagramme global

E . r\ /PpTG’TG*
existe.

Soit E° un diagramme global donné et soient A\°(v) les repeéres introduits ci-dessus. Nous
disons que T+ sur F' releve de G localement partout ou sur chaque F, s’il existe pour chaque
v un diagramme

E(v) : m TwTG(u),TG*
Te(v)

Puisque le cocycle {0(@)@‘1} est trivial presque partout les diagrammes F(v) existent de
toute facon presque partout et on peut méme les supposer non-ramifiés.
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Nous avons attaché & E(v) des invariants A(v) et v,(E°(v),\°(v); E(v); A(v)), o €
Gal(K,/F,), qui sont presque tous nuls. Si ¢ € Gal(K/F) mais o ¢ Gal(K,/F,) nous
posons v, (E%(v),\°(v); E(v), A(v)) = 0. Soient

Z)\O( Z UTO 770' 7]0.
v Gal(K/F)

et

Vy = Z(EO(U), M (v); E(v), )\(v)).

v
Nous posons

b=  (on — Db —v) =Y ).
ceGal(K/F) v
Soit enfin & I’homomorphisme de lemme 7.1.

Lemme 7.14. On a0 € X, (T¢:.) et

Z O'TG*Q = 0.

ceGal(K/F)
De plus la classe 6 de 0 suivant limage de & ne dépend que de Tg-.

Il est évident que la norme de @ est nulle. Selon les définitions

D XNW0) =D M) = (ogh, = Vv € Xu(Ta,)
et

0= Z A (v) — ZJTgl*ng —n) = Z M\(v) — Z O'T;*T]g —n° (mod (X*(ngc)))
Donc ¢ € X, (T¢:.).

Il résulte des lemmes 6.3 et 7.1 que pour des E(v), \°(v), et A(v) donnés @ ne dépend pas
du choix de 72 ou de v, (E°(v), \°(v); E(v), A(v)). Les lemmes 6.4 et 7.1 impliquent que # ne
dépend pas du choix de \°(v) et A(v).

Si on a deux suites de diagrammes { E(v)} et { E'(v)} alors il existe des h, € A(T(v)/F,)

) =

tels que E’'(v) est adjoint a F(v) relativement & h,,. Il y a un invariant u(v) € X, (TGSC
X.(Tg:,) attaché & {o(hy)h,'}. Selon le lemme 6.9

—0=—> " u(v)

et 'expression a droite est évidemment dans 'image de &. On voit de plus qu’en remplagant
les E(v) par des diagrammes adjoints on peut remplacer § par § — > u(v), pourvu que p(v)
soit pour chaque v I'invariant attaché & un élément de D (Tg(v)/F,).
Supposons enfin que E' soit un autre diagramme global. Nous choisissons les A\'(v) de
sorte que
M) = X(v) € X, (Tg).
Les lemmes 6.6, 6.7, et 7.1 impliquent que

0—0"'=> (o7, — 1) —ny—v2") (mod Im&),

ou

VO = Z Vo (E°(0), \°(v); E'(v), A (v)).

v



5. LES TORES QUI RELEVENT DE G 95

Il résulte des lemmes 7.1 et 7.6 que 6 — 0' € Im &,. Je souligne qu’en vertu du lemme 7.1 on a
Za}é*wa —w, €Im&,

si, par exemple, w, € X,(Tgx,) et

Za;é*wg —w, = 0.
Lemme 7.15. Supposons que G.q vérifie le principe de Hasse. On a 0 € Im &,y si et seulement
si le sous-groupe de Cartan T« releve de G globalement.

Si Ti» releve globalement de G on définit # au moyen de E° = E ou E est un diagramme
global contenant Tg+. Cela donne 6 = 0.
Si @ = 0 on peut trouver pour chaque place v un p(v) € X, (T« ) a norme nulle et tel que
D A@) +u) = Y (o7h — Do,
v Gal(K/F)
avec w, € X,(Tg+, ). Il résulte de la théorie de Tate-Nakayama qu’il y a une classe globale 4,
c’est-a-dire dans H' <Ga1(K/F), ngd(K)>, avec invariants locaux \(v) + p(v). Soit y(v) la

classe dans H'! <Gal(Kv/Fv), 1o, (Kv)> définie par a(gOTG(v),Tg*)SD;;

A(v).
Nous avons besoin du lemme suivant, la preuve duquel nous différons.

. Son invariant est
(v)’TG*

Lemme 7.16. Soit T un tore sur le corps global F' qui se déploie sur l’extension finie K.
Alors I’homomorphisme

H'(Gal(K/F),T(K)) — H'(Gal(K/F),T(K ®qR))
est surjectif.

Autrement dit on peut trouver une classe globale ayant des invariants donnés aux places
infinies. Soit € une classe globale dans H'(Gal(K/F), Tg: (K)) d’invariants p(v) aux places
infinies et soit n son image dans H'(Gal(K/F),Tg: (K)). Nous pouvons remplacer § par
v'n~! pour supposer que §(v) ~ y(v) aux places infinies.

Soit G’ la forme tordue de G* définie par §. C’est aussi une forme tordue de G. La
classe qui la définit localement est I'image de ¢;;(v)7TG* (v(v)d*(v)) dans H* <Fv, Gad(FU)>.
Donc cette classe est triviale aux places infinies. Mais v(v)d~!(v) provient a chaque place
d'une classe dans H' (Gal(K,/F,), T%(K,)). Donc la classe dans H' (Fv, Glad (F,J) qui définit

G’ provient de H! (Fv, GSC(FU)>. Il résulte d’un théoreme bien connu qu’elle est triviale a

chaque place finie, et le principe de Hasse implique alors que le cocycle global, {a(gp)_légcp}7
définissant G’ est trivial.
Si
o o =0(9)g™", g€ GaalF)
alors T+ releve de
Tq = ad gil o gOil(Tg)
au moyen de
Y7y 1e. = @oadyg.
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Nous revenons a la démonstration du lemme 7.16. Supposons que les invariants u(v) soient
donnés aux places infinies. Il suffit de vérifier que I'on peut trouver des invariants u(v) aux
places finies tels que presque tous les p(v) soient nuls et

dopw)y= > or'ne—1o
v c€Gal(K/F)
Ne € Xu(T).
Si v est complexe pu(v) = 0. Si v est réel, Gal(K,/F,) ne contient que deux éléments 1
et 0,. A chaque réel v nous attachons une place finie v" non-ramifiée dans K et telle que le
Frobenius dans Gal(K, /F,) soit conjugué a o,,

—1
o, = 1,0,7,

Nous posons p(v") = —7,u(v) et nous posons p(w) = 0 si w est une place finie attachée a

aucune place réelle. On a
D nw) =" pv) = Top(v).

v réele
6. Une observation sur le principe de Hasse

D’habitude le principe de Hasse s’énonce pour les groupes simplement connexes, soit
comme théoreme soit comme conjecture. Donc pour soulager le lecteur et pour le convaincre
que 'hypothese que G4 satisfait le principe de Hasse, une hypothese que nous faisons
désormais, n’est pas tres ennuyeuse nous vérifions le lemme facile suivant, qui semble étre
bien connu mais que je n’ai trouvé nulle part.

Lemme 7.17. 5@ le principe de Hasse est valable pour Gy il 'est aussi pour Gaq.

Pour simplifier la notation nous prenons G simplement connexe. Le lemme de Shapiro
nous ramene immédiatement au cas ou G est absolument simple.
La suite
1 > A y G >y Gagg —— 1
nous donne un diagramme commutatif a lignes exactes :

HYF,A) ———— HYF,G) ————— HY(F,G.) —— H*(F, A)

| | ! |

Hle(Fva) — Hle(FvaG) — Hle(FvaGad> B— HUHQ(FMA)

Le symbole [ ], dénote une somme directe d’ensembles et le symbole [], un produit direct
restreint.

Puisque le principe de Hasse pour G est tenu pour acquis, il suffit de vérifier les deux
affirmations suivantes :

i) Soit V., I'ensemble des places infinies. Alors ’homomorphisme

n: H'(F,A) = [[ H(F,,A)
vEVo
et surjectif.

ii) L’homomorphisme ¢ du diagramme est injectif.
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Le groupe A est défini par un module galoisien fini U et 'action sur A se factorise par
Gal(K/F), ou K est une extension finie. Nous pouvons supposer que toutes les places infinies
de K sont complexes. Nous introduisons encore une suite exacte,

~ — ~

0 >V > W > U >0

olt W est un module induit sur Gal(K/F) et un module libre sur Z. Cela nous donne une
suite exacte,

1 > A > Sw > Sy S

si W = Hom(W,Z), V = Hom(V, Z).
Utilisant le théoreme 90 de Hilbert on a

Sy (K) » H'(Gal(K/F),A(K)) ———— 0

I |

oev, Sw(Ky) — = Tev., Sv(Ko) —— oev., B (Gal(K,/F,), A(K,)) — 0

L’image de & est ouverte d’indice fini. Donc pour vérifier la surjectivité il suffit de vérifier le
lemme suivant.

Lemme 7.18 (Serre [27]). Soit T' un tore sur ' et K une extension finie de F. Alors T(K)
est dense dans T(K ®q R).

Nous pouvons supposer que F' = K. Choisissons une suite exacte de tores déployés sur
une extension finie L,
1 >y R ) > T > 1
ou X, (95) et induit. Alors S(F') est dense dans S(F' ®q R) parce que L* est dense dans
(L®qR)™.

Nous avons un diagramme a lignes exactes :

R(F) ————— S(F) ——— T'(F)

| | |

R(F ©qR) — S(F ®qR) — T(F ®qR)

Supposons que ¢ soit dans T'(F ®q R). Choisissons un relevement s dans S(L ®q R). Alors s
définit un cocycle a, = o(s)s™* & valeurs dans R(L ®q R). Selon le lemme 7.16 nous pouvons
supposer que o, prend ses valeurs dans R(L). C’est un bord dans S(L). Donc a, = o(s;)sy"
et I'image ¢, de s; dans T'(L) est contenu dans 7'(F). Nous remplacons ¢ par t£;* et supposons
que s € S(F ®q R). Mais il est alors approché par s’ dans S(F) et ¢ par 'image t' de s'.

Pour vérifier la deuxieme affirmation nous utilisons un résultat de Poitou-Tate (voir [28]).
Nous omettons la démonstration.

Lemme 7.19. Le noyau de ¢ : H*(F, A) — [, H*(F,, A), qui est un groupe fini, est dual
au noyau de ¢ : HY(F,U) — [1, H'(F,,U).

Soit Gal(F/K) le groupe des éléments qui agissent trivialement sur U. Alors Gal(K/F) y
agit fidelement. Puisque

HYK,U) = Hom (Gal(F/K), 17)
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il résulte du théoreme de densité de Tchebotareff que le noyau de

HY(K,U) = [[ H (K., U)

est trivial. Le produit se prend sur les places de K. Donc le noyau de ¢ est contenu dans
Jig <Gal(K/F), (7) .
11 suffit de vérifier que le noyau de

H (Gal(K/F), (7) - [ <Gal(Kv/Fv), ﬁ)

est trivial. En ne considérant que les composantes p-primaires du module a gauche et en
remplacant F' par une extension convenable, nous ramenons le probleme au cas ou Gal(K/F')
est un p-groupe.

Mais Gal(K/F) est un sous-groupe du groupe d’automorphismes d’un graphe de Dynkin
connexe. Ces groupes sont assez petits, c’est-a-dire soit triviaux, soit un des groupes Zs ou
Ss3, et en particulier ne contiennent que des p-groupes cycliques. Il existe par conséquent un
v tel que Gal(K,/F,) = Gal(K/F). Le lemme en résulte.

7. Une hypothese globale

Soit T+ un sous-groupe de Cartan de G* défini sur F' et soit k € R(T+/F), le groupe de
caracteres introduit dans I11.3. Nous y avons vu comment on attache a T« et k des données
endoscopiques et un diagramme

D* Ty —2— Ty s Tow o T .

Supposons de plus que T« releve de G localement partout. On a alors des diagrammes
locaux

M
TH Yy TH > Tg* < TG*

D(’U) : r\ T'@L'Tg(v),TG*
n(v)

Leur ensemble est un diagramme pseudo-global D = D(k). Le nombre m(e(D(m))) est bien
définie si D(k) est congruent & un diagramme global.
Lemme 7.20. Soit & un élément donné de R(Tg+/F). Supposons, ce qui est évidemment pos-

sible, que les Yryw) 1. qui interviennent dans D(k), kK =& (mod R (Tg+/F)) ne dépendent
pas de k. Supposons que D(k) soit congruent a un diagramme global. Alors

3 R(E(D(m))) = |R(Te /F)}E(e(D(E)))
k=k (mod R0(Tg+/F))
st Tg+ releve de G globalement et 0 autrement.

Il résulte de la définition que €(D(k)) = e(D(%)) si k = & (mod 8T+ /F)). Donc
I’égalité se ramene a 1’égalité
> (D)) = |R(Te/F)]
HERO(TG*/F)

si T+ releve de G globalement et 0 sinon.
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Selon le lemme 7.14, la valeur x(6) est bien définie si k € 8°(Tg+/F). Le lemme 7.15
implique que la somme
>, O

KERO (T /F)
est |ﬁ0(Tg* /F )‘ ou 0 suivant que T+ releve de G ou non.
Considérons la somme €(D)+ 6, ou D = D(R). On peut supposer que le diagramme global
E° définissant 0 fait partie d'un diagramme D congruent & D. La somme est égale &

= > (o = Dme(D)+ D (o = DO =),
ceGal(K/F) ceGal(K/F)
olt vy = 1,(D°, D). Tl résulte des lemmes 7.1 et 7.10 que
k(e(D) +6) =1
sik € RY(Tg-/F), ce qui implique le lemme.
Dans la suite nous admettrons ’hypothese suivante, qui nous permettra d’utiliser le
lemme que nous venons de démontrer. Pour chaque donnée endoscopique globale nous pouvons
trouver des facteurs de transfert A(’y,D(U),ng) tels que pour chaque diagramme pseudo-

global D congruent a un diagramme global et chaque v € Ty(F) régulier dans G la valeur
A(’y, D(v), ¢H) est 1 pour presque toute place v et

[1A(. D), éx) = x(e(D)).

Pour rendre cette hypothese un peu plus plausible nous vérifions deux lemmes simples.

Lemme 7.21. Supposons que D soit un diagramme pseudo-global et que pour chaque v
I’élément h, soit dans Ql(Tg(U)/Fv). On suppose que h,, est trivial pour presque tout v. Soit
D = {D’(v)} le diagramme adjoint défini par les h,. Alors ’égalité

1120 D@).on) = K(e(D)), 7€ Tu(F),

implique ’égalité

HA(% D'(v), ¢n) = H(E(D/))/ v € Ty (F).

Selon le lemme 3.1
;G(U) (,77 f’U) = /{(h’l}) %&(U) (7,7 fv)
si v = ada~1(v). Par conséquent

A(Y,D'(v),én) = k(b)) A(7, D(v), ¢n)

[TAG. D). 6n) = {Hm)}{ﬂ A(v,Dw),qu)}.

v

et

Mais 1’égalité
[T 5(h) = &' (e(D)) i (e(D))

résulte des lemmes 6.9 et 7.13.
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Lemme 7.22. Supposons que [’hypothése locale soit vérifiée. Alors si I’hypothese globale est
vérifiée pour G* elle l’est aussi pour G.

Les facteurs A(%D*(v),(;SH) sont fixés en sorte que I'hypothese globale est vérifiée.
Supposons que H soit défini par des données endoscopiques globales. Il y a deux possibilités :

(a) Les diagrammes pseudo-globaux de la forme D = {D(v)} ol

UES
Ty N Ty > TG* — TG*

D(v) : \ TwTG(U),TG*
n(v)

Tg(v)

sont tous congruents a un diagramme global.
(b) Aucun de ces diagrammes n’est congruent a un diagramme global.

Dans le deuxieéme cas il n’y a rien a vérifier. Dans le premier cas on fixe un diagramme D
et on pose

A(% D), o) = A (v, D' (v),61), D" (v) = D",
siy € Tg(v) et v* = ryw)1e. (V) Les ¢, sont des constantes, presque toutes égales a 1 et
telles que
[Te =#(<(D)).

Donc si v provient d’un élément de Ty (F)

[12( D)) ==(«(D)) TTA (2. D" ). 6m) = (D)

z(dﬁ*)) — 7 <e(5*)) —1.
Selon I'hypothese locale on a en général
AG (o), 0m) = e (6(D(0). D)) ) A (.0, 6m).
Puisque k = & le lemme 7.13 implique 'égalité

[1(. D). 6n) = w(e(D)) i (e(D) = (D)) = i (e(D)).

Dans le prochain chapitre nous tirerons quelques conséquences de I'hypothese et du
lemme 7.20.

parce que



Chapitre VIII

Stabilisation partielle

Je n’ai pas visé dans ces notes la vérification d’une formule des traces stable. Mon seul
but est de montrer qu’en manipulant les termes elliptiques réguliers on peut arriver a une
approximation convaincante de la formule . La stabilisation complete n’est achevée que
dans quelques cas particuliers (voir [13], [25]).

1. Une premiere réduction

Nous employons les notations de I1.2. Le terme elliptique régulier de la formule des traces
s’écrit

5.1) > 6(0) mes(a2G, (G)\G(Ar) | Fg~1vg) dg

) G, (ANG(A)

Chaque terme dans la somme est fini et elle converge absolument. Donc nous pouvons la
manier a notre gré. La somme porte sur un ensemble de représentants des classes elliptiques
régulieres relativement a 1’équivalence

Y1~ e = ye = 2€ 1€, cec€G(F), z€oZNZ(F).

Nous disons, bien que ce ne soit pas la définition habituelle, que v est elliptique régulier si
son centralisateur G est un sous-groupe de Cartan anisotrope modulo le centre Z. L’entier
§(7) est égal au nombre de z € ¢Z N Z(F) tel que 2y = € 've pour un € € G(F).

Soit 7 un ensemble de représentants pour les classes de conjugaison sur F' de sous-
groupes de Cartan elliptiques et soit 75 un ensemble de représentants pour les classes de
conjugaisons stables. Si T est un sous-groupe de Cartan arbitraire sur F soit Q% (T, G) le
quotient du normalisateur N°(T") de T dans G(F) par T'(F); et soit Qp(T,G) le groupe des
éléments du groupe de Weyl absolu dont I'action sur 7" est définie sur F. Il est évident que
O%T,G) C Qp(T,G). Nous rééerivons comme

(8.2) Zmes(ng(fgﬁ(A)) > / flg~"vg) dg.

T 0Z(F\T(F

La somme intérieure parcourt l’ensemble des elements v dans T(F ) dont le centralisateur est
T. Nous avons posé A = Ap et oZ(F)=0ZNZ(F).

Pour justifier ce changement nous observons d’abord que dans la somme on peut
supposer que chaque v est contenu dans un 7" de 7. Nous pourrons alors essayer de faire la
sommation sur tout 7" et tout v dans T'(F') et régulier. La somme continue a converger parce
que chaque classe intervient au plus |QO (T,G) | fois. En effet, si on pose

AT, C), = {w € QUT,C) | = (mod oZ(F))}

101
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la classe de 7 intervient avec la multiplicité

[24(T. )|
On obtient en observant que
= [2(T,G),].

Comme pour les corps locaux on pose

Or(v, f) = / flg™"vg) dg
T(AN\G(A)
et si 0 € D(T/F) est représenté par a € A(T/F) on pose

Ors (1%, f) = ra(y”, f).
Nous remplacons (8.2]) par

mes(oZT(F)\T(A
(83) Z es(o ( )\ ( )) Z Z q)T(s ’7 f
Tet |2 (T, G)| 0 Z(F)\T(F) ®(T/F)
Puisqu’il est évident que chaque 7" € T est un T avec a € A(T/F) et T € Ty le seul
probleme est de compenser le superflu.

Supposons que T et h € A(T/F) soient donnés. Le nombre de § € D(T/F) tels que T"
et T9, ol g représente &, sont conjugués est égal au nombre de § dans A(T"/F) tels que
Th et T sont conjugués, oll g représente maintenant le nouveau 4, car g — hg donne une
bijection : D(T"/F) — D (T/F). Ce nombre est égal &

T (F)N(T")\N(T")| = [T ()N (T")\N(T")|,

ot N(T") est le normalisateur de T" dans 2((T"/F). L’ordre du quotient & droite est
|Qp(T", G)|
1Q%.(T", G)|
Puisque
Qp(T", G) ~ Qp(T, G),
on obtient la formule.

2. Une deuxiéme réduction

Nous fixerons 7" et un v dans T'(F') régulier et considérerons
(8.4) > (v f).
O(T/F)

Mais pour cela il nous faut des considérations préalables ; nous y reviendrons dans le lemme 8.5.
Nous avons introduit dans I1.3 les groupes E(T/F) et £(T/F,). Soient

E(T/A) = @5 T/F,),

D(T/A) = EB@ (T/F,) C E(T/A).
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On observe que ®(T'/A) n’est pas un groupe en général. Il y a une application

eryp E(T/F) = E(T/A).
Lemme 8.1. Supposons que Gy vérifie le principe de Hasse. Soit 6 € E(T/F). Alors
6 € D(T/F) si et seulement si o p(0) € D(T/A).

Il est évident que I'image de ©(T'/F') est contenue dans ©(7'/A). Supposons que 4 soit
contenu dans E(T/F) et pr/p(d) dans D(T/A).

Nous nous rappelons qu’on a construit dans [I8] un diagramme

Le groupe A est un tore et X,(A4) est un module induit de sorte que H*(F, A) = {1}. Le
diagramme correspondant de sous-groupes de Cartan est

Les applications ®(T/F) — D(T/F) et ©(T/A) — D(T/A) sont injectives. Remplacant G
par G nous supposons qu’on a une suite exacte
1 > T > T > D > 1

dans laquelle D est un tore. Si L est une extension galoisienne finie qui déploie T" alors

?

1 — T(L) — T(L) —— D(L) —— 1
est exacte.
Soit { 8, | o € Gal(L/F) } un cocycle a valeurs dans Ti.(L) qui représente 8. Nous avons
supposé qu’il y a un cocycle {'ya } o€ Gal(L/F) } a valeurs dans Ti.(L ®q R) qui est un
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bord dans Gs.(L ®q R) et qui satisfait 1'équation
(8.5) 271, = ool

avec a € T'(L®qR). Nous voulons en déduire que 6§, est cohomologue dans 7'(L) a un cocycle
B, & valeurs dans Ti.(L) qui est un bord dans Gs.(L ®q R). Selon un théoréme bien connu il
est forcément un bord dans Gs.(L ®q Q,) pour chaque nombre premier p, et le principe de
Hasse implique alors qu'il est un bord dans Gg.(L). Nous concluons que ¢ est contenu dans

Nous avons besoin d’'un lemme.

Lemme 8.2. Soient F' un corps local de caractéristique zéro, L une extension finie galoisienne
de F', et G un groupe algébrique sur F'. Soit {~,} un cocycle de Gal(L/F) a valeurs dans G(L)
et supposons que {7V, } soit un bord. Alors chaque cocycle {S,} tel que B, est suffisamment
proche de v, pour tout o est aussi un bord.

Admettons ce lemme et terminons la démonstration du lemme 8.1. Soit @ I'image de «
dans (L®qR). L’égalité implique qu'il est contenu dans D(F ®qR). Selon le lemme 7.18
il y a un € dans D(F) qui lui est proche. Le théoreme 90 de Hilbert implique de plus que €
est I'image d'un € dans T'(L). Puisque o(e)e™! € Ty.(L) pour tout o, nous pouvons remplacer
0, par o(e)~'ed, et supposer que @ est proche de l'identité. On a a = a9 avec ay proche
de l'identité et oy dans Ti.(L ®q R). On choisit une approximation €; de oy dans Ti.(L) et
puis on remplace d, par o(e;) 'e1d,. En effet on peut enfin supposer que d, est proche & 7,
pour tout o ; et alors selon le lemme 8.2 il suffit de prendre {8,} = {J,}.

Revenant au lemme 8.2 lui-méme nous supposons pour la durée de sa démonstration,
d’ailleurs tres courte, que F' est local. On tord G en remplagant ’action du groupe de Galois
par o’ : g — 7, '0(9)7s, ce qui donne un nouveau groupe G’ sur F. Si 3, est un autre cocycle
a valeurs dans G(L) alors 7,18, = 3 est un cocycle a valeurs dans G’(L). C’est un bord si
et seulement si {f,} et {7,} sont cohomologues. Donc en passant a G’ au besoin on peut
supposer que v, = 1.

Le groupe Gal(L/F) est résoluble et la démonstration se fait par induction sur son ordre.
On vérifie que si chaque 3, est prés de I'identité alors 3, = o(a)a™! avec « preés de lidentité.

Supposons que F' C E C L et que E/F est galoisien. Selon 'hypothese inductive, il
existe a pres de l'identité tel que 8, = o(a)a™ pour o € Gal(L/E). On remplace 3, par
o(a) 'B,a et on passe a extension E/F.

Si E n’existe pas le groupe Gal(L/F') est cyclique d’ordre premier ¢. Soit o un générateur.
Si g = 0, alors

o H(B) - a(B)B = 1.
Les ensembles G(L) et G(F') sont des variétés analytiques sur F. Choisissons dans un
voisinage de l'identité dans G(L) une sous-variété V' complémentaire a G(F'). Le jacobien de
I’application
(u,v) — o(v)  uw, ue G(F), veV,
au point (1,1) n’est pas nul et donc 'image de cette application contient un voisinage de
I'identité, et I’équation
B =) tuv

a une solution avec u et v pres de 1. Mais alors u = 1.
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Soit maintenant T+ un sous-groupe de Cartan de G* qui est défini sur F' et qui releve
localement partout de G. Soit E = {E(v)},

TG’* S Tg*

E(U) : \ T”pTG(v),TG*

Tg(’U)

un ensemble de diagrammes locaux. Donc pour chaque v on choisit F(v) et on exige que F(v)
soit non-ramifié pour presque tout v.

Les diagrammes attachent & chaque 8, € £(Tg+/A) des 6(v) € (T (v)/F,). Soit . dans
T+ (A) aux composantes 7,(v) et soit v.(v) I'image de v(v) dans T(v)(F,). Nous posons

(b(’Y*) fv; E(”)’ 5*) = (pTG(U)&(’U) <’7(U)6(U)7 fv)

si 0(v) € D(T(v)/F,) et
(I)('V*a fv; E(U>7 6*) =0
sinon.

Pour presque tout v le groupe G est quasi-déployé sur F, et déployé sur une extension
non-ramifiée L,. D’ailleurs pour presque tout v la fonction f, est le quotient de la fonction
caractéristique d’un sous-groupe compact hyperspécial par sa mesure. Il est par conséquent
évident que pour un tel v

® (v, fu; E(v),6,) =0
si v.(v) n’est pas dans le sous-groupe compact maximal de T« (F,). En particulier il n'y a
qu'un nombre fini de 7, réguliers dans T+ (F') qui sont tels que

D (7, fuos E(v),6.) # 0
pour au moins un 9, et tout v.
Nous allons vérifier maintenant que pour un -, donné régulier dans T+ (F') il n'y a qu'un
nombre fini de ¢, tels que

(I)(f)’*a Jo; E(U>75*) #0

pour tout v. En plus presque toutes les composantes locales d’un tel J, sont triviales. C’est
en effet une conséquence du lemme suivant.

Lemme 8.3. Soit T'= T (v) et supposons que :

i) le diagramme E(v) soit non-ramifié relativement aux sous-groupes compacts hy-

perspéciauz U, et U ;

ii) la fonction f, soit la fonction caractéristique du sous-groupe U, ;
ii1) U’élément v de T(F,) soit contenu dans Tg«(F,) NU, et a(y) ne soit congru a 1
modulo g, pour aucune racine .
Soit a € A(Te(v)/F,). La fonction g — f,(g7'7"g) sur G(F,) est identiquement nulle
sauf quand la classe 6 dans S(Tg(v)/Fv) attachée a a est triviale. Alors elle est la fonction
caractéristique de a=*T(F,)U, N G(F,).
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Puisque E(v) est non-ramifié relativement a U, le point = dans X, 'immeuble de Bruhat-
Tits de G(L,), qui définit U, est contenu dans I'appartement A de T(L,). Nous pouvons
supposer que a € G(L,). Selon 'hypothese (iii) et (3.6.1) de [37] I'ensemble de points fixes
de « dans X est contenu dans A.

Donc f,(g7'9%g) est 1 ou 0 suivant que agz soit contenu dans A ou non. Si A contient
agz alors agr = tx, t € T(L,) et h =t~ 'ag stabilise z. Les arguments habituels impliquent
que h = o(k™')k, ou k stabilise z. Il en résulte que § est trivial, et le lemme est vérifié.

Il nous permet de poser

(I)(’y*, f,E,é*) = H(I’(%, fy,E(U)75*)

et
Oy, f[LER) = > w(6.)P(%, [, E,b.)
5., €D (TG /A)

sik € R(Te-/F).

Le caractere k définit un diagramme D* et les diagrammes D* et E définissent ensemble
un diagramme D. Nous posons

CI);G* (74, f) =0

si D n’est congruent a aucun diagramme global. Si D est congruent a un diagramme global
nous posons

CI)I;’G* (7*7.][') = K(E(D))(I)(”y*’f} E7 Ii)'

Lemme 8.4. La valeur ®f_ (7., f) ne dépend pas du choiz de E. Si a € A(Tg+/F), si
Tt = T8, v =72, et si k' s'obtient de k par transport de structure alors

() = . (v, f).

Tout autre choix de E se déduit d’'un F donné en prenant les diagrammes adjoints des
E(v) relatifs & des h, € A(Tg(v)/F,). Cela multiplie ® (v, f, E, k) par [], ko(h,)™", o le
caractere k, est I'image de k dans K(T¢+/F,). Mais selon les lemmes 6.9 et 7.13

W (D) = w(e(D)) = w(e(D)) [T mo (6(E'(0), E)) )

o (6(E’(v),E('U))> = ko(ho).
Sia e AT /F) alors a € AT/ F,) pour chaque v et [[, ky(a) = 1, ce qui donne la
seconde affirmation.
Le noyau de E(Tg+/F) — E(Tg+/A) est fini, et le groupe K(T+/F) Vest aussi. Leurs

ordres soient ¢1(F, T+, G*) = 11(F, Tg+) et 1o( F, Tg, G*) = 15(F, T+ ). Nous posons
1 (F, Tgx)

F T, G = (F,Tgx) = ———=~.
L( e ) L( ’ G) LQ(F)TG*)

Lemme 8.5. Soit v* € T+ (F) régulier. Considérons
UFTe) > 5 (3 )
KGQ(TG*/F)

a) Si Tg+ ne reléve pas de G globalement cette expression est égale a zéro.
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b) Si T+ reléeve de Tg alors elle est égale a

> o))
5€9(Te:/F)

st Ve = wTG,TG* (7)

On observe qu’il s’agit ici de la somme avec T' = Tg.

Nous vérifions la deuxieme affirmation d’abord. Puisque la classe de conjugaison stable
du v qui y intervient est bien définie la somme est aussi bien définie. Si on définit ®7.. (74, f)
a partir d'un diagramme global contenant T nous obtenons

f (e ) =D RO ] o0 (7', 1)

parce que k(€(D)) = 1. La somme parcourt (T/A) = €(Tg+/A). 1l résulte de la théorie de
Tate-Nakayama que ¢ est dans le noyau de tout x € R(T-/F') si et seulement s’il est dans
I'image de £(T/F). Donc en sommant sur x nous obtenons

LQ(F, Tg*) Z H(I) 5(v) (U),fv).
ImageE(T/F) v

Tenant compte du lemme 8.1, des définitions et de l’egahté

CIDTs’y f H(I) 5() )

ou ¢ € £(T¢/F) a pour image {6(v)}, nous obtenons Iénoncé.
Pour vérifier la premiere partie il suffit de montrer que pour chaque x donné

Y B (w f)=0.

HOERO (TG* /F)

Si les diagrammes attachés a T~ et les kx° ne sont pas congruents a un diagramme global

c’est une conséquence immédiate de la définition.
Si au contraire ils sont congruents a un diagramme global nous fixons un £ = {E (U)} et
I'utilisons pour construire des diagrammes pseudo-globaux D(kx°). Notre somme est égale &

Z Kk <6(D(/mo))> Z k(6K (8D (Y, f, E, 0,).
K0 Ox

Mais 8°(Tg+/F) est précisément le groupe de tous les éléments k" dans R(Tg:/F) tels que
H Ky =1

pour tout o, € E(Te+/A).
Il en résulte que la somme intérieure ne dépend pas de x°. L’égalité

Z KK (e(D(m{O))> =0
est vérifiée dans le lemme 7.20.

Le terme elliptique régulier de la formule des traces s’écrit maintenant

mes (o ZT*(F)\T*(A))(F, T*) K
(8.6) > ( |QF<T*7G*)) > (1. f)

.
Ts

0Z(EN\T*(F) k
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Dans cette expression 7 est un ensemble de représentants des classes de conjugaison stable
de sous-groupes de Cartan elliptiques de G*. La somme au milieu ne parcourt que les éléments
réguliers de ¢Z(F)\T*(F). On considere ¢Z et Z(F') somme des sous-groupes de G*(A) et
on a utilisé I'égalité |Qp(T,G)| = |2 (T*, G*)| qui est valable si T* releve de T.

La somme converge dans l'ordre donné, mais il n’est pas encore démontré qu’elle converge
absolument. C’est une question a laquelle nous reviendrons, cependant sans la résoudre. Pour
I'instant nous admettons qu’elle converge absolument.

3. Utilisation de ’hypothése globale

Nous avons attaché dans I1.5 a un couple 7%, x des données endoscopiques et un diagramme
D*. SiT* =Tg et si D* est congruent a un diagramme global alors

.. (1, ) = £ (e(D)) [T 252y (1(0), 1)

v

L’hypothese globale nous permet de réécrire ’expression a droite. Elle est égale a

(8.7) [T20: D), )5 (), f) = [ 5, (v £21)
si v dans Tj correspond & «, dans Tg-. Si on pose f% = 0 quand D* n’est pas congruent &
un diagramme global on obtient la méme égalité en général.
Si on a des données endoscopiques (s, “H°, “BY, “T},{Yav}, p) on peut introduire le
groupe A de g dans ad(*G?) tel que
Uy = g('HO), Bl = g('BY). “Th = g("Th)
Yoav = g(Yav)

et

(8.8) g(s) = zs

avec z dans le produit du centre de “G? avec la composante connexe du centre de “H. Il est
isomorphe a un sous-groupe du groupe de Weyl absolu et donc fini. Son ordre est un invariant
de la classe G des données; on le note A(S).

Nous disons que & est elliptique si la composante connexe du centre de “H est contenu
dans le centre de “G°, ce qui est évidemment le cas si & est défini par (T, ) avec un T
elliptique. Pour des données elliptiques le z qui intervient dans (8.8)) est dans le centre de
L@o,

Supposons que l'on ait une classe & elliptique et un diagramme partiel

TH — TH E— TG’*
ainsi qu'un v € Ty (F). Il y a alors au moins un diagramme
Ty —2— Ty — Tar +—— T

dans laquelle la classe stable de T+ est déterminée par celle de Ty et qui nous donne
v« € Tg+(F), I'image de ~y. Puisque un s qui définit la classe est contenu dans “T% qui
s’identifie avec Hom (X*(Tg*>, CX), cet s définit, en le transportant a T+, un élément x dans
R(Te+/F). En se souvenant que & est elliptique on voit que k est bien défini et ne dépend
pas du choix de s.
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Nous nous demandons combien de couples (7., k) on obtient de cette fagon, mais en
supposant que les v que 1'on obtient sont réguliers dans G*. Si on a deux diagrammes, définis
par 7 et 77, alors 77 = now avec w € Qp(Tg+, G*). Donc le nombre de couples est |QF(TG*, G*)’

Si 'on prend pour T+ un des groupes T intervenant dans 8.6 alors, comme nous avons
vu dans la valeur de ®%..(v., f) ne dépend pas de couple (7., k) et est égale a ®F (7, ).
Pour simplifier ce qui suit nous notons cette valeur commune ®. La contribution de ces

|Qp (TG, G*)| couples & est
(8.9) mes (o ZT*(F)\T™(A))u(F,T*)®.

On observe que
mes (o ZT*(F)\T*(A)) = mes (o ZTu(F)\Tu(A)),
les groupes eux-mémes étant égaux.

Pour obtenir notre approximation a la formule (2.2)) il faut remarquer que plus d’une
classe stable de sous-groupes de Cartan de H ou plus d'un v dans Ty (F') peut donner le
méme ensemble de (74, k), bien que la classe de données endoscopiques soit déterminée par
cet ensemble.

Siy € Ty(F) et ¥ € Ty(F) définissent le méme couple alors il y a un diagramme
commutatif

TH > T(;*
X /

(810) w TH E— Tg* w
/ X

TH ” TG*

Le fleche en haut et la fleche en bas sont définies sur F. Les deux fleches w et u sont induites
par des automorphismes intérieurs de G* et H, et en plus w fixe k.

Si v est donné la fleche en haut définit ~, et I'inverse de celle en bas définit 7, qui est
alors 'image de .. Le morphisme w est donné par un élément du groupe de Weyl absolu. Il
n’est pas nécessairement défini sur F', mais en utilisant le diagramme pour identifier Ty et
Te+ aussi bien que Ty et T+ on a

wa(wil) = WUTG*wila;;* = MUTHluilo'TH = MO’(Nil%

ce qui implique que wo(w™1) € Q(Ty, H) pour tout o dans le groupe de Galois.
Inversement si un w donné satisfait a cette condition alors selon un théoréme bien connu
de Steinberg [34] on peut trouver un T et un p tel que wo(w™) = po(u™t) pour tout o, ce
qui nous permet de construire un diagramme (8.10)).
Le diagramme

TH s TH E— TG* L}TG*

étant donné, soit Q"(Tg+, G*) 'ensemble des w dans Q(Tg+, G*) qui fixent x et sont tels que
wo(w™!) est dans Q(Ty, H) pour tout o dans le groupe de Galois. On vient de voir qu’il est
possible d’attacher & chaque w dans Q%(Tg-, G*) un p = p(w) et un Ty. Deux éléments w et
wy définissent la meéme classe stable de sous-groupe de Cartan de H si et seulement si

wio(wih) = Cwo(w Ha (¢, o € Gal(F/F)
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avec ( € Q(Ty, H). Donc les classes stables qui apparaissent sont paramétrisées par les classes
doubles
(8.11) ATy, H\Q (Tex, G) QU5 (T, GT).
Nous avons posé
Oo(T, G*) = Qp(Tg+, G*) N Q" (T, GY).
Nous vérifions que pour un ensemble donné de (7., k) la somme
Z 1

‘QF(THa H)‘

qui est étendue aux classes stables T et aux 7 € Ty (F) intervenant dans est égale a
A(G).

Nous vérifions d’abord que pour un Tz donné le nombre de ¥ qui interviennent est égale
a ‘Q’;(TG*, G*)|. Pour ceci on peut supposer que Ty = Ty et que p est identité. Mais alors
w e Q%(Tg*, G*)

Donc la somme s’écrit comme une somme sur les classes doubles de
Q5. (T, GY)

’QF(TH,H)‘

(8.12)

L’isomorphisme u nous permet d’identifier Q(Ty, H) et Q(Ty, H), au moyen de « <

o, Puisque
o(ptap) = pH (po(p Ho(@)o(wp ) p = pH (wo(w Ho(a)o(w)w™),
on a
QF(THa H) = wilﬁ(TH, H)(,LJ N Q%(TG’«, G*)
Par conséquent le quotient est le nombre de classes a droite suivant Qp(Ty, H) dans
la classe double et la somme est égale a
(T, G*)

Nous vérifions enfin que le groupe Q(Tg+, G*)/Q(Ty, H) est isomorphe & A(S). La fleche
Tg+ — T+ nous permet d’identifier Q(Tg-, G*) et Q(ET°, LGY). Nous pouvons supposer que
le s qui définit “H est dans “T° et que LT% = LT9 LBY = LBY. Alors A(&) est isomorphe au
sous-groupe des éléments de Q%(Tg-, G*) qui fixent I'ensemble des racines de LT positives
par rapport & “BY,. Mais QF(Tg+, G*) est le produit semi-direct de ce groupe et Q(Ty, H).

Puisque (IDS%H (7, fH) est égal & ® pour tous les Ty et 7 qui interviennent nous déduisons
que

> ii? %:)) A(16) mes (o217 (F)\T™(A)u(F, Trr) @7, (7. /)
est égal a -

Pour obtenir le remaniement cherché de la formule des traces il nous faut le lemme suivant
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Lemme 8.6. Supposons que Ty et Te« et Ty et Ti. sont liés par des diagrammes D et D’
correspondant a la méme classe de données endoscopiques et que Tg+ et T sont anisotropes
modulo le centre. Alors

L(F, Tg*) L(F, Té*)

F, Ty)  o(F,Th)"

Soit « la valeur commune de ces quotients. Nous posons
«
(G, H) =1(6) = ——.
(@ H) = 1®) = 755
Alors en supposant que la somme converge absolument nous déduisons du lemme qu’elle
est égale a la somme sur les classes elliptiques de données endoscopiques du produit de (G, H)

et de

(8.13) o T, 7|

Tst(H) v€Tu(F)
La somme intérieure parcourt des v dont I'image dans T« (F') est réguliere.

Si on admet que la trace stable pour le groupe quasi-déployé a pour terme elliptique
régulier

Z Z/ meS<0ZTg*(F)\TG*(A))L(F>TG*)(I)%EG*(’% 1)

Tst(G) y€T g (F) |QF(TG*, G*) ]

alors la somme est presque le terme elliptique pour le groupe H et la fonction 7, et
nous avons une forme approximative de la formule , les termes correctifs n’intervenant
pas a notre niveau d’approximation sauf pour les groupes endoscopiques non-elliptiques ou
ils absorbent tout.

4. Vérification du dernier lemme cohomologique

Il s’agit du lemme 8.6. Sa preuve est assez longue. Shelstad m’a fait remarquer que pour
un groupe simplement connexe le nombre ¢(F, Tg+) n’est, selon un théoreme bien connu d’Ono,
que 'inverse du nombre de Tamagawa de T+, mais je n’ai pas su utiliser cette observation
pour simplifier la démonstration.

Pour la commencer nous nous délestons de toute notation superflue. Nous supposons
surtout que G est déja quasi-déployé, ce qui nous permet de supprimer tout astérisque. Nous
posons

T=Tg T =T, S=Ty, S =Ty,
et nous nous souvenons que le centre de “G? est supposé connexe et donc que I’homomorphisme
Gy — G est un plongement. Le lemme étant trivial pour H = G, nous supposons que la
dimension de H est strictement plus petite que celle de G. Le diagramme D nous donne un
isomorphisme entre S et T et puisque X, (Ss.) € X.(Ty) nous avons un homomorphisme
@1 Sge = Tie.

Lemme 8.7. Soit L une extension galoisienne fini de F' qui déploie T'. Alors le noyau de
H'(Gal(L/F),Ti(L)) — H' (Gal(L/F), Ti.(AL))

est contenu dans 'image de
H'(Gal(L/F), Ss(L)) = H'(Gal(L/F), To(L)).
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On ne perd rien dans ce lemme en supposant G simplement connexe. S’il se décompose,
alors Ti. et Ss. se décomposent aussi, de sorte qu’on peut supposer G simple. Enfin en utilisant
le lemme de Shapiro on peut supposer qu’il est absolument simple.

Nous posons

Y = QX.(Sse) N X (Tye)
et définissons Z et U par I'exactitude des diagrammes

(8.14) 0 > Y > Xu(Tye) > Z > 0

(8.15) 0 — Xi(Ss) > Y > U >0 .

Il y a deux actions du groupe de Galois sur ces modules. L'une qui apparait dans ’énoncé
du lemmes et dans ces diagrammes est celle définie par 1'action naturelle sur X, (7). On la
dénotera p — op, o € Gal(F/F). Pour obtenir 'autre, notée y — @, on choisit un ensemble
de racines simples de T° dans “H° comme dans [I8] p. 708] et on écrit o = w(o)F ol w(o)
dans le groupe de Weyl de Y70 relatif & “H est choisi en sorte que 7 fixe cet ensemble de
racines simples. Si on travaille modulo X, (S;.) les deux actions sont identiques.

Nous vérifions ensuite que

H'(Gal(L/F),L* @ Z) — H' (Gal(L/F),1;, ® Z)

est injectif. Le groupe I, est le groupe de classes d’ideles de L.

Puisque le groupe T est anisotrope le caractere x est d’ordre fini et nous pouvons attacher
un graphe & (7', k) comme dans [18], pages 708-709]. Si ce graphe était ordinaire et pas
complété alors “H? serait un facteur de Levi d'un sous-groupe parabolique P de YG° ol
'ensemble de racines de YTV relatif & P serait invariant sous 'action (avec ou sans barre)
du groupe de Galois. La somme de ces racines, qui n’est pas zéro, serait invariante sous le
groupe de Galois, ce qui contredit I'hypothese que T;. est anisotrope.

Donc nous avons a considérer un graphe complété. L’action avec barre du groupe de
Galois permute les racines du graphe qui ne sont pas des racines de “H°, et le Z-module
libre V' sur ces racines est donc aussi un module galoisien. Il y a un homomorphisme naturel
V' — Z. Nous vérifions que le noyau est le module galoisien trivial Z de sorte que 1'on a une
suite exacte de modules galoisiens :

(8.16) 0 Y/ > V > 7 > 0 .
En effet, puisque le graphe est complété I’ensemble de sommets est la réunion d’une base
ay,...,a) et Popposé oV de la plus grande racine. La relation définissant Z s’obtient en

enlevant les racines de “H? de la relation

On se souvient que les a; sont des entiers positifs. Si a¥ n’est pas une racine de “H° cette
relation est alors
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au moins si on dénote les racines dans “H° par o, ..., ). Si a" est une racine de “H° de
sorte que ses racines simples peuvent étre dénotées oV, ay, ..., @), cette relation devient
¢
Z aio; =0,
i=k+1

ou a; = aa}, a étant le plus grand diviseur commun des a;, k + 1 < @ < £. Puisque I'action du
groupe de Galois permute les sommets du graphe, il est maintenant évident que le noyau de
V' — Z est le module galoisien trivial Z.

La suite exacte (8.16]) nous donne un diagramme

H'(Gal(L/F),L* @ V) —— H'(Gal(L/F),L* ® Z) — H*(Gal(L/F),L*)

| | |

H'(Gal(L/F),I, ®V) —— H'(Gal(L/F),I;, ® Z) — H*(Gal(L/F), 1)

Le théoreme 90 de Hilbert implique que les deux groupes a gauche sont zéro, et la théorie du
corps de classe que la fleche a droite est injective. Il en résulte que la fleche au centre est
aussi injective.

Le suites et nous donnent deux diagrammes commutatifs, les lignes du
premier étant exactes :

H'(Gal(L/F),L* ®Y) —— H'(Gal(L/F),Ts«(L)) —— H*(Gal(L/F),L* ® Z)

L T, [

H (Gal(L/F),I, ®Y) —— H'(Gal(L/F),T«(AL)) —— H'(Gal(L/F),I;, ® Z)

HY(Gal(L/F), Ss(L)) —— H'(Gal(L/F),L* ®Y)
| \ |
H'(Gal(L/F), Sxe(Ar)) —— H'(Gal(L/F),I,®Y)
Pour vérifier le lemme 8.7 il suffit, vu l'injectivité de la fleche a gauche dans le premier

diagramme, d’établir que le noyau de A est contenu dans I'image de . Donc que Ker A C Im ¢.
Pour commencer nous montrons que

(8.17) Kerv C Im.
On se souvient que

HY(Gal(L/F), I} @ Y) = ®H (Gal(L,/F,),Y):;

la somme parcourt les places de F' et L, est la completlon de L par rapport a une place de L
au-dessus de v. L’élément € \,, presque tous les A, étant zéro, est contenu dans le noyau de
v, ou plutot représente un élément de ce noyau, si et seulement si pour chaque v

(8.18) Ay = Z Ty (0) = (o)
o€Gal(Ly/Fy)
avec (o) € Xi(Ty).
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Nous exploitons encore le graphe de (T, k). Si oV n’est pas une racine de “H° alors

X.(Ssc) =Y et il n’y a rien a vérifier. Sinon la seule relation entre o/, ,, ..., modulo Y est
¢
IV
E a;a; =0
i=k+1

Il est important de remarquer que les a) sont positifs, parce que nous allons utiliser ce fait
pour vérifier que s’il y a une famille p(0), o € Gal(L/F), avec pu(o) € X.(Ty) et telle que la

somme
> (o)~ ulo) €Y,
o€Gal(L/F)
alors elle est déja contenue dans X, (S ). Il en résulte que tous les A, de sont dans
X.(Ss), ce qui implique (8.17).

En effet chaque p dans X, (7T) s’écrit comme

L
§ Vv
=1

avec des entiers b;. Par conséquent

¢ ¢
O — =T — = Z bi(Ta) — o)) = Z cil (mod X, (Ss))
i=k+1 i=ht1
avec
¢
Z C;, = 0.
i=k+1

Plus généralement
¢

Zo‘u(o’) — (o) = Z cif (mod X, (Ss))

1=k+1

avec Y ¢; = 0. Mais si 'expression a gauche et donc celle a droite est dans Y on a ¢; = cal et

!/
0=c E a;,
ce qui implique que ¢ = 0.
Le fait que nous venons de vérifier peut s’énoncer comme un lemme.

Lemme 8.8. Les fleches
H™? (Gal(L/F), X*(SSC)\X*(TSC)) — H? (Gal(L/F), Z)
H*(Gal(L,/F,), Xu(Se)\X+(Tie)) = H*(Gal(L,/F,), Z)
sont surjectives.

Nous montrons ensuite que
ImyNImn C Imy;
I’inclusion opposé est évidente. D’abord, un petit lemme.

Lemme 8.9. L’action du groupe de Galois sur U est triviale.
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Les deux actions sont les mémes et nous considérons celle a barre. Nous pouvons supposer
que " est une racine dans “HY| sinon U = 0. L’action permute les racines a",ay, ..., o) et
les racines ay, ,,...,a; et fixe la relation

Par conséquent elle fixe les éléments

et

i=k+1
Puisque cet élément engendre Y modulo X, (Ss.) le lemme est vérifié.
Un élément dans 'image de v s’écrit

Br. e XS

S’il est aussi dans I'image de 7 il satisfait a I’équation
Sh= Y oulo)— o)
c€Gal(L/F)
ulo) €Y.

Choisissons pour chaque o € Gal(L/F') une place v(o) et un 7(0) dans Gal(Lyo)/Fo(s))
en sorte que o et 7(o) sont conjugués

o=p (o)r(o)plo),  plo) € Gal(L/F).
Soit

de sorte que
ou(o) — u(o) = v(o) + p~(o)r(o) — v(o).
D’apres le lemme on a v(0) € X, (Ss).
Nous pouvons remplacer A\, par

N,=X— Y v(o)

v=v(0)

sans changer la classe dans H'(Gal(L/F), I, ® Y) attachée & € A,. Puisque

SN == Y wo) = X0 o)vlo) — vlo)
et v(0) € X,(Ssx) cette classe est 'image d'un élément de H*(Gal(L/F), Ss.(L)).

Si v est un élément de H'(Gal(L/F),L* ®Y) et si A() = 0 alors n(a) est contenu
dans le noyau de v et donc dans I'image de 1. Choisissons 5 de sorte que n(a) = x(5) et
posons o' = a — ¢(f). Alors n(a’) = 0. Donc pour vérifier le lemme 8.7 il suffit de vérifier
que Kern C Im ¢.
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Soit 7, ’homomorphisme naturel
H'(Gal(L/F),L* ®Y) — H'(Gal(L,/F,),L; ®Y).

Il faut vérifier que si 1,(a) = 0 pour tout v alors « est dans l'image de ¢. Puisqu'il s’agit de
cohomologie de degré 1 nous pouvons remplacer L par F.

0 s W y F @ X, (S) — F @Y —— 0

avec o
W = Ext(U,F).

Mais U étant donné par la suite exacte

(8.19) 0 » L —— 7Z > U > 0,

le groupe W est le groupe des racines a-iemes de 'unité.
Nous considérons les diagrammes commutatifs :

1 (Gal(F/F), 5.(F)) —= 1 (Gal(F/F), F* ©Y) —— 1?(Gal(F/F), W)

| Js

H (Gal(E/F),FZ ® Y) Y SE (Gal(E/Fv), W)

Si a s’envoie sur 3 dans H? <Gal(F/F), W) alors 6,(8) = 0 pour tout v et la théorie du

corps de classe implique que 5 = 0 de sorte que « est contenu dans 'image de .
La preuve du lemme 8.7 étant terminée la notation qui y était utilisée est libérée pour
I’énoncé d’un autre lemme.

Lemme 8.10. Soit L une extension galoisienne finie de F' que déploie T et soit Cp, le groupe
des classes d’ideles de L. Considérons le diagramme

HY(Gal(L/F), Ssc(Ar)) ———— H'(Gal(L/F),Ti.(A7))
(8.20) l"
H'(Gal(L/F),Cr, ® X.(5)) — H'(Gal(L/F),Cr, @ X.(Ti))
L’image sous 1 du noyau de ¢ est le noyau de .

Il suffit encore de vérifier le lemme pour un groupe absolument irréductible. Nous
définissons M par la suite exacte :

0 — Xi(Sse) — Xu(T) > M > 0

On a le diagramme commutatif (8.21) suivant dans lequel les fleches verticales sont obtenues
d’une co-restriction suivie d’une sommation.

@ H2(Gal(L,/F,), M) — @ H Y (Gal(L,/F,), X.(Ss)) — @ H 1 (Gal(L,/F,), X.(Ti))

| | |

H™%(Gal(L/F),M) ——— H '(Gal(L/F), X+(Ss)) —— H ' (Gal(L/F), X,(Tx))
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I1 a été remarqué a la fin de 'appendice a [19] que les théorémes de Tate-Nakayama nous
permettent d’identifier le carré avec le carré a droite de . Donc pour vérifier le
lemme il suffit de montrer que ( est surjectif.

Les modules Z et U définis par et font partie d'une suite exacte

0 » U > M > Z > 0
Nous utilisons la suite exacte | pour montrer d’abord que
& H*(Gal(L,/F,), Z) — H*(Gal(L/F), Z)

est surjectif.
Puisque la cohomologie de Z en degré —1 est triviale on a un diagramme a lignes exactes :

@D H ' (Cal(L,/F,),V) — @ H*(Gal(L,/F,),Z) — 0

J |

“2(Gal(L/F),V) ———— H2(CGal(L/F),Z) —— 0

La surjectivité de la fleche verticale a droite résulte de celle de la fleche a gauche.
Puisque le groupe de Galois agit sur V' en permutant les éléments de la base le lemme de
Shapiro nous permet de ramener la preuve de cette surjectivité a celle de

& H*(Gal(L,/F,), Z) — H*(Gal(L/F), Z),

oll F' est un corps de nombres arbitraires. Puisque H~! & coefficients dans Z est le groupe de
Galois rendu abélien, c’est une conséquence du théoreme de Tchebotareff.

Considérons maintenant le diagramme
(8.22)

& H*(Gal(L,/F),U) — @ H(Gal(L,/F,), M) — @ H*(Gal(L,/F,).2)
il | |
H H

—Q(Gal(L/F),U) _Q(Gal(L/F),M) _Q(Gal(L/F),Z)

Selon le lemme 8.8 les fleches horizontales a droite sont surjectives. Puisque la fleche verticale
a droite est surjective la surjectivité de ( résultera de la surjectivité de la fleche a gauche.
La présentation (8.19)) nous donne un diagramme & lignes exactes :

@ H2(Gal(L,/F,),Z) — @ H*(Gal(L,/F,),U) — 0

| |

“2(Gal(L/F),Z) ——— H*(Gal(L/F),U) —— 0

Mais la surjectivité de la fleche verticales a droite résulte de celle de la fleche a gauche, et
celle-ci est, comme nous avons déja vu, une conséquence du théoreme de Tchebotareff.
Nous revenons maintenant au lemme 8.6. Il faut vérifier que

UF,T)  W(FT)
(F,8)  W(F,S)

Nous introduisons deux modules galoisiens N et X, (D) par les suites exactes :
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0 — Xi(Sse) — X.(T) > N > 0

0 — Xi(Tye) — X.(T) — Xi(D) —— 0

Le groupe D est le quotient de T" par Tj..
Soit L une extension galoisienne finie de F' qui déploie T'. Le groupe

*(Gal(L/F), X.(D))
est fini. Soit p l’homomorphisme naturel
P H*(Gal(L,/F,), X.(D)) — H*(Gal(L/F), X.(D)).
Alors
P H*(Gal(L,/F,), X.(D))/ Ker p

est fini. Soit 7 ’lhomomorphisme

B E (Gal(L — @ H ' (Gal(L,/F,),N).

La suite exacte

0 s M s N >» Xo(D) —— 0
nous donne une surjection
8@ H*(Gal(Ly/F,), X.(D)) = Kerm
et
Kerm/B(Ker p)
est fini.

Puisque M, N et X.(D) ne change pas si S et T' sont remplacés par S’ et 7" il suffit
d’établir la formule suivante.

Lemme 8.11.

FT) )
U(F,S)
Pour la preuve nous utilisons le diagramme (8.23)) a la fin du chapitre et les notations qui

y apparaissent.
Le quotient

"(Gal(L/F),M “Ker m/B(Ker p)|

LI(F7 T)
b1 (F7 S)
est, par sa définition méme, égal a
|Ime N Ker &/ Im y N Keré|.

Puisque Ker ¢ C Im v cet ordre est celui de
(Im¢ NKer#)/(¢(Kere) + (Im v N Ker ).

Le groupe
J(T)=Im¢NKerd
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est un quotient du module des @ A, ou les A, sont contenus dans X,(T}.), presque tous
égaux a 0, et satisfont aux conditions :

(5.24) Sh= Y o) —plo),  plo) € X(T),

c€Gal(L/F)

(8.25) Ay = Z U_ll’LU(U) — (o), (o) € Xu(T).
oeGal(Ly/Fy)

On divise par le groupe des @ A\, pour lesquels on peut trouver des p, (o) dans X, (7y.) qui

satisfont a (8.25]).

Un élément de J(T') est contenu dans le sous-groupe
J(T)=Im{vNKerd

s'il existe un représentant @ A, tel que les p(o) qui figurent dans (8.24]) peuvent étre choisis
dans X, (Ss). Les A, eux-méme sont alors forcément dans X, (Ss).
Le groupe ((Kere) est I'image de (A ou de pk. L'image de k est le noyau de

HY (Gal(L/F), D(AL)) — H° (Gal(L/F), CL® X*(D)) .
Le théoreme de Tate-Nakayama et 'observation a la fin de [19] nous permettent de représenter

ce noyau comme quotient du module des € p,, ol p, est une fonction sur Gal(L,/F,) a
valeurs dans X, (T') qui est zéro pour presque tout v et qui satisfait a

(8.26) o= Y 0 (0) = pu(0) € Xu(Tie)
Gal(Ly/Fy)

(8.27) > fio(0) > m(r,0) = b(r7 o) +b(o,7)  (mod X,(Ti))
{v|ocGal(L,/F,) } T€Gal(L/F)
Ici b(p, o) est une fonction sur Gal(L/F) x Gal(L/F) a valeurs dans X,(T"). On divise par
les @ p, qui sont des bords locaux :
(o) = Z 7710, (1,0) — by(771, 70) + by(o,7)  (mod X,(Ty.)).
T€Gal(Ly/Fy)

L’homomorphisme p de (8.23)) envoie € p, sur @ A, ot A, est donné par ({8.26)).
Nous posons

I(T) = w(Ker @)
et nous définissons K (7") de la méme fagon que nous avons défini J(7") sauf que nous omettons

la condition ({8.24)). Alors
I(T)~ K(T)/J(T)

et

e s ‘K(T)/(Im()\ + J’(T))‘
m =
Nous définissons J(5) et K(5) de la méme fagon que nous avons défini J(T') et K(T')
mais en remplagant X, (7y.) par X, (Ssc). Soit par ailleurs K'(T") le groupe des éléments dans
K(T') admettant un représentant @ A, ou A, est dans X, (Ss.). Les groupes J(5) et K(5)
sont des sous-groupes de H'(Gal(L/F), Ss.(AL)) et ¢ envoie J(S) sur J'(T) et K(S) sur

K'(T).
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L’ordre
|K(T)/Im A+ J'(T)]
est égal au produit
(8.28) |K(T)/Im A+ K'(T)|[Im ¢A + K'(T)/ Im ¢A + J'(T).

En utilisant le théoreme de Tate-Nakayama on obtient au moyen de I’homomorphisme
D pp — @ Ay, défini par (8.25) un isomorphisme

@) H-3(Gall L o) X.(D)H (Gl ), ()

ainsi qu’'un 1somorphlsme

@ H~2(Gal(L,/F,), N)/H *(Gal(L,/F,), X.(T)).

Donc le quotient K(T")/ K '(T') est isomorphe au noyau de 7 et
K(T)/(Im¢A + K'(T)) ~ Kerm/B(Ker p),

car la condition ({8.27)) exprime que I’élément p, est dans le noyau de p.
Soit g la restriction de ¢ a K(S). Alors le deuxieme facteur de (8.28) est égal a

‘ (K(S) + @5 (Im gn))/(J(S) + ¢y (Im M) \
ou plutot a
K(5)/(J(5) + 5" (m )|

qui est un quotient

[K(5)/7(S)|
|(7(8) + ™ (m eN) 11(S)|

Nous posons
1(5) = K(5)/J(S).
C’est un groupe fini.
Le groupe
(J(S) + @y ' (Im¢N)) /J(S)

est isomorphe a
n(wal(C(Ker 6)))-

Ce groupe contient n(Ker ¢) et est contenu dans Ker . Mais selon le lemme 8.10 ces deux
groupes sont égaux. Donc

w(F,T)  |I(S)] |[Kerm/B(Ker p)|

n(F.S) 1)) [Kerd]
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D’autre coté selon les définitions méme

H'(Gal(L/F), X.(T))
Lo F’7 T) =
. H Y (Gal(L/F), X.(S5))
Lo(F,S) =
Donc P -1
iEFi S; = |Ker7r/B(Kerp)"Hﬁl(Gal(L/F),X*(Tsc))/1m¢
Puisque
H°(Gal(L/F), X.(T%)) = 0

H ' (Gal(L/F), X.(Ty))/Im¢ ~ H ' (Gal(L/F), M)
et le lemme 8.11 est vérifié.

5. Le probleme de convergence

Dans notre remaniement de la formule des traces nous avons supposé que ou, ce qui
est équivalent, converge absolument. Mais nous n’avons pas pu le vérifier. En effet la
preuve de convergence semble dépendre d’une propriété des fonctions f, dont I’existence
meéme reste problématique.

Le groupe G est non-ramifié en v s’il est quasi-déployé sur F, et déployé sur une extension
non-ramifiée de F,. On dit que des données endoscopiques sont non-ramifiées en v si le groupe
GG est non-ramifié en v et si la restriction de p au groupe de décomposition est également
non-ramifiée.

L’hypothese dont nous avons besoin pour vérifier la convergence est la suivante :

Supposons que G soit non-ramifié en v mais que les données endoscopiques dans la classe
S sotent ramifiées en v. Supposons de plus que la fonction f est dans [’algebre de Hecke
de G(F,) relative a un sous-groupe compact hyperspécial. Alors on peut prendre f7 =0,
c’est-a-dire, pour tout couple (T, k) attaché a & on a

(v, f) = 0.
La convergence est une conséquence de cette hypothese et du lemme simple suivant.

Lemme 8.12. Soit V un ensemble fini de places de F contenant toutes les places ar-
chimédiennes. Alors le nombre de classes de données endoscopiques non-ramifiées en dehors
de V est fini.

Chaque classe contient un représentant pour lequel 7% = LT°. Si LTY est ainsi fixé il n'y
a qu'un nombre fini de possibilités pour “H? et LBY. Nous fixons ZH, LBY, | et LTY. Puisque
nous ne considérons que les classes de données nous pouvons fixer 'ensemble {Y,v} aussi.
Si tout cela est fixé il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour 'image p(Gal(F/F)), et
cette image étant donnée il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour s modulo le produit

du centre “G° et la composante connexe du centre de “H.
Donc le lemme résulte du lemme bien connu suivant.
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Lemme 8.13. Soit & un groupe fini donné et V en ensemble fini de places de F' contenant
toutes les places archimédiennes. Alors il n’y a qu’un nombre fini d’homomorphismes de
Gal(F'/F) sur & qui sont non-ramifiés en dehors de V.

Ce lemme est une conséquence du fait qu’il n’'y a qu'un nombre fini d’extensions a
discriminant donné et de la théorie locale du corps de classe.

Nous revenons au probleme de la convergence absolue. L’hypothese et le lemme 8.12
le ramenent au probleme de la convergence absolue de . Par induction nous pouvons
supposer que converge absolument si H # G*.

En vérifiant la convergence pour H = G* nous pouvons supposer que G = G* et que
f=f%.Si f" est positif et si f'(g) > ‘f(g)‘ pour tout g alors

Donc en remplacant au besoin f par f’ nous pouvons supposer que f est positif.

Ces changements faits la somme avec H = G* converge absolument si et seulement
si elle est finie. Supposons qu’elle soit infinie. Alors en prenant les contributions des autres
classes endoscopiques, en les sommant toutes, et en poursuivant notre remaniement dans le
sens inverse nous parvenons a une somme qui diverge. Mais c’est le terme elliptique régulier de
la formule des traces et par conséquent une somme convergente. Cette contradiction montre

que la somme (8.13)) est finie aussi pour H = G*.



(8.23)

T

H°(Gal(L/F), D(L)) . s H'(Gal(L/F), Tu(L)) ——— H'(Gal(L/F),T(L))

H°(Gal(L/F),D(AL)) ; Hl(Gal(L/}),TSC(AL)) —— H'(Gal(L/F), Tie(AL))

m

HY (Gal(L/F), Cy ® X.(S.)) .

x

H'(Gal(L /F):KCL ® X (Ti))

g

HONIDHUHANOD HA HNITOUd d'T
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