DESCARTES ILE FERMAT

ROBERT P. LANGLANDS

Yildiz Universitesi’nde matematik égrencilerine verdi-
gim Oklid ve Descartes konulu genel dersler, siirdiirmek
istedigim tasarimin ilk iki boliimiidiir. Amacimi kisaca
anlatayim. Bu derslerimde, matematigin birgok temel kav-
rami arasinda, eski Yunan matematikcilerinin kesfettigi ve
o zamandan bugiine 6nemini hi¢ yitirmemis iki temel kav-
rami incelemek istiyorum: irrasyonel sayilar (ama 6zellikle
irrasyonel cebirsel sayilar) ve egrilik.

Heniiz bitirmedigim bu dersler dizisinde, bu iki kavra-
min yiizyillar boyunca gegirdikleri gelismeleri izlemeye calisacagim.

Konuyu sadece tarihsel ya da bilimsel agidan yorumlamakla yetinmeyecegim. Amacim,
matematigin gelisiminde 6nemli olan yazilar1 cagdag makalelermis gibi sunarak dinleyiciyi
gecmis yiizyillarin matematik yazilarini okumaya tegvik etmek; eminim eskileri de yenilere
duyulan hayranlikla okuyacaktir.

Bugiine dek ¢ogunlukla Oklid ve Descartes hakkinda konustum. Gelecekte, yalniz mate-
matige degil, fizige ve felsefeye de katkilar: olan Gauss ve Riemann hakkinda konusmay1
tasarliyorum. Katkilar: arasinda belki de en bilineni olan egrilik kavrami geometri ve fizikte
¢ok onemlidir. Egriligi ortaya cikarmak i¢in koordinatlara ihtiya¢ dogdu. Bilindigi gibi,
koordinatlar1 Descartes ortaya ¢ikarmigti. Tabii Descartes’in koordinatlari nasil ve hangi
gercevede ortaya koyup kullandigini herkes bilmeyebilir.

Descartes (1596-1650) ve Fermat (1601-1665)

Descartes matematik hakkinda az yazdi. En bilinen yazisi Fransizca kaleme aldig1 (o
zamanlar evrensel bilim dili Latinceydi) “La géométrie’dir. Bu yaziy1 okudugumuzda,
Descartes’in koordinatlarinin bugiin hem basit hem de ileri geometride kullandigimiz ve
egriligin tanimina uygun olan koordinatlardan ne derece uzak oldugunu goriiriiz.

Matematik Diinyasi, 2005 Yaz.
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Descartes’in amag ve yontemlerinin matematigi nasil etkiledigini anlatmak istemiyorum.
Amacim daha siirh. Descartes’in, birazdan aciklayacagimiz Pappus Problemi’ni koordi-
natlar metoduyla nasil ¢ozdiigiinii ayrintilarla géstermek istiyorum. Pappus’iin dordiincii
yiizyilda sordugu bu soru onyedinci yiizyilda bircok matematikciyi ugrastirmistir. Yalniz
Descartes degil, Fermat da, hatta belki o kusaktan bagkalar1 da bu problemi ¢ézmiigtiir.

Kanitlar: degigik olmasina kargin, hem Descartes hem Fermat, Apollonyus’un geligtirdigi
konikler kuramini uygulamiglardir. Fermat, Apollonyus’un kegfettigi koniklerin niteliklerini
kullanarak ve gereksiz sozden sakinarak kanitin1 dogrudan ve dolaysiz olarak sunmustur. Ote
yandan, yonteminin degeri konusunda okurlarini ayrica ikna etmek isteyen Descartes, Fer-
mat’nin tersine, yonteminin bazi yonlerini uzun uzadiya anlatmistir; gene de Apollonyus™un
kuramiyla ilgili 6nemli baz1 ayrintilara girmekten kaginmistir.

Ronesans donemi, sanatta, bilimde ve dilde ve aslinda her agidan, Avrupa’nin sonraki
yasamini, dolayisiyla hepimizi ¢ok etkilemistir. Descartes’la Fermat’nin Pappus Problemi
hakkinda yazdiklarin1 okuyup iyi anlayarak, her ikisinin de Apollonyus’tan ne derece
etkilenmis oldugunu goriip bilim insanlarinin Rénesansi nasil yagsadigini sanki kendimiz
yasamigcasina hissedebiliriz.

Fermat eski Yunancaya Descartes’tan daha hakim oldugundan ve kendini daha cok
matematige adadigindan Apollonyus’un yazilarini sanirim daha iyi biliyordu.

Pappus Problemi'ni anlattiktan sonra, once Fermat'nin ardindan Descartes’in ¢ozii-
miinii aciklayacagim. Konusmami Apollonyus’un konikler kuramindan kisaca sézederek
bitirecegim.

PAPPUS PROBLEMI

Pappus Problems’nin diger ad1 ti¢ ve dort dogru problemidir. Dort dogru problemini

ele alalim 6nce. Asagidaki sekilden takip edin. Dort ¢4, (5, ¢3, ¢4, dogrusuyla dort 6, 6o, 0,

0, agis1 verilmis olsun. (Elbette ne Descartes ne de Pappus benzer simgeler kullanmiglardir.)
C, herhangi bir nokta olsun. Verilmig bu her dort

dogru i¢in, C’den gecen ve ¢; dogrusuyla 6#; acisinda kesisen bir dogru ¢izelim. Tabii her
1 =1, 2,3, 4i¢in 0; # 90° ise bu dogrulardan ikiger tane vardir, 6zel bir se¢im yapmamiza
gerek yok, ikisinden biri kabuliimiizdiir. Dort yeni dogru daha elde ettik. Bunlara, sekilde
de goriildiigii gibi, C' By, C By, C'B3 ve C'B, diyelim. Daha bitmedi. Ayrica bir de verilmis
bir « sayis1 olsun ve son bir kosul daha kogalim. Verilmis dogrulardan ikiger ikiser secerek
iki grup belirleyelim, 6rnegin bir yanda ¢, ile /5 dogrulari, 6te yanda /3 ile /4 dogrulari. Son



DESCARTES ILE FERMAT 3

kosul
(1) CBl CBQ :Oé'CBg'CB4

denklemiyle ifade edilir, yani C'B; ile C'By uzunluklarimin ¢arpimiyla C'Bj ile C'B; uzunluk-
larinin carpimi arasindaki oran « sayisina egit olmali.

Elbette her C' noktasi kosulunu saglamaz, ama bazilar1 saglayabilir. Iste Pappus
Problemsz, bu kosulu saglayan C' noktalarinin olugturdugu geometrik yerin ne oldugunu
sorar.

Do6rt dogru problemi olarak anilan bu problem eski Yunanlhlar tarafindan incelenmisg,
belki de ¢oziilmiistii. 17'nci ylizyilda, Hollandal dilci Jakobus Golius, Pappus’iin yazilarinda
buldugu problemi Descartes’a, Fermat’ya ve bagkalarina sordu.

Fermat, ¢oziimiiyle Descartes’tan daha usta oldugunu gostermis olabilir, ama Descartes’in
¢Ozlimii de matematikte yepyeni bir ¢igir agmisgtir.

FERMAT'NIN COZUMU

Fermat’'nin ¢oziimiiyle baglayalim, onunkisi bazi bakimlardan Descartes’ inkinden daha
kesin.

Fermat dort dogru problemini degil {i¢ dogru problemini ¢ézmiistiir. Bu problemde iig
dogru ile ii¢ ac1 verilmistir. Fermat’nin kullandig1 simgeleri kullanarak problemi ve ¢oziimiinii
anlatalim.

B

Yukardaki sekilde AM, M B ve BA problemde verilmis olan ¢;, {5 ve {3 dogrularidir.
Ayrica bir de 0y, 05 ve 03 agilar1 verilmis olsun. O, diizlemde herhangi bir nokta olsun. E,
I, D noktalar sirasiyla AM, M B, BA dogrulan iistiinde olsun, 6yle ki OF, OI ve OD
dogrularinin bu dogrularla yaptiklar: agilar sirasiyla 6;, 65 ve 63 olsun. Ayrica,

(2) OFE-0OD/OI* = a

denklemini saglamasini istedigimiz bir de « sayisi verilmis olsun.

Problemde sadece O noktasi keyfi seciliyor. Bu O noktasi verildiginde OF, OI ile OD
dogrularini verilen 6, 65 ve 03 acilar1 olusacak bicimde c¢izebiliriz. Fakat ikinci denklemden
dolay1 O noktas: biisbiitiin keyfi olamaz. Iste Pappus, yukardaki kogulunu saglayan
O noktalariin belirledigi geometrik yerin ne oldugunu sorar. Fermat bu geometrik yerin
bir konik oldugunu kamitlamistir. Kanitin1 anlatmaya devam edelim. Ama 6nce ii¢ dogru
probleminin dért dogru probleminin 6zel bir hali olduguna dikkatinizi ¢ekerim; nitekim
dort dogru probleminde /3 = ¢4 ve 03 = 6, alirsak, ii¢ dogru problemini elde ederiz.
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@, M B araliginin orta noktasi olsun. A ve ) noktalarini bir dogruyla birlegtirelim. FOC
dogrusu bir sonraki gekildeki gibi O’dan gegsin ve M B’ye paralel olsun. ON dogrusu ise, O
noktasindan gecip M A dogrusuna paralel olsun.

OFEF, ODC ve OIN iiggenlerinin 9 acis1 da problemin verileri tarafindan belirlenmigtir.
Anlatayim.

A
E D
A7 N C
M1 N 0 B

Bir defa, OEF, ODC ve OIN agilar1 #’lar tarafindan verilmistir. Ayrica, F'C' dogrusu
M B dogrusuna paralel oldugundan FFO ve DCO agilar1 {1, {5 ve {3 dogrulari tarafindan
belirlenir. Ayrica ONB agis1t AM B agisina esittir ve bu son ag1 da ¢, ve ¢, dogrulari
tarafindan belirlenir.

OFEF ve ODC figgenlerinin agilart bilindiginden OF /OFE ve OC'/OD oranlar1 da bilinir.
Ayrica EO - OD/OI? oram verilmistir. O zaman,

OF -0C/OI*

orani
EO-0D/OI*-0C/OD -OF/OE

carpimma esit oldugundan, OF - OC/OI? oram da bilinir. OIN iiggeninin agilar1 bilindigin-

den, OI?/ON? orani da bilinir, dolayisiyla,

OF -OC/ON?* = FO - OC/OI* - OI*/ON?
orani da bilinir. FM uzunlugu ON uzunluguna esit oldugundan OF-OC/F M? de bilinir. Bu
saylya [ diyelim. Simdi AQ) dogrusu iizerinde Oyle bir U noktasi segelim ki, eger (agagidaki
sekildeki gibi) UR dogrusu M B dogrusuna paralelse,
(3) UR?/RM? = 3 = OF - OC/FM?
olsun. (Eger OF = OC olabilseydi, O noktas1 U noktasi olurdu.)
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A

MI N 0 B

Fermat kanit1 gdyle bitirir: Aranan geometrik yer, capt AQ olan, U, M ve B noktalarindan
gecen ve M ve B noktalarinda tegetleri M A ve AB dogrular: olan koniktir.

A

Fermat'nin okurlarinin tersine dinleyicilerim koniklerin ¢capinin ne oldugunu bilmeyebilirler.
Bunu daha sonra anlatacagim. Okulda 6grenilenin tersine, bir konik aslinda konik kesit
egrisidir; dolayisiyla sekildeki konigi ii¢ boyutta diisiinmemiz gerekiyor. Bu konuya da daha
sonra deginecegiz. Fermat, okurunun Apollonyus’u iyi bildigini varsaydigindan, anlatimi
bizimkinden daha kisadir.

Fermat, O noktasinin bulundugu tarafta degil de, egrinin diger tarafinda bulunan, yukarda
betimlenen konikle F'C' dogrusunun kesigtigi bir P noktasi1 alir. Anlagilan Apollonyus’un
kuramini iyi bilen biri i¢in, bu kesigimin tam iki nokta icerdigi aciktir. Oyle bile olsa bu
noktalardan birinin O oldugu
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A

MITN 0 N\

kanitlanmali. Kanitlayahm: Kesigsim noktalarimdan biri P, digeri O’ olsun. O’ = O esitligini
kanitlayalim. Apollonyus’un kullandigi ¢ap kavramini heniiz anlatmadik, ama gene de
kullanacagiz: AQ) dogrusu konigin ¢ap1 oldugundan ve ) noktasi M B araliginin orta noktasi
oldugundan, PF = O'C. Dolayisiyla PC' = O'F. Bunlar1 aklimizda tutalim. Kuramimin ¢ok
ileri sonuglarini igeren Apollonyus’un {i¢iincii kitabinin altinci 6nermesine gore,

PF-O'F/FM? = UR?/RM*.

Bu ve sayesinde

PF-O'F/FM? = OF -OC/FM?,
yani PF-O'F = OF - OC. Simdi,

PF-PC=0C-OF=0C-OF.
Y noktas1 F'C' dogrusunun iistiinde oynak bir noktaysa, Y F'-YC = PF - PC ikinci dereceden
bir denklemdir, dolayisiyla iki ¢oziimii vardir. Biri elbette P’dir. Digeri ise, yukardaki
esitliklerden dolay:r hem O hem de O”diir. Bu nedenle O' = O.

Konugmanin sonunda, Descartes’in kanitin1 da verdikten sonra Apollonyus’un gelistirdigi
kurama dénecegiz ve “konigin capi’ni tanimlayacagiz.

DESCARTES'IN COzUMU

Descartes li¢ dogru problemini degil dort dogru problemini ¢ézmiistii. O da Fermat gibi
Apollonyus’un kuramina dayandirmisti kanitini. Fakat Descartes Apollonyus’un yazilarini
Fermat kadar iyi bilmiyordu gibi geliyor bana.
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Kanit1 anlatmak icin Descartes’in makalesinde bulunan ve biraz degistirerek yukariya
aldigimiz sekli kullanacagiz. Bu sekildeki hargendirmeyle denklemi

(1) CB-CD=a-CF-CH

denklemine egdegerdir.

“La géométrie” adli makale Descartes’in iinlii felsefi eseri “Discours de la méthode™un
(Metot Uzerinde Konusma) bir ekidir. Eserinde de belirttigi iizere, Descartes, Pappus’iin
problemini ¢ozmek i¢in felsefi eserinde anlattigr yontemi matematige uyguladigini iddia
eder. Descartes’in bu iddiasi biraz abartili olsa da, hem felsefi eseri hem de ekini okumanizi
tavsiye ederim.

Descartes, ana uzunluklar olarak AB ile CB uzunluklarimi seger. AB uzunlugunu z
olarak ve BC uzunlugunu da y olarak gosterir. x ile y uzunluklarinin daha bilinmeyen
egride bulunan C' noktasinin ¢agdas anlamda koordinatlar: olduguna dikkatinizi ¢cekerim.
(¢1 dogrusu, A noktasi ve 0 agisi bilindiginden, = ve y uzunluklar bilinirse, 6nce B sonra da
C' noktasi bulunabilir.) Elbette bu koordinatlar aligik oldugumuz dik koordinat sistemine
uymuyorlar, ama gene de C' noktasini belirlediklerinden koordinattirlar.

Descartes, formiiliinde beliren CB, CD, C'F ve CH uzunluklarimi x, y ve bilinen
uzunluklar cinsinden yazar teker teker. C'B zaten y olarak verilmistir, Descartes’ izleyerek
digerlerini bulalim.

Uy, U3, U4 dogrular: /1 dogrusunu A, E ve GG noktalarinda keserler. Bu dogrular, sekilde
gosterildigi gibi C'B dogrusunu da sirasiyla R, S ve T noktalarinda kessinler.
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RAB ile RBA agilar veriler tarafindan belirlenmis (yani degismez) olduklarindan, hem
ARB figgeninin agilar1 hem de AB ile BR arasindaki oran belirlenmigtir. Bu oran z : b
olsun. Ne z ne de b niceliginin belirlenmis olduguna dikkatinizi ¢ekerim, yalmiz AB ile BR
arasindaki oran olan z/b sayisi1 belirlenmigtir. Descartes béylece RB = bx/z denklemini ve
buradan da

CR=y+bx/z
denklemini elde eder.

Descartes pozitif sayilar tercih ettiginden, B’nin C' ile R arasinda bulundugu durumda
son denklemi kullanir, fakat Descartes icin fazladan iki incelenecek durum daha vardir. R
noktasi C' ile B noktasmin arasindaysa CR = y — br/z denklemini elde eder. Ote yandan C
noktasi B ile R noktasimin arasindaysa, CR = —y + bx/z denklemini kullanir.

Anlatilan yontemi uygulamaya devam edelim. RDC' agis1 verilmig oldugundan ve CRD
agisi bilinen BRA agisina esit oldugundan, D RC' {iggeninin agilar1 ve dolayisiyla CR ile C'D
kenarlar1 arasindaki oran bilinmektedir. Bu oran z : ¢ olsun. Su halde C'R kenar1 y + bz /z
sayisina esit oldugundan,

CD=CR-CD/CR = cy/z + bcx /2>

z'nin sadece her uzunlugu bir sayiya doniistiiren birim oldugunu vurgulayalim.
Ayrica, AB, AD ve EF dogrular1 verilmis oldugundan, AF araliginin uzunlugu da
verilmistir. Descartes bu uzunlugu k harfiyle gosteriyor. O zaman

EB=k+zx
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olur. Ama dedigim gibi, Descartes pozitif sayilar: tercih ettiginden, yalnizca sekildeki gibi A
noktasinin £ B araliginda oldugu durumun degil, her durumun {istiinde ayr1 ayr1 duruyor.
Ornegin B noktas1 EA arasinda bulunursa, £B uzunlugu k — 2 sayisma esit olur veya £
noktasi BA arasinda bulunursa uzunluk —k + z olur. Ben yalmz sekilde gosterilen durumu
inceleyecegim.

Descartes, devam ederek, 'S B iiggeninin agilarinin verilmis oldugunu dikkate alip, £B
ile BS arasindaki oranin belirlenmis oldugunu kaydediyor. Bu oran z : d olsun. Su halde

BS =EB-BS/EB = (dk + dz)/z
ve durum sekildeki gibiyse
CS =CB+ BS = (zy + dk + dx)/ 2.

Durum sekildeki gibi degilse, formiil benzerdir fakat bazi arti isaretlerinin yerine eksi
isaretler konmasi gerekir.

Descartes F'SC iiggeninin her agisinin bilindigini dikkate aliyor. Dolayisiyla C'F' ile C'S
uzunlugu arasindaki oran biliniyor. Bu oran e : z olsun. Demek ki,

CF=CS-CF/CS = (ezy + edk + edz)/zz.

Descartes AG uzunlugunu /¢ harfiyle gosteriyor. Ondan sonra, BGT {i¢geninin her agisi
bilindiginden, BT ile BG uzunluklarinin orani olarak not edilen f : z de belirlenmis oluyor.
Dolayisiyla,

BT = BG - BT/BG = (f{ — fx)/z,
CT =BC+ BT = (zy+ fl — fzx)/z

Nihayet Descartes TC'H {i¢genini kullanarak C'H ile C'T" uzunlugu arasindaki oranin
belirlenmis oldugunu goriip bu orani g : z olarak kaydediyor ve son olarak

CH=CT -CH/CT = (gzy+ gfl — gfx)/zz

denklemini elde ediyor.
Boylece, CB, CD, CF ile CH uzunluklar1 bulunmus oldu:

b
CB =y, CD:czy—l; cx)
(4) N
OF:ezy—|—d(32k;—i—dex7 CH:gzy—i—fgf—l—fgx.
z z

Yildiz’daki derslerimde bu denklemleri incelemeden 6nce, Descartes’in kaydetme dedigi
siireci tekrar cagdas agidan gozden gecirmistik. Descartes’in matematik yazilarinin hepsinin
bugiinkii gozle incelenmesinin ¢ok 6nemli olmasina kargin, bu konusmada Descartes’in
fikirlerinin daha derin anlamini anlatmaya ugrasmiyoruz.

Descartes’in kanit1 nasil bitirdigini anlatmadan 6nce, bizim nasil bitirecegimizi anlatalim.

o = aeg alarak, ve denklemlerinden

(5) y %_i_bc_x o zy+dk+dx\ (zy+ fl— fx
Y 22 22 22

denklemini elde ederiz. Bu, iki bilinmeyenli ve ikinci dereceden bir denklem oldugundan,
bu denklemin bir konik tanimladigini biliyoruz.
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Ancak Descartes’in o zaman da mevcut olan bilgilerin hangilerini kullanip, buldugu
denklemin tanimladigi hattin bir konik oldugunu nasil ispatladigini anlamak istiyoruz. Bu

amacla Descartes’in anlatisini incelemeye devam edelim.
Descartes denklemini degil,

(6) CBxCF=CDxCH

denklemini inceler. Yani Descartes a sabitini 1 alir ve ayrica C'D ile C'F' dogrularini degis
tokus eder. ve @’yl kullanarak ve biraz hesap yaparak,

= (—dekz? + cfglz)y + (—dez’x — cfgzx + begzx)y + befglx — bef gz

ez — cgz?
esitligine variriz. Descartes denklemi bizim gibi yazmiyor ve paydada negatif sayilar kul-
lanmiyor. Dolayisiyla ez sayisi cg sayisindan daha biiyiik degilse, + ile — yer degistirirler.
Tabii ez ile cg sayis1 birbirine esit olabilir, ama bunu gézden kagiriyor. Hi¢ olmazsa boylece
bu durumu incelememis oluyor. . .

Her sayimin pozitif olmasinda israr ettiginden, Descartes’in dort farkli durumu incelemesi
lazimdir. Bu dort duruma ve bazi istisnai durumlara aldirmiyoruz. Denklemi basitlestirmek
amaciyla,

cfglz — dekz*
ezd —cgz?

dez® + cfgz —begz  2n

ez3 — cgz? oz
tanimlarimi yaparsak yukardaki denklem

2 bcfgle — b 2
y2:2my—7nxy+ c/gte cfgm'

ez — cgz?
olarak yazilir. Derecesi 2 olan bu denklemi Descartes da biz de hemen ¢o6zebiliriz:

nx \/m2 _ 2mnx N nn? N befglx — bcfng.

y=m——+
z z 22 ez3 — cgz?

Formiilii daha da kisaltmak icin, Descartes o ve p tanimlarini goyle yapiyor:
2mn befgl
T3 27
z ez3 —cgz
P nn befg

m 22 ez’ —cg2?

0= —

Tabii Descartes burada hi¢ farketmeden, m’nin sifir olmadigini saniyor ve boylece,

(7) yZM—E+\/m2+0x—£x2
z m
basit ¢ozlimiine ulagiyor.

Simdi Descartes’tan aldigim agagidaki sekle bakalim. (Makalesinin gorebildigim her bas-
kisinda, sekilde I LK acis1 hep dik agi gibi duruyor. Seklin tam dogru olmamasi Apollonyus
sayesinde o kadar 6nemli degil ancak anlagilmasi zor ve kimse pek bir sey anlamaz gibi
geliyor bana.)
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Sekilde I LM ile C'L B dogrular1 énemlidir. ’de y sayisina esit olan BC aralig1 verilmigtir.
BC' dogrusunda bulunan L noktasini Descartes

(8) LC = \/m2+0x—£x2,
m

yani BL = m — nx/z olacak sekilde se¢gmistir. Descartes bu sayimnin negatif olabilecegini
farketmiyor; en azindan bu olanaga dikkatimizi ¢ekmiyor. O kadar da 6nemli degil. Ancak
ILK acgis1 dik degilse bile, ’in bir konik tanimladigi ¢oziimiin anafikirlerinden biridir.
Apollonyus, genel kuraminin cercevesinde bunu MO ikinci yiizyilda kanitlamisti.

Galiba Apollonyus, Argimet’in yanisira Biiyiik Iskender sonrasi matematikcilerinin en
onemlilerinden biridir. Apollonyus’un yazdiklarini heniiz okumadim. Ancak Ingiliz tarihcisi
Thomas Heath’in yazdigi Apollonyus of Perga adli giizel kitapta Apollonyus’un konikler
iizerine yazdig1 sekiz ciltten bugiin mevcut olan yedisinde bulunan hemen hemen tiim
onermeler yorumlanip agiklanmigtir. Bu derin ve karmagik kurami bugiin anlatmam miimkiin
degildir. Size sadece Apollonyus’un koniklere dair bazi kavramlar: nasil tanimladigim ve
Fermat’yla Descartes’in uyguladigi onermelerinden en basitlerini nasil kanitladigini kisaca
nakletmek isterim.

Once, konikgilerin onciilerinin kullandig1 konik tanimini anlatayim. Bu tanim Apollon-
yus’un kullandigi tanimdan degisiktir. Asagidaki sekilde ii¢ koni ile ii¢ konik gosteriliyor.
Koniler dik konilerdir, yani sdyle insa edilmislerdir: Bir ¢cemberin merkezinden gegen ve
¢emberin diizlemine dik olan bir dogru cizilsin. Koninin zirvest bu dogrunun herhangi
bir noktasi olabilir. Koni, segilen

parabol elips hiperbol

g

90°’lik koni  dar acilh koni  genis Ei(;lll koni

zirveyle cemberin noktalarini birlestiren iginlardan olugur. Bu 1sinlara yapict 1sinlar ya
da kisaca yapict diyebiliriz. Apollonyus 6ncesi konikgilerin kabul ettikleri tanima gore
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herhangi bir yapiciya dik olan bir diizlemle koniyi kesigtirirsek bir konik elde ederiz. Sekilde,
birazdan ayrintilariyla agiklayacagimiz ti¢ degisik sik gosteriliyor.

Zirveden ve ¢emberin merkezinden gecen herhangi bir diizlem alalim. Yukardaki sekilde
bu diizlem sayfanin diizlemidir. Cizilmis diizlemin koniyle kesigimi iki yapicidan ibarettir.
Sekilde de gosterildigi gibi bu iki yapic1 arasindaki a1 dik, dar ya da genis olabilir; bu agiya
gore elde edilen konige sirasiyla parabol, elips veya hiperbol denir.

Yukardaki tanim cagdag tanim kadar genel degildir, zira, bugiin kullandigimiz anlamda,
koniyi hangi diizlemle kesigtirirsek kesigtirelim gene bir konik elde ederiz. Apollonyus da
bugiin kullandigimiz tanimi kullanmigti.

Once Apollonyus’un bir koniden ne anladigini anlatalim, konige daha sonra gececegiz.

Arka sayfada ayni koni ii¢ kez ¢izilmigtir. Zirvesi A, tabam ise BC'P ¢emberidir. Ta-
banin merkezi olan O noktasiyla zirveden gecen dogru koninin eksenidir. Onciileriyle
Apollonyus’un tanimlar1 arasindaki fark, Apollonyus’un taniminda, koninin ekseninin, ko-
niyi tanimlayan ¢emberi iceren diizleme dik olmamasidir. Bu daha genel tanimda konuyu
oldukga basitlegtiren bir fark daha vardir. Koniyi inga ederken, zirveden gegen yapiciyi taban
cemberine degecek sekilde dondiirerek bir yiizey ¢izeriz. Apollonyus 6ncesinde aligilagelmis
anlamda bir koni ele alindigindan, yapici o zamanlar dogrunun yarisi, yani sadece bir 1gindu.
Ama Apollonyus’a gore koni, zirvenin her iki yoniine dogru uzayan bir ¢ifte koni oldugundan,
yapicl tam bir dogrudur. Koninin tabani gene bir cemberdir. Bu ¢emberi iceren

(@

diizleme paralel olan ve koninin zirvesinden ge¢meyen her diizlem koniyi gene bir ¢cemberde
keser ve bu ¢emberlerin her biri koninin bir tabanidir.

Gelelim konige. .. Apollonyus’un kullandigi konik tanimiyla 6nceki tanim arasinda en
onemli fark koniyi kesen diizlemin durumudur. Onciilerinin taniminda koniyi kesen diizlem
bir yapiciya diktir, oysa Apollonyus’un taniminda diizlemin durumu keyfidir. Koni ¢ifte koni
oldugundan bir diizlemle kesigimi bog olamaz. Diizlem koninin zirvesini icermezse, kesigim
Apollonyus’un anlaminda bir koniktir. Kesen diizlem tabani iceren diizleme paralel degilse,
iki diizlemin kesisimi bir dogrudur. Iki diizlem birbirine paralelse, tabani1 degistirerek iki
diizlemin ayni olduklarini varsayabiliriz ve bu durumda da iki diizlemin kesigimi gene bir
dogru igerir.

Asagidaki dort sekilde taban ¢ember BDC'E ¢emberidir. Konigi belirleyen diizlem PDFE
diizlemidir. Tabani iceren diizlemle egriyi belirleyen PDE diizleminin kesisimi DMFE



DESCARTES ILE FERMAT 13

dogrusudur (iki diizlem ayniysa, bu dogru, diizlemin herhangi bir dogrusu olabilir.) BC,
gemberin DM E dogrusuna dik olan ¢ap1 olsun. Ekledigimiz ABC' diizlemi BC"yi igeren
A

ve koninin zirvesinden gegen diizlemdir. ABC' diizleminin DME dogrusuna dik olmak
zorunda olmadigina dikkatinizi ¢ekerim.

Bu temel nesneleri belirledikten sonra, konige dair bazi temel kavramlar: tanimlayabiliriz.
Ik olarak, egrinin ekseni PM dogrusudur. Apollonyus, buna egrinin ekseni degil egrinin
capr diyor. Ayrica, sekilde DM E dogrusuna paralel olan Q@ araligi V' noktasiyla ikiye
boliiniir. Bu nedenle PM dogrusuna konik kesit egrisinin ¢api denilir. Ama burada dikkatli
olmak lazim: Bir konik bircok degisik koni tarafindan belirlenebileceginden, ayni konigin
birgok degisik gap1 vardir. QQ’, egrinin bir kirigidir. Apollonyus QV araligina ordinat ve
PV aralhigina apsis diyerek, her konigin noktalarinin birazdan agsagida gosterecegimiz ikinci
dereceden bir denklemi sagladigini kanitlar, yani Apollonyus aslinda bir bakima Descartes’in
cebirsel yonteminin sahibidir. Biz apsis ve ordinat1 Descartes gibi x ve y isaretleriyle ifade
ederiz.

Sekillerde de gordiigiimiiz gibi, egri elips, parabol ya da hiperbol olabilir.

Apollonyus, birinci kitabinda Descartes’in kullandigi temel teoremleri, diger kitaplarinda
Fermat’nin kullandigi daha derin ve zor olan teoremleri de iceren onlarca 6nerme ispatlar.
Ben yalniz Descartes'in kullandig en basit teoremleri anlatacagim. Ispatlar1 vermeyecegim.
Sadece teoremlerin énermelerini vererek Descartes’in Apollonyus’a ne kadar borglu, ondan
ne kadar etkilenmis oldugunu anlatabilirsem amacima ulagmig olacagim.
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EMDVOPL
diizlemi

Asagidaki gekildeki BECD g¢emberinin DM E kirigine dik olan BC' ¢apini igeren ABC
diizleminin koniyle kesisimi AB ve AC dogrularidir. Ozel bir durum olarak, koniyi bu iki
dogrudan birine (diyelim AC’ye) paralel olan bir diizlemle kesistirelim. Béylece elde edilen
konigin ¢apt PM dogrusudur ve bu 6zel durumda AC' ’ye paraleldir. Egrinin ¢apiyla koninin
kesigtigi P noktasi, koniyle konik tarafindan tamamen belirlenmistir. PL dogru parcasi,
konigi tanimlayan PDE diizleminde ve PM’ye dik olsun, ayrica PL x BAx AC' = PA x BC?
esitligi saglansin. Buradan, Apollonyus’un 6nemli bir 6nermesine gore, konigin her )
noktasinin,

(9) QV?=PL x PV

denklemini sagladigi ¢ikar. Apollonyus denklemi bizden daha geometrik bir bigimde ifade

etmigti. Oysa siz, Descartes gibi, bu denklemin

(9) y? = ax

biciminde oldugunu goriip bir parabol denklemi oldugunu hemen anlarsiniz. Bu denklem,

Descartes’in elde ettigi denkleminin 6zel bir durumudur. Hem Apollonyus’un hem

Descartes’in yazilarinda kiriglerin genellikle capa dik olmadigina dikkatinizi ¢ekerim.
Parabolii hallettik. Simdi ilkin hiperbol i¢in, sonra da elips i¢in Apollonyus’un ispatladig

denklemleri vereyim. Koniyi kesen diizlem bu sayfadaki sekillerdeki gibi koninin bir yapicisina

paralel degilse, ¢ifte koniyle kesigimi ya bir ya da iki parcadan ibarettir; birinci durumda

kesisime elips denir, ikinci durumda ise hiperbol.



DESCARTES ILE FERMAT 15

Eger kesisim hiperbolse, hiperboliin PM capi, ABC' diizleminde bulunan C'A dogrusunu
P’ noktasinda kessin. Koniyi tanimlayan PDE diizleminde bulunup PM capina dik olan
ve P noktasindan gecen PL dogru parcasinin uzunlugu igin

PL: PP = BF x FC : AF?

denklemi dogru olsun. Bu denklem PL uzunlugunu, dolayisiyla L’yi belirliyor. V R dogrusu
PL’ye paralel olsun ve PL ile V R dogrular1 R’de kesigsinler. Apollonyus’un bir bagka 6nemli
Onermesine gore,

(10) QV? =PV xVR.
PL uzunlugunun yerine o ve PP’ uzunlugunun yerine 3 yazarsak, bu denklemin yerine
(10") y* = z(a+az/B) = ax + ax®/B

denklemini elde ederiz. Bu denklem de Descartes’in denkleminin 6zel bir durumudur.

Son sekli kullanarak elipsi de inceleyelim. Tabii elipse dair sav da hiperbole dair sava
benzerdir. Konik elips ise egriyi tanmimlayan diizlemle AC' dogrusunun kesigtigi P’ noktasi
A noktasindan baglayip C' noktasindan gecen 1ginda bulunur. O zaman koniyi tanimlayan
cemberi degistirerek, tabani, P’ noktas1 A’yla C' arasinda bulunacak bicimde segebiliriz.
PP’ dogrusu taban igeren diizlemle M noktasinda kesigsin. A’dan gecen ve PM’ye paralel
dogru BC"yi F noktasinda kessin. PL aralig1 gene
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PM dogrusuna diktir, konigi tanimlayan diizlemde bulunur ve uzunlugu
PL: PP = BF x FC : AF?

denklemiyle belirlenir. P’ ile L birlestirilsin. PL dogrusuna paralel olup P’'L dogrusuyla
R noktasinda kesigen V' R dogrusu ¢izilsin. Su halde, Apollonyus’un {igiincii asil 6nermesi
olarak,

(11) QV?=PV xVR

denklemini elde ederiz.

Egri elips ise, VR uzunlugu PL uzunlugundan daha kiigiiktiir. sayesinde, kenar1
QV ordinati olan karenin alani, kenarlar1 PL parametresiyle PV apsisi olan dikdortgenin
alanindan daha kiiciiktiir. Fark, kenar1 PV ordinatina esit olan bir karenin alanina orantili
olarak ifade edilebilir. y = QV, x = PV, a = PL ve PP" = 3 ise, hiperbol i¢in elde ettigimiz
denklemine benzer olan

(11") v’ = ar — ar?/B

denklemi dogrudur. Bu denklem de Descartes’in denkleminin 6zel bir durumudur.

Bildigimiz gibi, Descartes’in denklemiyle baglayip kareye tamamlayarak, biz aslinda
tam olarak Apollonyus’un yazisinda bulunan (9), ve denklemlerini elde ederiz.
Apollonyus hem her konigin bu denklemlerden biri tarafindan belirlendigini, hem de, biraz
daha zor olarak, bu denklemlerden hepsinin bir konik belirledigini kanitlamisti. Descartes
Apollonyus’a ne kadar borg¢lu oldugunu itiraf etmez.

Bugiin, Apollonyus’un birinci kitabinin ardindan gelen bilinen alt1 kitabinda gelistirdigi
cok daha zor kurama dokunmadik. Ozellikle Fermat’nin kullandig teoremleri anlatmadik.

Eger Ronesans matematikgilerinin eski Yunanli matematikgilere ne kadar yakin oldugunu
biraz daha iyi anlamigsak, konugmamin bagarili oldugunu diisiinebilirim.
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