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Ktcok ONSOZ

Ben tarihci degil, matematik¢iyim. O zaman buraya geldigimde konum olarak matematigi
degil matematik tarihini segerek maksatlarim ile sebeplerim nedir diye, sorabilirsiniz. Cok
geng degil ama oldukca geng olarak hem matematik zevkli oldugunu hem kendim matematik
acisindan tam yeteneksiz olmadigimi anladim. Elbette 6gretmenlerim vardi ama en 6nemli
olarak tek bagima matematik iizerine tefekkiir etmeyi sevdigim anladim. Coktan sonra
simdi ¢aligtigim Ileri Arastirmalar Merkezi'ne gelip tarihcilerle tanistigimda tarihle de
yiizeyselce ilgilenmeye bagladim. Hele daha yagh olarak dilini 6grenip bazi memleketlerin
tarihi, simalarini yakindan tanimaya bagladim.

Fakat erken rastladigim bazi yazilarin neticesi olarak, matematik tarihi, genellikle bilim
tarihi sevmiyordum. Nedeni simdi takdir edebilirim. Hem matematikte hem de tarihde
zevkler somut ayrintilarda saklamigtir. Matematikte kendiniz kegfettiginiz veya en azindan
kendiniz tam anladiginiz iddialar ile ispatlarindan en ¢ok hognut olursunuz. Tarihin genel
zamanda akigini bilmek yetmez. Tabii olaylarin ne zaman meydana geldigi, insanlarin hangi
yilda dogup oOldiigiinii bilmek lazim, ama tarihi meclisi canlandirmak icin mektupler, sahsi
hatiralar okuyarak mecliste bulunan insanlara veya olaylara yaklagmaya ihtiyacimiz var.

Bence matematik tarihinde yayimlanmig olan yazilarda sik sik ne bilime ne matematikgi-
lerine ile zamanina yakin yaklagilmaz. Belki bundan dolay1 bu yazilar ne 6gretici ne ¢ekici
degil. Halbuki matematik hem ge¢cmiste hem ¢agdag medeniyetin tarihine bagh temel bir
ogesidir. Matematik¢i, matematik 6gretmen veya matematik 6grenci olmamizin sayesinde,
biz tarih boyunca yazilmis olan metinler, gerekse onlari yorumlayan yazilar, okuyarak
matematik iistatlarla ve en iyi matematikle araci olmadan tanigmaya yetkiliyiz. Matema-
tikgilerle ve kesfettikleriyle tanmigtigimizda iki beklenmedik seye rastliyoruz. Ilk olarak sik
sik eserlerine girdigimizde ge¢misteki matematik cagdasdaki kadar heyecan verici ve bazen
bugiin inandigimizdan daha ilginctir. Ustelik matematikciler geleneksel tasvirine sik sik
benzemiyorlar. Baz1 yazarlar gerek kasten gerek saflikla okuyucular kandirarak sahsiyatlarin
hayran kaldiran 6zelliklerini abartir. Bu yolda yazilar kahramanlarina daha hayran kaldirir
saniyorlar.

Istanbul, Mays, 2004.
Bu metin agda bulunur: https://publications.ias.edu/rpl/paper/2712.
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Buraya gelip matematik tarihinden konusup yeni kesfettigim zevki size bulagtirmak isterim.
Ana sorumlarumuzun farkli olmasina ragmen, arastirmada, egitimde, veya matematik
disinda olan alanda ise, bazi anlamlarda hepimiz ayni meslegin iiyeleriyiz ve istedigimiz
kadar ge¢misinin sahibiyiz.

Cikardigimiz netici basittir. Isterseniz beni dinleyebilirsiniz, fakat en 6nemli, vaktiniz
oldugunda, kendiniz eskiden ve bugiinden s6z ettigim yazilara donmenizdir. Simdi yaptiginizi
birakmaniza cagirmada degilim. Gec¢misten yazilara dikkatinizi c¢ektigimde, onu simdi
yaptiginizin yerlerine gectirmek degil, yaptiginiza bir ilave etmek isterim.

1. DEKART

Pitagorcular i¢in Eflatun da i¢in irrasyonel sayilari matematigin ortasinda bulunuyor.
Ik hazirladigim metinde anlatigim gibi, eski Yunanllar irrasyonel sayilar1 hakkinda ne
bildigini 6grenmek istersek, ilk adim olarak biz Oklid’in Ogeleri'nde bulunan kavramlar
izlememizdir. Eski Yunanli geometrik cebiri anlamadan kuramlarini kavrayamaz. Ama
dinleyicilerin hepsinin Ogeler’den biktiklarindan korkarak, baska bir konuyu baslayayim
diye Dekart’in iinlii Discours de la méthode’in La géométrie adlanan ilavesi’ye doniip onun
ne igerdigini anlatayim. Basit oldugundan her biraz matematik bildigi kimseye Dekart o
makalede ne yaptigini kolay anlatabilirim. Ama on dokuzuncu yiizyildaki 6nemli matematik
tarihcisi Zeuthen’in anlattigi gibi Dekart’r yeni olarak ne kesfettigini gercekten anlamak
istersek, Apollonyus (M. E. 200) ne yaptigin1 anlamamiz gerektir. Ama Zeuthen Die Lehre
von den Kegelschnitten im Altertum adli kitabin1 baglayarak Apollonyus’un konik kesit
egrileri aragtirmasinin temel yontemlerinden birinin geometrik cebir oldugunu israr eder.
Dolayisiyla biz ister istemez Ogeler’e dénmeliyiz.

Dekart’a gelmemizden evvel, bir ilke vurgulamak isterim. Insanoglu olarak biz her tarihi
soruya bir cevap bulmak istemiyoruz. Bu sorular sik sik ¢ok zordur. Bazilarin cevabi yok.
Yagsamimizda o kadar zamanimiz degil ki biz tarihi her ayrinti incelemek istemiyoruz.
Fakat hi¢ bilmesek, biz bagkalarin bize soyledigi her tiirlii yalana inaniriz. Dolayisiyla tam
cahil kalmak tehlikeli olabilir. Matematik tarihinde aynidir. Biz eski zamanda kegfedilen
her teorem veya Ronesans’da kim hangi kavram olusturdugu biitiin ayrintilarla bilmek
istemiyoruz ama hig bilgimiz yoksa biz her meslektagimizin veya cahil yazarin sagma laflar
isitip okuyarak onlara inanariz ve sonra atmasyonlarini 6grencilerimize ve arkadagimiza
aktariz.

Biz egriligin olusturmasini veya sayilar ile geometri arasindaki derin ve bazi1 anlamlarda
akil ermez baglantilarla tanigmak, hem geometrik cebiri hem de Dekart meydana koydugu
yontemleri anlamamiz lazim. Dekart ve yontemleriyle tanigdigimizda Dekart’un kisiligin ve
tartisma tarzinin farkina varmadan kacinamaz. Ozellikle ispatladigi énermelerden daha or-
taya gikardigi yontemlerden kivang duyarmigti. Yontemleri vurgulama egilimi bagka Fransiz
matematikgilerin bir niteligidir. Mesela Galois ve Grothendieck ¢ok giizel ciimlerle meydana
¢ikardiklar: yontemlerin degeri ile gli¢iinii savunuyor. Fransiz miinevver parlakliklardan
ornekleri olarak, yazilarimin bazi satirlart sunulmasi faydal olur.

Galois ile Grothendieck arasinda André Weil Almanya’da on dokuzuncu yiizyil ile yir-
minci ylizyilin ilk yarisi boyunca siiren bir gelismenin sonucu olan Alman sayilar kuramini
Ikinci Diinya Savasinin haraphgindan kurtarip kendisi irrasyonel sayilar, 6zellikle cebirsel
sayilari, yalniz geometriye degil fakat geometri ve topolojiya baglayan sanilar 6ne siirmiistii.
Bu sanilar Grothendieck’in topolojide ve cebirsel geometride olusturdugu kavramlara ve
cagdag sayilar kuramina yol agti. Bu gelismenin sonuglar ile sayilar kuraminin giincel
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durumunu basit ve her matematikci ¢ekici saydigi sekilde anlatip ama ayni zamanda eski
Yunan dénemden su yana 6énemli meydana gelen kegifleri takip edip bizim kavramlarimiz
ve yontemlerimizin onlardan nasil kaynakladigini nakletmek ¢ok giizel olur.

Fakat az kapsaml bir sekilde baglayarak, biz sadece La Géométrie’de ne bulundugunu
incelelim. Yani bagtan baglayalim[| Bu makale Dekart’mn temel filozof fikirlerini sundugu
Discours de la Méthode’in bir ilavesidir ama bu filozof yazin1 okuyup anlamadan felsefe
degil matematik hakkinda olan ilavesini inceleyebiliriz.

La Géométrie bir agiklamayla bagliyor.

Avertissement
Jusqu’a ici j’ar taché de me rendre intelligible a tout le monde ; mais, pour
ce traité, je crains qu’il ne pourra étre lu que par ceuxr qui savent déja ce qui
est dans les livres de Géométrie : car, d’autant qu’ils contiennent plusieurs
verités fort bien démontrées, j’ai cru qu’il serait superflu de les répéter, et
n’ai pas laissé, pour cela, de m’en servir.

Yani, filozof fikirlerinin sunarak onlar1 herkesin anladig: sekilde ortaya atmig ama mate-
matige gelince, Dekart kendisinin yalniz geometri iizerinde olan kitaplarda bulunun konular
daha 6grenmis olan kimseler i¢in yazdigini korkuyor zira bu kitaplarin bircok tamamen
ispatlanmig olan hakikati icerdiginden dolay: ispatlarimi tekrarlanmasi liizumsuz goriiniiyor-
du ve onlardan yararlanmaktan ¢ekinmemigti.

Ilavenin kesimlerine ciiz diyebiliriz. Birinci ciizde temel geometrik islemlerin cebirsel
ifadesi anlatiliyor. Baghgi soyle:

Livre premier
Des problémes qu’on peut construire sans y employer que des cercles et des
lignes droites.

Baslarken yalniz ¢emblerler ile dogru gizgiler kullanarak hangi meselelerin ¢6ziilebilmesi
anlatacak fakat ilk olarak temel ilkesini ifade ediyor.

Her geometrik mesele kolayca soyle bir hale getirilebilir ki bildigimiz gerek

olan tek bir seydir, baz ¢izilecek dogru cizgilerin boyu.
Onu uygulamadan biz bu ilkeyi anlayamayiz. Dekart’in pesinden gidince biitlin aritmetigin
yalniz dort veya beg islemden ibaret oldugunu anliyoruz. Temel iglemler toplama, ¢ikarma,
carpma, bolme ve kokler cekilme. Soyle Dekart’a gore geometride meselenin aradigimiz
¢Ozlimii bulmak i¢in tek yapacagimiz sey var. Onlar1 bulabilecegimiz icin hazirlanarak,
onlara bagkalar1 topluyoruz veya onlardan baskalar1 ¢ikariyoruz. Ya teklik adlanan bir
uzunluk secilmis ise ve bagka iki say1 verilmis ise ligiincii bir sayiyi bulabiliriz ki ii¢iincii
say1 ile iki sayidan birisi arasindaki oran iki sayidan digeriyle teklik arasindaki orana esittir.
Bu islem carpmaya esdegerdir. Iligkiyi denklemle ifade edersek daha acik olur.

a:c=b:1 < ab=rc.

Ya da onun ile iki sayidan birisi arasindaki oran teklik ile iki sayidan digeri arasindaki oran
egit olan bir doérdiincii say1 bulabiliriz. Bu iglem bolmeye egdegerdir. Gene iligkiyi denklemle

ifade ederiz,
a
d:a=1:b < dzz.
Bile Galois ile Grothendieck’e erismezsek, Dekart ile Fermat’in geometrik {istundeki yazilar1 incelip o
zamanki matematigin eski Yunanli matematikten vasitasiz kaynaklayarak ortaya ¢ikmasini anlayacagiz. Soyle
matematigin gelismesi ile olgunlagmasini yakindan seyredebiliriz.
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Nihayet ikinci veya herhangi bir katta teklik ile herhangi bir dogru cizgi arasinda orta
orantili bulabiliriz. Bu karakok, kiip kok filan ¢ekilmesidir. Denklem kullanarak,

l:xy=21: 9= =21 : T =T : 0 < :L"f“:a.

“Diyecegimin daha kolay anlagilacagi icin bu kelimeleri geometride de 6ne siirmekten
¢ekinmem” diye Dekart devam ediyor.

Carpma geometrik nasil yapildigini, yontemini hi¢ bir 6énceline hamletmeden, anlatiyor.
I. Sekil’de teklik AB ¢izgisi olsun. BD ile BC ¢izgilerinin ¢arpmasi aransi. O zaman A
ile C' noktalarim birlegtiren dogru ¢izgiyi ¢izip AC ¢izgisine paralel olan DE dogru ¢izgiyi
¢izir. Aradigr carpma BFE ¢izgidir.

Yahut BE ile BD verilseler ve BE cizgisini BD c¢izgisine bolmek istersek, D ile E
birlegtiren DFE ¢izgisini ¢iziyoruz. Biz bu ¢izgine paralel olan AC ¢izgisini ¢izersek BC' ¢izgi
iki ¢izginin aradigimiz boli mi olur.

BE : BD =BC: BA=DBC:1.

Dekart’in metnini okurken, kimin geometrik ile cebirsel iglemlerin esdegerligini o kadar
acgillikla ilk olarak ifade ettigini sorariz. Olabilir ki Dekart idi. Heniiz bilmiyorum

D A B

I. Sekil
O bir karakokii nasil gekilmesi de anlatiyor. Mesela GH ¢izgisinin karakokiinii ¢ekersek
bu dogru cizgiyi teklige esit olan F'G ¢izgisiyle uzatarak F'H dogru cizgisini elde ederiz. K
noktasi bu ¢izgiyi iki esit olan boliime bolsiin. Yaricapt K H olan F'IH ¢emberini ¢izip G
noktasindan gecen ve F'H ¢izgiye dik olan GI dogru ¢izgi ¢izir. Bu ¢izgi aradigi karakoktiir.

Yani, a = GH ve b = G iseler
2
(“+1)2:b2+(a+1—1>

4 2
veya
a2+a+1_b2+a2 a+1
4 2 4 4 2 4

Fakat ifadelerini kanitlamadan Dekart sadece I.ile II. Sekilleri verir.
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F G K H

IT. Sekil

Devam ederek, Dekart daha soyut, daha cebirsel bir yaklagim sayilarin geometride nasil
kullanilabilecegi anlatiyor. “Sayi”, yani “chiffre” yazinca Dekart degeri tespit edilmeyen
cebirsel niceligi kastediyor. Bu satirlarda anlatigi yontemlerin usliiniin 6zii oldugu zanne-
diyorum. Bence Dekart’in matematik yazilarini okurken aklimiza getirdigimiz temel bir
soru var. Dekart’in sayesinde matematikte kuskusuz 6nemli olan katkilar ortaya ¢ikmigti.
Fakat bu katkilar ne cins oldugu nu anlamak istersek, bir yandan Onun gergekten ¢ozdiigii
meselelerinin ¢oziimlerini kusag indaki matematikcilerin ¢oziimlerine benzetmemiz gerek
ote yandan Onun genel ilkelerinin matematikte nasil etkili oldugunu da anlamamiz gerektir.

Dekart’a gore dogru c¢izgileri kagitta cizmesi gerek degil. Uzunluklarinin bir harfla isaret
edilmesi yeter. Her uzunluga farkli bir harf tayin edilmesi gerektir. BD ile GH araliklar
toplamak isterse birisini @ bagkasini b anlandirip a + b yazar. Ote yandan ikincisini birin-
cisinden gikmak isterse a — b yazar. Onlarin ¢arpmasi igin ab ve boliimii i¢in §. a sayisi
kendisiyle carparsa aa veya a? yazar. Devam ederek bagka islemler cebirsel ifade eder.
Mesela a? + b? sayisimin karekokii icin v/a? + b2 isareti kullanilir ve a® — b3 + abb’in kiipkokii
icin v/C.a3 — b3 + abb isareti kullanilir. Tabii biz bagka isaret kullaniyoruz. Ondan evvel
ayni aciklikla, ayni cesur arsizlikla bu fikirlerini meydana koyan kimse var miydi? Dekart
yontemlerini ilk uygulayan kigi ise, meydana getirdigi zamanda hangi kavramlar evvelce
mevcut olmustu?

Herhalde baz1 vurguladig ilkeler var. Mesela, cebirde olagan olan kare veya kiip adlarini
kullandig1 halde, Dekart a? veya b3 yazarak, sade dogru cizgileri anlar.

Halbuki Dekart hemen aksini iddia edip, en azindan teklik belirlenmemis ise, bir dogru
cizginin her parcasinin boyutu birbirine esittir sdyliiyor. Mesela hem a®, hem abb, hem
de b sayilarimin boyutu aymidir. Fakat Dekart’in /C.a3 — b3 + abb dogru cizgisinin bu iic
cizgiden ibaret oldugunu iddia etmesi beni sagirtir. Hasil olan v/C.a® — b® + abb cizgisinin
hangi anlamda 1i¢ ¢izgiden miirekkep oldugunu anlamam.

Fakat anladigim kadar bu boyut bir say1 degil. Dekart yazisinda boyut bir niteliktir, kare,
kiip, karenin karesi, filan ama Dekart onu sayiyla belirlemez.
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Aklina gelen diisiincelerini anlatmaya devam edince, Dekart boyut kavramina ilave eder.
Teklik belirlenmis ise aabb — b kiipkokiinii ¢ikarabiliriz, fakat onceden aabb niceligine tekligi
bir defa bélmemiz ve diger b niceligini teklikle iki kat ¢carpmamiz lazim.

Genel yontem one siirmesinden evvel, ¢oziilecek meselede meydana ¢ikan dogru cizgilerin
adinin unutulmasi i¢in bir defter tutulmasiolarak Dekart sade bir tavsiye eder. Yeni aralik
eklenmesi veya bir aralik degistirilmesi bu defterde kaydedilir. Mesela,

AB1x1, yani AB teklige esittir.
GH >a
BD b, filan.

Dekart = isaretini degil, garip bir isaret kullaniyor. Bu igaretinin bilgisayarimda bulunma-
digindan < igaretini kullandim.

Bu noktaya geldiginde Dekart yontemini anlatir. Bu anlatmanin “La géométrie’da orta
yer tuttugundan, onu énceden ¢agdas imla ve harflar kullanarak Fransizca vereyim. Ondan
sonra dedigini anlatarim ve Dekart kendisine gére yontemin 6nemli 6érnegi olarak Pappus’un
problemine nasil uygulamadigini izah ederiz.

Ainsi, voulant résoudre quelque probléme, on doit d’abord le considérer
comme déja fait, €& donner des noms a toutes les lignes qui semblent né-
cessaires pour le construire, aussi bien a celles qui sont inconnues qu’aux
autres. Puis, sans considérer aucune différence entre ces lignes connues &
inconnues, on doit parcourir la difficulté selon ’ordre qui montre, le plus
naturellement de tous, en quelle sorte elles dépendent mutuellement les unes
des autres, jusqu’a ce qu’on ait trouvé moyen d’exprimer une méme quantité
en deuz fagons : ce qui se nomme une Equation, car les termes de U'une de
ces deur facons sont égaux a ceux de l’autre. Et on doit trouver autant de
telles Equations qu’on a supposé de lignes qui étaient inconnues. Ou bien sl
ne s’en trouve pas tant, & que, nonobstant, on n’omette rien de ce qui est
desiré en la question, cela témoigne qu’elle n’est pas entierement déterminée ;
et lors, on peut prendre a discretion des lignes constantes, pour toutes les
inconnues auzquelles ne correspond aucune Equation. Aprés cela, s’il en
reste encore plusieurs, il se faut servir par ordre de chacune des Equations
qui restent aussi, soit en la considérant toute seule, soit en la comparant
avec les autres, pour expliquer chacune de ces lignes inconnues, & faire ainsi,
en les demélant, qu’il n’en demeure qu’une seule, égale a quelque autre qui
soit connue, ou bien dont le carré, ou le cube, ou le carré du carré, ou le
sursolide, ou le carré de cube, c., soit égal a ce qui se produit par l’addition,
ou soustraction, de deux ou plusieurs autres quantités, dont ['une soit connue,
& les autres soient composées de quelques moyennes proportionnelles entre
l'unité et ce carré, ou cube, ou carré de carré, €c., multipliées par d’autres
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connues. Ce que j’écris en cette sorte :
z b,
ou 2* 1 —az + bb,
ou 2° > +2° 4 bbz — ¢,
ou 2 az® — 32+ d,
& c.

C’est a dire : z que je prens ici pour la quantité inconnue, est égale a b, ou
le carré de z est égal au carré de b, moins a multiplié par z ; ou le cube de
z est égal a a multiplié par le carré de z, plus le carré de b multiplié par z,
moins le cube de c; €9 ainse des autres.

Et on peut toujours réduire ainsi toutes les quantités inconnues a une
seule, lorsque le Probleme se peut construire par des cercles & des lignes
droites, ou aussi par des sections coniques, ou méme par quelque autre
ligne qui ne soit d’un ou deux dégrés plus composée. Mais je ne m’aréte
point a expliquer ceci plus en détail, a cause que je vous oterais le plaisir
de lapprendre de vous-méme, € ['utilité de cultiver votre esprit en vous y
exercant, qui est a mon avis, la principale qu’on puisse tirer de cette science.
Aussi que je n’y remarque rien de si difficile, que ceux qui seront un peu
versés en la Géométrie commune & en I’Algébre, € qui prendront garde a
tout ce qui est en ce traité, ne puissent trouver.

C’est pourquoi je me contenterai ici de vous avertir que, pourvu qu’en
demélant ces Equations on ne manque point a se servir de toutes les divisions
qui seront possibles, on aura infailliblement les plus simples termes auzquels
la question puisse étre réduite.

Aktirdigim satirlar Dekart kapsamli yontemlerini iftiharla ve her sey 6nce giivenle meydana
koymustu. Yiizyillardan sonra hem Galois hem Grothendieck, durumlarinin bagka oldugu
halde, kesfettikleri kapsaml kavramlari ile yontemlerinin diinyanin bilimsel hatta entelektiiel
tarihinde ehemmiyetinin farkinda olarak kendi katkilar1 ayni giivenle degerlendirecekti.
Dekart'in ne yaptigini anlamamizdan sonra bu iki simanin yazilarina donebilecegiz. Fakat
yazisini inceledigimizde anlattigi yontemleri 6nceden sandigimiz kadar genis olmaz gibi
goriiniir. Buna ragmen sonradan yaklagip tuttugu sorunlarin kapsami biiyiiyor. Ik adim
olarak yazisinda ne iddia ettigini inceleyelim.

Dekart “Bir problem ¢6zmek istersek” diye baglayip, her ¢éziime gerek goriinen uzunlugu
adlandirmamiz lazim, hem bilinmeyen hem bilinen uzunluklari. Ondan sonra bilinmemis
olanlar1 bilmis olanlardan ayirmadan birbirine nasil ve hangi sira bagl oldugunu incele-
meliyiz. Mademki her aradigimiz uzunluk kendisinden daha kolay belirtilen, ya bilmis olan
ya da bulunacak uzunluklarindan ibarettir, problemin uzunluklarinin zorluguna gére tabii
sirasinl bulmaliy1z. Herhalde Dekart'in ¢ozdiigii problemlerde syle bir sira mevcuttur. Bir
niceligin iki gekille ifade edildigine kadar siralama siireci devam edilir, ama bu iki sekili,
yani iki farkli cebirsel ifadeyi, elde ettigimiz zaman, bir denklemeye sahibiz, zira bu iki gekil
birbirine egittir. Bulacagimiz denklemlerin sayisi aradigimiz heniiz bilmemis uzukluklarin
sayisina egit olmasi gerektir. Ancak hi¢ atlamayarak o kadar denklemler bulmazsak ¢éziim
tam belirlenmis olmamasi tanitlanir. Bazi nicelikler keyfidir. Su halde bazi belirlenmemis



8 ROBERT P. LANGLANDS

niceligi her hangi bir sekilde belirleyerek kalan belirlenmemis niceliklerin sayis1 denklemlerin
sayisiya esit olacagi duruma kavusacagiz.

O zaman bu denklemleri tek tek inceleyerek veya birisini bagkasiyla karsilagtirarak,
sirasiyla kullanip her heniiz bilenmemis dogru ¢izgi belirleyebiliriz. Devam ederek nihayet
tek bir denklem ile tek bilenmemis nicelik kalacak. Bu bilenmemig nicelik bilmis bir nicelige
esit olur veya karesi, ya kiipiine, ya karesinin karesine, ya iistcisime, ya da kiipiiniin karesine
filan iki ya da birkag¢ bagka niceligin toplamasi veya ¢ikarmasindan olusan bir nicelige esit
olur. Dekart’in bu ciimlelerde ne anlattigr tam belli degil.

Dekart bir saymin kendisiyle tekrarlanmig carpilmasi i¢in sade bir isarete sahip olup
bizim de kullandigimiz ¢agdas iis isaretini kullanmasina ragmen, bize garip gelen adlar da
kullantyor. Mesela a® sayisina iistcisim (sursolide) ve a® sayisina kiipiin karesi diyor.

Herhalde sorunu iglenmesinin neticesi olarak ya her niceligin derhal belirlenir ya da
¢Ozumiin

A =a -+ d!
gibi bir denkleme indirilir. Cagdag kavramlar kullanarak, bu siire¢i anlatalim.

Bir denklemlerin takimi tarafindan ¢ok boyutlu bir ylizey tanimlanmig ise, genel ilke
olarak yiizeyin boyutu denklemlerin sayisina esittir. Tabii bu ilke sik sik yanligir, ama buna
ragmen hatta bugiin boyut kavramini benzer sekilde tanimlanir. Dolayisiyla Dekart boyut
kavramini anlamis olur gibi goriiniiyor. Cok boyutlu bir yiizeyde bir nokta bulmak istersek,
bir degigkenin niceligi belirleyerek yiizeyin boyutu birden indiririz. Siirece devam ederek,
boyutu sifir olan bir yiizeyi elde ederiz.

Bu noktada Dekart Galois ilk olarak ifade edip kanitladigi teoremi énceden zimni tahmin
eder. Galois teorisinde bir cisimin her sonlu genigletmesinin bir polinomun kokiiniin cisime
eklenmesinden hasil olmas1 Galois kendisinin kanatladigi temel 6nermelerinden birisidir.
Zimn1 varsayim olarak bu onerme Dekart’in agiklamasinda meydana cikiyor.

Gergi Dekart'in fikirleri makalesinin ilk bentlerini okuyarak onlar okurlara bildigi cebirsel
veya ¢Oziimsel geometrinin temel olan kavramlar: benzer gibi geliyor, cok boyutlu hatta
bir boyutlu yiizeyler Dekart’in konusu degil. Dekart’in 6ns6zii okunmasindan sonra Onun
anlattigl yontemleri incelerek ¢oziimsel geometrinin olanaklarini bilen ¢agdag okur hayal
kirikligina ugrar. Ote yandan bu aciklamanin ardindan Dekart’m Pappus meselesini ele
aldiginda her matematik sevip bilen okur hayrete diigebilir.

Pappus meselesine dénmemizden evvel, onlarin hem bize hem eski Yunanhlara basit
goriinmesine ragmen, Dekart’in her ayrintilarla acikladigi yontemleri hatirhiyoruz. Bir
bilmemig olan nicelik iceren denklem nihayet el ettigimizde bazen bu denklem cetvel tahtasi
ile pergelle ¢oziilebilir. Dekart’a gore

Et que, si elle peut étre résolue par la Géométrie ordinaire, c’est-a-dire en
ne servant que de lignes droites & circulaires tracées sur une superficie plate,
lorsque la derniére Equation aura été entiérement demélée, il n’y restera,
tout au plus, qu’un carré inconnu égal a ce qui se produit de l’addition,
ou soustraction, de sa racine multipliée par quelque quantité connue, € de
quelque autre quantité aussi connue.

Anlagilan su sade halde anlattig: siirecin neticesi olarak, Dekart aranan niceligin
2% > az + bb

denkleminin ¢6ziimii olacagini tahmin ediyor. Kendi sozlerle, niceligin karesi niceligin
kendisini igeren toplama veya farka esit olur. Bu toplam bilmis nicelikle aranan niceligin
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carpmasi ile bagka bir bilmig niceligin karesinin toplami olabilir. Yani aranan nicelik z ise,
bu toplum az + b? olabilir. Fark ise, ayn1 iki niceligin fark: olabilir.

TIL. Sekil

Hatta eski zamanda bu denklemlerin nasil ¢oziilmesi iyi anlagiliyordu, fakat Dekart
coziimiinii veriyor. Mesela z? = az + bb denklemini c¢ozelim. III. Sekilde gibi, NLM dik
liggenini c¢izelim. LM kenar1 bb niceliginin karekokii olan b niceligine esit olsun. Gergi
amacini anlamama ragmen Dekart’in peginden giderek temel nicelik b degil fakat bb olur
gibi, verilmis nicelik bb olarak, b niceligin ondan nasil husle geldigini belirtiyorum. LN diger
kenar1 bilenen a niceligin yarisina esit olsun.

Ucgen tabani olarak M N dogru cizgisini O noktasina kadar uzatiriz ki NO cizgisi NL
¢izgiseni egittir. Su halde aradigimiz uzunluk OM dogru ¢izgiye esittir. Cozlimiin cebirsel

ifadesi tanidigimiz
1 /1
2= + 7% + b

yy <1 —ay + bb
denklemi ise, ayni sekli kullanarak, aradigimiz nicelik PM dogru cizgisidir. Ju halde

1 1
y:—§a+\/£—1aa+bb.

Hangi amacla belli olmasina ragmen siirecin neticesinin

2t <1 —ax? + b2

denklemidir.
Coziilecek denklem

denklemi ise, Dekart ¢oziimiin ayni seklinde bulunmasini acikliyor.

1 1
T X \/—§a+ Z—Laa+bb.
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Nihayet Dekart

22 <1 az — bb

denklemini nasil ¢bézecegini anlatiyor. IV. Sekil kullanilir. Sekilde NL dogru cizgisi %a

sayisina esittir ve N L dogru ¢izgisine dik olan LM dogru ¢izgisi b sayisina esittir. M ile N
noktalarini birlegtirilmesinin yerinde LN cizgiye paralel olan M QR cizgisi ¢izilsin. Merkezi
N noktasi ve yarigapt N L olan LG R cemberi ¢izilsin. Aradigimiz uzunluk hem M@ dogru
cizgiye hem de M R dogru ¢izgiye esit olabilir zira meselenin iki ¢6ziimi var, yani

1 1
z X §a+\/1aa—bb
1 1
& 2z 5@—\/Zaa—bb.

Dekart’in dikkatimiza ¢ektigi gibi, cember M noktasindan gecen N L ¢izgisine paralel olan
dogru cizgiyle kesismese meselenin ¢oziimii yok.

\R

N
Q
L M
IV. Sekil

Simdi “La géométrie’in Dekart’in 6viingenlige egiliminin meydana c¢iktigi bir noktaya
geliyoruz.
Au reste, ces mémes racines se peuvent trouver par une infinité d’autres
moyens, & j’ai seulement voulu mettre ceuz-ci, comme fort simples, afin de
faire voir qu’on peut construire tous les Problémes de la Géométrie ordinaire,
sans faire autre chose que le peu qui est compris dans les quatre figures que
j’ai expliquées. Ce que je ne crois pas que les anciens aient remarqué ; car,
autrement, ils n’eussent pas pris la peine d’en écrire tant de gros livres, ot
le seul ordre de leurs propositions nous fait connaitre qu’ils n’ont point eu
la vraie méthode pour les trouver toutes, mais qu’ils ont seulement ramassé
celles qu’ils ont rencontrées.
Dekart’in her olagan geometrik mesele bu iki sekilden fazla arag kullanmadan ¢6ziilmesi iddi-
asina inanabiliriz. Fakat Ogeler’in ikinci ile altinci ciiziinii inceledigimizdan sonra Dekart’in
“eskiler” adlandirdigiYunanhlar bu ilkeyi anlamadiklar1 iddiasindan siiphe ediyoruz. Galiba
Dekart eskilerin gelistirdigi yontemleri kii¢climseyerek kendi kesiflerin 6nemini abartmak
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istiyormustu. Herhalde Dekart’in eski gelismelere nasil dayandigini anlarsak, biz onun
zamandaki matematik ilerlemeyi daha iyi anlariz.

Bence yontemlerin ilk ve en garpici bagarisi Pappus 6nceden M. S. {i¢lincii yiizyilda 6ne
stirdiigii bir problemin ¢oziimiimiistiir. Bu defa da Dekart eskilerin ne becerdigi takdir
etmemisti. Ancak o kendi katkiy1 kuskusuz vurgulayip hatta abartmak istedigi halde,
Dekart Yunanlilarin sorunu nasil ele alip ¢6zdiigiinii muhtemelen bilmemisti. Hatta Pappus
kendisi Apollonyus’un ne yaptigini tam anlamamisti, zira Apollonyus’un M. E. ikinci
yiizyilda meydana cikardigi katkilar Aristeyus ile Oklid’in 6nceden yazdiklar: ama Pappus’un
zamanda artik okunmayan metinlerine dayanmigti. Dekart’in zamaninda bu metinler artik
mevcut olmamis.

Dekart Pappus’un metinin bazi bentleri aktariyor. Herkesin aktardigi metni daha kolay
anladig: icin Dekart Yunanca metni degil Latince gevirisini verir. Anlagilan o zamanki her
matematikle ilgilenen kisi Latince iyi okuyabiliyormus. Bugiin bizlerden az kisinin Latince
ya da Yunanca okunmalarina ragmen hem Latince hem Yunanca olarak birkac satir verelim.
Bizim ne eski lisanlar ne yeni lisanlar okudugumuzdan hem Latince hem Dekart tarafindan
ilk kullanilan Fransizca ibarelerin aktarmasi size yararsiz olur gibi geliyor.

Gegmigte olup biteni yakindan anlamak igin ge¢miste yasayanlar yazdigi okumamiz en
faydali en verimli yontemdir. Elbette okumadigimiz lisanda aktarilan ibarelerden tek bir
sey Ogrenebiliriz. Bizi ge¢misten ayiran engel var. Biz ise, Amerikalilar veya Avrapalilar,
ilk olarak medeniyetimizi husule getiren hem Yunancayr hem Latinceyi dili birakarak,
onlardan sonra yenicagda ilmi veya edebi lisanlar olarak gelistirilen Avrupali dilleri de
artik kullanmiyoruz, Siz ise, Tiirkler, kalkindirmaniz ugrunda kendi tarihinizde temel olan
Farsgay ile Arapcay: reddederek, Avrupal lisanlara dénmiigtiiniiz, ama nihayet onlar1 da
reddedip Amerikali Ingilizcesiyle kendinizi kurtaririz umuttayiniz. Ama eninde sonunda
hepimiz ayni dar entelektiiel durumda, benzer giigsiiz siyasi durumdayiz. Galiba giigsiiz siyasi
durumumuzdan kurtarilamayiz, ama entelektiiel fakirligimiz goniilliidiir. Asir1 goriiglerimi
anlatip, size meydan okudugumdan sonra, biz Dekart’in ile Pappus’un matematigine
donebiliriz.

Vadettigim gibi, birkac¢ bentler aktarayim. Zamaniniz oldugunda onlar1 okuyabilirsiniz
veya isterseniz dilin perdesinin arkasinda hangi sirlar saklanildigini merak ederek onlara
bakabilirsiniz. Simdi ise, besinci sekil tasvir edilen Pappus meselesini anlatalim.

Quem autem dicit (Apollonyus) in tertio libro locum ad tres € quator lineas
ab FEuclide perfectum non esse, neque ipse perficere poterat, neque aliquis
alius; sed neque paululum quid addere 1is quae Euclides scripsit, per ea tantum
conica quae usque ad Fuclidis temporar praemonstrata sunt, éc.

At locus. .. devam edilecek. . .

Pappus probleminin bagka adi olarak tii¢ ve dort dogru ¢izgi hatt1 meselesidir. Mesela,
dort dogru cizgi ile dort ag1 verilmis olsun. Beginci sekilde bu dort dogru ¢izgi hem AB,
hem AD, hem EF, hem de GH cizgisidir. Ustelik dort ac1 verilsin. Her ac1 verilmis dogru
¢izgiden birisine bagh ki biz dort ¢iftle bagliyoruz. Her ¢ift bir dogru ¢izgi ile bir acidan
ibarettir. Anlagilsin diye bu dort cifte isaretler baglarim.

(flv 91)7 (627 02)7 (637 93)’ (£4a 04)

Elbette ne Dekart ne de Pappus benzer isaretler kullaniyor.
C bir nokta olsun. Her dort verilmis dogru c¢izgi i¢in, biz bu noktadan gecip ¢; dogru
cizgisiyle kesigtigi ac1 #; olan bir dogru ¢izgi ¢izeriz. Su halde dort dogru ¢izgi elde ederiz.
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Su dogru ¢izgiler CH, CB, C'D ve C'F ¢izgileri olsun. Anlatigimiz gibi, CBA, CDA, CFE
ve C'HG agilar1 verilmis agiya esit olsun. Nihayet verilmisg bir « sayis1 ve son bir sart da
var. Verilmis dogru cizgilerden ikiger ikiger secerek iki takim belirliyoruz. Mesela, bir yanda
¢y = AB ile {5 = AD dogru gizgileri, 6te yanda (3 = EF ile {4 = GH dogru gizgileri. Son
sart

(1) CBxCD=aCF xCH,

denklemiyle ifade edilir, yani C'B ile C'D dogru cizgilerinin carpimi ile C'F ile CH dogru
gizgilerinin carpimi arasindaki oran « sayisina esit olmali. Pappus problemi, bu sartlar
hangi veya ne gibi hat belirler, sorular.

Bu dort dogru ¢izgi hatti meselesi adlanan problem Yunanlilar tarafindan incelenmisti
belki de ¢Oziilmiisgtii, ama on yedinci yiizyilda Pappus’un yazilarinda meseleyi bulmus olan
Hollandali, Jacobus Golius, onu Dekart ile bagkalara siirmiigtii. Problem yalniz Dekart
tarafindan degil, hem eski Yunanlar1 hem de Dekart’in kugagindan bazi iinlii matematik-
giler tarafindan ¢oziilmiistii. Bu matematikgilerin ¢6ziimiiniin Dekart’indan daha ustalik
meydana koymasi miimkiin olmasina ragmen, bir anlamda tek olarak onun ¢6ziimii yeni
bir yol agmigti. Cozlimiinii anladigimizdan sonra, Yunanllarin ve bagka yenicag déneminin
matematikcilerinin ¢oziimlerine donecegiz.

Problemi ¢6zmek i¢in Dekart anlattigr yontemi kullanir. O ana uzunluklar olarak AB
ile C'B uzunluklarini seger. AB uzunlugunu x isaretiyle ve BC' uzunlugunu y isaretiyle
isimlendirir. Bagka ii¢ dogru ¢izgiyi uzatir ki AB dogru gizgisini A, £ ve G noktasinda
keserler. Sekilde gosterdigi gibi C'B ¢izgisini R, S ve T noktasinda kessinler. Su halde Dekart
hem temel uzunluklari hem her gerek olan noktay1 adlandirir.

ARB ii¢genin RAB ile RBA aglarinin belirlenmis oldugundan dolay: her agini belirlenmis
ve AB ile BR arasindaki oran belirlenmistir. Bu oran z : b olsun. Ne 2z ne de b niceli-
gin belirlenmis olmadigim dikkatiniza ¢ekiyorum, yalmz arasimndaki oran olan z/b sayisi
belirlenmistir. Isterseniz z sadece tekliktir. Dekart soyle iki denklem elde eder.

"B
z
_ b
OR:er—aC
4

Dekart’in olumlu sayilar tercih ettiginden, B noktasinin C' ile R noktalarin arasinda
bulundugu halde su denklemi kullanir, fakat Dekart icin fazla iki incelenecek hal var. R
noktas1 C' ile B noktasinin arasinda bulursa

bx

denklemini elde eder. Ote yandan C noktasi B ile R noktasinin arasinda bulursa,
R=-y+—.
z

denklemini kullanir.

Anlatilmig yontemi uygulamaya devam ederek, DRC' iiggeninin RDC' aginin verilmis
oldugunu ve C'RD agis1 bilinmig BRA agisina esit oldugundan dolay1 hem her agis1 hem de
CR ile CD kenarlar arasindaki oran bilinmistir. Oran z : ¢ oranina egit olsun. Su halde C'R
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kenarinin y + bx/z sayisina esit oldugundan

o7 Iy
z 2z

z sadece her uzunlugu bir sayiya degistiren teklik oldugununu gene vurgulayaim.

Fazladan AB, AD ve E'F dogru cizgilerinin verilmig oldugundan, AE araligin uzunlugu
da verilmigtir. Dekart bu uzunlugu £ harfiyla igaret ediyor. O zaman E B uzunlugu k + x
sayisina egit olur. Ama dedigim gibi, Dekart olumlu sayilar tercih edip ve her olanag:
incelemek isteyerek yalniz gekildeki A noktasinin £'B araliginda buldugunun hali degil her
hali isliyor. Ornegin B noktas1 FA arasinda bulursa, EB uzunlugu k — z sayisina esit olur
veya F noktasi BA aras inda bulursa uzunluk —k + x olur. Dekart’in her hal iglemesine
ragmen, ben yalniz sekilde gosterilen hali inceliyorum.

Devam ederek, Dekart ESB ii¢geninin verilmis olduguna dikkat alip, acilarinin da
belirlenmig oldugundan bagka verilmig olan sayiy1 kaydediyor. BE ile B.S arasindaki oran
z : d oranina egit olsun. Su halde

BS — dk + dx
z
ve, durum sekilde gibi ise,
75 _ zy + dk + dx.
z

Durum sekilde gibi degilse, formiil benzerdir fakat bazi art1 isaretin yerinde eksi igsaretler
koymasi lazim.

Islemeden 6nceden kaydedecek nicelikleri vermeyi heniiz bittirmiyoruz. Dekart FSC
tiggenin her aginin bilenmesini dikkate aliyor. Dolayisiyla C'S ile C'F' uzunlugu arasindaki
oran bileniyor. Bu oran z : e olsun ki

OF — ezy+dek+dex'

2z
Dekart AG uzunlugunu ¢ harfiyla kaydediyor. Ondan sonra BGT {i¢genin her agisinin
bilindiginden BG ile BT uzunlugu arasindaki oran z : f belirlenmistir ki

— (— — l—
pr— =/ ep_ztit-jr
z z
Nihayet Dekart T'C'H ii¢genini kullanarak 7'C' ile C'H uzunlugu arasindaki oran belirtip

z : g olarak onu kaydediyor. Son bir denklem olarak

_ g2y + fgt — fgx
2z

CH

denklemini elde ediyor.
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V. Sekil
Bu denklemleri kullanmamizdan evvel, kaydetme siireci tekrar gozden gecirelim. Dekart’-
in uyguladigr yontem gergekten cok genel, ¢ok akilli. Onu anlamazsaniz, yazik olur. Sizi
anlatmami dinlememizden sonra Dekart’in metnini arayip okumaya tesvik ederim.
Besinci sekilde pek ¢ok nokta ve pek ¢ok aci1 var. C' noktasi bir yana, ii¢ gesit noktalar
var. Birinci gesit verilmis dogru ¢izgilerden her ikisinin kesistigi noktalardan ibaret olsun.
Tam olarak bu cesit % = 6 noktay1 icerer, ama sekilde yalniz ii¢gosterilir, yani E, A ile

G noktalari. Ikinci cesit C' noktasindan gecen dért dogru cizgiden birisinin dért verilmis
dogru ¢izgiden birisini verilmis agiyla kestigi noktalardan ibaret olsun. Bu dort noktadan
her birisi sekilde gosteriliyor, yani F', D, B ile H noktalar1. Uciinciisii ¢esit on iki nokta
igerer. C' noktasindan gegen dort dogru ¢izgi var. Her birisi verilmis dogru ¢izgiyi kestigi
dort noktay1 icerer. Bu dort noktadan birisi ikinci gesittendir. Digerleri iigiincii cesittendir.
Birinci gesitten alt1 nokta, ikinci gesitten dort, ve ii¢lincii cesitten on iki var. Buna ragmen
Dekart’in verdigi gsekilde C noktasina ilaveten yalniz on nokta bulunur. Bunlardan iigii,
yani F', A ile G, birinci ¢esitten, dordii, yani F', D, B ile H, ikinci cesitten, ve {icii, yani R,
S ile T', iigiincii gesittendir.

Fazladan tam olarak sekiz dogru c¢izgi var. Onlarin hepsi gekilde ¢izilir. Onlardan doérdii
verilmig dogru ¢izgidir ve dordii arayip belirledigimiz C' noktasindan gegen dogru ¢izgidir.
Zirvesi iki dogru g¢izgi birbiriyle kesistikleri nokta olan dort agi var. Ama birbirine ters
olan iki ac1 birbirine esgittir ve iki bitigik aginin toplami 7 sayisiya esittir. Dolalyisiyla bu
dort ag1 gergekten esdegerdir. Sekiz dogru ¢izgi oldugundan, onlar: ikiser ikiger alarsak,
28 = 8 x 7/2 aq1 elde ederiz, fakat hatta herhangi sekiz dogru ¢izgi ise, bu yirmi sekiz ag
tam serbest degil. Verilmig dort dogru c¢izginin kargilikli yonleri belirlemek igin, biri ayirt
ederiz ve diger {i¢ii onunla yaptig1 aciy1 belirleriz. C' noktasindan gecen diger dort dogru
¢izginin yonleri ayni sekilde belirlenmigtir. Fakat istersek, her birinin yoni ona tekabiil
edilen verilmig dogru ¢izgiyi kestigi a¢1 tarafindan da belirlenmistir. Herhalde bu yedi ac1
belirlerek, biz her aciyibelirebiliriz. Dolayisiyla tam olarak yedi serbest verilebilen agi var.
Tabii problemi tanimlamak ic¢in bu yedi ac1 vermek lazim.
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Problemde {i¢ serbest belirlenen nicelik kaliyor, yani ayirt edilmemis diger {i¢ verilmis
dogru ¢izgisinin ayirt edilmis olan ¢izgiyi kestigi noktalar. Soyle, bir dogru c¢izgi verilmis ise,
problemde tam olarak on serbest verilecek nicelik var. Biz Dekart’in bu on nicelik nasil
kullandigini inceleyelim.

Sekilde ayirt edilmis dogru cizgi, E, A, G noktasinin bulundugu c¢izgi olsun. O zaman
{ic verilmis nokta E, A ile G noktalaridir. U¢ kullandigimiz ac1 zirvesi bu ii¢ nokta olan
acilardir. Mesela BAR, BES ile BGT agilari.

Dekart agilar degil, iiggenler kullanir. Baglarak, hem verilmig dogru ¢izgiden biri, yani AB
¢izgi, hem de onda A kesisme noktasiyiseciliyor. B noktasi verilmemesini dikkatiniza ¢ekiyor.
AB araligimin uzunlugu problemde belirlenecek bir niceliktir. Ilkelerine gore, Dekart bu
aradig1 niceligi x harfiyla isaret eder. x uzunlugunu belirlemek icin verilmisA ile belirlenecek
B noktalar1 lazimdir. BC uzunlugu olarak, bagka aradigi niceligi y harfiyla isaret eder. C'
noktasini belirlemek i¢in yalniz bu uzunluk degil ama ondan fazla zirvesi B olan verilmis
ABC agis1 da lazim. Fakat A noktasi ve bu ag1 verilmis ise, x ile y sayilar1 C' noktasini
belirler ve ters olarak C' noktasi A noktasi ile ABC agis1 belirler. Dekart soyle bu kadar
bilinmemisC' noktasindan fazla iki verilmis niceligi kullaniyor, yani A noktasim1 ve ABC
acisini. Bu ac1 verilmis yedi agidan birisidir. Bu iki nicelikdan fazla, sekiz verilmig nicelik
kalar. Dekart bu z ile y iki niceligine ilaveten b, ¢, k, d, e, ¢, f, g (veya b/z, ¢/z, k/z, d/z,
e/z, 0]z, ]z, g/z) olarak sekiz bilinmis niceligi kaydediyor. Sonug olarak, bir denklem elde
ediyor. Anlagilan bu sekiz kaydettigi nicelik sekiz problemi belirleyen nicelige karsiliyor.
Bakalim.

AB araliginin belirlenmis oldugundan zirvesi A noktasi olan agt BAR {i¢geni belirler.
Ozellikle RB uzunlugunu ve b sayisini belirler. Ondan sonra verilmis C DR acisini kullanarak
Dekart kaydettigi ¢ sayisimi belirler. Bu kadar AB dogru ¢izgide bulunan ii¢ noktalardan,
birisi, yani A noktasi kullanilmistir. Tam durumu belirleyen yedi agidan tigii, yani zirvesi A,
B ve D olan agilar kullanilmigtir.

Devam ederek Dekart E noktasmin belirledigi £A uzunlugunu k sayisiyla kaydediyor.
Zirvesi F olan agida verilmis oldugundan dolay1 ESB {i¢geninin hem her agist hem FA ile
AB aralilarin toplamina esit olan E'B kenar1 belirlenmigtir. Su halde BS kenariin uzunlugu
da bilinmistir ve Dekart’in kaydettigi d sayisi belirlenir. Hem CB ile BS uzunlugunun
bilinmis oldugundan, C'S uzunlugu da bilinir. Fazladan FSC {icgeninin C'SF ile CFS iki
agis1 bilinir. Dolayisiyla FISC' iggenin her agisi ve her kenar1 bilinmig ve s6yle belirlenmis
olan e sayis1 kaydedilebilir.

Dekart’in yonteminin nasil uygulanmasim gittikce anlayarak, biz kendimiz siireci bittira-
biliriz. Biz su kadar FE ile A iki noktasi ve zirvesi B, A, E, D ile F' bes acisin1 kullanarak
belirlenmemis z ile y iki sayisin1 ve belirlenmis b, ¢, d ile e ve k bes sayilar1 kaydettik. S6yle
her verilmis ve aranan nicelik bir kaydedilen sayiy1 tanimlar.

Kaydetme siireci yine incelerek AG uzunlugunun veya G noktasinin Dekart’in kaydettigi
¢ sayisini belirledigi anliyoruz. Ondan sonra zirvesi G olan ag1 kaydettigi f sayisini belirler
ve nihayet zirvesi H olan ac1 kaydedilen g sayisini belirler.

Discours de la Méthode adli kitabina bir ilave olan La géométrie adli makale ii¢ ciiz icer.
Bir ciiz bizim bu kadar anlattigimiz malzemeden ibarettir. Kaydetme siireci anlatmay1
bittirip sonuglarinin nasil uygulanmasini kisaca acikladiginda Dekart yonteminin ilkelerini
yine gozden gegiriyor. Gegirirken yontemin genelligini gene vurguluyor.

Dekart’in ayrintilar hemen vermemesine ragmen, bu son bentlere gelmemizden 6nce
biz dort dogru cizgi hatti problemin Dekart’in yontemiyle nasil ¢oziildiigiinii anlatalim.
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Verdigimiz denklemlere gore denklemi
(2) y X (%_i_l)c_x) :a(ezy+dek+d6x> (92?/+fg€—fgx>

z 4 4 4

denklem egdegerdir. Bu denklemde z ile y hari¢ her nicelik bilenir. Su halde bildigimiz gibi
bu denklem bir konik kesik egrisi veya bazen bir dogru ¢izgi belirler. Fakat Dekart’in veya
kusaktaki bilim adamlarinin bunu nasil bildigini sonra sorabiliriz.

Ucg dogru cizgi hattinda yalmz {ic dogru ¢izgi ve ii¢ ac1 verilmistir, mesela sekildeki EF,
AD ile AF dogru cizgi ve zirveleri F, D ile B olan ii¢ aci. O zaman koydugumuz sart

(3) CFxCD=aCBxCB

denklemidir. Bu denklem de ikinci mertebeden olacakti.

Ama Dekart ii¢ veya dort dogru ¢izgi hatti probleminin ¢6ziimiinii anlatmadan hemen
yonteminin Pappus’un genel problemine nasil uygulandigini agiklar. Daha dogrusu Dekart
dort dogru ¢izgi hatt1 problemini Pappus’un genel probleminin gergevesinde ¢oziiyor.

Genel problemde 2n dogru ¢izgi ve 2n karsilikh a1 verilmistir. Her ¢izgiyi onun karsilikl
acgisiyla kesigen ve bulacagimiz C' noktasina birlestiren bir dogru ¢izgi parcas1 C'D; ¢izelim.
O zaman 2n dogru ¢izgi hatt1

C’DlCDg ot ODn :l: )\CDn+1ODn+2 ttt ODQn - O
denklemiyle verilmig ve 2n — 1 dogru ¢izgi hatt1
CD,CDy---CD,, £ \CD;;1CD,,9---CDs,_1 =0

verilmigtir.

Dekart dort dogru c¢izgi hatti icin gerek olan nicelikleri ve denklemleri kaydettiginden
sonra devam ediyor. Okura konusarak, onun genel problemde her aradigi uzunluk ayni
yontemle ii¢ niceligin toplami olarak ifade edilebilir, birisi x niceliginin bilinmis nicelikle
carpmasi, ikisi y niceliginin bilenmis nicelikle carpmasi, ii¢ii sadece bilinmis bir niceliktir.
Istisnai olan durumlar var. Uzunlugu aradigr aralik AB araligina paralel ise y niceligiyle
carpilan nicelik sifir olur. Aralik BC arahigina paralel ise, x niceligiyle carpilan nicelik sifir
olur. Biz ¢ocuklugumuzdan beri Dekart’in meydana koydugu yontemleri kullandigimizdan
nedenini hemen anliyoruz. Ilk okurlari icin yontemi o kadar acik degilmis acaba. Dekart
alisilmig usliiyle, yontemin nasil uygulanmasi o kadar acgiktir ki iizerinde durmayayim diye
hi¢ anlatmiyor. O igaretlerin her hangi bir sekilde segilmelerine dikkatimizi ¢ekiyor.

Biz, Dekart’in yaptigina tersine meseleyi daha kolay anlamak icin genel meseleyi degil
dort dogru ¢izgi hatt:1 meselesini vurguladik. Dekart genel ilkelerini meydana koymak igin
basglangictan beri genel meseleyi ileri siirer. Pappus’un sozlerini aktarmasindan evvel bu
kibirli gériinen ciimleleri yaziyor.

Au reste ces mémes racines se peuvent trouver par une infinité d’autres
moyens, & j’ai seulement voulu mettre ceuz-ci, comme fort simples, afin de
faire voir qu’on peut construire tous les problémes de la géométrie ordinaire,
sans faire autre chose que le peu qui est compris dans les quatre figures que
j’ai expliquées. (Bu dort sekil bizim ilk dort sekildir.) Ce que je ne crois
pas que les anciens aient remarqué; car, autrement, ils n’eussent pas pris la
peine d’en écrire tant de gros livres, ou le seul ordre de leurs propositions
nous fait connaitre qu’ils n’ont point eu la vraie méthode pour les trouver
toutes, mais qu’ils ont seulement ramassé celles qu’ils ont rencontrées.
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Bu sozler kendinin katkida bulundugu kesiflerle iftihar edip ama Oncellerinin ne yaptigini
belki yeterli tamimayan bir dahinin soyledigine inanabiliriz. Her halde hepimizin ikna edildigi
gibi Dekart’in yontemlerinin uygulanmasi eski yontemlerin uygulanmasindan daha kolaydir
ki hatta oldukca yeteneksiz matematikciler onlar1 uygulayabilir. Ama aym zamandan
cogumuz eskilerinin niye kavustugunu bilmedigimiz i¢in Dekart’in goriiglerinde hakk: olup
olmadig1 soruya bir sey soylememiz belki hale mevsimsizdir. Evvelden eski ve yeni cagda ne
bilmis oldugunu 6grenmemiz daha iyi olacaktl.ﬂ

Pappus’un probleme gelerek Dekart kisa bir 6nsozden sonra sundugumuz Latince sozleri
aktariyor. Onsozde s6yle diyor.

Et on le peut voir aussi fort clairement de ce que Pappus a mis au com-
mencement de son septieme livre, ou, aprés s’étre arreté quelque temps a
dénombrer tout ce qui avait été écrit en Géométrie par ceux qui l’avaient
précédé, il parle enfin d’une question qu’il dit que ni Fuclide, ni Apollonius,
ni aucun autre, n’avaient su entierement resoudre ; € voici ses mots.

Devam ederek Dekart bizim evvelce aktardigimiz metni veriyor. Dekart’a gére Pappus’un
ne Oklid, ne Apollonyus ne de hic kimse bu soruya tam ¢ozdigini yazdigim dikkatiniza
cekerim. Dekart’in fikirlerini daha iyi anlamamizdan sonra biz Oklid ile Apollonyus’un ne
coziip ne ¢ozmedigi soruna dénerim. Dekart kendisi genel 2n veya 2n — 1 dogru ¢izgi hatti
meselesini inceler. Gordiigiimiiz gibi genel bir ¢oziim ileri siiriiyor. Bir anlamda ¢6zlimiine o
kadar 6nem vermez, ve onun sundugumuz ¢oziimiiniin agiklanmasindan 6nde oldukga garip
sozleri koyar.

Je tacherai d’en mettre la démonstration en peu de mots : car il m’ennuie

déja d’en tant écrire.
Yani, az sozlerle ¢oziimii vermeye ugrasacak ¢iinkii her halde o kadar yazmaktan bikiliyor.
Dekart’in gercekten ne ifade etmek istedigini merak ediyorum!

Belki Dekart i¢in en 6nemli olan sorun meselenin ¢oziimii degil fakat ¢oziimiin verdigi
hatlar1 nasil bulunmesidir. Dekart’in birinci ciizde anlattigi gibi genel problemde bu hatlar
herhangi bir mertebeden olabilir. Birinci cilizde bu sonuca kavustugundan sonra bagligi De
la nature des lignes courbes olan ikinci ciizii baglayarak Dekart genel ¢izgilerin veya genel
hatlarin nasil yapildigini nasil siniflara ayirildigini sorunu ele aliyor.

Egri cizgiler olusu ne oldugu sorun nedir. Dekart anlatiyor. Eskilerin tanidiklari gibi
geometride ortaya cikan gesitli hatlar var, hem pergel ile cetvelle inga edilebilen hatlar,
hem konik kesit egrileri, hem de daha zorla, belki bagka araclarla insa edilen hatlar. Her
halde Dekart’a gore aslinda pergel veya cetvel ile bagka ondan daha bilesik olan araclar
geometrikte temel fark degil, ama biz verdigi sebeplerini tekrar gézden gecirmek istemiyoruz.
Dekart’in bu konudaki goriislerinin geometride esash olmasina ragmen, biz fikirlerini surarken
Pappus’un problemini vurgulamak isteriz.

Biz La géométrie’yi okurken tarihi bir donemin egiginde bulunuyoruz. Biz hem 6ncesine
bakabiliriz, bu yazi o zamandaki bilgi temellerinde nasil meydana geldi? hem de ilerisine
bakabiliriz, yazi gelecek kusaklari nasil etkiledi? Pappus’un problemini vurgularak biz
oncesine bakariz. Dekart kendisi s6yle bagliyor.

Mais il faut ici plus particulierement que je détermine & donne la fagon de
trouver la ligne cherchée qui sert en chaque cas, lorsqu’l n’y a que 3 ou 4

2Sézlﬁge gore yenicag donemi Istanbul’un fethiyle basladi ve baz tarihcilere gore Rénesans’da ortaya cikan
matematik miiltecilerin o zamanda Avrupa’ya getirdigi fikirlerden ¢ok etkilenmisti.
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lignes droites données; € on verra, par méme moyen, que le premier genre
des lignes courbes n’en contient aucunes autres que les trois sections coniques
& le cercle.
Biz de bilmek istiyoruz, hangi o zamanda mevcut olan bilgiyle Dekart bulundugu hatlarin

konik kesit egrileri oldugunu ispatlayabilmisti. Bu amacla Dekart’in anlatmasini incelemeye
devam ediyoruz. Dekart denklemini degil,

(4) CBxCF=CDxCH

denklemini incelir. Yani « sabitesi 1 olsun ve C'D ile C'F' dogru cizgileri birbiriyle degistiril-
sin. Dort denklemdeki niceligin z ile y nicelikleriyle nasil ifade edilmesini hatirhiyoruz. Biz
gene Dekart’in kullandigimi isareti kullaniyoruz.

CBmy, D v Y F e
(5) ezy + dek + dex -
CF i &Y CH > gzy + fgl — fgxzz.

2z
Elde edilen denklemi ilk olarak Dekart gibi yaziyorum.

_dekzz} :gjzzi —befglx }
—dfglz y thegea y —befgxx

(6") Yy > :
EZZZ — CgZZ

ugiinkii sekilde olarak bu denklem soyle yaziliyor,

Bugtinkii sekilde olarak bu denklem soyle yaziliy

(6") o (—dekz® +cfglz)y + (—dezzx — cfgzx + begza)y + bef gle — befgx?
y = .

ez3 — cgz?
Dekart paydada negatif sayilar kullanmiyor. Dolayisiyla ez sayisi cg sayisindan daya biiylik
degilse, her + ile her — isareti degistirir. Tabii ez ile cg sayis1 birbirine esit olabilir, ama bu
olanag farketmiyor. Hi¢ olmazsa onu incelemez.

Dekart’'in her say1 positif oldugunu israr ettiginden, doért farkli olan durumu incelemesi
lazim. Besinci gekilde C' noktasi ya DAG agisinda olabilir, ya DAFE acgisinda, ya FAR
acisinda, ya da RAG agisinda. Duruma gore her igaret degistirilmeli. Dekart’a gore her
dort durumda y niceligi sifir ise, o zaman ¢6ziim yok. Fakat bence bu goriisiin aksine bu
durumda ¢oziim olabilir. C' noktas1 EF'G dogru ¢izgisinde bulunur. Beginci denklemi ¢ozerek,
x sayisini buluruz. Tabii beginci denklemin dort denklemden ibaret oldugundan ¢ziimiiniin
olmasi kesin degil. Dekart y sifir olmasinin olanagini incelemiyor.

Basitlegtirerek

cfglz — dekzz
ez? —cgzz
dezz +cfgz —bcgz  2n

cz? —cgzz z
yaziyor. Ju halde altinci denklem goyle yaziliyor,

2n befglx — befgxx
Yy X< 2my — —xy + 19 3 19 .
z ez —cgzz
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Bu ikince mertebeden olan denklemi hem Dekart hem de biz hemen ¢ozebiliriz.

nx 2mnx  nnxx  befglx — befgrx
Yy>xrm — — 4+ /mm — + + 3 .
z z 2z ez3 —cgzz
Formiilii kisaltmak i¢in, Dekart
2mn befgl
n fyg

z ez’ —cgzz
nn befg D
2z ez’ —cgzz m’

Tabii Dekart burada hi¢ farketmeden, m sifir olmadigi kabul ediyor. Bu gekilde ¢6ziimiine
basit gekli veriyor,

(7) ymm—ﬁ—l—\/mm—i-ox—ﬁxx.
z m

Bu formiil elde ettiginde Dekart onun genel oldugunu vurguliyor. Gerekse baz + veya —
isaretleri degistirilmeleri lazim. Farkettigimiz gibi bu iddia tamamen dogru degildir. Bazen
paydalarda bulunan nicelikler sifirdir. O zaman ¢o6ziimiiniin farkl ifade edilmesi lazim
olacakti. Halbuki biz Dekart’1 takip ederek bu istisnalara aldirmayiz.

Altinc: gekile bakalim. Bu gekli Dekart’tan aldim. Ona bakarken dikkat etmemiz lazim.
Mesela ILK acis1 dik ac1 degildir. Biz sonradan nedeni verecegim. Buna ragmen bana
Dekart zaman zaman bu ac1 dik oldugunu sanir gibi geliyor.

Sekilde iki dogru ¢izgi 6nemlidir, /LM ile C'LB dogru ¢izgiler. Besinci denklemde BC'
araligin verilmigtir. BC' dogru ¢izgisinde bulunan L noktasi1 Dekart’in tarafindan soyle
se¢ilmig ki

(8) Em\/mm—l—ox—ﬁx:@,
m

yani
BL =m — "u.
z

Dekart bu sayinin negatif oldugunun olanagini farketmez. En azinda bu olanaga dikkatimizi
¢ekmiyor. Sayi negatif ise, L noktasi EG dogru cizgisinin yukarisinda bulunur. Oysa
n/z negatif ise, L noktasinin K'C' araliginda bulunduguna dikkat ediyor. K noktasi goyle
secilmissin ki BK uzunlugu m sayisina esittir. K aralign AB araligina esit ve paraleltir.
Tabii, Dekart bu araliga ait bir ciimle ekliyor,

Je Uaurais ajoutée en tirant cette ligne IK de ['autre coté, s’il y avait eu
—m ; & je ne l'aurais point de tout tiré, si la quantité m edt été nulle.
Herhalde bir nicelik negatif ise, Dekart’in formiillerini nasil degistirdigini biz simdi anliyoruz.

I K uzunlugu z sayisi olur ve K L uzunlugu nz/z dir. Dekart’a gore K L ile I L arasidaki
oran da bilinir. O n : a orani olsun diye, a sayisini belirhiyor. En azindan a sdyle belirlenebilir.
Halbuki Dekart hi¢ bir formiil vermez. Bagka b, ¢, d filan sayilar1 i¢in de hig¢ bir formidil
vermiyor. Bildigimiz gibi, gerek ise trigonometri kullanarak formiilleri ¢ikarabiliriz.

Bu noktaya erigtigimizde, biz Dekart’in yaptigimi iki acindan gz oniinde tutabiliriz.
Biz hem yontemi uyguladiginda Dekart’in cebirsel becerisini takdir edebiliriz hem de
onaltinci yiizyilinda yine meydana ¢ikan Yunanh matematigi Ronesans matematikcilerin
nasil kullandigimi seyredebiliriz. Bence Dekart’in metnini kendi okumaniz en iyi olur. Fakat
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bunu tek baginiz yapmaniz lazim. Ben ise, sizi metnini elde almaya tesvik edebilirim. Belki
ben sadece Dekart kendisinin Apollonyus’u aktarip anlattigi iddialar1 hi¢ yorumlamadan
size sunersem, size kandirabilirim. Maalesef benim gibi iseniz, konik kesit egrilerin kurami
yeterli iyi bilmediginizden, ben hi¢ yorumlamazsam siz hi¢ anlamazsiniz.

Simdi Dekart’in her iddiasi tekrarlarim. Bazi iddialar aciktir; bagkalar i¢cin Apollonyus™un
ispatladig1 teoremler lazimdir. Tefrik etmeden hepsini veririm. Sonradan ispatlarina do-
necegiz. Durumu agiklamak i¢in hemen anlatacagimiz seyler var. Birincisi, ABL agisinin
belirtlenmistir ve C' noktasina bagldegil. Tkincisi AT uzunlugunun m sayisina esit ve BL
uzunlugunun m — Zx sayisina esit olmalar sayesinde, LK uzunlugu Zx sayisina esittir.
Dolayisiyla I'L dogru ¢izgisi ne x sayisina ne de C' noktasina baghdir. ABL agisina belki
dik a¢1 olmamasina ragmen, biz yedinci denklem sayesinde hattin hangi cins konik kesik
egrisi olduguna hemen taniyabiliriz. Dekart kendisi ne der?

VI. Sekil

m, o ile p/m iic sayilar sifira esittir, C' noktas1 L dogru ¢izgisinde bulunur. Dolayisiyla
problemi ¢6zen hat bir dogru ¢izgidir. m sayis: sifir ise, p/m sayis1 anlamsiz dersiniz, fakat
isarete ragmen, Dekart p sayis1 ayrica tanimlamadan p/m sayisini dogrudan tanimlar. Devam
etmemizden Once bir sey nlatayim. Dekart’in cebirsel ifadelerinde belirli isaretler koymasina
ragmen, dort basta verilmis dogru ¢izginin durumu bagka olmus ise veya B noktasinin
bulundugu yer bagka ise, ifadelerdeki igsaretler de bagka olacakti. Buldugu denklemin
neticeleri anlatarak, Dekart’in sarahatle anlattig1 gibi, mm + ox — p/maxx karekoku cebirsel
cekilebilirse, o zaman C' noktagi baska I'L dogru cizgisinden farkli olabilen bir dogru ¢izgide
bulunur. Mesela hem mm hem 2 xz positif isaretle belirirse ve

p
pm = 4—mm
m
say1s1l oo sayisina esit ise,

mm+ox+£xx:(a+ﬁx)2, a=m, fB=—
m m

ve
y = t(a + px).
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Bir yandan mm ile ox sayilar1 sifir ise y = +8z. Ote yandan ox ile Ly sayilan sifir ise
y = =15. y = t(a+ px) denklemi iki dogru ¢izgiyi belirler. Olugan hat bozulmus bir konik
kesit egrisidir. Dekart ise, bu bagka dogru ¢izginin bulmasinin kolay oldugunu diyor.
ce point C' se trouverait en une autre ligne droite qui ne serait pas plus
malaisée a trouver que IL.

Karakokii cebirsel gekilebilmezse, C' noktast muhakkak bir konik kesit egrisinde veya
bir cemberde bulunuyor. Problemi ¢ozen hat bu konik kesit egrisidir. /L dogru ¢izgisi bir
capidir. Dekart’a gore, LC' dogru ¢izgi ise, ya I L karsilikli bir capidir ya da I'L karsilikli
capa paraleldir. Fakat biz kullandigi kelimeler belki anlayamiyoruz. Dekart kendisi durum
soyle ifade ediyor

l'un des diameétres est en la ligne IL, & la ligne LC est l'une de celles qui
s’appliquent par ordre a ce diamétre, ou au contraire LC est paralléle au
diametre auquel celle qui est en la ligne I L est appliquée par ordre.

Siz belki bu ciimleyi anlamiyorsunuz. Fransizca okumamanizdan degil, ama kullanilan
matematik kavramlar: tanimamanizdan, hi¢ olmazsa Dekart’in kullandig1 soz¢iikleri tanima-

manizdan. Biz sonradan her gerek kavrami anlatacagiz ama onceden Dekart’in anlattigini
aktariyoruz.

E

VIL Sekil

Yedinci denklemde bulunan 2z ifadesi sifir ise, konik kesit egrisi bir paraboldur. Oncedeki
isaret positif ise, hiperbol dur, isaret negatif ise, elipstir. Bir istisnai hal var. aam ile pzz
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sayilar1 (Dikkat! Dekart sdyle yazar, ama gercekten aa ile £ 2z sayilarimi yazmali.) esit ise
ve I LC agis1 dik bir ac1 ise, o zaman hat elips degil, cemberdir. Dekart kendisinin /LC" acis1
veya ona esit olan /LK agisinin dik olmadigini tanidigini hemen vurguliyorum. Sonradan
yazdigina goére bana O bu ag1 gerekli dik oldugunu iddia eder gibi geliyor.

I K uzunlugunun z sayisina egit oldugu, K L uzunlugunun nz/z sayisina esit oldugu, ve
I KL agisinin verilmis oldugunundan, KL ile I L uzunluklar1 arasindaki oran belirtlenmigtir.
n : a olsun.

Hattin parabol oldugu hal en kolay haldir. Hat parabol ise, Dekart buldugu parabolun
temel niteliklerini verdiginden sonra, Apollonyus’un konik kesit egrileri {istiinde olan eserine
bagvurarak bilinmis teoremleri kullanip hattin hangi parabol oldugunu belirtiyor. Hat
parabol olmasi hal i¢in, /LK belki dik aci olmamasi nedeni simdi anlatabilirim. Sonradan
hatirlatacagimiz gibi I L dogru ¢izgisinin yonii parabol tarafindan belirlenir. Meselenin veril-
mig sartlarin arasinda ABC' agis1 bulundugundan, BC' dogru ¢izgisinin yonii de verilmistir.
I'L dogru ¢izgisi gerekli BC' dogru cizgisine dik ise, I L yonii de verilmis olur. Fakat x ile
y koordinatlar segerek, biz verilmis dort dogru chizgisi, yani EG cizgisini se¢melidik. T'H
dogru ¢izgisini aldiysak, BC dogru ¢izgisinin yerine HC' dogru ¢izgisini elde ederiz. Bagka
secmenin neticesi gine ayni parabol olur, ama yeni /L benzer dogru ¢izginin yoni bagka
olur. Bu ¢elismeden /LK acisinin muhakkak dik bir agi olmadigini sonuclandirabiliriz.

Dekart anlattigini tekrarlayip Apollonyus’un eserinde ne bulundugu aciklamadan evvel,
biz belki umuttugumuz parabol hakkindaki temel tanimlar1 hatirlayalim. Tabii Dekart’tan
sonra gelismis olam yontemler kullanacagiz. Bildigimiz gibi, koordinatlar w ili v iyi secersek,
parabolun denklemi goyle yazilir,

v? = au.
« sayis1 bir sabitedir ve bu sabite parabolun tek bir say1 niteligini belirliyor. Ona Latince
“latus rectum” denir. Parabolun tanidigimiz bir ocagi var. Yani ekseni v = 0 dogru cizgisidir.
Her bu dogru c¢izgiye paralel olan dogru ¢izgi parabolun bir ¢api denilir. v = § bir ¢ap1
olsun. Bu ¢apin parabolla kesistigi C' noktas1 (3%/a, 8) noktasidir. Yedinci sekilde goriilen
bu noktadan gegen parabolun tegetinin meyili

d
ZU—U:(I

du

denklemi tarafindan tanimlanir. Dolayisiyla bu noktada meyil a//23 sayisina esittir. Tegetini

tanimlayan denklem
Q B
(y—ﬂ)—2—8<x——>

denklemidir. Mesela y = 0 ise,

(a/4,0) noktasi, yani gekildeki B noktasi, parabolun ocagidir. Gergekten

) SN 2 2 q 2
(216

denklemi sayesinde yedinci sekilde ABC' {iggeninde AB ile BC' kenarlar1 birbirine esittir ve
CAB ile BC' A agilar1 da birbirine egittir. Dolayisiyla bu iki agt EC'D agisina da esittir ve
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DC 1giinin tegette veya parabolda yansisi C'B 1ginidir. Bildigimiz gibi her eksenine paralel
olan 1g1min yansisi parabolun ocagindan geger.

Parabol tanimlayarak biz dikgen olmayan koordinatlar kullanabiliriz. Mesela sekizinci
sekilde (u,v) bir noktasimin dikgen koordinatlar: ise, (s,t) dikgen olmayan koordinatlar
olabilir.

9) t? = as

denklemiyle bir parabol tanimlanar.

(10)

sin 6
denklemleri sekilden agiktir. Dokuzuncu denklem goyle

. cos 6
v? = sin? fa (u — v)

sin 6

veya
2
(v + %sin@cos@) = 981n2a<u + %cos2 9)

esdegerdir.
«
v =v+ Esinecose,
U = u+ e cos® 0
4
aq = sin® o
koysak, hattin denklemi
(11) v = ayuy

olur. (uy,vy) koordinatlar1 dikgendir, fakat yeni merkez (uy,v;) = 0, eski koordinatlarla
1 1
— = cos® fa, —= sin @ cos fa |.
4 2

noktasidir. Dolayisiyla “latus rectum” « degil, oy dir. v = 0 dogru ¢izgisi bir ¢ap1 olmasina
ragmen, parabolun eksen bu cizgi degil,

1
V= —5 sin 8 cos O

dogru cizgisidir.

Sonuclar olarak, biz bildigimiz gibi, koordinatlarin dikgen olmamalarina ragmen, do-
kuzuncu denklem bir parabol tanimlar. Coktan beri bildigimizi hatirlanmama ragmen,
ben bizim bildigimizi anlatmak istemem, Dekart’in ne bilip anlattigin1 anlatmak isterim.
Anlatma en kolay yontem olarak, ilk énce belki unuttugunuz matematigi size hatirlattigim
sonra, Dekart ne yaptigini inceleyebilecegiz. Maalesef, fikirlerini Dekart’in kusaginin saf
gozlerle izlememiz miimkiin degil. En iyi olarak, kendiniz onun yazilarini okumaniz olur.
Sizi bu girisime tesvik etmek icin bu dersleri veriyorum.
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Yedinci denklemden faydalanarak, Dekart ¢oziimiiniin denklemini soyle yazabilir,

(12) w=/mm+ oz — Lz,
m

Kullandigr iki z ile w koordinatlar1 dikgen degil. Aldirmadigimiz bir igsaret bir tarafa
koyarak w koordinati LC' uzunlugdur ve IL parabolun bir ¢apidir. w koordinat uzunluklar
Olger. Halbuki 7L dogru cizgisinde x uzunluklar 6lgmez. I K uzunlugu z ise, I L uzunlugu
2x. Dolaywsiyla IL dogru ¢izgisinde uzunluklar ¢ = %x koordinatla olgiiliir. Parabol i¢in
dokuzuncu denklem

9 0z
w” =mm + —t.
a
Koordinatlar: gine degistirip,

a
s=t+ —mm

0z
alinz ki

0z
13 = s
(13) w=—s

Anlatigim gibi, (s, w) koordinatlar dikgen degil. Dolayisiyla Dekart’in ve onun peginden
giden Schooten’in yazmasina ragmen olagan olarak parabolun “latus rectum”™u oz/a degil.
Acgikca bence ikisi gsoyle bir hata yaptiklarina inanamiyorum. Dekart kendisi kiigiik bir
hata yapabilmisti, fakat Schooten dikkat edip Dekart’in her hesap tekrarlamisti. Belki
kullandiklar1 koordinatlarin gercekten dikgen olmadiklarindan ikisi bilincli degildiler. Bu
¢Ozecegiz kiiciik bir muammadir.

Dekart parabolun “latus rectum”unun oz/a oldugunu yazdigindan sonra goyle yaziyor

& son diametre est toujours en la ligne 1L

Bir ¢apindan degil onun ¢apidan s6z eder. Olagan olarak parabolun tek bir ekseni olmasina
ragmen, ¢apilarinin takimi sonsuz sayidadir. O zaman Dekart ne demek ister? Gergekten
makalesinin Ingilezce cevirmesinden birinde diameter degil azis yaziliyor. Herhalde IL
dogru cizgi genel olarak parabolun ekseni degil parabolun bir ¢apidir. Devam ederek, Dekart
yaziyor

pour trouver le point N, qui en est le sommet, il faut faire IN égale & amm/oz.

N noktasi parabol ile /L dogru ¢izgisinin kesigtikleri noktasidir. Dolayisiyla bu noktada
LC =0 ve mm + ox = 0. Ama z sayisinin /L dogru cizgisinde uzunluklar 6l¢gmediginden
dolay1r IN uzunlugu mm/o degil a/z x mm/o dir. Dekart iddia ettigini bu kadar dogrulaya-
biliriz. Halbuki genel olarak /L ekseni olmadigindan N noktasi parabolun zirvesi (yani le
sommet) degildir. Hattin parabol olmasi halin incelenmesini biterek, Dekart N noktasinin
o sayisinin Ooncedeki igaret gore gerek I noktasinin saginda veya solunda bulunur. Yani
LC 1 v/mm =+ ox.

Oncedeki sozleri yazdigim sonra, Apollonyus’un katkilar: nihayet 6grendigimde, benim
evvelce bir sey kavramadigimi takdir ettim. Dekart benimden bagka eksenin, zirvenin
ile parametrenin veya latus rectum’nun tanimini kullandiyor. Yani Dekart Apollonyus
yazilarinda meydana konan tanimlar1 kullaniyor. Bu o kadar 6énemli olup Apollonyus’dan
Dekart’a gecisin dogru ve gatlaksiz oldugunu gosteren tanimlart Apollonyus’un katkilarini
ele almamizdan evvel Dekart’in Pappus’un problemine ait her iddiasini vermeyi vadetmeme
ragmen, en azindan parabol i¢in Apollonyus’un genel kavramlar: ile yontemlerini sunarim.
Goreceginiz gibi, anlattigimin ve ¢agdag tanimlarin tam tersine, Apollonyus’un iglemesinde
parabolun tek bir zirvesi degil, konik kesit egrisinin onu tanimlayan koniyle iligkisine gore
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bagka bir zirvesi ve bu sebepten bagka bir parametresi var. Tanimlayan koniye gére her
capinin parabolla kesistigi nokta zirvesi olabilir. Mesela, gerek koni vermemesine ragmen,
Apollonyus’un tanimina gére Dekart’in verdigi I L capimin parabolla kesistigi N noktasi
zirvesi olabilir. Fakat I'L ile LC' dogru ¢izgilerinin birbirine dik olmadigini gene vurguliyorum.

VIII. Sekil

Apollonyus M. E. 262 yili gevresinde dogup Arkimedes’den yaklagik yirmi bes y1l daha gencg
olmustu. En iinlii yazilar1 olan konik kesit egrileri {izerinde sekiz kitap yazmisti. Eutokyus
(M. S. 500 y1il) ilk dort kitaplarin bir tabini hazirlayip tefsir de etmigti. Matematik tizerindeki
ve Heathmn yazdig1 bir kitaba gore, M. S. dokuzuncu yizyillda bagka igler arasinda Rum
Imparator VI. Leo Konstantinya Universitesini sehirde yeni kurup matematik bilimin eski
kuvvetini yerine getirmisti. Leo’nin sayesinde 6zellikle Eudokyus’un tabini o zaman taklit
edilmigti. Sonradan sirasinda bu metinler taklit edilerek artik mevcut olan el yazmalar:
hazirlanmiglardi. Heath’in yazmasinin tam tersine olarak, Encyclopedia Britannica’da
Leo’dan bagka gorii bulunuyor. Bu gériise gore Leo budala bir hiikiimdar olmustu. Unlii
fakat bazen abartan veya yanlisi ¢ikan tarihci Gibbon’a gore, bilge veya filozof takma
adlarin Leo’ya takilmigt1 zira

He was less ignorant than the greater part of his contemporaries in church
and state, that his education had been directed by the learned Photius, and
that several books of profane and ecclesiastical science were composed by the
pen, or in the name, of the imperial philosopher.

Bu kaynaklardan hangisinin daha giivenilir oldugunu kendiniz karar verebilirsiniz.

Herhalde yalniz ilk dort kitablar Rumca olan mevcuttur. Sekizinci kitap tam kaybedilmisg,
fakat diger iicii Arapca olarak mevcuttur. Ilk dort kitabin Latince cevirmesi ilk olarak,
1537’d Venedik’te basilmigtir. Ondan sonra ilk 6nemli Latince basi olarak, 1566 yilinda
basilmigtir. Dekart belki bu basiy1 kullandi. Elbette O Rumcadan Latince daha iyi oku-
yabiliyormus. Diger ii¢ kitabin Arapgadan yalniz 1661 yilinda gevrildiginden, onlar1 hig
okuyamazdi.

Bildiginiz gibi Dekart 1596 yilinda dogmustu. Apollonyus okulda okumayacakti. 1630
yilinda o kadar genc olmayan Dekart matematik grenci olarak Leyden Universitesi taraf-
indan kabul edilmigti. 1624 yilindan beri sark dillerden sorumlu ama 1629 yilindan beri

3Fetihden &nce!
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matematik de sorumlu olan Yakobus Golyus profesor unvani sahibiymis. Ozellikle konik kesit
egrilerinin bir uzmanidi. 1631 yilinin sonunda Dekart dahil baz1 meslektaglarina Pappus’un
problemini gondermisti. Anlasilan bu zamandan evvel Dekart’in en azindan Apollonyus’un
birinci kitabinibiliyormus zira alt1 hafta sonra Apollonyus’un yazilarinda bulunan teoremler
kullanarak problemi c6zmiistii.

Dekart aktardigimiz iddialarindan sonra ispat vermiyor. O bu bentleri okucuyu sadece
Apollonyus yazilaria génderiyor.

Au moyen de quoi il est aisé de trouver cette parabole par le 17¢ probleme du
17¢ livre d’Apollonius.

Zeuthen Dekart’1 elegtirerek bu géndermeye ait goriisiinii ifade eder.

Was nun Descartes’ eigene fernere Bestimmung desselben geometrischen
Ortes betrifft, so begniigt er sich damit ein Paar konjugierter Durchmesser
und die Form zu finden, welche die Gleichung durch Beziehung auf diese
annimmt. Dadurch ist die Kurve allerdings bestimmt, abr nur weil man dann
auch weiff, dafs die Gleichung der Kurve dieselbe Form durch Beziehung auf
ein Paar rechtwinliger Azxen, die sich dann auch bestimmen lassen, behdlt.
Fiir diese letztere Bestimmung, weklche, wie aus der elementaren analytischen
Geometrie bekannt ist, den schwierigsten Teil der Bestimmung eines durch
die allgemeine Gleichung zweiten Grades gegebenen Kegelschnittes ausmacht,
giebt Descartes in seiner Geometrie keine Anleitung, sondern er bezieht
sich ganz einfach auf Apollonius. Dazu ist er sebstverstandlich vollkommen
berechtigt, aber seine herabsetzenden Bemerkungen tiber die Geometrie der
Alten werden dadurch noch unbilliger.

Zeuthen’in elestirmesi yalniz hattin parabol olmasi hala degil hem elips hem hiperbol olmasin
hala aittir. Parabol oldugunda elestirmesinin anlami anlatmak daha kolaydir. Ayn1 zamanda
Dekart’in atladigr acgiklama ile hesaplar diger hallar kadar ciddi degil. Yani parabolu
belirtmek icin, cagdas anlamda, ekseni bulunmasi lazim. Hesabimiza gore, Dekart'in verdigi
onikinci veya oniigiincii denklemden basglarken biz anlatigim yontemle ¢ok ¢abalamadan
onbirinci denkleme erigebiliriz.

2. APOLLONYUS

Apollonyus kendi yazilarimin okunmasi zordur. Hele Rumca yazildigindan, ve ondan sonra
once Arapca ile Latince cevrildiginden, ama ayni zamanda iddialar ile kanmitlar sundugu
tarzinin bizimki olmadigindan, metinlerinin zor anlagilir. Gergi hem Almanca ile hem
Ingilizce cevrilmesi var, ama bunlar bizim kiitiiphanemizde mevcut olmadigindan, ben
Apollonyus gelistirdigi teoriyi sadece Heath’in Apollonius of Perga adli giizel kitabinda
sundugu sekilde veririm. Girig olarak onun yaklagimi faydali olabilir.

Eski Rumeca belki okuyabilirsiniz veya okumay1 6grenmek istediginiz halde, Apollonyus un
yazmasindan size bir ornek gostermek icin bu sayilarin tam sonunda Heath’in kitabinda
verdigi metin ve kendisinin kelime kelimesine terciime ettigi ¢evirmesinden ii¢ sayisini
sunarim.

Apollonyus’un verdigi teoremler anlatarak, Heath aym zamanda tarihi olusu nakleder.
Biz bu anda eski tarihi degil, Ronesans déneminde yeni mathematigin eski mathematikten
nasil dogdugunu gosterdigi bir olay incelemek isteriz. Dolayisiyla Apollonyus kendisinin
kesfettigini 6ncellerden aldigindan ayirma istekte bulunmuyoruz. Biz sadece Dekart’in
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Apollonyus’un o zaman elde mevcut olan metinlerden ne alabildigini daha iyi anlamak
isteriz. Kimin hangi dénemde hangi teorem ispatladigi bilmamiz maksadimiza lazim degil.

Yine de Apollyonus’un yazilarinda bulunan teoremler vermemizden evvel, 6ncellerini
kisa hatirlatiriz. Heath’e gore dort 6nemli ad var. Imlasim tekrarliyorum, ama adlarim
kendiniz Tiirkge yazmak istediginiz halde onlari Rumca da veriyorum): Menaechmus
(M.E. 340 yihn gevresi—Mévouypoc); Aristaeus (M. E. 320—Apiotoioc); Euclid (Oklid,
M. E. 290—E0x\eldne); Archimedes (M. E. 250—Apywhdne). Apollonyus (‘Aroxkeviog M. E.
230 yilin gevresinde yagdigindan dolayr tam gelisme bir yiizyil iginde tamamlanmaigti.

IX. Sekil

Heath’in naklettigini kisa hatarladttigimizda, eski matematik hakkinda tarihin bazen
olaylardan yiizyillardan sonra yazilmis ve sayisi ¢cok az olan kaynaklar kullanarak yaratil-
masinl unutmamamaliyiz. Kaynaklara gore hacimi verilmig bir kiipiin haciminin iki mislisi
olan bir kiiplin geometrik inga yapisinin iki verilmig sayinin oranlariayni iki orta orantilinin
inga yapisinin bir neticesi oldugunu Hippokratﬂ kesfetmisti. Yani iki sayi a ve b iseler, iki

a T y
(14) T
denklemleri ¢ozen say1 aranir. Ju halde
A
) -5
Ozellikle "
7= 2

alarak, bir kiipiin hacimi ikileyen kiipii bu sekilde bulunur.
Oniigiincii denklemler iig

(15) 2?2 = ay, y? = bz, xy = ab

denklemden her hangi ikisiye esdegerdir. Fakat eski Yunanli matematekgi isek, biz bu
denklemlerin somut bir ¢éziim bulmak isteririz. O zaman geometrik ¢éziimden bagka
muhakkak genel ¢ozlimiin bulunmaz gibi geliyor bana. Geometrik ¢oziim kesinlik ve agiklikla
ifade edilmis talimatlara uyarak aranan noktalar veya hatlar insa edebilmemizdir. Mesela
cetvel tahtasiyla bir dogru c¢izgi veya pergelle bir cember her ¢ocuk insa edebilir. Uzamda
bir verilmis noktadan gecen veya bagka niteliklerle diizlem de insa edebiliriz. Ya da verilmis
zirveyle verilmis ¢emberden gecen koni en azinda havada nasil ¢izilmesi biliyoruz. Halbuki
ondordiincii denklemlerden birinin tanimladigr hattinin nasil ¢izilmesi bilmiyoruz.
Verdigimiz basit cebirsel sekilde denklemler verilmemisti belki kullanmamigt: ama anlar-
sam Manaechmus’un kegifi denklemlerin tanimladiklar: hatlarinu bir koniyle bir diizlemin
kesismesi elde edilmesiymisti. Ben Menaechmus’dan Apollonyus’a kadar gelismeleri burada
anlatmak istemedigim halde, bir 6nemli degigsim vurgulamak isterim. Dokuzuncu sekilde
ti¢ koni ile ii¢ konik kesit egrileri gosteriliyor. Koniler dik konilerdir, yani konilerden birini

‘M. E. 430, dolayisiyla Apollonyusdan iki yiizyil evvel.
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ingsa etmek icin, ingaatina gerek olup bir diizlemde bulunan ¢emberin merkezinden gecip
diizleme dik olan bir dogru ¢izgi ¢izilsin. Koninin zirvesi bu dogru ¢izgide bulunur. Su halde
zirveden ve ¢emberin merkezinden gegen her hangi bir diizlem ¢cemberin bir capindan gecer
ve koninin kesigerek zirvede bir aci tanimlar. Sekilde gosterilmis gibi su ag1 dar, dik veya
genig olabilir. Bu ag1 segilmis diizleme bagh degil. Koninin icerdigi ve agiy1 tanimlayan dogru
cizgiler onun yapici ¢izgilerdir, mesela segilmig diizlem iki yapici cizgiler iger. Herhalde bir
yapicl dogru ¢izgiye dik olan bir diizlemle koniyi kestirirsek, konik kesit egrisi elde ederiz.
Menaechmus bu sozleri kullanmamigt:1 ama agiya gore elde edilen konik kesit egrisi parabol,
elips, veya hiperbol olur. A¢1 dar ise, elipstir; dik ise parabol; ve genis ise hiperbol.

X. Sekil

Bu o zaman kullanilan tamim cagdas tamimdan daha dardir zira bugiinkii kavrama
gore biz koniyi herhangi bir diizlemle kestirirsek, konik kesit egrisi elde aliriz. Halbuki ilk
bagta diizlem koninin bir yapici dogru ¢izgisine dik olmalimigti. Oysa Apollyonus gimdi
kullandigimiz tanimi kullanirdi. Bu daha genis kavram Apollonyus kendisi kesfetmemisti.
Mesela, Arkimedes’in yazilarinda daha genis tanimin izleri var. Oklid’in adin taniyoruz,
ama ondan 6nce dogmus olan Aristeyus’un adi Oklid’in adisina kadar {inlii degil. Tkisinden
her biri konik kesit egrileri iizerinde ama artik mevcut olmayan bir kitab yazmist1. Oklid
Aristeyus tarafindan etkilenmisti ve Apollonyus ikisi tarafindan etkilenmis. Tabii Apollonyus
kendisi yeni teoremler kesfetmisti. Halbuki bizi simdi ilgilendiren soru karsilikli etkileri
degil. Biz Dekart ile bagkalarinin Apollonyus’un yazilarinda ne bulup kullandigin1 6grenmek
isteriz.

Onun genel kavramim verdik. Heath’in agiklamalarini kullanarak, Apollonyus kavramdan
gikardigr sonuglar1 anlatmak isteriz. Onuncu sekilde bir koni ¢izilir. Zirvesi A noktasidir.
Tabanm olan ¢cember BC'P ¢emberidir. Cemberin merkezi olan O noktasi ile zirvesinden
gecen dogru ¢izgi koninin eksenidir. Menaechmus ile Apollonyus’un tanimlar: arasinda
onemli fark olarak, akseni gemberin tanimladig: diizleme dik degil. Bagka bir fark da var.
Halbuki bu fark agiklamamiz i¢in ¢ok 6nemli degil. Koniyi inga ederken, biz zirvesinden
gegen bir dogru ¢izgi gevirerek bir diizey ¢iziriz. Bu dogru cizgilerden her birisi bagka bir
cemberde bulunan bir notktadan gecer. Ilk basta, dogru ¢izgi bir dogru cizginin yarisidi
ki ¢izilmis diizey alisilmis anlamda bir koniydi. Ama Apollonyus kitapta dogru c¢izgi tam
dogru cizgidir ki elde edilen koni gercekten bir ¢ifte konidir. Olagan olarak gekillerde bu
cifte koninin yarisigosterilir.
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XI. Sekil

Apollonyus kullandigi tanim ilk tanimla arasinda en 6nemli fark koniyi kestiren diizlemin
durumudur. Menaechmus’us taniminda kesen diizlem bir yarici dogru ¢izgiye dik oldugu
halde Apollonyus’un taniminda diizlemin durumu keyfi olabilir. O zaman zirvesindeki
ac1 koniyi kesen diizleme dik olan bir diizlemde tanimlanabilir. Mesela on ile onbirinci
sekillerde koniyi kesen diizlem gosterilmez, fakat ona dik olan zirvesiden gegen diizlem ABC
diizlemidir. Bu diizlemin taban diizlemine hem dik olup hem koninin tabani olan gemberin
merkezinden gectiginden dolay: iki diizlemin kesistigi dogru c¢izgi ¢emberin bir ¢apidir.

Onikinci gekilde de koniyi kesen diizlem agik goriinmiiyor. Fakat eklemis ABC' diizlemi
ve ona dik olan AF'F’ diizlemi gizilir. Apollonyus V noktas1 QQ’ aralig1 ikiye boldiigiinii
kanitlar. Elbette kamit oldukca kolay. V', @, ile @)’ noktalarin temel olan ortak nitelikleri
nedir. Ik olarak @) konide bulunan keyfi noktadir. @) verilmisise V noktas: () noktasindan
gecip F'F” dogru cizgiye paralel olan dogru ¢izginin eklemis diizlemle kesistigi nokta olmak
tizere tanimlanir. O zaman @’ noktast V@) dogru ¢izginin kestigi ikinci noktadir.

Koniyi kesip konik kesit egrisini tanmimlayan diizlem eklemis ABC' diizleme dik olan
herhangi bir zirvesinden ge¢miyen diizlem olabilir, mesela oniigiincii sekilde goriilen PDM E
diizlemi gibi. Konik kesit egrisi DPFE hattidir. Demin anlattigimiz iddiaya gore bu sekilde
cizilen Q@) araligimin orta noktasi V' noktasidir. Bundan 6énemli bir sonug elde alariz. Sekilde
M ¢emberin ¢apinda bulunan bir noktadir. DE dogru ¢izgi ona diktir ve Q@ dogru ¢izgi
DFE dogru cizgiye paralel ve koninin bir kirigtir. V' noktasini soyle degistirerek ki PM dogru
cizgisinde kalir biz cesitli kirigler elde ederiz ama onlarin hepsinin orta noktasi PM dogru
¢izgide bulunur. Bu nedeniyle PM dogru ¢izgisi hem koninin hem de konik kesit egrisinin
bir cap1 adlanir.

Dekart ¢ap adin1 bu anlamda kullanir. Genel olarak ¢ap ikiye boldiigii kiriglere dik degil.
Eklenmigolan diizlem koninin tabanini iceren diizleme dik ise, o zaman c¢ap1 ikiye boldiigii
kiriglere diktir. Mesela eklenmigolan diizlem koninin ekseni tabani iceren diizleme dik ise.



30 ROBERT P. LANGLANDS

XII. Sekil

M noktasi koniyi tanmimlayan diizlem bulunur, ama onuncu sekilde gordiigiimiiz gibi
koni tek bir diizlem tarafindan tanimlanmaz. Sekilde iki gember goriiniiyor. Iki ¢emberi
iceren iki diizlem paraleldir ve koniyi ¢izip tamimlamak i¢in gemberlerden her birisini
kullanabiliriz. Dolayisiyla M noktasi koniden gikincaya kadar, verilmis PM dogru cizgi
boyunca degistirebiliriz. Konik kesit egrisi hiperbol veya parabol ise M noktas1 koniyi
cgikmiyor, fakat elips ise ¢ikabilir. Her {i¢ halde konik kesit egrisinde bulunan () noktasina
iki sayibaghdir. Birisi ordinat adlanan QV uzunlugudur. Ikisi absis veya fasla adlanan PV
uzunlugu.

Ben Apollonyus bu iddialar1 nasil ispatladigini anlatmadim. Fakat sekillerden ispatlar:
oldukca aciktir. Tabii kitabinda ilerleyerek ispatlar gittikce daha zorlu olur. Biz bu dizide
daha basit olan ilk teoremleri inceleyecegiz.

Ondordiincii sekile bakalim. Ekleme diizlemin koniyle kesistigi hat bir a¢1 tanimlayan iki
dogru cizgiden ibarettir. Sekilde bu iki dogru cizgi AB ile AC' dogru cizgidir. Ozel durum
olarak konik kesit egrisinin ¢ap1 bu iki dogru ¢izgilerden birisine paralel olsun. Sekilde
oyledir. Cap1 PM dogru cizgisidir. P noktas: koni ile konik kesit egrisi tarafindan tamamen
belirtilmistir. PL araligi koniyi kesip egriyi tanimlayan diizlemde bulup ekleme diizleme
dik olsun. Uzunlugu

PL:PA=BC?:BA: AC
sart1 tarafindan belirtilsin. Su halde her konik kesit egrisinde bulunan ) noktasi icin
(16) QV? = PL x PV.

Elbette Apollonyus denklemi cebirsel ifade etmiyecekti. Siz bu denklemin bir parabolun
denklemi oldugu hemen taniyacaksiniz. Dolayisiyla egrinin bir parabol oldugu kabul ettigimiz
sartin sonucudur.
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XIII. Sekil
Onbeginci denklemi ispatladigimiz sonra Pappus’un problemini ¢ézen hattin bir parabol
oldugunda Dekart’in Apollonyus’dan niye ihtiyacinin oldugunu anlatacagiz. Ondordiincii
sekili yorumlayalim. Anlattigimiz gibi ABC' diizlem eklenmis olan diizlemdir. BC' ¢izgisi
koninin tabaninin bir ¢apidir. V' noktasindan gegen ve BC' dogru gizgisine paralel olan H K
dogru ¢izgisi ¢izilsin. QV dogru ¢izgisinin DF dogru ¢izgisine parale oldugundan dolay1
HQK diizlemi koninin tabanina paralel olur. Apollonyus’un evvelden kanitladig1 ve biz de
kolay kanitladigimiz gibi, su halde HQK diizlemi koniyle bir cemberde kesigir. QV dogru
cizgisinin HK dogru cizgisine dik oldugundan dolay1, Oklid’in Ogeler’de ispatladig ve her
okuyucu kugkusuz bildigi gibi
HV x VK = QV>.

Eklenmis diizlemde inceleyip sekilde ayni olan iicgenler kullanarak, biz iki denklem ispatla-
yabiliriz.

HV : PV = BC : AC,

VK :PA=BC:BA.

Dolayisiyla
HV x VK : PV x PA=BC?: BA x AC

ve PL tanmimi sayesinde
QV?: PV x PA=PL: PA= PL x PV : PV x PA.

Nihayet
QV?*= PL x PV

denklemini elde ederiz.
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XIV. Sekil

Netice bagka sekilde ifade edilebilir. Kenar1 QV olan kare yiiksekligi PV olup PL aralige
tizere koyulan bir dikdortgene egdegerdir. Yaklasik yaklasmak veya varmak diyen Rumca
nopofdw fiilden gikmig olan “parabol” sozii bu durumu ifade eder. Eskiden ayni durumu,
yani kenar1 QV olan karenin PL araliginda PV yiiksekligiyle kesilen dikdortgene esit
oldugunu ifade edilen kat’s mikdfi sozu kullanilir. Arapga soziinii birakip Fransizcadan
alinmig olan Rumca soziinii kullanarak ilerletilir.

Dekart'in “La géométrie”’sine donecegimizde hiperbol ile elips i¢in onbeginci denkleme
benzer denklemler bulacagiz. Fakat Dekart’a donmemizden evvel, Apollonyus ispatladigi
parabolun basit niteliklerini inceleyeyim. Birkac teoremi ispatliyor. Birinci olarak, konik
kesit egrisinde bulunan noktadan gegen tegeti bulur. Onbesinci sekilde gibi, bu nokta @
noktasi olsun. Egrinin ¢gap1 TPV V' dogru ¢izgisi olsun. ) noktasina ait ordinat QV araliktir.
T noktas1 soyle secilsin ki T'P ile PV araliklar birbirine esittir. Su halde T'Q) dogru ¢izgizi
Q) noktasindan gegcen tegettir.

Bu teorem elde edilmis olarak Apollonyus genel olarak parabolun ¢ap1 ortaya koyar.
Onaltinc: gekilde gibi EF tanimladigr caprya paralel olan her hangi bir dogru ¢izgi olsun.
Konik kesit egrisini ) noktasinda kessin. RR' kirigi egrisinde bulunan @) noktasindan gecen
tegete paralel olsun. O zaman EF dogru ¢izgisi kirisi ikiye béler. Bu nitelikten dolay: her
ilk tanmimladig1 capiya paralel olan dogru ¢izgi egrinin ¢ap1 adlanir. Devam edip Apollonyus
her hangi bir ¢apiya ait absis ile ordinat meydana koyar ve PL yerine yeni bir parametre
kullanilirsa bu yeni iki sayilar onbesinci denkleme benzer bir denklem dogru kalir. Soyle,
bildigimiz gibi, tek bir parabol farkli denklemler tarafindan tanimlanabildigini gene takdir
ederiz.
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XV. Sekil

Parabol’un diizlemdeki denkleminde ii¢ sey var. Ilk olarak genel anlamda c¢ap1, ikinci
olarak kirigin ¢apim kestigi aci, ii¢lincii parametre. Bu ii¢ 6geden birisi yoksa parabol
tanimlanmaz. Ama bazi sorunlar var. Bu ii¢ sey keyfi mi? Tabii ¢ap1 olarak secilmis dogru
cizgiyi keyfi belirtebiliriz, ama parametreyi veya aciy1 degistirerek parabolu degistirebiliriz.
Aym zamanda parabolu degistirmeden parametre ile ag1 degistirebiliriz. Apollonyus her
gerek teorem ispatlar. Parametre ile ag1 keyfidir. Parametre iyi secildiyse ac1 bir dik ac1 olur.
O zaman ¢ap adladigimiz parabolun eksini olur. Dekart Apollonyus’un kitabinda bulundugu
teoriyi kiigiimsemesine ragmen bu teoriyi kullanmadan Pappus’un problemini hi¢ ¢bzemez!

Dort dogru ¢izgi hattinin ¢éziimiiniin hiperbol veya elips olmasi hale donmemizden evvel
bu iki konik kesit egrisinin Apollonyus’un sundugu temel teorisini hatirlatayim. Ilk 6nce
hiperbol i¢in ve ondan sonra elips i¢in Apollonyus’un ¢ikardigi denklemleri vereyim. On
yedinci sekilde gibi koni kesit egrisini tanimlayan diizlem C'A dogru ¢izgisinin uzatimini P’
noktasininda kessin. Konik kesit egrisini tanimlayan P D FE diizlemine dik olup P noktasindan
gecen PL araliginin uzunlugu icin

PL: PP = BF x FC : AF?

denklemi dogru olsun. AF dogru ¢izgisi PM dogru ¢izgisine paraleldir ve tabanin BC
capisiyla F' noktasinda kesigir. V R dogru cizgis PL dogru c¢izgisine paralel olarak cizilsin ve
P'L ile VR araliklarinin uzatimlar: R noktasinda kesisirse,

(17) QV? =PV x VR.

Gene QV konik kesit egrisinde bulunan bir noktanin ordinative absisi PV araligidir.
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XVI. Sekil
Gordiigiimiiz gibi kenarlar1 PV ile RV olan dikdortgenin alani kenar1 PV ile V R olan
dikdortgenin alanindan daha kiicliktiir. Fark alaninin kenar1 QV karenin alaniyla orantili
oldugu LR dikdortgene esdegerdir. Bu iddiay1 cagdas bir sekilde ifade edersek,
2 D o
Yy~ =pr + 7"
denklemi elde ederiz. Denklemde y = QV, x = PV, p = PL ve d = PP’. Tabii bu hiperbolun
bildigimiz denklemidir, ama eksenlerin biribirine dik olmayan koordinatlar kullaniliyor.
Yani gekilde QV ile PV dogru gizgilerinin birbirine dik goriinmesine ragmen olagan olarak
birbirine dik degil. Herhalde egri hiperbol ise, kenar1 ordinat olan karenin alani bir kenari
absis olup diger kenar1 PL paremetresine esit olan dikdortgenin alanindan daha biiyiiktiir.
Anlagilan hiperbol sozii asmak diyen UnepBdihw Rumca fiilden ¢ikar. Evvelden Arapca ayni
anlami ifade eden kat’ zaid sozii kullanilmigti.
Onaltinc1 denklemi kanitlayalim. Evvelce gibi BC' araligina paralel olan HK aralig:
¢izilsin. Su halde
QV*=HV x VK.
Sekilde ayni olan iiggenler teorisini kullanarak

HV : PV = BF : AF,
VK :PV =FC:AF
denklemi elde ederiz. Dolayisiyla
HV x VK : PV x P’V =BF x FC : AF*?

ve
QV?: PV x P'V = PL: PP
=VR:PV
=PV xVR:PV x PV.
Nihayet

QV?*=PV xVR
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sonucu ¢ikariz. PL uzunlugu egrinin latus rectum’u veya parametre’si adlanir.
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XVIL Sekil

Simdi onsekizinci gekili kullanarak elips de inceleyelim. Tabii iddia ile ispat1 hiperbola
ait iddia ile ispata benzer olur. Sekilde gibi egri elips ise e griyi tanimlayan diizlem ile AC
dogru ¢izgisinin kesistigi P’ noktas1 di ger A noktas inda baglayan C' noktas indan gegen
yar1 dogru ¢izgide bulunur. O zaman koniyi tanimlayan ¢ember degistirerek tabani soyle
secebiliriz ki P" A ile C' noktas inin aras inda bulunur. Sekilde gibi PP’ dogru ¢izginin tabam
iceren diizlemle kesistigi nokta M nokta olsun. F' noktasi BC' dogru ¢izgisinde bulunur ve
AF dogru cizgisi PM dogru cizgisine paraleldir. PL araligi gene PM dogru ¢izgi diktir ve
konik kesit egrisini tanimlayan diizlemde bulunur. Uzunlugu

PL: PP = BF x FC : AF?

denklemle belirtilir. P’ ile L birlegtirilsin ve PL dogru ¢izgisine paralel olup P’'L dogru
cizgisiyle R noktasinda kesisen V' R dogru ¢izgisi ¢izilsin. Ju halde

(18) QV? =PV xVR.

Sekil ile onyedinci denlemden gordiiglimiiz gibi, egri elips ise, kenar1 QV ordinati olan
karenin alanikenarlar1 PL parametresi ile PV absisi olan dikdértgenin alanindan daha
kiicliktiir. Fark kenar1 PV ordinatiya orantili olan bir karenin alanina esit tir. Hiperbol icin
gibiy=QV,xz=PV,p=PL ve PP'=d ise

p
y? = po — ; 72
denklemi dogrudur. Rumca karenin alaninin daha kiigiik oldugu varmamak diyen éXkelnw
fill’den ¢ikma soziiyle ifade edilir, Eskiden ayni kavrami Arapca kat’s nakuis soziiyle ifade

ettiniz.
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XVIII. Sekil

Onyedinci denklemin kaniti onaltinci denklemin kaniti aynidir. Onu gabuk anlatabiliriz

Sekilde V' noktasindan gecip BC' dogru cizgisine paralel olan HK dogru cizgisi gizilir
Evvelden gibi

QV?=HV x VK.
Sekilde any1 olan tiggenler gene kullanarak benzer denklemleri elde ederiz.

HV : PV = BF : AF,
VK : PV =FC: AF,
HV x VK : PV x PV =BF x FC : AF?,
QV?: PV x P'V = PL: PP
=VR:PV
= PV xVR:PV x PV,
QV? =PV x VR.

Devam etmemizden evvel Apollonyus’un ispatlarini anlatarken sik sik cebirsel ifade
ettigimiz denklemler geometrik cebirde anlamda anlamaliyiz.
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XIX. Sekil

Biz ¢ap kavramini heniliz tamamen anlatmadik. Konik kesit egrisini tanimlayan diizlemi
kullanarak egrinin bir ¢apini belirttik. Genel kavrama gore bir koninin birbirine paralel
olup bir diizlemde bulunan kirig toplamasindan her birini ikiye bélen bir dogru ¢izgi koninin
bir cap1 adlanir. Biz eklenmis olan diizlemi kullanarak konik kesit egrisinin ile koninin bir
capi belirttik. Halbuki diger ¢aplar1 var. Parabol i¢in biz bunu evvelce anlattik. Her cap1
birisine paraleldir. Yan istersek, fakat bildigim kadar Apollonyus soyle diisiinmiiyormustu,
parabolunun her iki ¢ap1 sonsuzlukta kesisir.

Elips i¢in gaplar iizerinde olan Apollonyus verdigi 6nemli bir teorem anlatalim. Teoreme
ait durum ondokuzuncu sekilde cizilir. Once tanmimladigimiz capi PP’ dogru cizgidir. Koninin
DCD' kirigi bu ¢apa kargilir ki C' noktast DD’ arahigin ikiye boler. Dolayisiyla tanima gore
hem DC hem de D'C konik kesit egrisinin ordinatidir. Ispatlayacagimiz teoreme gére su
halde, C' noktas1 PP’ ikiye bolerse, DC'D’ her PP’ paralel olan kirig ikiye boler. Dolayisiyla
DD’ aralign PP’ paralel olan elipsin kiriglerinin toplamasina ait ¢aptar.

Bu iddianin kaniti zordur. Onu anlatmamizdan evvel PP’ ile DD’ kirigleri arasinda bir
kargilikh ilgi bu iddiayla meydana ¢iktigim dikkatiniza ¢ekiyorum. Yani aym zamanda DD’
araligt PP’ dogru ¢izgisine ait bir kirigtir ve PP’ arahig DD’ dogru ¢izgisine ait bir kirigtir.
Teoremden dolay1 en azindan her elipsin iki ¢cap1 var. Apollonyus’un sonradan kanitladig
teoremleri inceleyip gorecegimiz gibi her bu iki ¢ap1 birbiriyle kesistigi noktadan gegen dogru
cizgi elipsin bir ¢ap1 belirtir. Hem elips hem hiperbol i¢in bunu ayrintilarla anlattigimizdan
sonra Dekart’in anlatmasina dénecegiz.

Fakat simdiye kadar her konik kesit egrisinin ayirt edilmis olan tek bir capi var, yani
eklenmis olan diizlemin egriyi tanmimladigr diizlemle kesistigi dogru cizgi. Fakat her verilmis
bir diizlemin igerdigi konik kesit egrisi diizlemin pek ¢ok koniyle kesistigi hat olmak iizere
belirtilebilir. Cap kavramini tamamlamak icin diizlemde her hangi bir egrinin her ¢apinin
uygun bir koniyle belirtilebilmesini ispatlamaliyiz. Birinci kitabinda Apollonyus teoriyi bu
kadar geligtirmigti. Belli ki Dekart da teoriyi bu kadar anlamigti. Acaba Apollonyus’un
katkilarini agikca tanimak istememigti.

Ondokuzuncu sekli kullanarak anlattigimiz teoremi ispatlayalim. QV araligi PP’ ¢apiya
herhangi bir ordinat olsun. ) noktasindan gegip PP’ dogru ¢izgisine paralel olan Q@'
dogru ¢izgisi ¢izilsin. " bu dogru ¢izginin elipsi kestigi noktadir. Dogru ¢izgi ile DD’ dogru
¢izginin kesigtigi nokta v noktasi olsun. QV araligina paral olan yari kirig veya ordinat Q'V’
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olsun. ) noktasimin keyfi bir ordinat oldugundan birbirine paralel olup DD’ gegen QQ’
kirigslerden ¢ikma toplant1 elde ederiz. Her ( i¢in v noktasi Q@) araligim ikiye boliirse, bu
toplantinin tammmladig1 cap DD’ araligidar.

Devam etmemizden evvel Apollonyus tanimlarimin ve kanitlarimm Oklidin’den daha
sezgisel ve az mantikl goziikmesini dikkatiniza ¢ekiyorum. Bunun eski Yunanh matematikte
genel bir olusa ait olup olmadigini bilmiyorum.

Onyedinci gekilde gibi onsekizinci sekilde PL uzunlugu paremetre olsun. V', C' ve V' ii¢
noktasindan birer birer gegip PL dogru cizgisine paralel olan VR, CE ve V'R’ ii¢ dogru
¢izgi ¢iziriz. R, F ve R’ noktalar1 P'L dogru gizgisinde bulunur. Biz evvelce

QV?* =PV x VR,
QV"?=PV' x VR
denklemlerini ispatladik. Hem QV dogru ¢izgisinin Q'V’ dogru ¢izgisine hem de Q@ dogru
¢izgisi PP’ dogru ¢izgisine paraleldir. Dolayisiyla QV = Q'V’. Bundan

PV xVR=PV'x V'R

denklemini ¢ikariz. Bu denklemin sonucu olarak biz ardindan gelen birinci denklemi elde
ederiz.

PV:PV' =V'R:VR=PV':PV.
Ikincisi gekilde ayni olan tiggenler kuraminin bir sonucudur. PV : PV’ = P'V' . P'V
denkleminden

PV:VV' =PV :(PV' —PV)=PV:PV' -1
=PV .:PV-1=PV':(PV-PV)=PV:VV
yani
PV =PV’

denklemini gikariz. Bu denklemi bildigimiz C'P = C'P" denklemiyle birlegtirerek C'V uzun-
luguna C'V’ uzunluguna egit olmasi sonug aliriz. Bu egitlikten aradigimiz Qv = v@Q’ sonucu
hemen elde ederiz.

Simdi DD’ arahigin elipsin bir ¢api oldugunu biliyoruz. Fakat ilk tanmimladigimiz ¢ap ikinci
bir nitelige sahiptir. Parametre PL kullanilarak tanimlanan V' R niceliginin ile her hangi bir
egrideki () noktasinin ordinati ve absisi goriidiigu i¢in onyedinci denklem dogrudur. Yeni

ortaya ¢ikardigimiz ¢ap igin benzer denklem dogrudur.
Onsekizinci sekilde DD’ dogru gizgisine dik olan DK araligi ¢izilir. Uzunlugu

DD': PP'= PP : DK
denklemine gore belirtilir. O zaman her hangi bir egrideki () noktasi i¢in onyedinci denkleme
benzer
Qu? = Dv X vr

denklemi dogru olur. v noktasinin V' noktasina tekabiil ettigi gibi » noktas1 R noktasina
tekabiil eder. Noktalar in kargilikli durumu sekilde gosterilir. D’ ile K noktalar birlegilsin
ve DK dogru cizgisi paralel olan vr dogru ¢izgi D'K dogru ¢izgiyle r noktasinda kesigsin.
Bundan fazla hepsi PP’ dogru gizgiye paralel olarak TR, LU H ve ES dogru ¢izgileri gizilsin.
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XX. Sekil
Bildigimiz esitlikleri ile sekilde ayni olan tliggenler kurami kullanarak

PC=CP, PS=SL,CE=EH

tigdenklemi elde ederiz. Hemen (PFE) ile (SH) iki paralelkenarin egit olmasini sonucu aliriz.
Sekli incelemeye devam ederken
(PR) = (VS)+ (SR) = (SU) + (RH)
denklemlerini dikkate aliriz. (SR) ile (RH ) dikdortgenlerin birbirine egdeger oldugunu gegen
yilda ispatladik. Dolayisiyla
(PE) — (PR) = (RE).
Biz onsekizinci denklemi hem QV igin hem de C'D igin kullanariz.
CD? - QV?=PC x SE— PV xVR=(PE)— (PR)= (RE) = RT xTE.
Ote yandan
CD? —QV?=CD? - Cv*> = D'v x vD.
Buradaki iki denklem cebirsel achidan bellidir fakat geometrik kanit isterseniz Oklid’in

ikinci ciizliniin beginci 6nermesine bakabilirsiniz.
Iki heniiz elde ettigimiz denklemden

(19) D'vxvD =RT x TE

denklemi hemen c¢ikariz.
DK uzunlugu soyle belirtildi ki

DD’ : PP'= PP : DK.
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Dolayisiyla
DD’ : DK = DD PP’
= CD*CP?
(20) )
— PCxCE:CP
= RT xTE : RT?

Ikinci esitlik 2CD = DD’ ile 2CP = PP’ denklemlerinin bir sonucudur. Ugiincii esitlik
onyedinci denklemin bir sonucudur. Dérdiincii denklem RT'P ile P'C'E iiggeninin gekilinin
ayni oldugunun bir sonucu olan

CE:CP=TF:RT

denklemine egdegerdir.
Ayni zamanda D'DK ile D'vr {iggenlerin gekilinin ayni oldugundan dolay1

(21) DD'DK = D'v:vr=D'vxvD :vD X vr.
Ondokuzuncu ile yirminci denklemerini kullanarak
D'vx vD:vD xvr = RT x TE : RT?
denklemini elde ederiz. Simdi onsekizinci denklemi kullanarak istedigimiz
Dv x vr = RT? = CV? = Qu?

denklemi gikariz. Dolaysiyla DK yeni DD’ ¢apinin parametresidir.

Apollonyus’un ispatladig iddia goyle ifade edilebilir, elipsin bir ¢capinin orta noktasindan
gecen kirigi her PP’ ¢apisina ait kirigi yani her PP’ ¢apisina ait ordinati ikiye boler ve
kendisi elipsin bagka bir ¢ap1 olur. PP’ aralig1 elipsin bu ¢apr ait bir kirigi olur. Elipsin iki
cap1 su halde birbirine bagh ise kargilikli ¢cap1 adlanir.

Simdiye kadar, elipsin ya da her konik kesit egrisi verilmig bir koni ile verilmis bir diizlem
tarafindan tanimlanir. Dolayisiyla ayirt edilmis bir cap1 var. Konik kesit egrisi bir elips ise,
bu ¢ap1 sinirli. Capinin orta noktas: elipsin merkezi adlanir. Ama ayirt edilmis ¢apindan
fazla bagka caplari var. Onlardan birisi heniiz bulduk.

Apollonyus’us kuraminda elipsin merkezinden gecen her kirig elipsin bir capidir. Ustelik
herhangi bir ¢ap1 verilmis ise, biz elipsi tanimlayan bir koni ile bir diizlem bulabiriz ki bu
koni ile bu diizlem ayirt ettigi ¢ap elipsin verilmis ¢apidir.
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XXI. Sekil

Elbette hiperbol i¢in benzer iddialar dogrudur. Elips i¢in kurami anlatmaya devam
etmeden evvel, hiperbollar inceleyelim. Ilk 6énce onbirinci sekilde gibi eklemis ABC' diizlemi
koniyi keserek koninin zirvesinden gecen AB ile AC' iki dogru ¢izgisini belirtiyor. Konik kesit
egrisi elips veya parabol degilse, onu tanimlayan diizlem yirminci sekilde gibi goziikiiyor.
Yani Apollonyus icin koni tek bir koni degil ¢ifte konidir. Parabol veya elips tanimlarken iki
koni farkedilmez ¢iinkii egriyi tanlayan diizlem tek bir koniyle kesisir. Parabol ise diizlem
AB ile AC iki dogru ¢izgisinden birisine paraleldir. Elips ise diizlemin AB ve AC' dogru
cizgiyle kesigtigi noktalar ayni konide bulunur. Iki kesistigi nokta farkl konide bulunursa
konik kesit egrisi bir hiperboldur ve o zaman ¢apinda bir ayirt edilmig siirh aralik var.
Yirminci gekilde bu aralik PP’ araligidir.

Onyedinci sekilde de bu sinirh aralik PP’ araligidir. Bu araligin orta noktasi hiperbolun
merkezi adlanir. Yirmibirinci sekilde merkez C' noktasidir. Biz hiperbol i¢in genel bir ¢capin
tanimi meydana koyabiliriz. Konik kesit egrisinin birbirine paralel olan kiriglerinden her
birisini ikiye bolen bir dogru ¢izgidir.

Bu bakimdan yirmibirinci sekile bakalim. Bu gekilde QV ile 'V’ araliklar1 PP’ ¢apina ait
yar1 kiriglerdir. Hatirladigimiz gibi ¢apiya ait yar1 kirig bir ordinattir. Sekilde Q@) hiperbolun
bir kirigtir fakat kirigin hiperbolla kesigtigi iki nokta hiperbolun farkli dallarinda bulunur.
Bu kirigin orta noktasi v noktasidir. Apollonyus’a gore Cv dogru ¢izgisi de hiperbolun
bir capidir, fakat ayirt edilmis ¢apin 6zelliklerine sahip degil. C'v dogru ¢izgisi hiperbolu
kesmez.

XXII. Sekil
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Yirmi ikinci sekilde elips ile hiperbol arasindaki fark gortinebilir. Ikisi i¢in AB ile ED
karsilikli ¢aplaridir. Hem elips i¢in hem hiperbol i¢in merkez C' noktasidir. Halbuki elips icin
ABile ED dogru ¢izgisi veya araliginin durumu aynidir oysa hiperbol i¢in durumlar: farklidur.
Apollonyus’un ispatladigina gére her merkezinden gecen dogru c¢izgi gerek elipsin gerek
hiperbolun bir ¢apidir. Dolayisiyla ED dogru ¢izgisini ¢evirerek onu AB yerine getiriyoruz.
Dogru ¢izgi gevirken bir anda hiperbolun sonugmazi olur. Sonugmazlar: hiperbolun ¢ap1
degil. Hakikaten verilmig bir capa ait her kirig ya aymi dalda bulunan iki nokta birlegtirir
ya farkli dalda bulunan iki nokta birlegir. Cevirilen dogru ¢izginin sonugmazdan gegtiginde
tanimladig1 capina ait kirigler bir durumdan diger duruma gecer.

Apollonyus ise, hiperbol i¢in ispatladigi teoremi soyle ifade ediyor,

Ikt dally olan bir hiperbolun ¢apinin orta noktasindan ge¢ip capa ait olan

kirislere paralel olan bir dogru ¢izgi ¢izilse, o dogru ¢izgi ilk capina karsilikh

bir ¢capr olur.
Yirmibirinci sekile bakalim. PP’ hiperbolun ayirt edilmis ¢apidir. Bu ¢apa paralel olan
dogru ¢izgiyi ciselim. Bence o kadar agik olmamasina ragmen, bu dogru c¢izgi hiperbolu iki
noktada kesir. Bu iki nokta @ ile Q' noktalar1 olsun. Bu iki noktadan gegen ordinatlar QV
ile QV"’ araliklar1 olsun. Tanimlara gore bu iki ordinatlar birbirine paralel olur. Sekildeki C'
noktasi PP’ araligin orta noktasidir. C'v dogru ¢izgi iki ordinata paralel olsun. Su halde
meselemiz v noktas1 Q@) araligin orta noktasinin olmasimiispatlamaktir.

PL ve PL' hiperbolun iki dala ait parametreler olsun. Bunu ispatlamamiza ragmen iki
parametresi birbirine egittir. Simdi hiperbolun ispatladigimiz temel bir 6zelligini hatirliyoruz.
PL dogru cizgisine paralel olan V' R araligimi ¢izelim. Bu dogru ¢izgide bulunan R noktasi
s0yle belirtilmig ki uzatilmig P’L dogru gizgisini R noktasindan geger. Su halde

QV?= PV x VR.
Ote yandan Q'V’ diger ordinatiyla baglayarak, V'R’ araligin elde ederiz ve
Q/V/2 — PV'x V'R
Dolayisiyla
PV xVR=PV' xV'R
veya
V'R :VR= PV : PV
Yirmibirinci sekilde gekilin ayni olan bazi iiggenler var. Onlar1 kullanarak
PV :V'R =PP :PL =PP:PL=PV:VR
denklemlerini ¢ikariz. Bu denklemlerin sonucu olarak
PV :PV=V'R:VR=PV:PV.

Dolayisiyla
(PV'+PV): PV =(PV+PV): PV
veya
VvV . PV =VV': PV
Biz

PV =PV’
denklemini hemen elde ederiz. C'P ile C'P’" arahiginin birbirine esit oldugundan dolay1 biz
CV = CV' ve Qu = Qv denklemlerinin dogru olmasi sonug aliriz.
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Parabollar: inceleyerek biz her parabol i¢in sayilari sonsuz olarak genel capi kavramini
meydana koydu. Az ispatlayarak biz Apollonyus’un kuramimi aktarip her ¢ap: tarafindan
tek bir parabolun benzer fakat farkli denklemle tanimlandig iddia ettik. O elips ve hiperbol
icin benzer kuram gelistirmisti. Ilk once parabolun aksine olarak elips ile hiperbol i¢in bir
merkez belirtilmistir. Istersek parabolun merkezi sonsuzlukta oldugunu soylebiliriz. Konik
kesit egrisi elips veya hiperbol ise her merkezinden gegen dogru ¢izgisi bir ¢apidir. Bunlardan
baska cap1 yok. Verilmis ¢api ve ona ait kiriglerini kullanarak veya denklemlerine
benzer denklemi elde edebiliriz.

Konik kesit egrisinin bir capi ile ona ait kirislerini vermek iki belki dikgen olmayan
koordinat eksen vermek egdegerdir. Herhalde ¢ap, ona ait kirigler ve parametre verilmis ise,
parametrenin verdigi denklem bir hat belirtir. Dekart’in yazdigindan sonuclayabilmemizin
aksine bu hattin konik kesit egrisi oldugu hemen agik degil. Yani Apollonyus’un kuraminda
konik kesit egrisi bir koni ile onu kesen diizlem tarafindan belirtilir. Tamam kuram gelistirmek
istersek, cap ile kirigler ile parametresiyle baglayarak hatti tanmimlayan koni ile diizlem
bulmaliyiz.

Kisa sOz

Gecgen yilda soyledigim gibi, matematige gen¢ ama cok geng degil gelmistim. Hemen
yillar boyunca matemat’ge dalmigtim. Artik genc olmayan ilk defa olarak Ingilizce konugan
Kuzey Amerika’nin sinirlariagip Tiirkiye’yi geldim. Burada bir kalmama ragmen dilinizi
iyl 6grenmemistim. Az zaman sonra Avrupa’ya gidip orada kalip anadilimden bagka diller
gercekten konusup yazmayi1 ogrenmek baglamigtim. Yukarida anlattigim gibi yaklagik aym
zamanda hala kaldigim Princeton’daki Ileri Aragtirmalar Merkezi'ne atandigimda tarihcilerle
temasa gelip tarihi ilgilendirmeye baglamistim. Tabii yeni 6grenilmis ¢agdas Avrupali diller
tarihde c¢ok faydaliydi. Ayni zamanda matematik¢i kaliyordum ve tarih igin ilgi de yiizeysel
kaliyordum. Ya cografyaya ait ayrintilar ya sahsi hatiralar ve mektuplar ya da genel bakiglar
seviyordum. Cok geg olarak bilim tarihi 6zellikle matematik tarihe geliyorum, ama bununla
beraber ilk konugmak istedigim yabanci dile donerim. Kuzey Amerika’nin tasrasinda dogup
yetigen arada ihtiyarlamig ilime egilimli bir oglan igin, bu geligme tabiidir. Cergevesinden
¢ikmadan evvel Avrupali mirasimizi tam olmasa an azindan kismen tanimamiz lazimdir.

Halbuki Dekart’in veya Fermat'in yazilarini incelerken biz yakindaki yiizyillarinin tarihini
ile dillerini bilmemiz yetmedigi anladim. Dolayisiyla buraya, Tiirkiye’ye gelip matematik
tarihi iizerine seminerler verdigimde iki yonde simdiye kadar bulundugum entelektiiel
sinirlart agmaliyim. Ik olarak iilkemde geleneksel Amerikali ve Avrupali medeniyete bagh
bakiglarimizdan kendimi kurtarmaliyim. Hele bizim Avrupali ana dillerden birisi olmayan
dillerin ¢agdas diinyada yararlihigi hakkinda bakiglarimizi yenmeliydim. Ayni1 zamanda
bizim birakip bilmedigimiz eski Avrupali diinyaya, Yunanlilara ve Romalilara yeni donemem
lazim. Mesela Apollonyus’un yazilarini okumadan Dekart’in veya Fermat’in yazilarinin
koklerini anlamak miimkiin degil. Ote yandan bazen cevirmelerinin mevcut olmasina ragmen
Apollonyus’un ve bagka Yunanli matematikgilerin veya Ronesans matematikgilerin her
ilgilendiginiz yazilarini yakindan incelemek isterseniz, Rumca ve Latince az olsa bilmelisiniz.

Soyle bu dersleri verdigimde oniimde iki 6nemli engel var. Diisiincelerimi Tiirkge an-
lasilan ve c¢irkin olmayan bir sekilde ifade etmem ve belli belirsiz olsa olsun iki eski dil
yorumlamam. Bu isin hakkidan gelsem, ondan sonra Ogrenip anladigimi yazinca, kismi
atip kismu saklayarak canli kandirici bir kitapcik yaratmak umuttayim. Basarili olup
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olmayacagimi heniiz bilemeyiz. Herhalde bu maksatin sayesinde gelecek yillarda igim gii¢ciim
olacak.



DEKART, FERMAT, GALOIS ILE GROTHENDIECK

xcil INTRODUCTION TO APOLLONIUS.

II. 50 [Prop. 50 (Problem)].

(So far as relating to the Ayperbola.)

T7s Sofeions kbvov Topfs épamro-
s 3 ~ o 1 ~ 4
pémy ayayelv, fris wpos TG afow
vyoviay moujoel éml TavTa Th Topf tomy
77 Bobeioy d€ela ywvig
n 4 ¢ yorig.

* * * *

"Eare 1) Toun vmepPBoli], kal yeyo-
véTw, kai €oTw épamTouévy 7 TA, kai
eiNjpbw To kévrpov Tijs Touis TO X,
kal érefebybw 1) TX kal kdberos 1 TE-
Aéyos &pa Tod wd Tov XEA mpos 76
dnd tijs ET dofels: 6 aitos ydp éore
76 Tijs mhayias mpos Ty épbiav. Tob
8¢ amd tfs TE mpods 10 amd mis EA
Aéyos éai Sobeis+ dofetaa yap éxkarépa
T@v two TAE, AET. Adyos dpa kai
100 vmd XEA mpos 7o amo tis EA
Oobeis+ dore kat T7s XE mpos EA
Aéyos éori Sobels. kal Sobeioa 1) wpos
7¢ E- 8ofeioca dpa kal 7 mwpos ¢ X.
mpos 8y Béoer evfela i) XE kai Sobévre
7@ X Sujkral Tis 7 TX év Sedouévy
yovig: 6éoe dpa 1) TX. Oéoer 3é kal
7 Toun - Oobév apa o I. kal Oijkrac
épamropévy 17 TA+ Oéoew dpa 1) TA.

3 y ~ - ¢
fx0w actprrwroes Tis Topfs § ZX+
7 TA &pa ékBAnbeioca cvumeoeiral T3
ACUPTTOTE. CUpmTTéT® kata TO Z.
peilov dpa éorar 57 ¥ ZAE yovia s
vmo ZXA. Sejoel dpa els Ty ocivbeow
A\ ’ ; 3 [ o] ’ ’
v Oedopérmy Sfeiav ywviav pellova
elvar Tijs nuoelas Tis meptexopévns
VT TGV AdOVUTTETOY.

To draw a tangent to a given
section of a cone which shall make
with the axis towards the same
parts with the section an angle
equal to a given acute angle.

¥ ¥ ¥ %

Let the section be a hyperbola,
and suppose it done, and let P7" be
the tangent, and let the centre ¢’ of
the section be taken and let PC be
joined and PN be perpendicular ;
therefore the ratio of the rectangle
contained by C/V7 to the square on
NP is given, for it is the same as
that of the transverse to the erect.
And the ratio of the square PN to
the square on V7' is given, for each
of the angles P7TN, T'NP is given.
Therefore also the ratio of the rect-
angle under CVT to the square on
NT is given; so that the ratio of
CN to NT is also given. And the
angle at &V is given ; therefore also
the angle at C'is given. Thus with
the straight line CV [given] in posi-
tion and at the given point C a
certain straight line PC has been
drawn at a given angle; therefore
PC is [given] in position. Also the
section is [given] in position ; there-
fore P is given. And the tangent
PT has been drawn; therefore P7'
is [given] in position.

Let the asymptote LC of the
section be drawn; then P7' pro-
duced will meet the asymptote.
Let it meet it in Z ; then the angle
LTV will be greater than the angle
LCT. Therefore it will be necessary
for the synthesis that the given
acute angle should be greater than
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GENERAL CHARACTERISTICS.

ovrrebioerar 8y o mpoBhnua of-
Tws: &0t 1 uév dobeica vmepBolr, fs
dfwv 6 AB, dovunreros 8¢ 7 XZ, 5 8¢
dobeiva yovia ofeia pelfor odoa s
vmd tév AXZ 5 vmd KOH, kal forre
) Vw6 tév AXZ {om 1 dmd KOA, kal
xbw dmo Tob A 5 AB mpos opbas 1
AZ, el\ndbw 8¢ T onpueiov érl rijs HO
76 H, kai fxfw dr’ avrod émi Ty OK
kdferos 7 HK. émet odv ion éoriv 7
vmo ZXA 15 vmo ABK, €lgi 8¢ kal ai
mpos tois A, K yeviar dpfal, forw dpa,
os 1] XA wpos AZ, 5 OK mpds KA. 7
3¢ OK mpos KA peifova Aoyor éyer
fimep mpos Ty HK - kai j XA mpds AZ
dpa peifova Noyov Exe nmep 7 OK
mpos KH. dore kal 16 dmd XA mpos
76 dwo AZ peifova Adyov ExeL mep 1O
ard OK mpos rd dmd KH. a5 8¢ o
dmo XA mpos 1o dmo AZ, 1 mhayia
mpos v dpbiav- kai 7 mAayla dpa
mpos iy dpiav peifova Aoyow Exe
iwep 10 dwd OK mpds t6 dwd KH.
€av &) movjocwper, ¥s 1o drd XA wpos
70 dwd AZ, olrws d\\o Tt mpds T
dnd KH, peifov &orar rob dmd OK.
éotw 15 Ywd MKO- kal émefevybo 7
HM. émel odv peiov éori v dmd MK
70 vrd MKO, 16 dpa drd MK mpos
70 ard KH peifova Aoyov Exes fmep 1o
vwo MKO mpos vd dmd KH, rovréor:
70 amo XA mpos 16 dwd AZ. «kai édv
' moujowper, s To dmd MK mpds 16 dmo
KH, oVres r6 drd XA mpds dA\ho i,
éaral mpos Eharror Tob dwd AZ- kal 7
dmo rob X éml vd Angbév ompeiov
émfevyrvpévy evbeia Spow woujrer T&
Tpiywva, xal 8id roiro peifwy éorw ]
vmd ZXA rijs ¥mo HMK. keiofo 8
i Ywé HMK loy 4 vmd AXT- 1 dpa
~ XT repel mjy Toprjy.  repvére xara to
Iy xal dnd roi T épanropévy rijs Touis

‘Xa"‘rA’tal kaberos ﬁ.PE' Cpotov ;

XClii

the half of that contained by the
asymptotes.

Thus the synthesis of the prob-
lem will proceed as follows ; let the
given hyperbola be that of which
4 4'isthe axis and C'Z an asymptote,
and the given acute angle (being
greater than the angle 4CZ) the
angle FED, and let the angle FEH
be equal to the angle 40Z, and let
AZ be drawn from 4 at right angles
to 44’, and let any point D be
taken on DE, and let a perpendicu-
lar DF be drawn from it upon EF.
Then, since the angle Z04 is equal
to the angle HEF, and also the
angles at 4, F are right, as 04 is to
AZ,s0is EF to FH. But EF has
to F'H a greater ratio than it has to
FD; therefore also CA has to 427 a
greater ratio than EF has to FD.
Hence also the square on (4 has to
the square on AZ a greater ratio
than the square on EF has to the
square on FD. And, as the square
on C4 is to the square on 4Z, so is
the transverse to the erect ; therefore
also the transverse has to the erect
a greater ratio than the square on
EF has to the square on FD. If
then we make, as the square on C'4
to the square on 427, so some other
area to the square on #'D, that area
will be greater than the square on
EF. Let it be the rectangle under
KFE; andlet DK be joined. Then,
since the square on KF is greater
than the rectangle under KFE, the
square on K F has to the square on
FD a greater ratio than the rectangle
under KFE has to the square on
FD, that is, the square on C4 to
the square on 4Z. And if we make,
a8 the square on KF to the square
on FD, so the square on C4 to
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dpa éori 76 TXE rplywyor ¢ HMK.
> ' 3 LR \ A3\
€oTw apa, ws 70 aro XE mwpos 70 amo
ET, 76 dno MK wpds 76 dmoé KH.
£ A Y ¢ 3 ’ Y )
€oTi O¢ kal, ds 7 whayla mwpds T
opbiav, 16 Te Vwd XEA mpos Td dmd
ET kal 7o vmd MKO mpos 70 dwd KH.
\ . < A 3 A \ \
kal avaralw, ws 10 ard TE mpos 10
\
vwo XEA, 70 dmd HK mpos 16 vmo
MK©: 87 iloov dpa, &s 70 dmdo XE
wpos 70 vmd XEA, 10 dwd MK mpds 6
vrd MKO. «kal os dpa 5§ XE mpds
EA, 1) MK mpos KO. 1v 8¢ kal, &s 7
»
T'E mpds EX, 7 HK mpos KM+ 8 loov
apa, ws 1) TE mpds EA, 7 HK mpds
K®. «kai elov opbal ai mpds Tois E,
’ > » 3 M ~ ’
K yoviar: ion dpa 1) mpos 7¢ A yevia
1§ $md HOK.

another area, [the ratio] will be to a
smaller area than the square on
AZ; and the straight line joining ¢'
to the point taken will make the
triangles similar, and for this reason

the angle ZC'4 is greater than the

angle DXF. Let the angle ACP be
made equal to the angle DKF;
therefore CP will cut the section.
Let it cut it at P, and from P let
PT be drawn touching the section,
and PN perpendicular; therefore
the triangle PON is similar to
DKF. Therefore, as is the square
on CX to the square on NP, so is
the square on A F to the square on
FD.  Also, as the transverse is to
the erect, so is both the rectangle
under CN7 to the square on NP
and the rectangle under KFE to
the square on #0. And conversely,
as the square on PN is to the
rectangle under CN7, so is the
square on DF'to the rectangle under
KFE; therefore ex aequo, as the
square on CN is to the rectangle
under ON7, so is the square on K F
to the rectangle under KFE. There-
fore, as CN is to NT, so0 is KF to
FE. But also, as PN is to NC, so
was DF to FK ; therefore ez aequo,
as PN is to NT, so is DF to FE.
And the angles at &, # are right ;
therefore the angle at 7" is equal to
the angle DEF.
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