ALGEBRAISCHE ZYKLEN
AUF HILBERT-BLUMENTHAL-FL ACHEN ~

Von G. Harder in Bonn, R.P. Langlands in Princeton und M. Rapo  port in Heidelberg

EINLEITUNG

Es sei K ein endlicher algebraischer Zahlkorper und X eine glatte projektive algebrais-
che Fliche, die iiber K definiert ist. Es sei K ein algebraischer Abschluf von K und K’
ein in K enthaltener endlicher Erweiterungskérper von K. Die Fundamentalklassenabbil-
dung ordnet jedem tiber K’ definierten algebraischen Zykel der Dimension 1 ein Element aus
H?*(X I><([_( ,Q;(1)) zu. Es sei Z(K”) der so erzeugte Q;-Untervektorraum. Die erste der beiden

uns hier interessierenden von Tate [32] ausgesprochenen Vermutungen lautet:

Hier operiert die Galoisgruppe durch Strukturtransport auf der /-adischen Kohomologie. Die
zweite Vermutung von Tate postuliert die Gleichheit der Dimension von Z(K”) und der Polord-

nung der Zetafunction von X tiber K’ im Punkte s = 2:

s - -1
Ly(X/K',s) =[] det(1 - Np~*®, HHA(X K, Q)
PEQ
Hier bezeichnet ®,, die Frobeniussubstitution in der Primstelle p von K’. Die Polordnung in
s = 2 ist unabhdngig von der gentigend groflen endlichen Menge von Primstellen (), die in

diesem Produkt weggelassen werden.

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit diesen Vermutungen im Fall der Hilbert-
Blumenthal-Flachen. Es sei F' ein reellquadratischer Zahlkoérper und O der Ring der ganzen
Zahlen. Die Gruppe SL(2,OF) operiert auf dem Produkt $ x §) von zwei oberen Halbebe-
nen. Der Quotient ist eine nichtkompakte algebraische Fldche. Falls wir den Quotienten

nach einer geniigend kleinen Kongruenzuntergruppe I von SL(2, O ) bilden, ist diese Flédche
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glatt. Fiir arithmetische Untersuchungen ist es vorteilhaft, eine endliche Vereinigung von
solchen Flachen zu bilden, die dann in natiirlicher Weise tiber Q definiert ist. Wir untersuchen
nichtsinguldre Kompaktifizierungen dieser Flachen, deren Ort im Unendlichen ein Divisor mit
normalen Schnitten ist. Unser Hauptergebnis ist der Beweis der beiden Vermutungen von
Tate fir diese Flachen tiber einer abelschen Erweiterung von Q. Eine Zusammenfassung
unserer Ergebnisse findet sich im §2. Dort erldutern wir auch, wie man die Tate’schen Vermu-
tungen fiir nichtkompakte Flachen zu formulieren hat und warum die von uns bewiesenen
Behauptungen die obige Aussage zur Folge hat. In dieser Einleitung wollen wir lediglich

herausarbeiten, wo die Giinde fiir unseren Teilerfolg liegen.

Ein Hauptgrund liegt in der Tatsache, dafs wir iiber eine grofie Menge von algebraischen
Zyklen verfiigen, die Hirzebruch-Zagier-Zyklen [17]. Diese Zyklen entstehen grob gesagt in
der folgenden Weise. Die obere Halbebene §) kann diagonal in §) x §) eingebettet werden. Ein
Element g € GL(2, F') mit total positiver Determinante operiert auf § x $) und die Projektion
von g - $ auf ['\H x 9, isomorph zu A\$H mit A = g 1-TgnSL(2,Q), ist eine algebraische
Kurve. Eine leichte Modifikation dieser Konstruktion liefert eine noch grofiere Gruppe von
algebraischen Zyklen, die tiber abelschen Erweiterungen von Q definiert sind. (Man wichtet
zusammenhadngende Kurven mit zyklotomischen Charakteren.) Hirzebruch und Zagier be-
trachten zusétzliche Kurven auf I'\ $) x ), die mittels Quaternionendivisionsalgebren tiber Q
konstruiert werden; es stellt sich aber heraus, daf} diese keine grofiere Gruppe von algebrais-
chen Zyklen leifern. Wir zeigen, daf$ die Hirzebruch-Zagier-Zyklen zusammen mit gewissen
universellen Chernklassen die Gruppe aller algebraischen Zyklen {iiber einer abelschen Er-
weiterung von Q erzeugen. Uber nichtabelschen auflosbaren Erweiterungen sagen mitunter
die Tate’schen Vermutungen die Existenz von zusétzlichen algebraischen Zyklen voraus. Weil
wir diese algebraischen Zyklen nicht zu konstruieren versucht haben, miissen wir uns auf
abelsche Erweiterungen von Q beschrianken. Eine genauere Beschreibung dieser Sachlage

findet sich am Ende des §4.
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Der zweite wichtige Punkt im Beweis der Vermutungen liegt in der Berechnung der
Zetafunktion von Hilbert-Blumenthal-Flachen (in den guten Primstellen) als Produkt von
automorphen L-Funktionen. Ein dhnlicher Satz ist gleichzeitig von Brylinski und Labesse
[8] bewiesen worden. Weil die Grundideen der beiden Beweise identisch sind und weil wir
mit dem von ihnen formulierten Satz hier auskommen konnen, haben wir darauf verzichtet,
unseren Beweis ausfiihrlich darzulegen. Weil andererseits unser Beweis in gewisser Hinsicht
vielleicht nicht ohne Vorteile ist, haben wir doch den Teil unseres Beweises, der von den ihrigen
abweicht, wenigstens andeuten wollen. Die prinzipielle Methode ist nattirlich die tibliche: ein
Vergleich der Lefschetz’schen Fixpunktformel mit der Selberg’schen Spurformel. Die hier
gegeniiber dem kompakten Fall [23] neu auftretende Schwierigkeit ist es nachzuweisen, dafs

der Beitrag der Spitzen zur Lefschetz’schen Fixpunktformel verschwindet.

Um weiterzukommen, ist eine Untersuchung der auftretenden automorphen L-Funktionen,
insbesondere ihrer Nullstellen und Polstellen, notig. Hier liefern die Theorie des Basiswechsels

[24] und die Arbeiten [12], [20], [18] und [31] die gebrauchten Informationen.

Um die Invarianten unter der Galoisgruppe in der Kohomologie zu bestimmen, ver-
wenden wir Tricks, die von Ribet [28] und Serre [29] stammen. Dafd wir diese Methoden
tiberhaupt anwenden konnen, liegt an einer schlagend einfachen, aber wichtigen Bemerkung
von Oda. Oda hat seine Entdeckung selbst verwendet, um die Vermutungen von Tate fiir

einige Hilbert-Blumenthal-Flachen zu beweisen [26].

Wir haben die Bestimmung der Zetafunktion und der Galoisinvarianten fiir lokale Sys-
teme durchgefiihrt. Fiir den Beweis der Vermutungen von Tate ist die Betrachtung der kon-

stanten Garbe ausreichend.

Zum Abschlufi dieser Einleitung mochten wir erwéhnen, daf$ diese Arbeit ihren Ursprung
in einer Arbeitsgemeinschaft in Oberwolfach hat, bei der insbesondere Tunnell’s Beweis der
Tate’schen Vermutungen fiir das Produkt von zwei modularen Kurven vorgetragen wurde.
Uberhaupt wurde uns die Idee, die Tate’schen Vermutungen fiir Shimuravarietiten zu be-

trachten, von Tunnell nahegebracht. Es ist sehr zu bedauern, dafd er seine Ergebnisse iiber
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die von ihm gelosten Félle nicht veroffentlicht hat. Unsere Ergebnisse wurden in vorldufiger
Form wihrend des Sommersemesters 1981 im Seminar iiber automorphe Formen in Bonn
vorgetragen. Wir bedanken uns bei den Seminarteilnehmern fiir ihr Interesse, insbesondere
bei L. Clozel, dessen Vorschldge uns sehr niitzlich waren. Der SFB Reine Mathematik der

Universitat Bonn ermoglichte uns ein Jahr angenehmer Zusammenarbeit.

§1. HINTERGRUND

1.1. Essei G die iiber Q definierte reduktive Gruppe Ry, GL(2). Dannist G(R) = GL(2,R) x
GL(2,R), wobei jeder Faktor einer Einbettung von F' in R entspricht. Wir fixieren den
Homomorphismus h : C* — G(R)

) a —b a —b
h.a+z-b—><b a)x(b a)'

Jede offene kompakte Untergruppe K von G(Ay) bestimmt eine quasiprojektive Varietat
S = Sk = Sk(G,h), die in natiirlicher Weise iiber Q definiert ist. Wir bemerken, daf3
wir in der Wahl des kanonischen Modells (=Wahl des Reziprozititshomomorphismus des
Modells) den Konventionen von Deligne in [11] folgen. Inbesondere ist der Isomorphis-
mus der Klassenkorpertheorie so gewdhlt, dafy er die Frobeniussubstitution in das Inverse
einer lokalen Uniformisierenden iiberfiihrt. Wir nennen diese spezielle Shimuravarietit eine
Hilbert- Blumenthal-Fliche. Die Menge ihrer komplexen Punkte kann mit G(Q)\G(A) /K K

identifiziert werden, wobei

{5 W) (5 )} eom

Wir werden K immer gentigend klein voraussetzen, beispielsweise in einer Hauptkongruen-
zgruppe vom Niveau N 2 3. Unsere Hauptergebnisse lassen sich im Fall einer beliebigen

Untergruppe K aus den hier bewiesenen Satzen herleiten.

1.2. Wir werden zwei Kompaktifizierungen des Schemas .S beschreiben. Das plurikanonische

lineare System definiert eine offene Einbettung von S in eine normale projektive Varietit S
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iiber Q, die Satake-Baily-Borel-Kompaktifizierung. Die Differenz S\S besteht aus endlich
vielen Punkten, die wir Spitzen nennen. Da wir mit einer grofSeren Gruppe als in [27] arbeiten,

mufs die Beschreibung der Spitzen entsprechend modifiziert werden. Das soll jetzt geschehen.

Eine Positivitat auf einem eindimensionalen F'-Vektorraum P ist die Vorgabe einer Ord-

nung auf dem R-Vektorraum
P®R
F,o
tiir jede reelle Einbettung o von F'. Die Menge der Spitzen kann mit der Menge der Isomor-

phieklassen folgender Tripel identifiziert werden. Ein Tripel besteht aus:

a) Einer exakten Sequenz von F’-Vektorraumen
0—-H —H—-H'"—0

mitdim H' = dim H" = 1.
b) Einer Positivitit auf A% H.

c) Einer Klasse von Isomorphismen modulo K
o H%Af(F) — Ap(F) @ Af(F).
Hierbei ist Af(F) = Ay ® F. Wir gewinnen aus a) eine exakte Sequenz von O p-Moduln
00— M —M— M"—0,

mittels
(M) = ¢(H) N (Zs(F)® Zg(F)), M =H nM.
Dabei ist Z;(F') = Z;50p.
Die Automorphismengruppe eines Tripels besteht aus denjenigen linearen Abbildungen

A von H, die H' stabilisieren, deren Determinante total positiv ist und so dal pA¢~! in K

liegt. Bis auf Isomorphie hingt diese Gruppe nur von der Spitze s ab. Sie wird mit B(s)
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bezeichnet. Es sei N(s) die Untergruppe der Elemente, die trivial auf H' und H" operieren.

Dann liegt N (s) in
Z(s) = Homp(H", H') = Homp(H"¢H", H'¢H") = HomF(H”%H”,A% ),

einem F'-Vektorraum mit natiirlicher Positivitdt. Somit liefert eine Spitze einen Q-Vektorraum
Z(s), der ein Gitter N (s) enthélt, und den Kegel der positiven Elemente C'(s) in dem 2-dimen-
sionalen Vektorraum H (s) ®@ R. Die Operation der Gruppe M (s) = B(s)/N(s)auf Z(s) erhélt
N(s)und C(s).

1.3. Die Galoisgruppe Gal(Q/Q) operiert auf der Menge der Spitzen, diese Operation fak-
torisiert iiber den maximal abelschen Quotienten, kann also nach der Klassenkorpertheorie
durch eine Operation der Idelegruppe I beschrieben werden. Es sei s eine Spitze und a € Ig.

Wir wihlen uns eine beliebige Zerfdllung der exakten Folge a)
H=H o H",
und definieren die lineare Abbildung v (a) auf H 2A #(F") durch die Gleichung
va): M eh" —a-Wehn".

Wir erhalten eine neue Spitze, indem wir die exakte Sequenz a) beibehalten, die Positivitat
mittels des Vorzeichens von a im Unendlichen abandern, und ¢ durch ¢ o 1(a) ersetzen. Man
priift leicht nach, daf$ diese Spitze in der Tat nur von s und a abhdngt, und sogar nur von der

Ideleklasse von a. Sie wird mit a - s bezeichnet.

Es sei 7 : Ig — Gal(Q,;,/Q) die durch die Klassenkorpertheorie gegebene Abbildung.
Dann gilt:

7(a)s = a- sfir alle a € Ig.

1.4. Die Seiten des Kegels C(s) sind nicht rational. Wir kénnen ihn aber so zerlegen, daf

er eine Vereinigung von Kegeln o, mit rationalen Seiten und inneren Punkten ist. (Dabei ist
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0o abgeschlossen in C(s).) Eine Zerlegung heif8t zuldssig, falls folgende Bedingungen erfiillt

sind:
a) Falls o # (3, so ist 0, N 03 eine Halbgerade oder leer.
b) Die Zerlegung ist invariant beziiglich M (s) und die Anzahl der Bahnen ist endlich.

c) Fir jedes « ist N(s) N o, eine kommutative Halbgruppe, die von zwei Elementen

Ao, Mo frei erzeugt wird.
d) mo, Nog =0, falls mo, # o und m € M(s) nichttrivial auf N (s) operiert.

Wir machen auf zwei Unterschiede zu der Definition in [25] aufmerksam. Dort enthalten
die rationalen Kegel o, den Ursprung und enthalten tiberdies nicht notwendigerweise eine of-
fene Menge. Andererseits werden dort keine ¢) und d) entsprechenden Bedingungen gestellt;
diese beiden Bedingungen werden Singularitdten der noch zu beschreibenden toroidalen Kom-

paktifizierungen von S und Selbstiiberschneidungen des Divisors im Unendlichen verhindern.

Wenn wir die Abhangigkeit dieser Definitionen von der Gruppe K hervorheben wollen,
sprechen wir von K-Spitzen und K-zuldssigen Zerlegungen. Die folgenden Aussagen sind

bekannt.
(I) Fiir jede Spitze gibt es zuldssige Zerlegungen.
(IT) Jede rationale Zerlegung besitzt eine zuldssige Verfeinerung.

Wenn b die rationale Zahl mit demselben Vorzeichen und dem gleichen Absolutbetrag in
den endlichen Primstellen wie das Idele a ist, dann ist C'(as) = bC(s) und N (as) = bN(s).
Zulédssige Zerlegung ¥(s) = {04(s)} und X(as) = {og(as)} heilen vertrdaglich, falls ¥(as) =
{bo,(s)}. Eine Zerlegung 3 = {X(s)} samtlicher Spitzen heifit zuldssig, falls ¥(s) und ¥(as)
tiir jedes a und jedes s vertraglich sind. Mittels einer zuldssigen Zerlegung > kann man eine
nicht-singulére tiber Q definierte Kompaktifizierung S =S5 K = 52 =S K,x, der Varietdt S
konstruieren (siehe 1.6).

1.5 Definition. Eine Primzahl p heifst unverzweigt (beziiglich K), falls:

(a) pin F' unverzweigt ist.
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(b) K = K- K?, wobei KP C G(A"}) und K, C G(Q,,) die durch das Gitter (Or ®Or) ®
Z,, definierte maximal kompakte Untergruppe ist.

Im folgenden wird angenommen, daf$ p unverzweigt ist.

1.6. Es sei Z,) der Unterring von Q, in dem alle Primzahlen aufler p invertierbar sind. Der
Vorzug von S im Gegensatz zu S ist, daf8 S als eigentliches glattes Schema tiber Z ;) definiert
werden kann, dessen Ort im Unendlichen ein relativer Divisor mit normalen Schnitten ist.
Da eine ganz dhnliche Behauptung in [27] bewiesen ist, verzichten wir auf die Angabe des

Beweises und begniigen uns mit der Beschreibung der uns niitzlichen Eigenschaften.

|

Es sei S = S = Sx\S. Wir wollen die Komplettierung 7' von Ss; lings S> beschreiben.

Es gibt ein kommutatives Diagramm tiiber Q.

S J

<.

Da p unverzweigt ist, konnen wir einen in p unverzweigten endlichen Kreiskorper X wahlen,

so dafs alle Spitzen tiber E definiert sind. Es sei R der ganze Abschlufi von Z,,y in £. Dann ist
(1.6.1) T @g,, R=]]T().

Will man nun T beschreiben, so beschreibt man zunichst die 7'(s) und anschliefend
konstruiert man ein Abstiegsdatum fiir die Operation von Gal(E/Q) auf [ [, T'(s). D.h., man

konstruiert Isomorphismen

¢ [[T(s) = (][] T(s)"

fir 7 € Gal(£/Q), so dafs stets ¢, = ¢7* o ¢,,. Weil R/Z,,) unverzweigt ist, liefert uns dies

dann T'/Z ), indem wir einfach auf den affinen Ringen die Galoisinvarianten betrachten.
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Das in 1.2 definierte Gitter N (s) wird als Gitter der einparametrigen Untergruppen eines
Torus H/Spec(R) interpretiert. Die Zerlegung des Kegels C'(s) liefert eine unendliche toroidale
Einbettung ([2], Chap. I) von H in Hy, ;.

Auf der Komplettierung von Hy, 1 lings H, 1\H operiert die unendlich zyklische
Einheitengruppe, und T'(s) ist der Quotient dieser Komplettierung nach dieser Einheiten-
gruppe.

Wenn man die Vorschriften aus [2], Chap. I auf unsere Situation tibersetzt, so liefert uns
dies das folgende Bild. Zu jedem o, haben wir Erzeugende A, 1, des Kegels o, und wir
fiihren zwei Variable x_, ,,, ein. Wenn o3 ein benachbarter Kegel ist und o, Nog = N, =
N - \3, dann ist

1 = Mo — Aq-
Nun betrachten wir die folgende Identifizierungsvorschrift
Rlxx,, wp,] Ry, 2,
N N

R[a:#a,xxa,x;i] = R[wxﬁ,xuﬁ,x;;],
wobei die Identifizierung durch z, =z, -2’ undz,, = a:;j gegeben ist. Dann konnen wir
die affinen Rdume Spec(R|[x,,,z,,]) und Spec(R[z»,,z,,]) liber die obige Identifizierung

zusammenkleben und wenn wir dann in beiden affinen Ebenen langs der Koordinatenachsen

komplettieren, erhalten wir als Bild
‘ Trg =Ty, =0 ‘

~ AN

T, =2y, =0 Trg =Ty, = 0.

D.h., die beiden Doppelpunkte, die den offenen Kegeln o, 03 entsprechen, werden durch
die projektive Gerade verbunden, die der Seite o, N 0 entspricht und auf der z,,,, x,, die

Koordinaten sind.
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Setzt man diese Konstruktion nach beiden Seiten fort, so erhidlt man die unendliche
toroidale Einbettung, und 7'(s) ist der Quotient davon durch die Einheitengruppe.

Ist nun 7 ein Element aus der Galoisgruppe Gal(E£/Q) und ist a € I ein Element, das
T tber den Reziprozititsisomorphismus entspricht, dann ist 7'(s)” = T'(s”) = T'(a - s). Das
Idele a vermittelt eine Abbildung zwischen den Zerlegungen von C(s) und C(a - s), weil wir
von einer zuldssigen Zerlegung ausgehen. Wenn oy, 0; zwei benachbarte Kegel in C(as) sind,

die gerade die Bilder von o, 05 in C(s) unter a sind, dann bekommen wir Isomorphismen

R[an7xua] - R[‘(L]A/a’xﬂ;]’ f(':[:Aa7a’:Na> - fT(xA;7a’:Nla>

und entsprechend fiir die 3-Variablen, und das liefert einen Isomorphismus zwichen den
toroidalen Einbettungen, die oben beschrieben worden sind. Er wird von a unabhédngig, wenn

wir zum Quotienten tibergehen, und das liefert uns
o [[T0s) = (JT 7)™

Damit ist das Abstiegsdatum und somit auch T'/Z,) konstruiert.

1.7. Wenn K’ in K enthalten ist, so gibt es einen natiirlichen endlichen étalen Morphismus
Sk — Sk, der sich in einen endlichen flachen Morphismus Sxr — Sk erweitert. Beide
Morphismen werden mit R(1) bezeichnet. Allgemeinerseig € G(Af)und K’ C KNg-Kg™'.

Dann ist die auf den komplexen Punkten durch x — x - g definierte Abbildung
GQ\G(A)/Ko - K' = G(Q\G(A)/ Koo - K

von einem iiber Q definierten Morphismus R(g) : Sg+ — Sk, dersichin Sg — Sk erweitert,

induziert. Wir erhalten eine Heckekorrespondenz
S

R(1) R(g)
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1.8. Es gibt gute Griinde, die Schnittkohomologie von Goresky-MacPherson und Deligne [7]
ins Spiel zu bringen. Es sei i eine endlich-dimensionale iiber Q definierte Darstellung der
Gruppe G in einem Vektorraum V' = V,,. Wir nehmen an, daf8 y absolut irreduzibel ist. Dieser
Darstellung ordnet man ein lokales System V = 'V, von Q-Vektorrdumen iiber der komplexen
Mannigfaltigkeit S(C) und von Q;-Vektorraumen tiber dem Schema S zu. Die intermedidre
Erweiterung von V auf S [7], 2.2 bezeichnen wir mit demselben Symbol. Wir interessieren uns
fiir die Schnittkohomologiegruppen H? (S xq Q, V). In diesem speziellen Fall sieht man leicht
ein [7],2.2, dafs

H'(S xqQ,V) = H (S xqQ.,V), i=0,1;
H*(S xq Q,V) =Im (H?(SaQ,V) — HQ(Saé,V));

H'(S xq Q,V) = Hé(SaQ,V), i=3,4.

Wir betten Q in Q; und diesen Raum in C ein. Dann kann man auf Grund allgemeiner
Prinzipien und der Benutzung der Zucker’schen Vermutung (siehe [8], 1.3.6 und 1.3.7) die
Kohomologie H'(S XQ Q,V) nach der Operation der Heckealgebra zerlegen. Das sieht
dann so aus: ist m eine irreduzible Darstellung der Adelegruppe G(A) = GL2(Ap), die
in L?(G(Q)\G(A)) auftaucht, so sagen wir, dafl

7 € Coh(i) & H'(goo, Koo, oo @ V,,) # 0.

Dabei ist 7, die unendliche Komponente in der Zerlegung von m = 7., X 7, die der Zerlegung
G(A) = G(R) x G(Ay) = G X G(Ay) entspricht. Die Menge Coh(x) kann man in einen

“trivialen” und einen “interessanten” Anteil zerlegen
Coh(u) = Cohe(u) U Cohg(p),

wobei Coh, (u) = {m € Coh(p)|dimm = 1}. Esist Coh.(u) = 0, falls dimV,, > 1, und sonst
ist

Coh,(p) = {n|dim7 = 1,75|G°(R) = |G’ (R)}.
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Die Elemente in Coh.(u) sind natiirlich GroBencharaktere, wie wir weiter unten erldutern

werden.

Die Menge Cohg () besteht aus cuspidalen Kohomologieklassen, und zwar aus solchen

m, bei denen 7, das  entsprechende Mitglied der diskreten Serie ist.
Dann gilt:

Satz1.9. a) H'(S xq Q,V) = H*(Sxq,Q,"V) = 0.

b) H(S xq Q,V) = ﬂecgle(#)Hgo(w) ® 7y,
o) H(S xqQ,V) = Wecgle(#)ﬂgo(w) @7k,
d) H*(S xq Q,V) = WGC%h(H)Hgo(W) Q7L

Dabei sind die rechten Seiten wie folgt zu verstehen: es sei H , der Raum der C°°-
Vektoren in dem Raum der automorphen Formen H, C L?(G(Q)\G(A)). Dann ist die
Kohomologie

Lo (7) @ Hy,,

o0

H'(gOO7K007 Hﬂ',oo)

und es ist Wff der Modul unter der Heckealgebra, der aus den K-invarianten Elementen aus
H;, besteht, d.h. WJIC( =H ff Wir bemerken, daf in diesem Fall 7r]1f tiber Q realisiert werden

kann. Fiir 7 € Coh,(p) ist
H (Too) = H (7o) @ H*(7150) ® H*(750) =C® (C® C) @ C.
Fir m € Cohg () ist nur Kohomologie in der Dimension 2 vorhanden, und es ist

dim H? (1) = 4.

Die Zerlegung 1.9 wird mit Hilfe der Heckeoperatoren definiert. Das {ibliche Verfahren
1463t sich in der Tat anwenden, weil die Schnittkohomologie funktoriell unter endlichen Mor-
phismenist[7]. Somitistsie, wenn es sich um [-adische Kohomologie handelt, mit der Wirkung
von Gal(Q/Q) vertriglich, und die Riume H’_(7) erweisen sich als Galoismoduln, die aber

durch 7 und nicht allein durch 7., bestimmt werden. Da die Wirkung der Galoisgruppe auf
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der Menge der Zusammenhangskomponenten bekannt ist, lassen sich die Moduln HY, (7)
unschwer beschreiben. Dazu erinnern wir, wie man gewissen Grofsencharakteren [-adische

Galoisdarstellungen zuordnet.

Mittels des Artin’schen Reziprozitatsgesetzes konnen wir Ideleklassencharaktere endlicher

Ordnung mit Charakteren endlicher Ordnung der Galoisgruppe identifizieren. Es entspricht
ferner dem komplexen Charakter o : x — |z| der Ideleklassengruppe die zyklotomische

ein-dimensionale [-adische Darstellung (siehe Konvention aus 1.1)

a:Gal(Q/Q) — Gal(Q(‘V1)/Q) = Z,.

Man kann daher jedem 7 aus Coh, (1) eine [-adische Darstellung x . der Galoisgruppe zuord-
nen, indem man 7(g) = v(det g) schreibt und v auf I einschrankt und dann zur entsprechen-

den Galoisdarstellung tibergeht.

1.10 Proposition.
(@) Die Galoisdarstellung auf HO, (1) ist Xx-

(b) Die Galoisdarstellung auf HL (70) ist o= 2xx.

Von wesentlicher Bedeutung fiir diese Arbeit ist die Bestimmung der Darstellungen auf
H? (m), zumindest ihrer Einschrankung auf die Zerlegungsgruppe in einer unverzweigten

Primstelle.

1.11. Wir hitten, statt mit der Gruppe G zu beginnen, auch mit der Gruppe H = GL2/Q und

dem Homomorphismus C* — H(R)

a+i-b— (a _b)
b a
beginnen konnen. Zu einer offenen kompakten Untergruppe L C H(Ay) erhalten wir eine

tiber Q definierte Kurve Jy,. Die Diagonaleinbettung H — G definiert einen {iber Q definierten

Morphismus J;, — Sk, falls L C K. Es sei Jr, die kanonische Kompaktifizierung der Kurve
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J1. Der obige Morphismus erweitert sich in einen Morphismus .J;, — Sy . Insbesondere liegt

der durch J;, definierte Zykel in H? (S K XQ Q,Q, (1)) im Bild der Restriktionsabbildung
H2 (SK XQ Q7 Ql(l)) - H2 (SK XQ Q7 Ql(l))

(Beachte, dafs dieser Zykel beim Abdndern von L in eine kleinere offene kompakte Untergruppe

durch ein Vielfaches ersetzt wird.)

§2. ZUSAMMENSTELLUNG DER ERGEBNISSE

Wir erldutern zunédchst, wie die Vermutungen von Tate fiir nichtkompakte Flachen zu for-
mulieren sind (vgl. Einleitung). Es sei X eine glatte algebraische Flache tiber dem Zahlkorper
E und es sei X eine iiber F definierte glatte Kompaktifizierung von X, so da der Ort im
Unendlichen ein Divisor Y mit normalen Schnitten ist. Einem Resultat von Grothendieck

zufolge ist das Bild H? (X xg E,Q;(1)) der Restriktionsabbildung
H*(X xg E,Q,(1)) — H*(X xp E, Q1))

unabhéngig von der Wahl von X. Weil sich jeder algebraische Zykel auf X in einen algebrais-
chen Zykel auf X erweitert, ist die Gruppe der algebraischen Kohomologieklassen Z(E) in

H? (X xg F,Q;(1)) enthalten. Die erste Vermutung von Tate lautet wie im projektiven Fall

Gal(E/E) Gal(E/E)

2(E) = H*(X xp E,Q,(1)) = H*(X xp E,Q,(1))

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dal F? gerade der reine Anteil in H? ist (vergleiche
den Beweis von Lemma 2.1 und die Diskussion in §5.) Die zweite Vermutung setzt die
Dimension von Z(E) gleich der Polordnung der Zetafunktion von X in s = 2, wobei die

Zetafunktion mit dem Galoismodul H? gebildet wird (vgl. Einleitung)

L3 (X/E,s) =[] det<1 ~ Np~ ., | HA(X xp B, Q)
pEQ
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2.1 Lemma. Falls die Tate’schen Vermutungen fir X gelten, so auch fir X.
Beweis. Wir setzen Y =Y x i F und betrachten die lange exakte Kohomologiefolge
H (X xp E,Q,(1)) — H*(X xg E,Q(1)) — H*(X xg E,Q,(1)) — HL(X x5 E, Q1))

(SGA 4,2,V,6.7). Die relativen Kohomologiegruppen berechnen sich als Limes einer Spektral-
folge
H(Y,Hy) = Hy (X xg E,Qi(1))

(SGA 4, 2, loc.cit.). Nun kann man zeigen (siehe SGA 4, 1/2, [Cycle]), dafs das Bild von
HZ (X xp E,Q)1)) in H? (X xp E,Q;(1)) gerade von den Bildern der Zyklen in dem
Divisor Y erzeugt wird. Damitist Lemma 2.1 bewiesen. Um die oben formulierte Behauptung
einzusehen, mufl man zeigen, dafs H% (X xg B, Ql(l)) nach Reduktion mod irgendeiner
Primstelle nicht rein vom Gewicht 0 ist. Das folgt aus den fundamentalen Sétzen in [10],

angewandt auf die Terme vom Grad 3 in H(Y, H,).

Wir kehren jetzt zu dem uns interessierenden Spezialfall zuriick. Dasndchste Lemma stellt
die Verbindung zwichen den eben eingefiihrten Kohomologiegruppen und den im vorherge-

henden Abschnitt betrachteten Schnittkohomologiegruppen her.

2.2Lemma. Die beiden Untergruppen ﬁZ(SKxQQ, Q,) und Hz(SKxQQ, Q,) von HQ(SKXQ
Q, Q,) sind identisch.

Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten (alles

Kohomologie mit konstanten Koeffizienten). Wir setzen S = S x Q Q.

H?(8%)

I
(1)

H%.(SxqQ) —— H*SxqQ) —— H*SxqQ)

I e

HASxqQ) = HXASxqQ).
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Daf3 die Pfeile (1) und (2) das gleiche Bild haben, resultiert aus dem folgenden Hilfssatz, von

dem wir in 5.3 eine Verallgemeinerung beweisen werden.

2.3 Hilfssatz. Der Homomorphismus
HZ.(S xq Q) — H*(5%)
1st ein Isomrophismus.

Beweis. Siehe 5.3. Es folgt aber auch sofort daraus, dafs die Schnittmatrix negativ definit

ist, vgl. 5.4.

Wir betrachten nicht nur die konstante Garbe, sondern allgemeiner ein durch eine Q-
rationale Darstellung von G/Q definiertes lokales System. Dies liefert uns auch ein System
l-adischer Kohomologiegruppen. Wie in §1 fixieren wir Einbettungen 7 : Q — Q, — C, und
mit H (Sx x Q Q, V) bezeichnen wir die Tensorprodukte der /-adischen Kohomologie mit Q;.
Auf dieser Kohomologie operiert nun die Algebra H i der K-biinvarianten Funktionen mit
kompakten Trigern auf G(A ¢) und die Galoisgruppe Gal(Q/Q). Wir bekommen dann eine

Zerlegung in isotypische Komponenten

H' (S xq Q,V) = H'(Sk xq Q,V)(mf),

D
w€Coh(p)

und jeder der Q;-Vektorraume in der Summe rechts ist ein Tensorprodukt
H'(Sxc xq Q. V)(rf) = W(mp) @ XO(my),

wobei W (ry) ein irreduzibler H x-Modul ist, auf dem Hy durch Wf operiert und wobei

X (Wff ) ein endlichdimensionaler Q;-Vektorraum ist, auf dem die Galoisgruppe operiert

p'(m) - Gal(Q/Q) — GL(X W (nf)).
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Uns interessiert besonders der Fall i = 2, dann wollen wir fiir X () (7?3’5 ) (bzw. p'(r)) einfach

X (ms) (bzw. p(r)) schreiben. Nach 1.9 ist

dim X (my) = 4 falls m € Cohg(p),
dim X (ny) = 2 falls m € Coh,(p).

An den unverzweigten Stellen p definiert p(7) einen lokalen Eulerfaktor

Ly (s, p(m)) = det(1 — p(m)(®, )p~*) 7,

wobei @, der arithmetische Frobenius ist.

Der nachste Satz beschreibt diesen lokalen L-Faktor in Termen, die der automorphen Form
7 zugeordnet sind. Dazu erinnern wir zunédchst an die Definition der L-Gruppe. (Siehe [4],
vergl. auch den Artikel von Casselman im gleichen Band.) In unserem Fall ist die L-Gruppe
LG von G/Q gleich
"G = (GL2(C) x GLy(C)) x Gal(Q/Q),

wobei Gal(Q/Q) auf dem Produkt iiber die Faktorisierung Gal(Q/Q) — Gal(F/Q) auf
GL5(C) x GL2(C) operiert und wobei das nichttriviale Element die Faktoren vertauscht.

Wir betrachten die natiirliche Darstellung
r: GLy(C) x GLy(C) — GL(C* ® C?),

wobei die Faktoren jeweils auf den entsprechenden Faktoren des Tensorproduktes natiirlich

operieren. Diese Darstellung wird zu einer Darstellung
r: "G — GL(C* ® C?)

forgesetzt, wobei

Jr®y olF =1,
r(IdXIdXU)(JJ@y)_{y@g; o|F # 1.
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Man ordnet nun dem Paar 7, r eine lokale L-Funktion zu, die an den unverzweigten Stellen

durch die folgende Formel ([4], 7.2) gegeben ist:

Ly(s,m,7) = det (1 —r(A(m,))p~*) ",

wobei A(m,) die zu 7, gehdrige Konjugationsklasse in “G ist. Wenn man wie {iblich eine

lokale Darstellung in der unverzweigten Hauptserie mit

Tp (Hp, Vp) = mp (g, Bp)

notiert, wobei ay, B, die Werte der Quasicharaktere auf einem uniformisierenden Element

sind, dann gilt

Oprép/
Bpp:
r(A(m,)) ~
(A(mp)) 0y By
Bp By
falls p = pp’. Falls pO = P ein trages Primideal ist, dann ist
ap
0 o o 0
r(A(mp)) = B (;B :r[< (;”B B‘B) xIdx(IDP}.

By

Es sei im folgenden ¢ sets der zu F'/Q gehorige Charakter. Dann gilt:

2.4 Satz. Es sei p unverzweigt und ch{ # 0.

a) Wenn m € Coh(u), dann ist

ey - (1-22)

Ly(s, p*(m)) = (1 _ p%g(p))l (1 - %> _1’

Ly(sp(m) = (1- 22y

pS
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b) Wenn m € Cohg(u), dann ist
Ly(s,p(m)) = Ly(s — 1,m,7).

Das Product der drei lokalen Faktoren in a) ist gerade L, (s — 1, 7, ). Somit konnen wir
2.4 umformulieren, indem wir das Verfahren in [22] nachahmen. Falls 7 in p unverzweigt ist,

sei A(m,) € G die entsprechende Konjugationsklasse (siehe [4], 7).

2.4" Satz. Es sei p unverzweigt (beziiglich K). Fiir jedes i ist die Galoisdarstellung p*
unverzweigt in p. Es sei ®,, die Frobeniussubstitution in p und g € G(A?). Dann gilt fur

jede positive ganze Zahln

4

> (=1)"Spur (p(2,") - T(g)) = > p"- Spurr(A™(m,)) Spur mp(KgK).

1=0 weCoh(p)

1

Hierbei bezeichnet T'(g) den durch die Heckekorrespondenz ¢~ vermittelten Endomor-

phismus von H* (S x Q Q,V). Auf der rechten Seite steht die Spur des Operators
Ti(KgK) = {/ de}~t. / () - dr.
K KgK
Der Beweis dieses Satzes wird in §6 skizziert werden. Im Gegensatz zu [8], die die Lef-
schetz’sche Fixpunktformel auf Sk verwenden, arbeiten wir auf S K.

Wir definieren wie folgt die ganze Zahl n = n(u):

w(z) = 2" fir z€Q* C GL(2,F).

Es sei w ein Charakter endlicher Ordnung von Gal(Q/Q). Wir betrachten die globale L-

Funktion, die zu der [-adischen Darstellung w - p(7) gehort:

Lo(s,w-p(m)) = H Ly(s,w-p(m)).

PEQ
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2.4.1 Bemerkung. Wenn wir w iiber den Reziprozititsisomorphismus als Charakter auf I /Q*
interpretieren und diesen Charakter zu einem Galoischarakter w’ auf Ip/F* fortsetzen, dann
wird

Ly(s,w-p(m)) = Ly(s, p(mr @ w')).

2.5 Satz. Die Funktion Lq (s,w . ,0(7r)) ist fortsetzbar in eine Umgebung von s = n + 2.
Es sei pol(m,w) die Polordnung im Punkte s = n + 2. Es sei t(m,w) die Dimension des

Vektorraums der Tate-Klassen
T(m,w) = {z € X(mp)|p(m)(0) -2 =a " o) -w (o) 2,0 € Gal(Q/Q)}.

Dann gilt: pol(m, w) = (7, w).

Nach 1.9 ist die von dem H? herriihrende L-Funktion gleich

L(s,w-p) = H L(s,w- p(m)),

me€Coh(u)

und es gilt

2.6 Korollar. Die Funktion L(s,w - p) ist fortsetzbar in eine Umgebung von s =n+ 2. Ihre

Polordning pol(w) in s = n + 2 ist gleich der Dimension t(w) des Vektorraums
T(w) = {z € H*(Sk xqQQ,V)|p(0) -z =a""""(0) w(a) z,0 € Gal(Q/Q)}.

Wir bemerken, daB fiir 7 € Coh,(u) aus 2.4 folgt, daB pol(m,w) = (7, w) entweder 0

n —1

n )

oder 1 ist und daf8 diese Zahl 1 ist genau dann, wenn Y, gleich a™" - w™! oder ¢ - a~
ist. Somit ist der Satz 2.5 fiir 7 € Coh.(u) trivial. Fiir unendlichdimensionale 7 wird 2.5 aus

einer praziseren Aussage folgen.

2.7 Definition. Eine unendlich-dimensionale Form 7 auf G(A) heifit ausgezeichnet beziiglich

—-n, —1

a~"w™", wenn sie von der Form

= (7?% xF)o 1V @)™
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ist, wobei die folgenden Forderungen gestellt sind:
1) W% ist eine automorphe Form auf GL2(Aq) und W(% x F ist ihre Liftung nach F.

2) V' und w' sind Galoischaraktere auf I/ F*, und fiir ihre Einschrankungen auf I gilt
w'lIg = w; Wro =aq" Ve

mit '[Iq = v und Wro = zentraler Charakter von w%.

Wir wollen zwei kleine Bemerkungen anschliefSen.

1

2.7.1. Die automorphe Form 7 ist genau dann ausgezeichnet beziiglich o™ "w ™", wenn 7 ® w’

ausgezeichnet beziiglich o™" ist.

2 2n

2.7.2. Wenn 7 ausgezeichnet beziiglich a w1l ist, dann ist w, |IQ =w" ozé
2.8 Satz. Es sei m € Cohg(nu)

(a) Die Zahl pol (m,w) ist entweder 0 oder 1. Sie ist genau dann gleich 1, wenn 7

ausgezeichnet (beziiglich a~"w™1) ist.

b) Die Zahl t(m,w) ist entweder 0 oder 1. Sie ist 1 genau dann, wenn 7 ausgezeichnet

(beziiglich o= "w™1) ist.

Jetzt sei V die konstante Garbe. Es sei Z der von den iiber einem Zahlkorper definierten

algebraischen Zyklen aufgespannte Unterraum von
I:IQ(SKSQ7 Ql) = HQ(SK XQ Q7 Ql)

Wir bezeichnen mit Z(w) (bzw. Z(m,w)) den Durchschnitt von Z mit T(w) (bzw. T(m,w)).

Wir erhalten eine Zerlegung

Z(w) = WECEEh(l) Z(m,w) ® ch(.

Unser Hauptresultat lautet:
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2.9 Satz. Es sei z(m,w) die Dimension von Z(m,w). Es gilt
2(m,w) = pol(m,w) = t(m,w).

In der Tat hat dieser Satz die Richtingkeit der Vermutungen von Tate fiir Sk, so wie
sie am Anfang dieses Paragraphen formuliert sind, iiber einer abelschen Erweiterung von Q
zur Folge. Was eindimensionale 7 betrifft, folgt aus der Bemerkung nach 2.6, dafs man die

Behauptung von 2.9 aus folgender Aussage erhalt.

2.10 Proposition. Es sei m € Coh(1). Dann ist 2(m,w) gleich 0 oder 1, und zwar 1 genau

dann, wenn X =w ™ oder xr =¢-w™ L.

Aus 1.11 erhdlt man mit Hilfe von 2.2 eine Abbildung
HO(JL) — HZ(SK XQ Q)

Ihr Bild liegt in Z. Es sei D der durch die Wirkung der Heckeoperatoren von dem Bild von
HO(Jy) erzeugte Unterraum von H?(Sx x q Q). Offenbarist D C 2. Wir nennen die Elemente

von D Hirzebruch-Zagier-Zyklen. Wir erhalten eine Zerlegung von

D(w) = D N Z(w),

Df.

= & K
D(w) 7recoh(l)@(w,w) Q7.

Es sei d(7,w) die Dimension von D(7,w). Offenbar ist d(7m,w) < 2(m,w). Somit ist der Satz

2.9 eine Folgerung aus 2.10, 2.8 und dem folgenden Satz.

2.11 Satz. Die Zahl d(m,w) ist gleich 0 oder 1. Falls m € Coh.(u), so ist sie genau dann

1, wenn xr = w™'. Falls m € Cohg(1) ausgezeichnet ist, so ist d(m,w) gleich 1.

In den ndchsten beiden Abschnitten nehmen wir die Giiltigkeit von Satz 2.4 an und
beweisen diejenigen Aussagen dieses Paragraphen, die nicht Folge anderer sind, allerdings

nicht in der Reihenfolge, in der sie hier formuliert wurden.
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§3. HIRZEBRUCH-ZAGIER-ZYKLEN

Es seien g und £ die Liealgebren von G(R) und K. Fiir 7 € Coh(1), wenn es sich um

komplexe Kohomologie handelt, kann der Raum HZ (1) ® wf mit
(3.1) Hompg_ (A%(g/t), 7™) = Homp__ (A*(g/8), moo) ® W]Ic{

identifiziert werden. Hier bezeichnet m sowohl die Darstellung als auch den entsprechenden
Raum der automorphen Formen. Es sei w;,1 < i < 6, eine Basis des dualen Raums von
A?(g/®). Dann schreibt sich ein Element aus (3.1) als Z?:l fi - wi, wobei f; eine quadratinte-
grierbare automorphe Form auf G(Q)\G(A)/ K ist. Die w; sind als linksinvariante Differential-
formen auf G(R) und somitauf G(R) /K, aufzufassen. Mittels der Einbettung H (R) — G(R)
aus 1.11 liefert w; eine Form w! auf H(R) oder H(A)/L. Es sei

b= {2 Y} e

Die Form Y fiw; ist invariant beziiglich K, und > f; - wH ist beziiglich L., invariant.

Wir erhalten somit eine Form auf der orientierten Mannigfaltigkeit H(A)/L - L.

Wir haben eine natiirliche Paarung auf H?(Sk Xq Q). Unter der Identifikation von
H?(Sk xq Q) mit der L?-Kohomologie in der Zucker’schen Vermutung gilt dabei in nahe-

liegender Weise:

32 O fewn S ey =3 / fie fl s Ay,

Y GQ)ZRING(A)/ Koo K

Insbesondere gilt fiir die Aktion der Heckeoperatoren
(3:3) (T(g)w,a) = (2, T(g~)a').

Wir identifizieren dem Raum H(.J;,) mit dem Raum der lokal konstanten Funktionen auf
H(Q)\H(A)/LsL. Die in 1.11 definierte Zykelabbildung definiert wegen 2.2 eine Paarung
zwischen dem Raum (3.1) und H°(.J).
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3.5 Hilfssatz. Der Wert der Paarung auf dem Paar Y f; - w;, und p € HO(Jy) ist bis auf

eine nichtverschwindende Konstante gleich

M‘Zfz“wzH-
7

H(Q\H(A/Loo-L

Beweis. Dies ist ein sehr technischer Hilfssatz, zu dem es mehrere Beweise gibt. Wir
wollen im folgenden einen moglichen Beweis skizzieren. Der weise Leser wird die nachste-

henden Zeilen bis zum nédchsten Auftauchen der Zeichenfolge g.e.d. tiberschlagen.

Wir arbeiten mit der Borel-Serre Kompaktifizierung, genauer gesagt, wir schneiden die
Spitzen ab und schieben dann die Rénder ins Unendliche. Die durch H definierten Zykeln
sind dann als relative Homologieklassen in Hy (S ,05(c), C) zu interpretieren, dabei ist c das
Niveau, an dem wir die Spitzen abschneiden; wenn ¢ — oo geht, dann erreichen wir den Rand
der Borel-Serre Kompaktifizierung. Der Durchschnitt von 0.5(c) mit dem Zykel ist dann eine
Vereinigung von Kreisen, die als Randkomponenten auftreten, wenn wir den Modulkurven die
Spitze abschneiden. Das sind Kreise, die in der Beschreibung aus [14], §1 (siehe auch [8], §1) in
der durch den unipotenten Teil gegebenen Faser der Faserung liegen, sie sind also nullhomolog.
(Siehe [14], Proposition 1.1; es ist aber auch so klar, das die Matrizen der Form ((1) 1{) mit
u € O Torsionsklassen in der Faktorkommutatorgruppe von der Boreluntergruppe B(0) sind.)

Also ist der Zykel im Bild der Abbildung
HQ(S, C) — H2 (S, 85(6), C)

und damit wird klar, da8 die Auswertung einer Klasse aus H?(S, C) auf dem Zykel sinnvoll
ist. (Das haben wir vorher mit Hilfe der nichtsinguldaren Kompaktifizierung und 2.2 auch
schon eingesehen.) Ist nun w eine unsere cuspidale Kohomologieklasse reprasentierende

automorphie Form, so konnen wir schreiben

w=w+do,
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wobei w kompakten Trager hat. Nach Definition ist die Auswertung der Klasse auf dem Zykel
durch das Integral von w tliber dem Zykel gegeben. Man kann nun aber d¢ nach Borel [5],
Theorem 7.4 so wahlen, dafs ¢ logarithmisch wachst, d.h. wie ein Polynom in log c. Das
Volumen des Randkreises geht aber mit ¢! nach Null und dann folgt

/d¢> = lim / ¢ = 0. q.e.d.

CcC— 00

0S5 (c)NZykel

Die Menge der Zusammenhangskomponenten von .Jz, kann mit Q*\Iq /R -det L identi-
fiziert werden [11]. Falls w ein Groflencharakter endlicher Ordnung auf I ist, der nicht trivial
auf det L ist, wo L = H(Af) N K, ist H°(J)(w) trivial. Sonst ist H°(J.,)(w) vom Bild der

Funktion w™! auf den Zusammenhangskomponenten erzeugt.

Wir konnen die Basis {w;|1 <4 < 6} = {wy +,wi, w2} so wahlen, dafl
wi + = (dzq £ idyr) A (dxe £ idys),
Wj = (d.’lfj —|— Zdy]) A\ (d.’lfj — 2dyj)

H

——

=0und w¥ _,wf wf und wi sind invariant unter L., und liefern

Dann ist wf’Jr =w
die invariante 2-Form auf H(R)/L.. Da wir fy _, und f_ y oder f; und f> unabhingig
voneinander wahlen konnen und da wegen (3.3) die Algebra der Heckeoperatoren selbstad-

jungiert ist, erhalten wir die folgende Aussage. In ihr bezeichnet Z das Zentrum von H.

3.6 Lemma. Es sei H?(1)X = H (1) ® W]If # 0. Dann ist dieser Raum genau dann nicht

orthogonal zu D(w), wenn es ein f im Raum von 7 und ein g € G(A) gibt, so dajf

w(deth) - f(h-g)dh # 0.
H(Q)Z(R)\H(A)

Dieses Lemma ist genau genommen —im Gegensatz zu der vorangehenden Bermerkung
—noch nicht vollstindig bewiesen. Wir wissen nur, daff wir, um die behauptete Nichtorthog-

onalitdt zu zeigen, die obige Ungleichung fiir ein ¢ € G(A¢) (d.h. goo = ) undein f € 7
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zeigen miissen, das die folgende Bedingung erfiillt (dies gilt fiir den Fall 7 € Cohg, im anderen

Fall ist das Lemma klar):
a) f ist K-invariant.

b) Fiir
o ai —bl an —b2
k_<b1 al)x<b2 CLQ)EKOO

ko f= (C‘l“'bl .C‘?—i'b?)il-f.

al—i~b1 ag—l—i'bg

gilt

Wir werden aber bald einsehen, dafi diese zusdtzlichen Bedingungen unnétig sind. Wir

schliefSen wegen (3.2) aus 3.6.

3.7Lemma. a) Es sei 7 die zu w kontragrediente Darstellung. Dann ist die w-Komponente

D(7,w) genau dann nicht Null, wenn fir © der Bedingung in 3.6 gilt.

b) Es sei m € Coh.(1). Dann ist D(w,w) nur dann nicht Null, wenn xr = w™'. Dann

ist d(m,w) = 1.

Wir untersuchen jetzt die in 3.6 auftretende Bedingung. Wir bemerken, dafy 3.6 genau
dann beziiglich des Charakters w gilt, wenn fiir 7 ® w’ die Bedingung beziiglich des triv-
ialen Charakters gilt; hier ist w’ natiirlich wieder eine Fortsetzung von w. Wir bemerken,
dafd diese Vertraglichkeit mit Twisten genau mit der in 2.7.1 notierten Vertraglichkeit zusam-
menpafit. Diese Vertraglichkeit erlaubt uns Reduktionen, die wir in den folgenden Beweisen

oft stillschweigend vornehmen werden.

Es sei

I = Indg((jz))w_l .

Der Operator
T:f—f:9— / w(deth) - f(hg)dh
H(Q)Z(R)\H(A)



Algebraische zyklen 27

ist, falls 7 auf Z(R), dem Zentrum von H(R), gleich w2 ist, ein Verkettungsoperator zwis-
chen 7 und I. Wir wollen ihn fiir eine beliebige cuspidale Darstellung betrachten, wobei w
nicht mehr von einem Galoischarakter herkommen muf3. Es sei I, die entsprechende lokale

Darstellung

GQ,) _1

I, = IndH(Qp)wp .

Man sieht unschwer ein, dafd 7' nur dann nicht Null sein kann, wenn

HOIIlc;(Qp)(ﬂ'p, Ip) 75 0

tiir jedes p.
In dem folgenden Satz {ibertragen wir in offensichtlicher Weise den Begriff einer aus-

gezeichneten automorphen Form (siehe 2.7) auf unendlich-dimensionale Darstellungen der

lokalen Gruppe G(Q,,).

3.8 Satz. a) Fiur jede zuldssige irreduzible unendlich-dimensionale Darstellung m, gilt

d(ﬂ'p)D:ﬂ dim HOI’Ilg(Qp)<7Tp, Ip) é 1.

b) Falls d(mp) > 0, so ist die Einschrinkung des Zentrumcharakters wy, auf Q, gleich

—2

wp.

c) Falls p zerfdllt oder falls m, in der Hauptreihe liegt, ist d(m,) nur dann gleich 1,

falls 7, ausgezeichnet (beziglich wp_l) ist.

Die Behauptungb) ist trivial. Fiir den Beweis von c) werden wir einen Ansatz von L. Clozel
verwenden. Es sei w = 1. Falls p zerfallt, so ist m, = m ® 72, wobei m; Darstellungen von

GL(2,Q,)sind. Da H(Q,) diagonal eingebettet ist, ist nach dem Frobeniusreziprozititsgesetz

Homg (q ) (mp, Ip) = Homgr 2 q ) (2, 71).

Daraus folgen a) und c) in diesem Fall. Im weiteren sei p nicht zerfallend, insbesondere ist

p endlich. Bevor wir den ernsthaften Teil des Beweises von 3.8 beginnen, bemerken wir, daf$
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die Behauptung a) es uns ermoglicht, die zusétzlichen Bedingungen auf f und g in 3.6 zu
eliminieren. In der Tat, falls T f # 0 fiir ein f € 7, so ist auch T'f # 0 fiir ein f, das die
Bedingungen a) und b) nach 3.6 erfiillt. Weil d(7) = 1, folgt jetzt T f|G(A¢) # 0.

Beweis von 3.8, a). Aus dem Frobeniusreziprozitdtsgesetz folgt
HomG(Qp) (77-107 Ip) = HomH(Qp) (’/Tpa wp_l)'

Wir benutzen das Kirillovmodell der Darstellung 7, [19]. In diesem Modell operiert 7, auf
einem Raum §) von Funktionen auf F},, der den Raum & (F pX ) der Schwartz-Bruhat-Funktionen
mit endlicher Kodimension enthélt. Das Modell ist beziiglich eines nichttrivialen Charakters

1 von F), definiert. Wir nehmen an, da88 ¢|Z,, trivial ist. Dann ist

(5 7))@= so)

Essei 0 # L € Homp(q ) (7p, wy '). Dannist LIS(F) # 0. In der Tat wire sonst L invariant
under H(Q,) und

No(Fp) = { ((1) T)

und somit unter SL(2, F},). Das ist unmoglich.

s ={ (§ 1) ecr@)}

HomBo(Qp) (S(pr), 1) = C.

nEFp},
Es sei

Es gentigt zu zeigen:

Fallsz € Fy,,x ¢ Q,,sogibteseinn € Q,,soda8 ¢)(nz) # 1. Folglichist die Einschrankungs-

abbildung ein Isomorphismus

HOI’IIBO(QP)<S(FPX), 1) = HOIHBO(QP)<S(Q;), 1)
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Die letzte Gruppe ist erzeugt durch
z 0 «
13 1)
Q,

Beweis von 3.8, ¢). Es seim, = m(u, V), wobei y, v einen Charakter der Boreluntergruppe

By(F)) definiert

Die Darstellung 7, ist Bestandteil der induzierten Darstellung p(s, v). Die Gruppe GL(2,Q,)
operiert auf P'(F,) = By(F,)\GL(2, F,). Es gibt zwei Bahnen:

{z € PU(F,)lx = 7} = Bo(Q,)\GL(2,Q,)

und

{z e PY(F,)x # 1} = T(Q,)\GL(2,Q,).

Dabei ist
T=BNAHB

ein tiber Q,, definierter nicht zerfallender Torus, und B ist eine tiber F), definierte Borelunter-
gruppe mit B # B. Die erste Bahn ist abgeschlossen. Durch Einschrinken der Funktionen

aus p(u, v) auf diese Bahn erhalten wir eine exakte Sequenz von G L(2, Q,,)-Moduln:

1 1

0 — p'(u,v) = p(p,v) — p(po - g, v - ag 2 ) — 0.
Dabei sind 119, vy die Einschrankungen von p, v auf Q,, und o der Absolutbetrag auf Q,,. Wir
haben benutzt, da fiir € Q,, und falls o den Absolutbetrag auf F), bezeichnet, a(z) = o ().

Da unter der Identifikation

T(Q,) ={(t, )|t € F,*}
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die Einschrankung des Charakters p,v aud T(Q,) gleich x : t € F) — p(t) - (t) wird,

konnen wir p’(u, v) mit einer induzierten Darstellung identifizieren:

/ _ GL(27Qp)
p(p,v) = IndT(Qp)

Zundachst ist klar:

1 _1 C, falls po =19 =1,
(3.8.1) HomGL(z,Qp)(P(Moag Vo ?), 1) - {0, sonst.
C, fallsp-v =1,
(3.8.2) Homgrz,q,) (¢ (1), 1) = {o, sonst.

Indem wir notfalls ¢ und v vertauschen, diirfen wir annehmen, dafs 7, ein Quotient von

p(p, v) ist. Aus d(m,) > 0 folgt somit

Homgy2,q,) (p(1,v), 1) # 0.

Folglichist o = vp = loder o -7 = 1. Falls - 7 = 1, so sei 7T2 die Liftung von (1, iy * - £p).
Wegen v(z) = u(x) - puy *(z - &) ist w(p, v) = T @ p ausgezeichnet. Falls 1o = 1 = 1, so gibt
es einen Charakter A von F¥, so daf pu(x) - v (Z) = A <glj ) ,d.h.

x

e Az) =v-ANZT).

Es sei 0 = p- A und 7(0) die entsprechende Darstellung von GL(2,Q,). Dann gilt, falls
7, die Liftung von (6) bezeichnet, (p,v) = ) ® A~'. Das Produkt von &, und dem
Zentrumscharakter von 7 (6) ist gleich 0« = A|gx, weil uo = 1. Folglichist ), ausgezeichnet.

g-e.d.

Es it zu vermuten, daf} die Behauptung c) fiir alle 7, gilt. In dieser Richtung haben wir

folgendes Resultat.
3.9 Satz. Die Konklusion von 3.8c) gilt auch, falls m, speziell ist.

Es gilt auch die Umkehrung:
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3.10 Satz. Wenn m, ausgezeichnet ist, so ist d(m,) = 1.

Weil wir diese beiden Behauptungen nicht im Beweis unserer Hauptsatze benutzen wer-

den, verschieben wir die Beweise auf den Schluf$ dieses Abschnitts.

Wir kommen nun zu weiteren globalen Aussagen, aber zunadchst wollen wir eine kleine

Vorbemerkung machen. Wir haben als L-Gruppe ©G die Gruppe
GLy(C) x GL2(C) x Gal(Q/Q).
Wir konnen also jeden Galoischarakter
w: Gal(Q/Q)™ — C

auch als eindimensionale Darstellung der L-Gruppe interpretieren, insbesondere konnen wir
auch die L-Funktion L(s,m,r - w) betrachten. Wir bemerken, daf fiir 7 € Cohg(x) und im
Hinblick auf Satz 2.4 gilt (siehe 2.4.1)

L(s,mr-w)=L(s,m®w',s) = L(s,w - p(T)).

Die folgenden Satze implizieren 2.8 a) und die Gleichheit der ersten beiden Zahlen in 2.9.

Die Aussage 2.8 b) wird in §4 bewiesen.

3.11 Satz. Es sei w ein Galoischarakter auf IQ/QX. Es sei m eine cuspidale automorphe
Darstellung, deren Zentrumscharakter auf Z(R) = R™ eingeschrinkt gleich w=2 ist. Der

globale Verkettungsoperator

T:f—Tf(g) = / w(deth) - f(hg)dh
H(Q)Z(R)\H(A)

ist genau dann nicht Null, wenn m ausgezeichnet beziiglich w™! ist.

3.12 Satz. Fs sei m eine cuspidale automorphe Darstellung, deren Zentrumscharakter auf

2 2n

IQ/Q>< von der Form w™ ist, mit einem Galoischarakter w. Ferner liege mo in

°q
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der diskreten Reihe. Es sei Q) eine endliche Menge von Primstellen, die die unendlichen
Primstellen und alle Verzweigungsstellen von m enthdlt. Die Funktion Lq(s, 7,7 - w) ist
fortsetzbar auf eine Umgebung von s = n + 1. Sie hat dort einen Pol erster Ordnung,
wenn T ausgezeichnet beziiglich o~ "w™! ist. Sonst ist s = n + 1 weder ein Pol noch eine

Nullstelle.

Wenn wir 77 mit a* twisten, verschieben wir in der L-Funktion s in s+n. Diese Bemerkung
und die vorangehenden Uberlegungen erlauben die Reduktion auf den Fallw = 1,n = 0. Wir

werden 3.11 und 3.12 aus dem folgenden Satz ableiten.

3.13Satz. Es sei w eine cuspidale automorphe Darstellung, deren Zentrumscharakter trivial

auf Z(A) ist. Ferner liege mo in der diskreten Reihe.
a) Die Funktion Lg(s,m,r) ist analytisch fortsetzbar auf eine Umgebung von s = 1.

b) Sie hat dort einen Pol genau dann, wenn der Verkettungsoperator T (mit w = 1)
auf ™ nicht Null ist.

Ableitung von 3.11 und 3.12 aus 3.13. Falls T' # 0, so schlielen wir aus der lokalen

1

Untersuchung, da8 7, = 7, fiir fast jedes p. Daher gilt 7 = 7 = 1 Qw,'. Es gibt einen

Grofiencharakter v/ von I, so daf3

Wirsetzen 70 = 7 @ v/. Danngilt 7° = 7% und folglich [24] ist ¥ die Liftung einer Darstellung

0
7TQ~

Als L-Gruppe von H wéhlen wir das direkte Produkt
LH = GL(2,C) x Gal(F/Q).

Liftungen entsprechen im Sinn des Funktorialitdtsprinzips dem Homomorphismus

6:TH-LG: Axo— Ax Axo.
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Daro ¢ =ry @ re mit
r(Ax o) =¢e(o)-det A, m3(A x o) = Sym?4,
ist
Lo(s, 7% r) = LQ(s,wﬂa ) - LQ(S,W(%,TQ).
Wir setzen im folgenden w0 = wQ. Es sei v die Einschrankung von ¢/ auf Ig. Dann gilt
) Q Q

Lo(s,m,r) = Lg(s,n%r-v71) = LQ(s,w% ce-vThy. LQ(S,?T%,TQ v h),

Der zweite Faktor auf der rechten Seite tritt in der Arbeit [12] auf. Dort wird gezeigt,
daf3, falls W% nicht von dem Grofiencharakter einer quadratischen Erweiterung herkommt, der
zweite Faktor ganz ist. (Genau genommen steht in [12], Theorem 9.3 eine andere Bedingung;
dafd diese Bedingung dquivalent zu der hier genannten ist, folgt aus [21], Proposition 6.5.) Nun
ist Lg(s, 71‘&, ro-v~1) die “gewdhnliche” L-Funktion einer automorphen Form auf GL(3), und
nach den Resultaten in [20] hat sie bei s = 1 keine Nullstelle. Falls also T" # 0, so folgt aus
3.13 b), dal Ly(s, w% -g-v7 1) einen Pol in s = 1 hat. Folglich ist w% - ¢+ v~ ! trivial und 7
ausgezeichnet. Ist umgekehrt m ausgezeichnet, d.h. m = (71‘(% X F)Q v 1 und ist W% nicht von
der Form (), dann zeigen unsere Formeln fiir die L-Funktion und die obigen Uberlegungen,

dafd bei s = 1 ein Pol vorliegt.

Wir wollen nun voraussetzen, dafd m ausgezeichnet ist, aber W(% = 7(0) ist, wobei 6 ein
Grofencharakter einer quadratischen Erweiterung E von Q ist; dann entspricht () einem

Homomorphismus der Weilgruppe nach “H. Falls es nur ein solches E gibt, so ist
Lo(s,m,r) = Lg(s, 00 -n-v~) - L(s,00r™1) - L(s,7"),

wobei 1’ eine irreduzible 2-dimensionale Darstellung der Weilgruppe ist, so da8 L(1,r") # 0.
Hier bezeichnet 6y die Einschrankung von 6 auf I und 7 den der Erweiterung E entsprechen-
den Charakter. Falls £ nicht eindeutig bestimmt ist, so gibt es zwei andere Erweiterungen

E’, E”,so daf3 ﬂ% =7(0") = 7w(0"). Es gilt

wy="00-n=0y1 =05 7"
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und
Lo(s,m,r)= LQ(s,w% vl -LQ(s,w% vt LQ(s,w% v L(s,w(% ).

In beiden Fillen hat kein Faktor der rechten Seite eine Nullstellein s = 1. Somithat L¢g(s, 7, )
einen Pol in s = 1, falls w% -e-v71 = 1. Da 7y in der diskreten Reihe liegt, ist keine der
Erweiterungen E, E’, E” gleich F. Der Pol ist daher erster Ordnung. Die erste Aussage von
3.11 ist damit vollstandig bewiesen. Wir miissen noch umgekehrt zeigen, dafd m ausgezeichnet

ist, wenn ein Pol vorliegt. Wir haben v/ so gewdhlt, dafl

oder

V(z-T) = wyle- o),

Folglich ist v = w% g oder v = w%. Im ersten Fall ist m ausgezeichnet, im zweiten Fall liegt

kein Pol vor.

Es bleibt noch zu zeigen, daB8 Lg(s, m, ) keine Nullstelle in s = 1 hat, wenn 7 nicht

ausgezeichnet ist. Man sieht unschwer ein, dafs
Lo(s,m,r)- L(s,m, 7€) = L(s,m X 7).

Rechts steht hier die von Jacquet in [18] betrachtete L-Funktion. Weil w = 1, ist 7 unitar.
Folglich [12] hat diese Funktion genau dann einen Pol in s = 1, wenn @ ~ 7, und dieser
Pol ist dann erster Ordnung. Sonst ist sie dort analytisch und nicht Null [31]. Es sei ¢’ eine

Erweiterung von € auf F*\I . Dann ist
L(s,m,r-e)=L(s,m@¢,r).

Wenn L(s, m,r) eine Nullstelle in s = 1 hat, so hat L(s,7 ) ¢’, r) einen Pol in s = 1. Folglich

ist m Q) ¢’ ausgezeichnet, also 7 Q) &' - ¢’ =2 Tund 7 ~ 7, weil & - &/ = 1. Mit den oben

erwdhnten Tatsachen beendet man jetzt leicht den Beweis.
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Beweis von 3.13. Die analytische Fortsetzbarkeit wird mit dem Rankin-Trick wie in [1]

bewiesen. Daher werden wir im Beweis uns mehr auf b) konzentrieren.

Wir beginnen mit einer lokal konstanten Funktion G auf Lo [ [, Lp mit L, = GL(2, Z,)
und setzen sie in eindeutig bestimmter Weise in eine Funktion G(h, s), s € C, auf H(A) fort,

die die folgenden Bedingungen erfiillt:

b1 u
0 b

(I) G(, s) ist rechtsendlich beziiglich Lo und [ ], L.

M) G(b-h,s)= ‘2—; + G(h,s), fallsb = ( ) € Bo(A)und h € Lo [ ], Ly.

Wir bilden die entsprechende Eisensteinreihe

E(h,2s—1) = > Ga-h2s-1).
a€Bo(Q)\H(Q)
Wenn sie einen Pol in s = 1 hat, ist dies ein Pol erster Ordnung und ihr Residuum eine

konstante Funktion in der Variablen h.

Daher ist der Verkettungsoperator nichttrivial genau dann, wenn fiir ein f aus 7 die
Funktion
s / F(B) - E(h, 25 — 1)dh
H(Q)Z(A)\H(A)
einen Pol in s = 1 hat. Wir haben benutzt, dal 7(g) f(h) = f(hg).

Wir fiihren die tiblichen Umformungen durch. Zunéchst liefert Vertauschen von Integra-

tion and Summation

B(s) = / F(B) - G(h, 25 — 1)dh.
Bo(Q)Z(A)\H(A)
Wir wihlen einen nichttrivialen Charakter ¢ auf F'\Ap und somit auf No(F')\No(Afr), der

trivial auf Aq ist und entwickeln f in eine Fourierreihe. Weil 7 cuspidal ist, erhalten wir eine

Summe tiber F'* ([13], §3, 5). Wir integrieren zunéchst tiber Ny(Q)\No(A). Wegen der Wahl
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von 1 verschwinden alle Glieder, die zu einem Element a € F'\Q gehoren. Den Rest konnen

wir in der Form
(3.13.1) / W(h) - G(h, 25 — 1)dh.
No(A)Z(A\H(A)

schreiben, wobei W im Whittakermodell von 7 liegt. Das Integral (3.13.1) ist bei passender

Wahl von f und G bis auf einen konstanten Faktor ein Produkt von lokalen Integralen.

(3.13.2) D,(s) = / Wy, (h) - Gp(h,2s — 1)dh.

No(Q,)Z(Q,)\H(Q,)
Die unendliche Stelle ist zugelassen. Diese Integrale wollen wir einzeln untersuchen. Aus der
Beschreibung des asymptotischen Verhaltens der Funktion W, ([13], §3, 4) folgt leicht, daf$ das

Integral fiir Re s > 0 konvergiert. In diesem Gebiet ist ®,, analytisch.
Mit der Iwasawazerlegung konnen wir schreiben

q>p(s):/ \t\8_2/Wp(<é (1)) ~z) LG()dl dt.

X Lr
p

Zundchst sei p unendlich, so dafd 7, in der diskreten Reihe liegt. Das Whittakermodell
von 7, ist das Tensorprodukt von zwei Whittakermodellen von GL(2, R). Folglich [13] gibt

es eine Funktion W,,, die invariant under L ist, und so dafs

W t 0N\ _ [k gk em2m(titte) falls t = (ty, ty) mit 1 > 0,15 > 0,
P 0 1 R ) sonst.

Dabei ist k1 = 1, ko = 1. Somit ist bis auf eine Konstante
Q,(s) = /tk1+k2+s_2 e tdt =T(ky + ko +s—1).
0

Insbesondere ist @, (1) # 0. Wenn p endlich ist, konnen wir W, so wiahlen, da$

(o 7))
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eine beliebige vorgegebene Schwartz-Bruhat-Funktion auf F* ist. Weil W, lokal konstant ist

und G(!) eine beliebige Funktion auf By(Z,)\GL(2,Z,), konnen wir annehmen

S (o 5) 1) awm=m((( 1))

Bei zweckmaBiger Wahl von W), ist ®,,(1) # 0. Das folgende Lemma beendet den Beweis.

3.14 Lemma. FEs sei p endlich und m, eine unverzweigte Darstellung mit cu7rp|(§2;,< =1. Es
sei Wy, unter GL(2,0p,) invariant und G(-,2s — 1) unter L, invariant. Dann ist bis auf

eine nichtverschwindende Konstante

L(s,mp, 1)

®o($) = Tos 1)

Die Konstanten sind belanglos, sie hdngen zum Beispiel von der Wahl der Mafle ab. Ihr

Produkt konvergiert. Mit unseren Voraussetzungen ist, abgesehen von einer Konstanten,

v = [w,(( 1))
3

D

Wenn p nicht zerféllt, ist dieses Integral bis auf eine Konstante gleich

= , ap = W, )
2o~ amz o
wobei (g g) € GL(2,C) die der Darstellung 7, der Gruppe GL(2, F},) entsprechende

Konjugationsklasse ist. Die Gleichheit folgt aus der Hecketheorie ([19],S. 75, 106). Andererseits

berechnet man leicht

1
(-2)-0-2)-a-2)

L(s,mp,1) =

Die Behauptung folgt fiir diesen Fall, weil nach Voraussetzung o3 = 1.
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Wenn p zerfallt, so ist

t 0
Wp(<0 1)) :agll.a;;y

fallst = (p™,p™2),n1 = 0,n9 = 0. Das Integral ist gleich

/ 1

> a, - a
(3.14.1) n fn
nz_% pn(s—l)

/ 1
. . o 0 a” 0 : :
Es sei Ty = 71';, X 7'(‘;3//, wobei 7'(‘;3, ~ ( ) und 7w/, ~ ( ﬁ” ) . Die Hecketheorie

liefert wieder

P
_1 ol ANE]
et (1-9%) - (1-5)
_ 1 = a// 1" °
et (1-9). (1= 57

Aus der erfrischenden Ubungsaufgabe auf S. 33 in [18] erhalten wir, da88 (3.14.1) gleich ist zu

1- aapﬁﬂ _ L('S’Wp’T)

(1_ O[/O[//>.(1_ OA’E”>‘(1_ ﬁ’a”) (1_ B/ //) - L(2S,1) ?

p* p p* p*

weil /' F'B" =1. qed.
Wir beenden diesen Abschnitt mit den Beweisen der Satze 3.9 und 3.10. Beide Satze sind

fiir zerfallendes p bereits bewiesen.

>~

Beweis von 3.10. Falls 7, ausgezeichnet (beztiglich 1) ist, so folgt w,, |Q; =1lundm,
Tp. Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl m, = 7(u, v) in der Hauptreihe oder 7, = o(u, v)
speziell ist. Falls 7, in der Hauptreihe liegt, so haben obige Relationen die Giiltigkeit einer der
beiden folgenden Bedingungen zur Folge:

a) po - v = lund 7(ji, v) = m(u=t,v=1),

b) po - vo = 1und 7(fi, ) = w(v=1, u=t).

Falls 7, speziell ist, so gilt b). Wir nehmen zuhéachst an, dafs a), aber nicht b) gilt. Weil

mp ausgezeichnet ist, 7w, = 7T2 ® A1, ist die Darstellung, deren Liftung WS ist, von der Form



Algebraische zyklen 39

m(u®, %) oder 7(0), wobeiim ersten Fall A\|Q, = 10 e, und pu(x) = p(x-z)-Ma™1), v(z) =
VO(z - Z) - AMa™"), also i - 7 = 1, was ausgeschlossen ist. Im zweiten Fall ist 6 - A~1(Q, = 1,
also pp = vy = 1. Aber dann ist offensischtlich d(m,) > 0.

Im weiteren diirfen wir also annehmen, dafs b) gilt. Wir verwenden die im Beweis von

3.8 eingefiihrten Bezeichnungen. Wir miissen ein nichttriviales Element L aus

Homer(2,q,) (0 (u,v),1)

auf p(u, v) erweitern, und zwar so, daf diese Linearform unter G'L(2, Q, ) invariant ist und, im
Falle der speziellen Darstellung 7, = o(pu, V), die wir als Untermodul von p(p, ) auffassen,
ein nichttriviales Element aus Homg L(2,Q,) (U( V), 1) induziert. Wir deuten den Beweis nur

an.
Wir teilen durch den Kern von L und erhalten eine exakte Sequenz

1 _1
0—1—p" — p(poag,voag *) — 0.

Wir wenden den Jacquet-Funktor an, der einer Darstellung von GL(2,Qp) den grofiten

Quotienten, auf dem NO(QP) trivial operiert, zuordnet. Auf diesem Quotienten operiert

My(Q,) = Bo(Q,)/No(Q,). Nach dem Reziprozititsgesetz von Casselman [9] gilt

_1 1
Homgy,2,q,) (0", pleg *, ag)) = Homyy,q,) (P 1)-

Diein p/; auftretenden Charaktere sind (1, 1), (po- v, Yo g Y, (po, vo). Wirkénnen annehmen,
daB (uo,v0) # (1,1), sonst wéaren wir im eben erledigten Fall. Indem wir notfalls p und
v vertauschen, konnen wir annehmen, daf8 (poay, V()Ozal) # (1,1) und (poavo, 1/00461) #*

(g, ). Wegen der ersten Ungleichheit gibt es genau ein Element L aus

1

1
Homer(2,q,) (0", plag ?,08)),
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11
das L induziert. Hier deuten wir den trivialen Modul als Untermodul von p(¢y, 2, af ). Wegen
der zweiten Ungleichung ist (ay ', ap) kein Charakter von p%;, und das Reziprozititsgesetz

liefert
1 1

HomGL(Z,Qp) (p”7 p(Oég ) a/(;ﬁ)) =0.
Daher liegt das Bild von L” im trivialen Untermodul. Damit ist die Behauptung fiir 7, =

(1, v) bewiesen.

Falls 7, = o(u,v) ist, so ist L genau dann auf o (u, ) trivial, wenn es einen GL(2,Q,,)-
Homomorphismus des 1-dimensionalen Quotienten p(u, v)/o(u, v) auf den trivialen Modul
gibt. Das bedeutet 1 = . Aber m, = ) @ A" istausgezeichnet, und ) ist die Liftung einer
speziellen Darstellung o (11°, 1°). Dabeiist £ = a, ’;—ﬁ = apund damit u(z) = p°(z-2)- A" 1(z).

Folglich ist fiir 2 € Q,
po(z) = p(2?) - p®(2™1) 10271 - ep() = ao() - p(x).

Um die Behauptung von 3.10 fiir supercuspidale 7, zu zeigen, geniigt es wegen 3.11 nach-
zuweisen, dafs 7, lokaler Bestandteil einer ausgezeichneten globalen cuspidalen Darstellung

ist. Der Einfachheit halber sei w, = 1. Es sei 7, = 71‘2

X )\; 1 wobei die Einschrankung von
Ap auf Q) das Produkt ist von €, und dem Zentrumscharakter der Darstellung W%p, deren
Liftung 7° ist. Nach [24] existiert eine cuspidale Darstellung ﬂ% mit lokaler Komponente W%p,
die im Unendlichen in der diskreten Reihe liegt. Wir konnen einen Grofiencharakter )\ finden,

der auf Iy gleich w% - € ist und auf F) gleich \,. Wir setzen m = 70 ® A7, wobei 70 die

Liftung von ﬂ% ist. q.ed.
Beweis von 3.9. Wir nehmen an, dal 7, = o(u, v) ein Quotient von p(u,v) ist. Dann
folgt aus d(mp,) > 0, daB
Homgy2,q,) (p(1,v), 1) # 0.
Somit ist g = v9 = Ll oder -7 = 1, also pu- 7 = 1. Weil £ = « folgt daher o = ag

oder 19 = g - €,. Aber aus dem vorletzen Absatz des vorhergehenden Beweises folgt, dafs,
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falls d(o(p,v)) > 0 notwendigerweise gilt, 10 = g - €5. Somit existiert die Darstellung

o(1,uy" - €p), und falls 7 ihre Liftung ist, so ist o(p, v) = ) ® yu ausgezeichnet. g-e.d.

§4. TATE-KLASSEN

Die Hauptaufgabe dieses Abschnitts besteht in dem Beweis des folgenden Satzes, der
dem Satz 2.8 b) entspricht.

4.1 Satz. Es sei m € Cohg(p) und n =n(u). Es seiw ein Charakter endlicher Ordnung auf
Gal(Q/Q). Dann ist t(m,w) = 0 oder 1 und t(7,w) = 1 genau dann, wenn m ausgezeichnet
beziiglich o~ "w™! ist.

Die Bemerkungen 2.4.1 und 2.7.1 zeigen uns, dafs wir uns auf den Fall w = 1 zurtickziehen

konnen. Wir wollen daher annehmen, dal w = 1 und setzen t(7) = t(m, 1).

Unser entscheidendes Instrument bei der Untersuchung der Galoisdarstellung

p(m) : Gal(Q/Q) — GL(X(my))

besteht in der auf Oda zurtickgehenden Beobachtung, dafs man mit Hilfe des Cup-Produktes
auf der Kohomologie eine quadratische Form auf X (7f) erhidlt, und daf man dann eine
Reduktion der Operation der Galoisgruppe auf eine Gruppe von Ahnlichkeiten erhélt. Auf
diese Gruppe von Ahnlichkeiten lassen sich dann die Methoden von Ribet [28] und Serre [29]

anwenden.

4.2. Um die oben genannte quadratische Form zu konstruieren, erinnern wir uns zundchst
an die Konstruktion der /-adische Garben V auf Sk. Wir gehen von einer iiber Q definierten

rationalen Darstellung

p:G/Q— GL(V,)

aus. Auf G/Q = Rp,q(GL(F)) betrachten wir die eindimensionale Darstellung

D(n):G/Q — G/Q,
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die auf den Q-rationalen Punkten durch
r — Np/q (det(a:))n
gegeben ist. Dann gibt es bekanntlich eine nichtentartete Paarung
V, xV,, — D(n)

zwischen unseren Darstellungsmoduln. Diese Paarung liefert uns nattirlich eine Paarung

zwischen den [-adischen Garben auf Sy /Q
VxV — D(n).

Dabei sind V und D(n) wieder die in 1.8 zitierten intermedidren Erweiterungen der auf Sx /Q
konstruierten Garben. Dann liefert uns das Cup-Produkt eine nichtentartete symmetrische

Paarung

H*(Sk xq Q,V) x H*(Sk xq Q,V) — H*(Sk xq Q,D(n)).

(Bemerkung: Mit Hilfe der in 1.8 formulierten Resultate 1d3t sich diese Dualitédt auch leicht auf
die Dualitat
HQ(SKaQ, V) x HE(SKaQ, V) — H, (SKaQ, D(n))

zurickfiihren.)

Wir zerlegen nun die Kohomologie in isotypische Komponenten beziiglich der Operation

von G(Ay), und wir bekommen dann eine nichtentartete Paarung

Dabei ist nattirlich w, der zentrale Charakter von 7. Diese Behauptung ist eine ziemlich
offensichtliche Konsequenz aus der Tatsache, dafl H* (Sk xq Q,D(n)) unter G(Ay) in eindi-
mensionale isotypische Komponenten der Form A o det zerfallt, der oben behaupteten Dualitét

zwischen den ganzen Moduln und der Formel 7 = 7 ® w_ . Nun operiert die Galoisgruppe
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Gal(Q/Q) auf dem Modul H*(S}, xq Q,D(n))(wx, o det). Diese Galoisgruppenoperation
haben wir schon in 1.10 bestimmt; sie wird gegeben durch die Operation der Galoisgruppe
Gal(Q/Q) auf den Komponenten von Sk 6 Q, und diese Operation ist durch das folgende

Diagramm bestimmt:
Ig/Q* ——  Ip/F*

Gal(Q/Q)™ mo(Sx Q).
Dann sieht man also, weil D(n) auf den Komponenten die triviale Garbe ist, daf8 als Galois-

modul

H? (gK 6 Q, D(n))(wﬂf odet) = Q,(xr - @ %)

ist, wobei X = wr|Iq, interpretiert als Charakter der Galoisgruppe. Man sollte noch be-
merken, dafs auf Grund der Definition der Zahl n die Einschrankung von w, auf die Ein-
skomponente Z(R)" des Zentrums von G(R) gleich der Einschriankung von " ist, also ist
2n

Wr = Q" - W mit einem Dirichletcharakter &, und entsprechend ist also x, = ozé -

Somit bekommen wir eine galoisinvariante Paarung

q: X(’/Tf) X X(’/Tf) - QZ(O‘_Q : Xw) = Ql(a_2_2n : )~(7T)

Es gilt also fiir 0 € Gal(Q/Q), z,y € X (7y)
q(p(m)(0)z, p(m)(0)y) = Xz~ *(0)q(z,y),
d.h. has Bild der Galoisgruppe unter p() liegt in der algebraischen Untergruppe

GO(q) C GL4

der Ahnlichkeiten. Dieser Gruppe wollen wir im néchsten Abschnitt ein wenig Aufmerk-

samkeit zuwenden.
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4.3. Es seiim folgenden £ ein algebraisch abgeschlossener Korper (der Charakteristik 0). Es sei

E ein 4-dimensionaler Vektorraum mit einer nichtentarteten symmetrischen bilinearen Form

q: E x E — k. Dann ist die Gruppe GO(FE, q) die Gruppe der Ahnlichkeiten

GO(E,q) ={g € GL(E)|q(g, 9y) = Mg)q(z,y)}.

Die Gruppe GO(E, q) ist eine algebraische Gruppe, und A : GO(FE, q) — G, ist ein Character
auf GO(E, ¢); man nennt ihn den Multiplikator. Wir wollen die Gruppe GO(E, q) auf eine
ganz bestimmte Weise realisieren. Wir wihlen einen zweidimensionalen Raum Y/k, und

darauf wahlen wir eine Determinantenform
det : Y xY — k.
Diese Form benutzen wir, um wie uiblich zu identifizieren
YySY = Hom(Y, k), y — 1, : ¢ — det(z,y)

und 5

YRYSY®Y = End(Y),

TRy —cly, = {z—1l,(2) x=det(z,y) - z}.
Mit ¢ — T¢ bezeichnen wir die Transpositionsabbildung auf End(Y") beziiglich der Determi-
nantenform. Es ist also ¢”¢ = Tp¢ = det(¢). Es gilt dann, dafs diese Transpositionauf ¥ @ Y’

die Abbildung = ® y — —y ® x induziert. Wir setzen jetzt £ = End(Y') und wéhlen darauf

die symmetrische Form

q(¢. ) = Spur(¢” )

und betrachten dies als konkrete Realisierung unserer eingangs vorgegebenen Daten.

Die Gruppe GO(E, q) hat zwei Zusammenhangskomponenten, es sei SGO(E, ¢) die Ein-
skomponente. Wir haben einen Morphismus d : GO(E, q) — pia, der durch g — det(g)/A(g)?

gegeben ist. Dann ist SGO(E, q) = Ker(d).
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Wir haben nun den bekannten Morphismus
II: GL(Y) x GL(Y) = SGO(E,q), I1: (o, 8) = {¢ — a-¢- "},

und dies liefert uns ein Diagramm

SGO(E, q) G,

(431) II det xdet
GL(Y) x GL(Y)

Der Kern von II ist G,,, wobei G,, durch z — (z,27!) in GL(Y) x GL(Y) eingebettet ist,
und die Abbildung II ist surjektiv (in welchem Sinn man es auch immer verstehen mochte).

Als Vertreter von GO(FE, q)/SGO(E, q) wahlen wir das Element

@:(;S—>—T¢.

4.4. Wir wollen jetzt wieder k = Q, wihlen, und X (7;) zusammen mit der Form ¢ sei mit
E = End(Y) und Spur(¢ - T9) identifiziert.

Wir haben die Abbildung d o p(7) von Gal(Q/Q) nach 1i5. Den Morphismus d haben wir
als det - A~? beschrieben. Wir sehen dann auf Grund unserer Formeln fiir p(7)(®,!) in §2,

Satz 2.4, dal d o p(m) gerade die Abbildung

Gal(Q/Q) — Gal(F/Q) = 2

ist.

Es gilt nun
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4.4.1 Lemma. Es gibt eine Liftung von p(m)|Gal(Q/F) nach GL(Y) x GL(Y), d.h. es gibt

ewn Diagramm

Gal(F/Q) ~ 2

d
p(m) : Gal(Q/Q) GO(FE, q)
p(m)r : Gal(Q/F) SGO(E, q)

I
\pmm GL(Y) x GL(Y),

wobei wir die zusdtzliche Forderung stellen konnen, dafs

detpy (m)(0) = o™ " (o)n(0),

—n—l(

detpa(m)(0) = a o) (o)

mit Galoischarakteren n,n' von endlicher Ordnung.

Beweis. Wir kénnen die Galoisoperation auf dem Raum E mit a™"! twisten. Dann

bekommen wir eine getwistete Form
Q:E X E_> Ql(i”)?

wobei . der oben eingefiihrte Galoischarakter endlicher Ordnung ist. Wenn wir die Operation
p(7) nun auf eine offene Untergruppe Gal(Q/K) einschrinken, dann landet das Bild in einer

offenen Umgebung der 1 in der speziellen orthogonalen Gruppe SO(E, §). Nun ist aber
IT: SL(Y) x SL(Y) — SO(E, §)

lokal ein Isomorphismus. Das heifit also, da8 wir die Einschrankung von p(7) auf Gal(Q/K)

liften konnen. Dann folgt die Behauptung fiir die Operation auf F aus dem Satz von Tate
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tiber die Trivialitdt des Schurschen Multiplikators der Galoisgruppe (siehe [30], §6). Wenn wir

n—1

wieder mit o™ zuriicktwisten, bekommen wir die Behauptung des Lemmas.

Es gibt einige formale Informationen tiber die Darstellungen p1(7), p2(7), die wir hier

zusammenstellen wollen.

4.4.2. a) Die Darstellungen p;(7) und p2(7) sind zundchst durch die an sie gestellen Be-
dingungen nicht eindeutig bestimmt. Wir konnen beide mit einem Paar zueinander inverser

Charaktere endlicher Ordnung twisten, d.h.

pr(m) = pr(m) @ v = piy(m),

pa() = pa(m) ® v = ph(m)
und bekommen ein zweites Diagramm wie in 4.4.1. Das ist aber auch die einzig mogliche
Modifikation.

2n 2n

b) Der Multiplikator ist gleich Ao p(7) = X 0oa™2""2, wobei Y\, 0™

folgt, da88 fiir o € Gal(Q/F):

= wr|lq. Daraus

Xr(0) - a™*" (o) = a™" owx 0 Np/q(o) = det p1(m)(0) - det pa(m)(0).

N
Dabei ist wy o Np,q der durch die Norm Ir 3 Iq und den Reziprozitatsisomorphismus

induzierte [-adische Charakter auf Gal(Q/F), d.h. w, o Np/q(c) = wx(o - 56~!), wenn
0 € Gal(Q/Q),0|F # 1.
4.4.3. Wir schreiben fiir g € SGO(FE, q)

g~ g1 X g2,
falls II(g1 X g2) = g. Dann folgt durch einfache Rechnungen, da8 fiir unser Element ¢
p(m)(6) = (1 x 4)-©,
wobei © der oben gewéhlte Vertreter ist (nach Konjugation). Dann ist

p(m)(0%) ~ (A x A) ~ (p1(m)(6%) x p2()(6%)).
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Dann ist also
A= (pr(m)(0%) = ¢ pa(m) (67).

Dadurch ist ¢ aber nur bis auf ein Vorzeichen festgelegt. Eine leichte Rechnung, die auch die

Wahl des Vorzeichens in der Definition von © erklart, zeigt
Spur p(7)(6) = Spur (A) = ¢ Spur pi(7)(6?).
4.4.4. Die Gleichung

p(m)(056~1) = p(m)(0®) = p(m) () p(r) (o) p(m)(8)

liefert uns fiir o € Gal(Q/F) die Gleichung

pi(m)(0%) % pa(m)(0®) ~ pa(m)(0) x Apa(m)(o) A~
Es gibt also einen Galoischarakter v auf Gal(Q/F) von endlicher Ordnung mit

p2(m)(0) = pr(m)(0”) - v(0),

pi(m)(0) = A7 pa(m) (o)A - (o) "

Wenn wir in diese Gleichung o = 0 einsetzen, bekommen wir

p2(m)(0%) = p1(m)(6%) - v(6)*

und damit

A = £v(0)p1(m)(0%) = £1(0) " p2(m)(67).

Auflerdem konnen wir noch die eine Gleichung in die andere einsetzen und erhalten eine

Bedingung an v, namlich
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Wenn wir dies iiber den Reziprozitatsisomorphismus auf der Ideleklassengruppe interpretieren
und ausnutzen, dafl die Elemente der Form /2’ gerade die Elemente der Norm 1 sind, so

folgt, dafs wir schreiben konnen
v=mn-mn,
und wenn p} = p; ® 1, ph = p1 ® ", dann bekommen wir

p1(m)(0) x pa(m)(0) ~ pi(m)(0) X p3(7)(0)

und

4.4.5. Wir wollen jetzt umgekehrt von einer Darstellung
p1: Gal(Q/F) — GL(Y)

ausgehen und setzen

Dann bekommen wir mit dem Ansatz

p(p1, A)(0) =11 (pi(0) x pa2(0))
und
p(p1, A)(0) = (1 x A)-©

eine Darstellung p(p1, A) von Gal(Q/Q) in GO(E, q), so dafl wir ein Diagramm wie in 4.4.1
erhalten. Dabei konnen wir A = 4-p;(6?) wihlen, d.h. wir haben zwei Moglichkeiten, die

Fortsetzung p zu konstruieren. Nun haben wir zwei Flle:

1. Es ist fiir jede Wahl von ¢

Spur (p1(6%)) = 0.
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Dann liefern beide Fortsetzungen dquivalente Darstellungen.

2. Es gibt ein 6 mit Spur (p1(6?)) # 0, dann haben wir eine privilegierte Fortsetzung

namlich diejenige mit
Spur p((p1, A)(0)) = Spur (A) = Spur p; (6°).

Dann gilt in beiden Fallen
Spur p((p1, A)(0)) = Spur (A) = Spur p; (6°).

4.5. Wir kommen nun zu den weniger formalen Aspekten der vorliegenden Situation. Es
ist eine allgemein akzeptierte Vermutung, daf$ es zu einer beliebigen cuspidalen Form 7 &

Cohg(p) eine A-adische Darstellung
7(m) : Gal(Q/F) — GL2(Q,)

gibt, so daf fiir fast alle Primstellen von F’ gilt

Los.7(m) = Lu(s = o7,

wobei rechts die gewohnliche L-Funktion zu der automorphen Form 7 steht (d.h. die zur
nattirlichen Darstellung der L-Gruppe G Ly(C) von GLs/ F gehorige L-Funktion). Es scheint
ein sehr schwieriges und wichtiges Problem zu sein, die Existenz von 7(m) nachzuweisen.
Nattirlich zielt die in 4.4 durchgefiihrte Konstruktion in diese Richtung, aber sie ist viel zu
formal, um einen entscheidenden Schritt darzustellen. Wir erwarten durchaus, daf8 7(7) bis
auf einen Twist gleich einer der beiden Darstellungen p;(7) oder py(7) ist. Die Existenz von

7(m) wiirde den ganzen vorliegenden Abschnitt wesentlich vereinfachen.

4.5.1. Wir konnen die Darstellung von GO(E, q) auf der zweiten dufleren Potenz A?E von E

betrachten. Dann zerfillt bekanntlich A?E in zwei dreidimensionale Vektorraume

NE=Y oY/,
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und wir erhalten ein Diagramm

A2

SGO(E, q) GL(Y') x GL(Y")

II

GL(Y) x GL(Y).

Dabei ist ¥ die folgende Darstellung. Wir betrachten wieder die natiirliche dreidimensionale
Darstellung
r2: GL(Y) — GL3(Q)

auf dem Raum der symmetrischen 2-Tensoren, Dann kann Y’ mit diesem Raum der sym-

metrischen 2-Tensoren identifiziert werden, und es ist fiir (g1, g2) € GL(Y) x GL(Y)

(g1, 92) = (ra(g1)det(g2), m2(g2)det(g1)).

Wir setzen
U o (pi(m) x pa(m)) = pr(w) x pa(m) = A?p(n).

Wie in §3 konnen wir die Darstellung r5 auch als Darstellung der L-Gruppe
GLy(C) x Gal(Q/F)

von G Ly /F interpretieren und die dieser Darstellung ro zugehorige L-Funktion L(s, m,r2)
studieren. Dies ist die gleiche L-Funktion wie die in der Einleitung zu [12], wenn man dort

einen geeigneten Charakter x wahlt. Jetzt gilt

4.5.2 Hilfssatz. Es sei m € Cohg(p) und 7' = 7% die konjugierte Form. Dann ist fiir fast

alle Stellen v von F

Ly(s = 2,m,79 - wrr) - Ly(s — 2,7, 72 - wr) = Ly(s, p1(m)) - Ly (s, pa()).
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Beweis. Wenn u € SGO(E, q) ein halbeinfaches Element ist, so liegt u in einem maxi-

malen Torus T, der durch eine Basis e, €2, f1, fo von E definiert ist, wobei

qler, f1) = qlez, f2) =1

und alle anderen Skalarprodukte verschwinden. Dann ist

ue; = &ieq, ufi = nifi,
wobei £111 = €2m2 = A(u) und A der Multiplikator ist. Dann sind die beiden Eigenwerttripel
von A%(u) auf A’F
(§1m2, €11, §om ) und (§1€2, 111, M172)-
(Das Produkt der dufleren Eigenwerte mufs das Quadrat des mittleren sein.)

Ist nun v eine Stelle von F, an der F, 7w und p; (), p2(7) unverzweigt sind, dann ist der
halbeinfache Anteil von p(7)(®, 1) in 2.4 beschrieben. Falls v = p mit pp’ = pO, dann ist

dieser halbeinfache Anteil

OépOép/ 0
1)~ - Bprp:
p(m)( ;1) ~ p vy
0 B By

Es ist
Ap(m)(@,1) = p* - wr(@y) - wr(@p) = w o Npjq(wy) = p* - apBpay By
und denn folgt: die Eigenwerte in den beiden G'L3-Faktoren sind
2 (.2 2
p” - (o Byr s p Byt B, By s Byr)

und

2 2 2
p '(%f%ﬂpvO‘pﬂp%’ﬁp’vﬂp'%ﬂp)'
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Das beweist den Hilfssatz fiir zerfallende Primstellen. Fiir die trdgen Primstellen ‘B kann man

ganz entsprechend argumentieren, wobei man berticksichtigen muf, daf8 (ID?J = Op.
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Bemerkung. Wir wissen nicht, ob p1(7) und pa(7) kompatible [-adische Systeme sind.

Wir wollen den Hifssatz 4.5.2 noch ein wenig modifizieren. Wenn wir die Darstellungen

p1(m) und py(7) mit dem Galoischarakter
042 . ((,U7r o NF/Q)_l

twisten, dann erhalten wir zwei Darstellungen p; (1), p3(7), die wir auch aus dem Diagramm

GL(Y) GL3(Q))

Ad

PGL(Y)
gewinnen. Die Eigenwerttripel sind dann

(ap/Bp, 1, By /p) und (apr /By, 1, Byr [ty ).

Auf der linken Seite von 4.5.2 konnen wir dieselbe Konstruktion mit der L-Gruppe ausfiihren,

wir erhalten

GL2(C)

GL3(C)

Ad

PGL»(C),

und dann wird 4.5.2 dquivalent zu

(4.5.2") Ly(s,m,T2) - Ly(s, 7', 72) = Ly (s, p;(m)) - Ly (s, p3(m)).
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An dieser Stelle mochten wir bemerken, daf3
Ly(s,m,T2) = La(s,0,1)

in der Notation von [12], Einleitung. Der dort auftretende Charakter x ist hier also 1.

4.5.3. Die folgenden Betrachtungen dienen dazu, das Reduzibilitatsverhalten der Darstellun-
gen p1 () und pa(7) zu verstehen und auch die Falle aufzulisten, in denen wir zeigen kénnen,
dafl 7(7) existiert.

Wir werden es mit zwei verschiedenen Fillen zu tun haben. Wir sagen, daf3 eine Koho-
mologieklasse 7 € Cohg () vom C'M-Typ ist, falls es einen Galoischarakter 7 : Ip/F* — Q"
gibt, mit # 1 und 7 ~ ™ ® 1. Nach [21] ist dann 1? = 1 und zu 7 gehort eine quadratische

Erweiterung L/F, und es gibt einen Heckecharakter
Q:1./L* - Q,

so daB8 7 = 7() ist. Die Darstellung 7 liegt in der diskreten Serie; das impliziert, daf L/F
eine total imaginére quadratische Erweiterung des quadratischen Korpers F'/Q ist. Wenn wir
tiber den beiden Einbettungen von F nach R jeweils eine Einbettung 7,7’ : L — C fixieren, so

wird fiir die beiden komplexen Stellen, die durch 7, 7’ induziert sind, der Typ von 2 durch
0 (2 7,1) = (o) TG () P

gegeben, wobei m = (dim \7#)% und n unsere frither definierte Zahl n ist. (Siehe 2.4). Nach

diesen Vorbereitungen formulieren wir

4.5.4 Satz. a) Firm € Cohg(u) sind die Darstellungen pi(m) und pa(m) stets irreduzibel.

b) Wenn m € Cohg(u) nicht vom CM-Typ ist, dann bleiben pi(m) und pa(7) irreduzi-
bel, wenn man sie auf eine beliebig kleine offene Untergruppe U = Gal(Q/M) C Gal(Q/F)

einschrankt.
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Beweis. Wir tibertragen die Methoden von Serre [29] und Ribet [28] auf unsere Situ-
ation. Wenn p;(7) (und somit auch py(7)) reduzibel ist, dann faktorisiert p; () tiber eine
Boreluntergruppe in GL(Y'), d.h.

o *
piwe) = (487 )

x2(o)

mit zwei A\-adischen Charakteren 1, x2. Nach [29], III, 3.1 gibt es Heckecharaktere Y1, X2 auf
Ir/F*, die auf den endlichen Idelen Ir s mit x; und x tibereinstimmen. Da F total reell ist,
gilt weiter

o,
Xi = Qp [

mit einem Charakter endlicher Ordnung ;. Nun ist nach 4.4.1 stets

x1xz2(0) = "1 (o) - (o),

und aus der Weilvermutung folgt sofort /; = 1. Esistalsov; = vy = %‘1 und das heifst,
daf schon mal n + 1 gerade sein mufl. Wenn wir die entsprechenden Charaktere fiir pa(7) mit

X1, X5 bezeichnen, so liefert (4.5.2)

L(Saﬂ-v'FZ) ' L(S77T/7772) ~ L(87X1/X2> : L(87 1) . L(87X2/X1> : L(&Xi/Xé) : L(S7 1) . L(87X/2/X/1)

Die Funktion rechts hat bei s = 1 einen Pol mindestens zweiter Ordnung, weil die {ibrigen
auftretenden Charaktere endliche Ordnung haben. Die Funktion auf der linken Seite hat gar
keine Pole, wenn 7 nicht vom C'M-Typ ist (Theorem 9.3 in [12]). Wenn 7 vom CM-Typ ist,
dann ist die Funktion auf der linken Seite bei s = 1 holomorph, das folgt aus den obigen

Bemerkungen und der Bemerkung 9.9 in [12]. (Das dortige 22’ ! ist kein Dirichletcharakter.)

Wir kommen zum Beweis von b). Sei also m € Cohg(p) und pi(7) und p2(¢) seien
auf einer geniigend kleinen offenen Untergruppe U C Gal(Q/F) reduzibel. Es gibt zwei
Moglichkeiten:

1. Die Operation p; (7)|U wird skalar, when U gentigend klein ist.
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2. Die operation p; () ist auf gentigend kleinen offenen Untergroppe U eine directe

Summe zweier verschiedener Charaktere.
(Wenn sie nicht zerfiele, erhalten wir einen Widerspruch zu a).)

Im ersten Fall sind p7 (7) und p3(7) endliche Galoisdarstellungen. Wir konnen jetzt genau
die gleichen Argumente bringen wie in [28], §4. Den beiden Galoisdarstellungen p3 (), p3 ()
werden Artinsche L-Functionen zugeordnet und das Product dieser Artinschen L-Functionen

ist dann bis auf eine endliche Menge von Eulerfaktoren gleich
L(s,m,73) - L(s, 7', 72).

Die Eulerfaktoren an den unendlichen Stellen stimmen dann gerade nicht {iberein. Wendet
man nun auf beide Produkte von L-Funktionen die Funktionalgleichung an und benutzt man
4.5.2', dann erhilt man eine endliche Relation zwischen Eulerfaktoren, von der man durch
Betrachtung der Pole zeigt, daf$ sie nicht gelten kann. Da dieses Argument wenig tiberzeugend

ist, wenn man nicht alles genau durchrechnet, wollen wir das hier auch noch tun.

Wir schauen uns zunichst noch mal p; (7) und pa(7) an. Wenn wir auf eine gentigend

kleine offene Untergruppe U = Gal(Q/M) C Gal(Q/F) einschrinken, dann wird fiir o € U

n@@ = (5 )

x(o)

mit einem Galoischarakter x. Nun ist
det py(m)(0) = a™" " (0)
fiir o € U (siehe 4.4.1). Wir wissen, daf fiir jede Stelle p von I’ vom Grad 1 gilt

pr(m) (@, 1) = (Og’ [?p) pip oder (‘“5’ 62,) ip

mit einer Einheitswurzel p,,. Dann ist also fiir geniigend grofies N

v (x@NY 0\ (el 0 /pTEE o
pl(”)(q’”N)_< 0 x(cp;N>)_<5 ﬁ,f,V)_( 0 p—“z*”)'
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Es gilt also, dafs

n+41 n41

Qp = pTCp,la ﬁp :pTCp,z

mit Einheitswurzeln (; 1, (p,2. Nun sind die Spuren o, + 3, in einem festen durch die auto-
morphe Form 7 € Cohg(p) bestimmten Zahlkorper enthalten. Die Grade der Einheitswurzeln
sind, wie man leicht sieht, beschrankt, also sind alle Zahlen pnT+1 in diesem festen Zahlkorper.

Hier durchléduft p alle Zahlen, die in F' zerfallen; das ist nur moglich, wenn n + 1 gerade ist.

Wir benotigen noch eine kleine Information tiber n, die bislang noch keine Rolle gespielt

hat. Unsere rationale Darstellung
I RF/Q(GLQ/F) — GL(V#)

wird nach Erweiterung der Konstanten ein Tensorprodukt von zwei zueinander isomorphen
rationalen Darstellungen von GLs. Ist m die Dimension dieser Darstellungen, d.h. M? =

dimV,, dannistn = m + 1 mod 2.

Wenn wir F in R einbetten, F —— R, so erhalten wir Gal(C/R) — Gal(Q/F); ist c die
komplexe Konjugation in Gal(C/R), dann folgt

-1 0 O 1 0
pi(m)(e)~ | 0 1 0 | oder 1
0 0 -1 0 1

Aus den Uberlegungen in 4.4.2 folgt, daB8 p;1(7)(c) ~ pa(m)(c). Dann ist der Eulerfaktor der

Artinschen L-Reihen an der der Einbettung ¢ entsprechenden Stelle (bis auf Potenzen von )

0 e () e ()
(3)

im ersten Fall und

im zweiten Fall.
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Nach Gelbart-Jacquet ([12], 6.5.11, e) ist der Eulerfaktor fiir die L-Funktion zu 7 und 75

an einer unendlichen Stelle gleich

F(S;1> -T'(s +m),

wobei m die oben erwdhnte Dimension ist. Schreibt man beide Produkte von je zwei L-

Funktionen in der Form
L(s,m,72) - L(s,7',T2) = Loo(s, ) - Ly(s,7),
L('Sa pT(W» ’ L(S7 p;(’ﬁ)) = L/oo(87 71') ' Lf (87 p*(ﬂ->)7

so stimmen nach 4.5.2 fast alle Eulerfaktoren in den endlichen Anteilen tiberein. Dann liefern

die Funktionalgleichungen

Loo(s,m) L. (1—s,7) s  endliches Produkt von Eulerfaktoren
— - =C- A% .
Loo(l—s,m) L. (s,m) an endlichen Stellen.

Man mufs nun die moglichen Falle durchgehen, sieht aber sehr leicht, dafs man auf der linken
Seite eine unendliche Serie von Polen mit beliebig kleinem (geradzahligen) Realteil hat, wenn

ein Faktor I' (%) auftaucht. Das kann rechts nicht passieren. Der einzig interessante Fall ist

also, daf} alle Eulerfaktoren oben von der Form I'(s) - I" ( %) sind. Dann steht auf der linken

Seite

T (£2)? . T(s + m)? D(33°)" T(1=35)* T(s+m)? -T(1-s)?

F(258)2'F(m+1—8)2 r SH)QT(S)2 F(m+1-s)?-T(s)*

Dieser Ausdruck hat Nullstellen bei

und Pole bei

Auf der rechten Seite steht ein endliches Produkt von Faktoren der Form

(1 —yNp~*)"toder (1 —~- - Np*~H)~%
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Es ist unmoglich, daf3 ein solches Produkt der linken Seite, die nicht konstant ist, gleicht.

Damitist der Fall erledigt, daf p; (7) auf einer kleinen offenen Untergruppe von Gal(Q/F)

skalar operiert. Er kommt nicht vor.

Wenn nun p; (7) auf einer offenen Untergruppe U, die wir uns als normale Untergruppe
vorstellen konnen, zerfallt, d.h.
_(x1 O
o= (% ) ate
dann folgt sofort, daf8 die Eigenrdume unter einer Untergruppe Gal(Q/M ) mit einer quadratis-
chen Erweiterung M /F invariant sind, die Charaktere setzen sich also fort. Wir nennen die

fortgesetzten Charaktere wieder 1, x2 und bekommen

_ [nq©al(Q/F)

Wir benutzen jetzt Henniart’s Verallgemeinerung des Satzes von Serre ([15]) und inter-

pretieren x1, x2 als Grolencharaktere vom Typ Ag auf I, /M*. Dann ist

x Gal(Q/F A
pi(m) = IHdGaI%;M))Xl/Xz S Q0w

wobei 1y, der zu M /F gehorige quadratische Charakter ist. Also bekommen wir aus 4.5.2/,

daf bis auf uninteressante Faktoren

L(S77T77_42) : L(‘S?W’?FQ) ~ LM(S7X1/X2) ' LF<S777M) ! LM’(‘S?XII/XIQ) ' LF(SJYM’)-

Dabei sind M'/F, x|, x4 die zu p3(m) gehorigen entsprechenden Daten. Wir bemerken nun,
dal wir die Form 7 und 7’ nach M liften konnen und dafl wir entsprechend p; (7) und po(7)
auf Gal(Q/M) einschrinken kénnen. Dann bleibt die obige Relation zwischen den gelifteten
L-Funktionen erhalten. Die rechte Seite bekommt aber einen Pol bei s = 1. Also ist die linke
Seite nicht holomorph bei s = 1. Das ist nach [12], Theorem 9.3 und Remark 9.9 nur moglich,
wenn eine der beiden Liftungen nicht cuspidal ist. Also ist eine der beiden Liftungen nach M
eine Eisensteinreihe und es folgt aus [24], S. 21, daf 7 und 7’ vom CM-Typ sind. Damit ist

Satz 4.5.4 beweisen.
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4.5.5 Korollar. Die Darstellung p(m) ist halbeinfach.

Beweis. Wire p( ) nicht halbeinfach, dann miifite der Zariskiabschlu von p(7) (Gal(Q/F))
in einer parabolischen Untergruppe enthalten sein. Das wére dann auch fiir die Bilder von

Gal(Q/F) unter p;(m) und py(7) der Fall. Dann wiren p; (1) und po() aber reduzibel.

4.5.6 Satz. Wenn die Darstellung T(m) existiert, dann ist die Darstellung p(m) zu der aus
7(m) gewonnenen Darstellung p(7(r), A) mit A = 7(m)(0%) (siehe 4.4.5) dquivalent. D.h.

mit anderen Worten, wir kénnen p1(m) = 7(m) wdhlen.

Beweis. Wir schlieBen wie im Beweis von 4.5.4, dafd 7() irreduzibel ist, wobei sich das
Argument vereinfacht, weil jetzt die L-Funktion von 7(7) direkt mit der L-Funktion von 7
zusammenhéngt ([28], Theorem 2.3). Daraus folgt, daf$ die Darstellung p (7‘(7r), A) halbeinfach
ist. Dann haben nach 4.4.5 und Satz 2.4 p(7) und p(7(r), A) fiir jeden Frobenius die gleiche
Spur, denn fiir trige p ist 7 = 3. Nach [29], 2.2 folgt die Behauptung.

4.5.7 Satz. Ist m € Cohg(p), so existiert T(m) in der folgenden Fillen:

a) 7 ist eine Liftung einer Form W(%,
b) m ist vom CM-Typ.

Ferner gilt: Wenn 7(m) ezistiert und wenn v' : Ip/F* — Q, ein Charakter von der

k

Form o"v mit einem Charakter v endlicher Ordnung ist, dann existiert T(m @ v').

Beweis. Das ist eigentlich alles ziemlich klar. Im Fall a) weifs man, daf3 w% in der diskreten
Serie liegen mufs. Also existiert T(ﬂ'(%) nach der klassischen Eichler-Shimura Theorie (siehe

z.B. [22]). Dann ist 7(7) einfach die Einschrankung von 7‘(71‘%) auf Gal(Q/F).

b) Wenn m vom C'M-Typ ist, dann haben wir die Darstellung 7 in 4.5.3 beschrieben.
Sie ist von der Form 7(f2), wobei Q : I;/M* — Q;° ein Gréfencharakter vom Typ A
auf der Ideleklassengruppe der total imagindren quadratischen Erweiterung M /F ist. Dem

GroBencharakter entspricht ein A-adischer Charakter Q : Gal(Q/M) — Q,°, und wir wihlen

Gal(Q
T(m) =7(7(Q)) = IndGaiggjﬁ)Q.
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Der Zusatz ist ganz trivial.

Wir gehen nun zum Angriff auf den Satz 4.1 iiber. Wir beschranken uns auf den Fall

w = 1. Zundchst iiberlegen wir uns

4.5.8 Hilfssatz. Es ist t(m) = t(m,1) = 0 oder 1. Wenn t(m) = 1, dann gibt es einen

Charakter endlicher Ordnung v' auf Ig/F>* und eine cuspidale Form W% auf GLa(Aq), so
dafs

WN(W%XF)@I// L

und so dafs

we =0 "Or=a" "V (VL

Beweis. Wir gehen von der in 4.4 beschriebenen Realisierung der Darstellung p(7) aus.

Wenn t(rr) # 0, dann gibt es ein 0 # ¢ € End(Y), so da8 fiir alle o € Gal(Q/F) gilt

(4.5.8.1) p1(m) ()" pr(m)(0?) = "1 (0)¢.

Es ist klar, da8 der Kern des Endomorphismus ¢ unter der Operation von p; (7) invariant sein

muf, also ist ¢ invertierbar. Dann folgt (siehe 4.3)

(4.5.8.2) ¢~ pu(m)(0)d = pr(m)(0”) det pr(m)(0”) - a7 (o).

Die Irreduzibilitat von p; () impliziert sofort, dad t(7) = 1 sein muf.

Nun ist ¢(¢, ¢) = Spur (¢ 1¢) = 2det (¢) # 0, und es gilt fiir alle ¢ € Gal(Q)/Q)

oz_zn_Q(U)q(Cb, @) = q(p(m) (o), p(m)(0)d) = /\(W(J))Q(ﬁb, ?).

Das liefert uns nach 4.2, daf die Einschrankung von w, auf I gleich o™ ist.

n

Wenn wir also w, = a™" - @, setzen, dann ist

(4.5.8.3) Be|lg = 1.
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Wir wollen zeigen, daf3
(4.5.8.4) =1 ~r0a; "

Um dies zu sehen, wenden wir den starken Satz von der Multiplizitdt 1 an und zeigen, daf3
tiir fast alle Stellen v von F' gilt

0 _ ./ ~—1
Ty = Ty ™~ Ty @ Wr "

Wir schrdanken uns auf diejenigen Stellen ein, an denen 7,, 7, und F/Q unverzweigt
sind. Ist v = ‘P eine trage Stelle, so ist die Behauptung ganz trivial. Es ist 7], ~ m, und
@r,(p) = 1 nach (4.5.8.3). An einer zerfallenden Stelle v = p mit pp’ = (p) sei m, ~ 7(p, Bp)

und 1, = (s, By ). Dann ist nach 2.4

Qtp Oy 0
) (2, 1) ~ p. Oy
p(m)( 1) ~ p "
0 ﬁpﬁp’
Weil t(m) = 1 ist, mu8 einer der Eigenwerte gleich p"*! sein, also etwa aya, = p". Sind

wy, wp lokale Parameter bei p, p’, dann ist o, By = wr(wyp ), oy Bpr = wr(wp/) und daher ist,

nochmals wegen (4.5.8.3),

apBpap By = wﬂ(wp) 'Wﬂ’(wp’) = wr(p) = p2n-

Dann ist also auch 3,8, = p". Also

Tpr = T(0r, Bpr) ~ W(pnap_l,pnﬁp_l)
~ W(ﬁppnwﬂ'(wp)_la appnwﬂ(wp>_l) ~ W(Bpa ap) & @;1'
Damit ist (4.5.8.4) bewiesen.

Wir argumentieren nun wie in Abschnitt 3. Weil w, |IQ = 1, kdnnen wir einen Galois-

charakter v/ : I/ F* — Q, finden mit
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und dann ist

(@) ~1eV

und somit

WN(?T% x F)@ v/
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Ist nun 7 € Cohg(u) von der Form
T~ (W% x F)@ v/t
dann gilt w, = Wrg © Npq -V ~2. Man kann dann leicht zeigen, daf} die Relation

<*) w;l . (V/O)—l

genau dann gilt, wenn, mit v gleich der Restriktion von v/ auf Ig/Q", gilt

n

(k) Wro =a "-v-n mit n=1 oder e.

Um den Beweis von Satz 4.1 zu vollenden, miissen wir zeigen, daf fiir eine Form m €

Cohg(u) von der Gestalt 7 ~ (7?82 x F)®1v'~1, fiir die auch noch (x) (oder (xx)) erfiillt ist, gilt

(siehe Definition 2.7).

Wir konnen nach 4.5.7 und 4.5.6 ansetzen

7(m) = T(mQ)r V',

wobei T(ﬂ'(%) r die Einschrankung von T(ﬂ'(%) auf Gal(Q/F) ist. Wir schreiben im folgenden
To(m) = T(W(%). Dann ist fiir ¢ € End(Y) und o € Gal(Q/F)

p(m)(0)p =" o) (o) - To(m)(0) - ¢ Tro(m)(0”).
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Istalso p(7) ()¢ = a~""1(0)¢ fiiralle o € Gal(Q/Q), so gilt insbesondere fiir o € Gal(Q/F)
a " o) ¢ =" o' o) o(m)(0) - ¢ Tro(m)(0”)

oder

¢ - 1o(m)(0”) = " (o) (o) (%) - det 7o () (07) - To () (0) - &.
Nun ist det 7(7) (o) = det 7o () (c") (weil 7o () auf Gal(Q/Q) definiert ist) und daher
detro(m)(0”) = a7 (0) - wrg (0):
Die Relation (xx) impliziert also, daf
(o) (V (o) -V (6%) " - det () (%) = 1
fiiralle o € Gal(Q/F). Also ist die Bedingung p(7)(c)¢ = a~""1(0)¢ fiir o € Gal(Q/F) mit
70(m)(0%) = 1o(m)(8) - 7o () (0) - 7o () (0) "t = ¢ - 7o(m)(0) - &

dquivalent. Da 7(7) irreduzibel ist, folgt daraus, da bis auf einen von Null verschiedenen

Faktor gilt
o(m)(0) " = ¢.

Wenn wir umgekehrt ¢ = 74(7)(0)~! wiahlen, dann gilt fiir alle 0 € Gal(Q/F), daf
p(m)(0)¢ = a~""1(0)¢. Dann ist aber auch klar, daf}

p(m)(0)p = £a~"71(0) - ¢.
Wir miisen zeigen, dafs genau dann das positive Vorzeichen vorliegt, wenn 1 = ¢ ist. Es
ist nach 4.5.6
p(m)(O) (ro(m)(0)™1) = =" (ro(m)(0) ") - Tro(m)(6%) -/ (6%) 7

= =T (70(m)(6%) - 70(m)(0)~") -/ (6%) "
= —r(m)(07Y) - det 7o() () - / (62) 1.
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Nun ist #? € Gal(Q/F) und in dem Diagramm

Ip/F* Iq/Q*

Gal(Q/F)2P Gal(Q/Q)*

ist die Klasse von #? in Gal(Q/F)2" gerade das Bild der Klasse § € Gal(Q/Q)*". Wenn wir
also die Restriktion v von v/ auf Ig/Q* als Galoischarakter lesen, dann ist /(6%) = v(0).

Damit ist dann gezeigt, daf t(7) = 1 genau dann, wenn in (*x) der Faktor n = ¢ ist.

Jetzthaben wir den Satz 4.1 bewiesen und damit den Beweis der entscheidenden Aussagen

von §2, die die m € Cohg () betrafen, auf den Beweis von Satz 2.4 zurtickgefiihrt.

4.6. Wir haben noch 2.10 und 2.11 zu diskutieren. Wegen Lemma 3.7 lauft das darauf hinaus,

2.10 zu beweisen.

Wir betrachten eine Komponente von Sk, die dann iiber einer abelschen Erweiterung von

Q definiert ist und die als komplexe Mannigfaltigkeit von der Form
I\H x 9

ist. Darauf konnen wir holomorphe Modulformen f(z1, z2) des Gewichtes (k1, k2) betrachten

<a21 +b a'zg+ b

it d Comt d/) = f(21,22) - (cz1 + d)™ - (2 + d')*2.

Diese Modulformen konnen als Schnitte in einem holomorphen Linienbiindel
L(ky, ko) = LM @ L%

auf I'\ $ x § betrachtet werden. Diese Linienbiindel sind aber auch algebraische Biindel, weil
man bekanntlich mit Hilfe der obigen Modulformen die algebraische Struktur definiert. Es ist
dann ferner klar, dafs die Chernklassen von L, und L5 durch die invarianten Formen

. ledzl

. dZQ dZQ
vi

Y3

% , W2
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reprasentiert werden und damit folgt, dag tiber C alle Klassen m € Coh, (1) Zyklen entsprechen.

Der Rest ist dann ganz trivial.

4.7. Zum Schluf$ dieses Abschnittes wollen wir noch kurz das Erreichte bewerten und ins-
besondere einige Probleme diskutieren, die wir offen gelassen haben. Dabei wollen wir 2.4 als
schon bewiesen ansehen. Wir haben gesehen, daf fiir 7 € Cohg(1) alle Tateklassen tiber einer
abelschen Erweiterung durch Zykeln gegeben sind, und zwar durch die Hirzebruch-Zagier-

Zykeln.

Wennnun 7w € Cohy(1), dann kénnen wir uns fragen, ob diese Klasse tiber nichtabelschen

Erweiterungen Zyklen zuldfit. D. h. wir zerlegen wie in §2
H*(Sk xq Q)(my) = W(np) = X® ()

und fragen, ob es eine endliche Erweiterung L/Q gibt, so daf

, p(m)(0)€ = a" (0)¢
t(m, L) = dim {g e X (ny) } > 0.

fiir alle o € Gal(Q/L

Aus 4.5.4 folgt nun, daf8 fir 7 € Cohg(1), die nicht vom CM-Typ sind, dann hochstens (fiir
beliebig grofse L) gelten kann
Ym, L) =1,

und dann ist klar, dafd diese Tateklassen schon iiber einer abelschen Erweiterung von Q ex-

istieren. In diesem Fall ist unsere Antwort also vollstandig.

Nun sei 7 € Cohy(1) vom CM-Typ. Wir haben schon gesehen (siehe 4.5.3), dafl
es dann eine imagindr quadratische Erweiterung L/F gibt, so da8 7 = m({2) mit einem
GroBencharakter €2 vom Typ Ap auf I,/L*. Wir wollen die Situation noch etwas genauer
beschreiben:

Wir haben zwei Einbettungen 7,4’ : ' — R, wir fixieren 7, 7" : L — C mit 7|F = i und

7'|F = 1. Dam € Cohg(1)ist, ist die Darstellung in beiden Komponenten die erste Darstellung
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der diskreten Reihe, und dann folgt fiir die Komponente Q0 auf Iy, .o = L, X L./, dai ohne

Einschrankung der Allgemeinheit

Doo(z,2") = 22",

Jetzt wissen wir aus 4.5.7 und 4.5.6, dafs wir

— _ _ [pqCQ/F)
p1(m) =7(m) = 7(7(Q)) = IndGal(Q/L)Q

wihlen kénnen, wobei jetzt 2 als A-adischer Groflencharakter auf Gal(Q/ L) interpretiert wird.

Wir wihlen wieder einen Automorphismus # € Gal(Q/Q), der auf F'/Q nicht die Identitt

ist. Dieser Automorphismus konjugiert den Kérper L in eine quadratische Erweiterung L/ F.

Wir haben damit
-1 T
L@ 4 L - C
. i
F i F - R
Q = Q

wieder zwei Einbettungen 706 ~! = 7% und 7'?. Wir kénnen jetzt natiirlich den Gréfencharakter

QF auf I, /(L%)* als Q 0 6! definieren und haben dann
Q%) = =7’
in der fritheren Notation, und es ist

7(7(Q))(0?) = 7(7(2)) (o).
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Es ist klar, da8 die Darstellung p(7) nach Einschrankung auf Gal(Q/L - L?) eine Summe
von 4 Grofencharakteren vom Typ Ag auf L - LY wird. Diese Charaktere sind die Produkte
der Einschrankungen

Q0% Q0f. 00, Q0Y;

dabei notieren wir mit ~ die komplexen Konjugationen auf L und LY. Man sieht nun sehr

1 gein

leicht, daf keiner dieser vier Grofencharaktere auf LL? im Unendlichen vom Typ o~
kann, wenn L # LY. In diesem Fall bekommen wir also keine Tateklassen iiber irgendeiner

Erweiterung von Q. Fiir unsere Zwecke ist also nur der Fall L = LY von Interesse.

Nun gibt es zwei mogliche Falle. Entweder ist L/Q zyklisch vom Grad 4 oder L/Q ist
biquadratisch. Eine einfache Analyse der Typen der Charaktere zeigt, das im zyklischen Fall
keiner der vier oben aufgelisteten Charaktere vom Typ o~ ! ist, also haben wir auch in diesem

Fall keine Tateklassen.

Es bleibt also der Fall, daf8 L/Q biquadratisch ist. Dann haben wir ein Diagramm

LO Ll F7

wobei Ly, L1 imaginar quadratisch tiber Q sind und wobei 6|Ly = Id sei. Wir nehmen eine
weitere Normalisierung vor, indem wir eine Einbettung 7y : Ly — C fixieren und annehmen,
daB 7 und 7’ die durch ¢, ¢’ : ' — R induzierten Erweiterungen von 7y auf L sind. Dann sind
die Grofencharaktere Q% und Q€ aus den obigen vier Charakteren diejenigen vom Typ
a~!. Wie schon oben gesagt wurde, zerféllt p(r) iiber L in 4 eindimensionale Darstellungen,
und die beiden Eigenrdume zu Q0 und QO spannen einen zweidimensionalen unter p(7)

invarianten Teilraum X;(7¢) von X (7¢) auf.
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Es ist klar, dafs als Galoismodul

Gal(Q/Q) -1
Xt(ﬁf)IndGal(Q/Ll)a X

wobei x ein Charakter endlicher Ordnung auf Gal(Q/L;) ist. Uber der x entsprechenden
Erweiterung L (x) von L; besteht X;(7¢) aus Tateklassen. Diese Erweiterung ist genau dann
abelsch tiber Q, wenn x = x?, denn 6 induziert auch den nichttrivialen Automorphismus von
L./Q.
Man kann nun leicht ein Beispiel konstruieren, bei dem x # Xe ist; dafiir gentigt schon,
dafs
Q0?7 # Q0%auf Gal(Q/L)

ist. Wenn man nun auf L,/Q einen GroBencharakter 0y vom Typ z wahlt, dann ist der

allgemeine Charakter 2 von der Form
Q=Q9oNp/r,
mit einem Dirichletcharakter 1, und dann haben wir p so zu wéhlen, dafs
pi® # ppd.
Daf3 es solche Charaktere ;1 geben muf3, sieht man leicht, wenn man sich die Operation von

Gal(L/Q) auf der Galoisgruppe Gal(Q/L)*" ansieht.

Damit haben wir gesehen, dafs es auf einer Hilbertschen Modulfldche in der /-adischen
Kohomologie Tateklassen geben kann, die nicht durch unsere Konstruktion von Zykeln erfaf3t

werden, die also nicht von Hirzebruch-Zagier-Zykeln herkommen.

In seiner Arbeit [26] zeigt Oda, dafs man die Existenz dieser Zykeln unter gewissen
Bedingungen aus der Giiltigkeit der Hodge-Vermutung ableiten kann. Er zeigt dies, indem er
Relationen zwischen speziellen Werten von L-Funktionen benutzt, um Relationen zwischen

transzendenten Periodenintegralen herzustellen, die dann fiir gewisse Klassen in H'! die
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Rationalitdt implizieren. Es ist anzunehmen, dafs dieser Ansatz allgemein funktioniert, und

wir hoffen, diesen Punkt bei einer spdteren Gelegenheit zu behandeln.

Es sei an dieser Stelle eine vergleichende Bemerkung zu der Arbeit von Oda [26] erlaubt,
der ja die gleiche Fragestellung behandelt. Man kann sagen, dafs Oda die Hodge-Realisierung
des zu Grunde liegenden Motivs studiert, wahrend wir die /[-adische Realisierung betrachten.
Er ist erfolgreicher in der Konstruktion von Zykeln, weil ein Hodge-Zykel algebraisch ist
und daher zunédchst fiir eine Kohomologieklasse Hodge-Klasse zu sein mehr aussagt, als
Tate-Klasse zu sein. Wir sind erfolgreicher, wenn es darum geht, die Existenz von Zykeln

auszuschlieflen, weil es fiir Oda schwer ist, nachzuweisen, dafs eine Klasse nicht rational ist.

4.8. Wir wollen noch einige Bemerkungen zur Tate-Vermutung und Picardzahl fiir Hilbertsche
Modulfldchen zur vollen Hilbertschen Modulgruppe machen. Diese Frage wird auch schon
von Oda in seinem Buch am Ende diskutiert und zum Teil beantwortet ([26], §18, Theorem C

und Korollar).

In der Gruppe GL> (A (F)) der endlichen Adele betrachten wir die maximal kompakte
Untergruppe

Ko =[] GL2(0,)
P
und studieren die Modulfliche Sk, /Q fiir die
Sio(C) = GLa(F)\GL(A(F)) /Koo Ko,

Diese Fldache hat mehrere Komponenten, die den Elementen der Idealklassengruppe im en-
geren Sinne entsprechen und die alle iiber Q definiert sind. Die einzelnen Komponenten sind

von der Form

I'a\$ x 9,

wobei a ein gebrochenes Ideal in /" ist und

Lq = {7: (CCL Z) € SLy(Op)|lc € a,be a_l}.
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Wir fragen uns nun, unter welchen Umstdnden es in der [-adischen Kohomologie Tate-
Klassen in H?(S K, X Q,Q,) geben kann, die nicht durch Hirzebruch-Zagier-Zykeln oder
universelle Chern-Klassen gegeben sind. Ist die Antwort negativ, so wissen wir, daf$ die erste
Aussage der Tate-Vermutung richtig ist und dafs die zweite {iber auflosbaren Erweiterungen
gilt. Dann konnen wir auch die Picardzahl bestimmen, weil die automorphen Formen, die zu

den Tate-Klassen beitragen, ausgezeichnet sind, und diese konnen wir dann leicht abzahlen.

Wir wissen, dafd Tate-Klassen, die nicht tiber einer abelschen Erweiterung definiert sind,
zu automorphen Formen vom C'M-Typ gehoren. Wir wollen sie daher diedrale C'M-Klassen
nennen. (Es gibt auch abelsche C'M-Klassen.) Wann konnen solche diedralen Klassen auf Sk,

existieren?

Notwendig dafiir ist, daff wir ein Diagramm

Q(v/—d1,Vd)

/\\

Q(v/—d1) V—ddy) —F

und einen Grofdencharakter

O:1,/L% - Q

vom Typ z - 2’ haben. Damit 7(£2) unverzweigt ist, d.h. tiberall in der unverzweigten Haupt-
serie liegt, muss gelten ([19], Theorem 4.6), dafl L/ F' und der Charakter (2 unverzweigt sind.
Das stellt schon zwei betrdchtliche Hindernisse dar. Wir wéhlen d, d; wie iiblich ganz und
quadratfrei; dann ist L/F genau dann unverzweigt, wenn d;|d und —% = lmod 4. Das
impliziert

4.8.1. Wenn d = p eine Primzahl mit p = 1 (mod 4) ist, dann gibt es keine diedralen C'M -Tate-

Klassen.
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Es ist ferner klar, daf8 es Probleme mit der Konstruktion von €2 gibt. Mit unseren fritheren
Notationen gibt es genau dann einen unverzweigten Grofiencharakter €2, wenn fiir jede Einheit
ne 05 gilt

() T'(n) =n-1’ =1

(siehe 4.7). Es ist also klar, daf3 eine weitere notwendige Bedingung durch die Forderung

gegeben ist, dafs die Norm der Grundeinheit in ' gleich 1 ist.

Nun wird die Situation etwas amiisanter, denn der Korper L kann mehr Einheiten en-
thalten als der Korper F. Zum anderen haben wir 6 so fixiert, da8 |Ly = Id, und damit
war der Typ — ndmlich die Auswahl von 7 und 7’ — bis auf Konjugation festgelegt. Wir haben
aber zwei Moglichkeiten, L zu wahlen, und das gibt zwei unter der Galoisgruppe Gal(L/Q)
indquivalente Moglichkeiten fiir den Typ von Q. Es zeigt sich, daff dann auch die Frage
nach der Existenz unverzweigter Charaktere (2 unterschiedlich ausféllt. Dazu betrachten wir

folgendes Beispiel:

4.8.2. Sei p = 3 mod 4 eine Primzahl. Wir betrachten das Diagramm

In diesem Fall ist die Norm der Grundeinheit € von F' positiv, aber L enthdlt auch noch 7 = ie.

Nun ist aber 0 auf Q(v/—1) nicht trivial, also ist
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d.h. es gibt einen unverzweigten Charakter des vorgegebenen Typs. (Dies wére nicht der Fall,

wenn wir die beiden imagindr quadratischen Erweiterungen vertauschen wiirden.)

Nun taucht aber noch ein weiteres Probelm auf. Kann man zusatzlich den Charakter €2 so
wihlen, daf die Darstellung von Gal(Q/Q) auf dem Modul X (7 ) nicht abelsch wird? Dafiir
ist hinreichend, dal QQf # QO auf I, /L*, aber es ist etwas miihsam festzustellen, ob man
das 2 so wahlen kann. Zum andern ist es auch nicht klar, dafs diese Wahl notwendig ist, wenn
man eine diedrale Klasse konstruieren will, weil man die Charaktere noch von Gal(Q/L) auf
Gal(Q/Q(v/—1)) fortsetzen muB. Wir lassen also die Frage offen, ob es fiir F' = Q(,/p) mit
p = 3 (mod 4) diedrale Klassen geben kann. Sie sollte aber leicht zu entscheiden sein.

4.8.3. Nach Durchsicht der Tabellen scheint das einfachste Beispiel fiir das Auftreten von

diedralen Tateklassen in folgendem Fall vorzuliegen:

Q(V16L, v=7) =

\Q(m
Q

Der Korper L wird dadurch erhalten, dafy wir aus der negativen Grundeinheit —¢ die Wurzel

n = +/—e¢ ziehen, d.h. L = Q(v/161, /—¢). Dann ist Q(v/—7) der von n + - erzeugte Korper,
d.h. -0’ = 1. Die 23 zerfillt in Q(1/—7), also

=

)=F.

23-7Z =pp’.

Wir kénnen nun einen Grofencharakter {2y vom Typ z auf I, /=7 konstruieren, der
tiberall unverzweigt ist, bis auf die Stelle p, dort aber auf den Quadraten der Einheiten ver-
schwindet. Dann ist 2" = Qg o Ny, /1, ein unverzweigter Groflencharakter vom Typ z - 2’ auf

L, weil L an den Stellen p, p’ verzweigt ist und nur die Quadrate der Einheiten Normen sind.
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Nun hat Q(1/—23) die Klassenzahl 3, und seine Idealklassengruppe wird injektiv in
die Idealklassengruppe von L abgebildet. Ist ;1 ein unverzweigter Dirichletcharakter auf der
Idealklassengruppe von L, der auf dem Bild der Idealklassengruppe von Q(v/—23) nicht trivial
ist, dann liefert die automorphe Form 7 (€2 ;1) diedrale Klassen vom C'M-Typ. Die Zyklen sind

frithestens tiber dem Hilbertschen Klassenkorper von Q(y/—23) definiert.

Der Korper F' = Q(+/161) hat die Klassenzahl 1, aber die Klassenzahl im engeren Sinne

ist 2. Deswegen ist unter den vorliegenden Umstédnden
Sko(C) = GLy(F)\GL2(A(F)) /Koo Ko = SLy(0)\H x HUSL2(0)\H ™ x 9,

wobei $)~ eine untere Halbebene ist.

Wir haben es hier mit einem Phidnomen des Signaturdefekts zu tun: die beiden Kompo-
nenten sind homdomorph, aber die Signaturen der Spitzenbeitrége sind unterschiedlich (siehe
[16], Corollary 3.3). Es scheint so zu sein, daf’ die diedralen C'M -Klassen auf der Komponente
SLy(0)\$ x $ konzentriert sind, weil wir einen Uberschuf3 an (1, 1)-Formen haben. Wenn
man zu einer symmetrischen Modulflache tibergeht, wird es anscheinend sehr viel schwieriger,

diedrale C'M -Tateklassen zu konstruieren.
§5. BEGINN DES BEWEISES VON SATZ 2.4: KOHOMOLOGISCHE BETRACH TUNGEN!
Die Schnittkohomologiegruppen sind die Hyperkohomologiegruppen des in geeigneter

Weise kanonisch abgeschnittenen vollen direkten Bildes 5.V in der derivierten Kategorie ([7],

2.2).

L Wir dndern die Notation jetzt ein wenig, weil wir nur noch die geometrischen Objekte betrachten.
Wir schreiben statt S XQ Q einfach S usw. D.h. von nun an ist

H($,V)2 H (S xq Q,V) usw.
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5.1 Lemma. Es seij: S — S die offene Einbettung. Dann ist

(Gleichheit in der entsprechenden derivierten Kategorie.)
Es sei S’ das Komplement der Doppelpunkte in S°°. Wir faktorisieren j.
S8 8.
J J
Das intermediiare direkte Bild j,V entsteht durch kanonisches Abschneiden von Rj!(j.V)

([7], loc. cit.). Die Behauptung von 5.1 lautet also

5.1 Lemma. R'j”(j.V)=0.

*

Als Gruppe iiber Q ist G ein Produkt GL(2) x GL(2), und die Darstellung y ist das Ten-
sorprodukt von zwei irreduziblen Darstellungen von GL(2). Wir bezeichnen die gemeinsame

Dimension dieser Darstellungen mit m.

5.2 Hilfsatz. a) Falls y ein glatter Punkt des Divisors S ist, so ist
dim 3.V, = dim R'j,V = m,
R'j.V, =0 fiir i = 2.
b) Falls y ein singuldrer Punkt des Divisors S ist, so ist
dimj.V, =1, dimR'j.V, =2, dim R*j.V, =1,
R'j.V, =0 fir i > 3.
Bevor wir den Beweis von 5.1 und 5.2 angehen, machen wir eine Bemerkung tiiber die

Spezialisierung von Kohomologiegruppen. Ganz allgemein betrachten wir ein Diagramm

folgender Art:
X=X\yC X oY

Y}



Algebraische zyklen 76

Dabei ist f ein eigentlicher und glatter Morphismus und Y ein relativer Divisor mit normalen
Schnitten, von dem wir der Einfachheit halber annehmen, dafs er die Vereinigung von glatten
Divisoren ist: ¥ = LZJYZ Wir bezeichnen mit Yy bzw. Y; die abgeschlossenen bzw. offenen

Strata
Y=Y Y =Y\ | v
i€J J'oJ
#
Es sei V eine lokal konstante Q;-Garbe auf X (I invertierbar auf ), die zahm verzweigt entlang
Y ist. Die letzte Voraussetzung ist automatisch erfiillt, wenn die allgemeinen Punkte von S in

der Charakteristik 0 liegen. Dann gilt:
(I) Fiir alle ist R"j,V lokal konstant auf Y7 und zahm verzweigt entlang Y\ Y.
(I) Folglich ist f lokal azyklisch beziiglich R?j, V.

(Il) Die Bildung von R'j,Vund R’ f,Vund R’ f,'V ist kompatibel mit Baiswechsel. Die letztern

beiden Garben sind lokal konstant auf S.

(Die Behauptungen (I) und (III) sind in SGA 4 1/2, App. au Th. finitude, 1.3.3 und 2.4
enthalten; die Behauptung (II), die wie loc. cit. 1.3.3 bewiesen wird, wurde uns von Deligne
mitgeteilt.)

Diese Bemerkung hat die erste Behauptung von 2.4’ zur Folge. Weiterhin erlaubt sie es
uns, die Aussagen 5.1’ und 5.2 nur iiber dem allgemeinen Punkt von Spec(Z,)) zu betrachten
und dann topologisch zu beweisen, wie wir der Anschaulichkeit halber vorziehen. Wir werden
die auftretenden Kohomologiegruppen als Gruppenkohomologie deuten. Es moge y tiber der
Spitze s liegen und zwar in dem zu dem Kegel o aus X(s) gehorigen Teil (vgl. 1.6). Wir
bezeichnen wieder mit x ), z, die Koordinaten (obgleich wir mit dem Symbol p bereits die
Darstellung von G bezeichnet hatten). Wenn y ein glatter Punkt von S°° ist, ist genau eine
der beiden Koordinaten Null, sagen wir x5. Wenn y ein singuldrer Punkt von S ist, so sind
beide Koordinaten Null. Es gibt ein g € G(Ay), so dafl eine Umgebung von y in S(C) von

einer offenen Menge in

HDxH=HxHxg=GR)/Kx x g
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tiberlagert ist.

Falls y ein singuldrer Punkt von S ist, so gibt es ein kofinales System von Umgebungen,

so daf8 das Uberlagerungsgebiet U in § x § folgende Eigenschaften hat:
(i) U ist invariant beziiglich der Translationen (z1, z2) — (21 + u1, 22 + u2), us, u2 € R.

(i) Es gibt eine Einbettung a : n — (a1(n),az(n)) von N(s) C R @ R, so daB die

Uberlagerungsgruppe aus den Transformationen (21, 22) — (21 + a1(n), 22 + aa(n)) besteht.

(iii) Es sei «(\) = (a1, a2) und a(p) = (b1, b2). Es seien x5, x, definiert durch:

J ,.bj

2miz; a
=X
A

(&

Dann wird (21, z2) auf den Punkt mit den Koordinaten x, =, abgebildet.

(iv) Es gilta; > 0,b; > 0, und es gibt eine Zahl ¢ > 0, so daB (z1, 22) dann und nur dann
in U liegt, falls
275 | = uuls, j=1,2

mit 0 < uy,u, <e.

Wenn y glatt ist, ist U nur beziiglich der Translation
(21, 22) — (21 +iuay, 2z + iuaz), u € R,

invariant. Die Uberlagerungsgruppe ist nicht mehr N(s), sondern N)(s) = Z\, und die

Bedingung (iv) ersetzt durch

|627rizj‘ _ uij . qu’
u
0< |zl <e, P <¢
| (y)]

Das Gebiet U ist einfach-zusammenhédngend. Das lokale System V erhdlt man durch die

mittels Einschrankung der Darstellung . auf

N(s) = {((1) 0‘11<">) x (é O‘Qf”))} baw. Na(s)
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entstehende Darstellung der Uberlagerungsgruppe.

Beweis von 5.2 a) Ny(s) = Z ist schrdg eingebettet in GL(2) x GL(2). Die Behauptung
ergibt sich als leichte Folge der Clebsch-Gordan’schen Regel.

b) Wir benutzen die Hochschild-Serre-Spektralsequenz, die zu der folgenden exakten
Sequenz gehort:

0 — Nx(s) = N(s) = N,(s) = 0.
Wir bezeichnen mit V' die Darstellung ;1 von . Zunédchst ist wegen der Irreduzibilitdat von V/
dim H(N,,(s), H*(Nx(s),V)) = dim H' (N,.(s), H'(Nx(s),V)) = 1.

Weil Invarianten und Koinvarianten die gleiche Dimension haben, sind die extremen Glieder

der folgenden exakten Sequenz eindimensional:
0— H'(Nu(s),H'(Nx(s),V)) = H' (N(s),V) — H°(N,(s), H' (Nx(s),V)) — 0.

Damit ist b) bewiesen. g.e.d.

Beweis von 5.1'. Wegen 5.2 kennen wir den Limes der Leray-Spektralsequenz
RPj/RIj,V = RPTI4.V.
Dei Spektralsequenz liefert die exakte Sequenz

0 — R'/(j1V) — R,V j/R'jIV.

*

Wir zeigen, daf$  ein Isomorphismus ist und infolgedessen einen tivialen Kern hat. Zu diesem

Zweck bedienen wir uns eines Diagramms, dessen Kommutativitit aus [10], 1.7.9 folgt.

0 — H'(N,(s), H*(Na(s),V)) — RV, — H°(Nu(s), H'(NA(s),V)) — 0

l L |

0 — HO(Ny(s), HY(N,(s),V))  — j/RYLV, —s HO(N,(s), H'(Nx(s),V)) — 0.
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Dabei ist der Pfeil links induziert von der identischen Abbildung von V. Falls wir berticksichtigen,
daB8 N(s) kommutativ ist, sehen wir sofort ein, da8 der Pfeil links ein Isomorphismus ist.

g.e.d.

Unser néchstes Ziel ist es, die Schnittkohomologiegruppen durch die Kohomologie der
Erweiterung 7.V = 7.V auf S auszudriicken. Wirbezeichnen diese Erweiterung wider einfach

mit V.

5.3 Proposition. (1) Fir 0 < i < 4,1 # 2, gibt es einen natirlichen Isomorphismus
H(S,V) =~ H(S,V).
(I1) Es gibt eine exakte Sequenz
0 — H?(S,V) — H%(S,V) — H*(S>,V) — 0.

Diese exakte Sequenz ist Gal(Q/Q)-dquivariant und besitzt eine Gal(Q/Q)-dquivariante
Zerfallung durch

ng(§7v)\\\
[ \\\A
H%(S,V) H?(8%,V) =0

Beweis. (I) Fur 7 = 0 ist offenbar
H°(S,7.V) = H°(S,V) = H’(S, V).
Die Leray-Spektralsequenz fiir j liefert eine exakte Sequenz

0— HY(S,j,V) — HY(S,V).
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Wegen 1.9 ist H(S,V) = H'(S,V) = 0. Daraus folgt die Behauptung fiir i = 1. Sie
besagt
H'(S,V)=0=HYS,V).

Die Behauptungen beziiglich i = 3, 4 folgen jetzt aus der Poincarédualitat.

(II) Wir benutzen den in 1.8 gegebenen Ausdruck fiir HQ(S ,'V). Wegen (I) erhalten wir

eine exakte Sequenz
0— HY(S8%®,V) — H*(S,V) — H*(S,V) — H*(S®,V) — 0.

Wir arbeiten wieder topologisch und benutzen das folgende Diagramm mit exakten Zeilen

und Spalten.
f 0
H2(S%®,V) —=—=  [H2(95,V)

/

0 ———— H2%s(S,V) ——— = H?*(S,V) ———> H?*(S,V) — = H2.(5,V) —= 0

(5.3.1)
HZ(S,V) _ HZ(S,V)
HY(S*, V) —*—= H'(85,V)
0 0

Hier ist 95 der Rand einer zweckmifig gewihlen Umgebung von $°°(C) in S(C), und o, a
sind Teil der langen exakten Kohomologiesequenz
0=Hic(S,V) — HY(S®,V) 2L HYDS,V) — H2.(S,V)

(5.3.2) i
— H?*(S*™,V) 22 H?*(0S,V) — H2w(S,V) — H?*(S,V) =0.
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Die zweite Null erscheint aus Dimensionsgriinden, die erste wegen des Verschwindens von
HY(S,V).
Die Behauptung (I) folgt offenbar aus den folgenden beiden Aussagen:

(a) Der Restriktionshomomorphismus H2(S,V) — H?(S, V) induziert einen Isomorphis-

mus
Im(HZ(S,V) — H*(S,V)) — Im(H2(S,V) — H?(S,V)).
(b) Der Homomorphismus (3 ist ein Isomorphismus.

Es gentigt zu zeigen, dafd oy surjektiv ist und oz Null. Wir diirfen dabei S°° durch eine
seiner Zusammenhangskomponenten S>°(s) ersetzen. Der Einfachheit halber unterdriicken

wir das s.

Wie bei dem Beweis von 5.2 ist eine tubulare Umgebung von S*°(C) in S(C) von einem
Gebiet in § x §) iiberlagert. Die Uberlagerungsgruppe ist ein Quotient von B(s), das in
GL(2,R) x GL(2,R) eingebettet wird.

(5 5) - (8 5

wobei 31 (b), B2(b) und 71 (b), v2(b) konjugierte Einheiten aus O sind. Den Rand 0.5 erhalt

man, indem man € > 0 fixiert und den Quotienten der Mannigfaltigkeit

{(z1,22)|Im 2y - 29 = €}

nach B(s) bildet. Da man erst durch N(s) und danach durch M (s) teilen kann, sieht man

leicht ein, dafd 0.5 ein Torusbiindel mit zwei-dimensionalen Fasern tiber dem Kreisrand ist.
T— 05— C.
Kein Vektor aus H!(T, V) ist von der Fundamentalgruppe von C fixiert [14]. Infolgedessen ist

H°(C,HY(T,V)) = H'(C,H(T,V)) =0,
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und die Leray-Spektralsequenz ergibt
H'(dS,V)=H'(C,H°(T,V)) und H*(8S,V) = H°(C, H*(T,V)),

also

dim H*(9S,V) = dim H2(9S,V) = 1.

Nach (5.3.2) gentigt es zu zeigen:

(c) dim H'(S>,V) # 0,

(d) dim H3. (S, V) # 0.

Der topologische Raum S>°(C) ist die Vereinigung einer Kette von Kugeln. Zwei benach-
barte Kugeln schneiden sich in einem Punkt. Es sei S ' (C) das Komplement dieser singularen

Punkte und j” die Einbettung von S’ (C) in $°(C). Nach 5.2 und seinem Beweis besitzt die
Garbe V auf S°°(C) eine Filtrierung

0EVeEV, E -

wobei Vj die 1-dimensionale konstante Garbe ist und V; /V;_1,4 > 0, das Bild einer lokal kon-
stanten 1-dimensionalen Garbe auf S’>°(C) unter ji’. Wir folgen unschwer,da8 H°(S5°°,V/Vy) =
0, und dafd

0 — H'Y(S*®,Vy) — H'(S®,V)

exakt ist. Damit ist (c) bewiesen. Da das Verdier-Duale zu V = 'V, bis auf Verschiebung und
Twistung gleich V;; ist, wobei i die zu p kontragrediente Darstellung bezeichnet, folgt (d) aus

(c) mittels der Poincarédualitat.

5.4 Bemerkung. Die Behauptung (II) von 5.3 wurde fiir den Spezialfall der konstanten
Garbe als Lemma 2.3 formuliert. Fiir diesem Spezialfall gibt es einen einfacheren Beweis. Der
gestrichelte Pfeil ist die direkte Summe von Abbildungen, die durch die Spitzen parametrisiert

werden und die wir als Isomorphismus nachweisen miissen,

HZeo (y(S) = H?(S(5)).
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Man iiberzeugt sich leicht, dafd Start und Ziel dieses Pfeils eine direkte Summe von Kopien von
Q;(—1) sind, die von den irreduziblen Komponenten der exzeptionellen Kurve S (s) indiziert
werden und dafs die Abbildung durch die Schnittmatrix vermittelt wird. Die Behauptung folgt,
weil die Schnittmatrix, die durch die Auflosung der Spitze s der normalen Flache Sk entsteht,

negativ definit ist.

Wir benétigen noch die folgende Aussage:

5.5 Proposition.  Es sei S{° eine irreduzible Komponente von S*(s). Dann gilt:

(i) HO°(S,V) ist ein-dimensional, (i) H'(S>,V) = 0.

Beweis. Die erste Aussage ist bereits klar. Fiir die zweite Behauptung benutzen wir die

exakte Sequenz
0 — H(S3°(C),V) — H*(Q,V) — H; (57 (C), V) — H'(57°(C). V) — 0,

wobei Q = §2°(C) — 52°'(C) aus zwei Punkten besteht. Der erste Raum ist eindimensional
und der zweite zwei-dimensional. Der dritte ist ein-dimensional, weil die Einschrankung von
V auf Sfol durch eine Darstellung der Fundamentalgruppe definiert ist, und die Raume der

Invarianten und Koinvarianten der Darstellung beide die Dimension 1 haben. g.e.d.

66. ENDE DES BEWEIS VON SATZ 2.4: ANWENDUNG DER LEFSCHETZ'SCH EN FIXPUNKT-
FORMEL

Um die Lefschetz’sche Fixpunktformel aus SGA 5, IIl anwenden zu kénnen, miissen wir
die Heckekorrespondenzen auf Sk einfiihren.

Es seien ganz allgemein X; und X5 zwei Schemata (separiert, von endlichem Typ) tiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Es sei X = X; x X,. Wir betrachten ein
Cartesisches Diagramm, in dem alle Morphismen eigentlich sind.

E — D

Lo

¢ — X
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Wir bezeichnen mit einem Index die Verkettungen dieser Morphismen mit den Projektionen
p1 und py von X auf X; und X5, z.B. ¢; = p; o ¢. Schliefilich fixieren wir L; € D (X;, Q;),

der triangulierten Kategorie der Komplexe von Q;-Garben mit konstruierbarer Kohomologie.

Die Fixpunktformel bezieht sich auf zwei kohomologische Korrespondenzen, eine koho-

mologische Korrespondenz mit Tragern in C' von L nach Lo
u € Hom(c} Ly, RchLo)

und eine kohomologische Korrespondenz mit Tragern in D von L9 nach L,
v € Hom(d} Ly, Rd\Ly).

Diese definieren Homomorphismen in der Kohomologie

uy : HY (X4, L) — H* (X9, La),

vyt H(Xo, Lo) — H*(X1, Ly),

die sich in natiirlicher Weise tiber H.(X5, L) bzw. H.(X;, L) faktorisieren, wenn ¢; bzw. ds

eigentlich ist.

Es sei ¢y endlich und von endlicher Tor-Dimension (z.B. flach). Dann definiert ein El-
ement ¢ € Hom(cjL1,c5Ls) eine kohomologische Korrespondenz mittels Verkettung mit
dem durch Adjunktion aus dem Spurhomomorphismus ca1c5 Ly — Lo erhaltenen Homomor-
phismus ¢ Ly — c,Lo. Eine auf solchem Wege definierte Korrespondenz nennen wir eine
Korrespondenz erster Art. Wir benttigen die folgende Aussage. Es sei X ein abgeschlossenes
Unterschema von X;,i = 1,2, und esseien C' = C' x x (X1 x X}),Cl = C x x, X|. Wir setzen
voraus, da8 C = C’. Offenbarist ¢’ : C' — X| x X/ definiert.

Wenn L die Einschrankung von L; auf X/ ist, so definiert ¢ ein Element ¢’ € Hom
(cy* L™, ch* LY), und somit, weil ¢ wieder von endlicher Tor-Dimension ist, eine kohomolog-

ische Korrespondenz v’ von L] nach Lf,. Wegen der Vertraglichkeit des Spurhomomorphismus

mit Basiswechsel (GSA 4, XVI]I, 6.2.3) gilt:
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6.1 Lemma. Das Diagramm
HY(X1,L) = H*(Xy, L)
HY(X{, 1Y) w,  H* (X3, L)

ist kommutativ.

Wir nehmen als nichstes an, daf8 X; und X5 glatte Schemata derselben Dimension sind
und dafs die Morphismen d; : D — X, birational sind. Es sei U C D ein dichtes offenes
Unterschema, das sich unter d; isomorph auf sein Bild projiziert. Wir haben also ein Diagramm

folgender Art:

Wir nehmen an, dafd L; und Ly quasiisomorph zu den intermedidren Erweiterungen ein
und derselben lokal konstanten Garbe L auf U sind, und daf folgende intermediére direkte

Bilder mit den gewohnlichen direkten Bilden iibereinstimmen:
jl!*DL7 j!*L; j!*DL7 j2!>kL~

Hier ist DL das Duale von L i.S. der Poincarédualitit (Verdier-Duales). Wir definieren eine

kohomologische Korrespondenz v von L9 nach L, als Verkettung von zwei Homomorphismen:
dyLy = djjo. L — j.L — Rd\Ly = Rdj11,L.

Hier ist der erste Homomorphismus der offensichtliche, wahrend der zweite durch Dualisieren

aus dem folgenden Homomorphismus entsteht:

DRd\ji.L = d*Dji. L = d%j1.DL = d*j1.DL — j,DL = j,DL = Dj, L.
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Eine solche Korrespondenz nennen wir Korrespondenz zweiter Art. Im Fall, daf8 L; und
L, die konstante Garbe Q; sind und daff D durch Aufblasen von X; in einem glatten Un-
terschema entsteht, sieht der Homomorphismus v, folgendermaflen aus (Y bezeichnet den

exzeptionellen Divisor):
H*(X,) <5 H*(D) = H*(Xy) @ H*(Y{)(—1) 25 H* (X))

Wir erwdhnen ohne Beweis die folgende Aussage. Sei ein kommutatives Diagramm gegeben:

U

D/ m D.

wobei m ein birationaler Morphismus ist. Falls wir annehmen, daB jj, L = j, L und jj, DL =
Ji DL, so konnen wir eine kohomologische Korrespondenz zweiter Art v’ einfithren. Fir die

induzierten Homomorphismen auf der Kohomologie gilt:

6.2 Lemma. v, = v,.. Genauer ist das Bild auf D der kohomologischen Korrespondenz v’

mit Tragern in D' (SGA 5, 111, 3.2) gleich v:
ms(v') = .

Wenn D gleich X; und d; die Identitdt ist, so braucht man Glattheit nicht mehr vo-
rauszusetzen, und die Korrespondenz zweiter Artist auch erster Art (allerdings in umgekehrter
Richtung) und entspricht dem Homomorphismus ¢ : d5Ly — L; = j,L. Wenn eine Kor-
respondenz erster Art (C’, ¢') von (X3, L) nach (X2, L2) gegeben ist, so konnen wir deren
Verkettung (C”, ¢'") bilden. Dabei ist ¢" = 1) o ¢’ und C” durch das Cartesische Diagramm
definiert (SGA 5, 111, 5.2):

c” — C'"x D

X3XAXX1 — X3XX2XX2XX1.
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Falls ds eigentlich ist, so gilt u} = v, o ul,.

Wir kehren jetzt zu der uns interessierenden Situation zuriick und fixierenein g € GG (A’;c ).
Wir werden ein Paar kohomologischer Korrespondenzen konstruieren. Dabei ist X; gleich
S K5, und X gleich S K,5,, Wobei X1 wie im §1 eine gegebene K-zuldssige Zerlegung ist,

wihrend 5 noch zu wihlen ist.

Es sei s eine Spitze (vgl. 1.2). Die Transformierte von s unter g ist die Spitze s - g, die man
erhilt, indem man den Homomorphismus ¢(s) nach A¢(F)? durch g~ - ¢(s) ersetzt. Die
Zerlegung ¥4 (s) liefert somit eine Zerlegung fiir s - g die aber vielleicht nicht zuldssig ist, weil
die “Glattheitsbedingungen” c) und d) in der Definition 1.4 verletzt sein konnen, die wir aber
in eine zuldssige Zerlegung Y2 (sg) verfeinern konnen. Wir konnen sogar annehmen, daf die
Vereinigung Yo = {X5(s)} K-zuléssig ist.

Essei K/ = K NgKg~!. Jede K'-Spitze s’ bestimmt zwei K-Spitzen s = s’ une s’ - g.
Aus der Zerlegung 32 (s’g) erhalten wir eine Zerlegung 3’ (s’) fur s’. In der Tat &ndern sich
beim Ubergang von s’ zu s’'g der Vektorraum H(s') und seine Positivitdt nicht. Weil aber
im allgemeinen N(s'g) # N(s'), ist ¥/(s’) vielleicht nicht zuldssig. Trotzdem konnen wir
das Schema C' = Sg 5 bilden [27], das aber nicht mehr glatt zu sein braucht. Wegen der
Inklusionen N(s’) C N(s), N(s') C N(s'g) und weil ¥’ eine Verfeinerung von ¥; bzw. ¥,

ist, erhalten wir Morphismen
c1=R(1):C — X1, co=R(g): C — Xs.

Dabei ist ¢y endlich und flach.

Uber dem “endlichen Teil” S+ wird der Homomorphismus
¢(g) : R(1)"V — R(g)"V

wie in [22] oder [8] definiert. Wir bezeichnen mit demselben Symbol V' das lokale Sys-

tem auf Sk, und seine intermedidre, d.h. nach 5.1 gewohnliche, Erweiterung auf S K5
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(Obgleich Sy 5 nicht notwendig glatt ist, sind die Singularititen doch so mild (Quotien-
tensingularitdten), daf’ sich die Ergebnisse des §5 anwenden lassen.) Wir erweitern den Ho-

momorphismus ¢(g) auf ganz Sy s/, indem wir ihn als Verkettung schreiben:
R(1)*V — V' — R(g)*V.

Der erste Homomorphismus entsteht wie bei der Definition einer kohomologischen Korre-
spondenz zweiter Art. Seine Einschrankung auf Sk ist die Identitdt. Fiir die Definition des

zweiten Homomorphismus beachtet man, daf, weil R(g) endlich und flach ist,
7+ R(9)"V = R(g)"j:V,

und somit der Funktor des direkten Bildes den tiber dem endlichen Teil gegebenen Homomor-
phismus ¢(g) erweitert. Insgesamt haben wir eine kohomologische Korrespondenz erster Art

u erhalten.

Es sei Y eine gemeinsame K -zuldssige Verfeinerung von X; und Y. Wir setzen
D:SK;;, D—>SK’21 XSK722.

Wegen 5.1 konnen wir eine kohomologische Korrespondenz zweiter Art v mit Tragern in D

definieren. Wir erhalten einen Endomorphismus von H* (5’ Ky, V):
H*(Skx,,V) ~> H*(Sk.x,,V) == H*(Sk,3,, V).

Der Untermodul H*(Sk, V) von H*(Sys,,V) (vgl. 5.3) wird dabei in sich @iberfiihrt, und
der so erhaltene Endomorphismus stimmt mit dem von Brylinski und Labesse [8] definierten
{iberein: es ist der Heckeoperator T'(g~!). Wir erhalten einen Endomorphismus auf dem

Quotienten (vgl. 5.3)

H2<S??’21,V) = HQ(S'K’Z“V)/HZ(S'K,V),
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Wir behaupten nicht, da wir auf H(Sk x,,V) eine Aktion der Heckealgebra definiert haben
und behalten uns das Recht vor, >; von g abhdngig zu machen und sogar wahrend des

Beweises abzuindern. Die Wirkung auf H* (S, V) ist von ¥; unabhingig.

Wir haben bisher nicht den Grundkorper explizit genannt. Die auftretenden Schemata
sind alle uber Z,) definiert. Wegen der Bemerkungen tiber Basiswechsel nach der For-
mulierung von 5.2 konnen wir zur speziellen Faser tibergehen. Obgleich es auf die allgemeine
Faser ankommt, ist der Vorteil der, dafd die Aktion einer negativen Potenz der Frobenius-
substitution auf der Kohomologie von der Wirkung einer positiven Potenz ®" des Frobe-
niusmorphismus herkommt. Man baut das ™ leicht in die Definition der kohomologischen
Korrespondenz u ein, indem man R(g) durch R(g)®" ersetzt und den Homomorphismus ¢(g)

entsprechend abédndert. Ab jetzt ist der Grundkorper ein algebraischer Abschlufs von F,.

Wir wollen die Lefschetz’sche Fixpunktformel anwenden. Es sei Ky der dualisierende

Komplex auf E' (vgl. SGA 5, 111, 1.3). Man kann das Cupprodukt
(u,v)p € H(E, Kg)

zweier kohomologischer Korrespondenzen definieren (loc. cit4.2). Hierist £ = C'x x D. Falls
q : E — Speck eigentlich ist, so definiert der Adjunktionshomomorphismus ¢ : K — Q;

den Spurhomomorphismus

/ . H(E,Kg) — Q,.
E

6.3 Satz. Es seien X, und Xy eigentlich uber Spec k, so dafi die Homomorphismen u, und

v. auf der gesamten Kohomologie definiert sind, und insbesondere
Vs Uy - H*(Xl, Ll) — H*<X1, Ll)
Fiir (uy,vy), die alternierende Summe der Spuren von viu,, gilt:

<u*,v*>:/E<U,v)E.
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Falls E die disjunkte Vereinigung von E' und E" ist, so ist

/E<U7U>E://<U77)>E’+/N<u,v>Eu.

Das Cupprodukt lafst sich lokal in der Etaltopologie berechnen (loc. cit., 4.2). In dem uns
interessierenden Fall ist die Fixpunktmenge £ des Paares u, v eine Vereinigung von zwei Men-
gen: einer endlichen Menge von Punkten, deren Bild in Sk x Sk liegt und einem Bestandteil
E®°, dessen zugrundeliegende Menge in Si°y, X Sy, liegt. Wir betrachten nur den Beitrag
von B zur Lefschetz’schen Fixpunktformel, d.h. den Spitzenbeitrag. Fiir den anderen Teil
vgl. [8] oder [23] (wo aber keine Heckeoperatoren auftauchen). Unser Ziel ist es, den Beweis
des folgenden Satzes zu skizzieren, der im wesentlichen besagt, dafs der Spitzenbeitrag zur

Lefschetz’schen Fixpunktformel fiir die Schnittkohomologie verschwindet.
6.4 Satz. [ (u,v)p ist gleich der Spur von T(g™"') - ®" auf H*(S¥x,,V).

Aus diesem Satz folgt 2.4’: Falls man die linke Seite der behaupteten Identitit mit der
Lefschetz’schen Fixpunktformel und die rechte Seite mit der Selberg’schen Spurformel en-
twickelt, so hebt sich der Beitrag der Fixpunkte im Endlichen links gegen die zentralen und
elliptischen Beitrage rechts auf. Weil der parabolische Beitrag rechts verschwindet, folgt 2.4’

aus 6.4 (fiir Einzelheiten vgl. [8]).

Das Schema E ist eine disjunkte Vereinigung [ [ E(s’) und dementsprechend

(6.4.1) / {uv)pe = > /E (8/)(u,v)E(s/).

Die Summe erstreckt sich tiber alle Fizspitzen, d.h. diejenigen Spitzen ¢/, fiir die s’ und ®"-s'- ¢
dquivalente K-Spitzen sind. Wir wollen die Form der Korrespondenzen in der Ndhe einer

Fixspitze beschreiben.

Falls s’ dem Modul H (s") und dem Homomorphismus ¢(s’) entspricht, so entspricht die

Spitze " - s’ - g dem Modul H (s’) und dem Homomorphismus

g_l ’ ¢(S,) ) d]a
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vobei (vgl. 1.3)
@b:h/@h,/—)p_n'h,@h”.

Weil s” eine Fixspitze ist, gibt es einen Endomorphismus y von
0— H'(s) = H(s') = H"(s') — 0,
der die Positivitdt erhilt und ein k£ € K, so daf3

(6.4.2) Ehogmho(s) -y = o(s).

Es seien a und d die Eigenwerte von 7 auf H'(s") und H"”(s"), und p(y) = %. Dann ist
pol(y) - N(s'g) = N(s) und p='(7) - N(s') C N(s). Essei Zy(s) = u(y)" - Ba(s'g).

Hier bezeichnet s die zu s’ gehorige K-Spitze. Die zwei Zerlegungen ¥4 (s) und 35(s)

ale

definieren wie in §1 toroidale Einbettungen X1, X, des Torus mit dualer Charaktergruppe
N(s). Entsprechend definiert ¥'(s') eine toroidale Einbettung C des zu N (s’) gehérigen Torus
und die Inklusionen N (s') — N(s), () : N(s') — N(s) definieren einen Morphismus

¢:C — X; x Xo.

Lokal fiir die Etaltopologie stimmen c und ¢ iiberein. Die Lokalisierung

d:bﬁXl XX2

ist durch eine gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen X, (s) und X4 (s) gegeben: D, X,

und X, sind toroidale Einbettungen ein und desselben Torus.

Man iiberzeugt sich unschwer, dal E(s’) leer ist, falls o N =1(§ - v)o = 0 fiir jeden Kegel
o aus ¥1(s) und jedes 6 € B(s). Fir festes g und n treten modulo {u(d)|6 € B(s)} nur eine
endliche Anzahl von Zahlen () auf. Folglich konnen wir ¥; von vornherein so wéhlen, daf$

gilt:

(6.4.3) Esseien o € X1(s)und § € M(s). Aus o N~ (y8)o # 0 folgt p(d - ) € Q*.
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Eine Spitze s/, fiir die es solche o und § gibt, nennen wir wesentlich. Wir koénnen die
Summe (6.4.1) auf die wesentlichen Spitzen beschranken. Weil p" - § dann eine rationale Zahl
ist, die eine p-adische Einheit ist, folgt |a| # |d|.

Die Homomorphismen u, und v, operieren auf der Kohomologie mit Tragern, d.h. wenn
Y7 C X, ein abgeschlossenes Unterschema ist und die Einschrankung des Morphismus c auf

das inverse Bild von Yj in C sich tiber Y7 x Y5 C X x X5 faktorisiert, so ist
u, (Hy, (X1,L1)) C Hy, (Xo, Lo).

Nach 5.3 kénnen wir den Quotienten H*(S¥ s, , V) als Untermodul Hg (Sk, V) interpretieren.
Falls s’ eine Fixspitze tiber der K-Spitze s ist, so erhalten wir einen Endomorphismus
von H gm(s)(S K.x,,V), indem wir C' durch eine hinreichend kleine Umgebung von
§%°(s") = SF 5/ (8') ersetzen. Wir bezeichnen seine Spur mit §(s’). Dann ist

(6.4.4) Spur(T(g~") - ®"[H*(S¥x,, V) = > > 0(s).

s s'—s

Die Summe erstreckt sich tiber alle Fixspitzen, die iiber einer gegebenen K-Spitze liegen.

6.5 Hilfssatz. Hgoo(s)(gj(,z, V) = @Hgloo(s)(»g[{jj, V). Dabei durchlduft S3°(s) die irreduz-

iblen Komponenten von S*(s).

Das folgt mit der Mayer-Vietoris-Sequenz. Man benutzt, daf$ bis auf eine Verschiebung
und Twistung das Duale DV, gleich V; ist. Aus diesem Hilfssatz folgt, da8 #(s’) = 0, falls s’

nicht wesentlich ist. Der Satz 6.4 folgt somit aus folgender Aussage.

6.6 Satz. Es sei s’ wesentlich. Dann ist

0(s') = /(u,v>E(S/)
E(s’)

Wir betonen, daB die linke Seite nur von der strikten Lokalisierung um S°°(s’) und S*°(s),

genauer um S (s"), S¥ 5, (s) und S¥y, (s), abhdngt. Die rechte Seite hangt nur von der
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strikten Lokalisierung der Korrespondenzen um die Bilder von E(s’) in C, D und X ab. Das
Bild eines Punktes von E in X; nennen wir einen Fizpunkt, das Bild eines Punktes von F(s’)
einen Fizpunkt von E(s’). Um den Beitrag eines Fixpunkts von E(s’) zur rechten Seite zu

berechnen, konnen wir X, X7 und die Korrespondenzen durch X 1, X > und C , D ersetzen.

Nach 6.2 und den darauffolgenden Bemerkungen diirfen wir dabei die Zerlegungen
¥1(s), Xa(s), X5(s), X(s) abandern. Weil s’ wesentlich ist, konnen wir annehmen, dag fiir das
in (6.4.2) auftretende y die Zahl p(7y) rational ist. Dann ist 35 (s) = ¥a(s) und folglich diirfen
wir alle Zerlegungen identisch wihlen. Dann hat die Korrespondenz C' die folgende Gestalt.
Falls o ein Kegel aus X(s) ist und z = =,y = z,, die entsprechenden Koordinaten, so ist C

gegeben durch:

(6.6.1) zy =2, yoa=1".

Dabei ist j(y) = §. Die Fixpunkte in E(s’) sind gegeben durch
z=0, y° =y*odery =0,2° = z°.

Sie sind isoliert.

Entsprechende Bemerkungen lassen sich auf die Berechnung von 6(s’) anwenden. Wir
konnen somit annehmen, daf D die Diagonale ist und beide Projektionen von C nach X;
endlich. Weil die duale Korrespondenz (im Sinne von SGA 5, III. 5.1) dieselben lokalen

Beitrdge zur Fixpunktformel liefert, diirfen wir weiterhin annehmen, daf8 o > 6.

Wir wenden das Lemma 6.1 an mit X = S°°(s). Das ist gerechtfertigt, weil @ > ¢ und die
abgeschlossenen Unterschemata C’, C7, C’, von C durch die folgenden Gleichungen definiert

sind:
C’:l’a-ya:x6-y620,

Ci:z% y* =0,

Ch:a? -y’ =0.
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Somit ist der von 6(s’) auf H2(S5%(s),V) induzierte Endomorphismus identisch mit dem
direkt durch die kohomologische Korrespondenz auf S°°(s) definierten Endomorphismus.
Wir ordnen jedem Kegel o aus ¥1(s) die irreduzible Komponente S*° (o) von S*°(s) zu, die

durch z,, = 0 gegeben ist. Dann ist
H?(S%(s),V) = @H*(5%(0), V),

vobei sich die Summe iiber ein volles Reprdsentantensystem von nicht-dquivalenten o er-
streckt. Der Endomorphismus erhélt diese Zerlegung. Essei (o) seine Spurauf H?(S>(c), V).
Die alternierende Summe der Spuren des von der kohomologischen Korrespondenz auf der
Kohomologie H*(S*°(0), V) definierten Endomorphismus kann mit der Lefschetz’schen Fix-
punktformel berechnet werden. Wir bezeichnen mit £(c) die Summe der lokalen Beitrage
zZu
(u, U)E(sf)
E(s")

derjenigen Fixpunkte, die auf S°°(¢) liegen, und fiir die z,, # 0. Hieristz,/ die entsprechende
Koordinate auf dem benachbarten Kegel o’. Es sei #(c) die Summe der lokalen Beitrdge
zur Lefschetz’schen Fixpunktformel auf S°°(o) der Punkte mit z,, # 0. Weil nach 5.5

H'(5°(c),V) = 0, geniigt es folgende Aussagen zu beweisen:
(6.6.2) e(o) =0(o).

(6.6.3) Der Beitrag des Punkts ) = x,» = 0 zur Lefschetz’schen Fixpunktformel auf
5°° (o) ist gleich der Spur auf H° (5 (), V).

Nach Erweiterung des Grundkorpers Q finden wir eine Filtration des Raumes V' mit 1-
dimensionalen Quotienten, die invariant under der Aktion von N (s) und von u(7y) ist. Auf

diese Weise erhalten wir eine Filtration der Garbe V auf X 1
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Der lokale Beitrag ist die Summe der lokalen Beitrdge der graduierten Bestandteile (SGA 5, II,
4.13),

(o) = Z ei(0), 0(0) = Z 0:(c).

Wir wollen zeigen, daf8 die lokalen Beitrdge eines gegebenen Punktes zu ¢;(0) und 6;(o)
tibereinstimmen. Auf dem graduierten Bestandteil operiert y(+y) als Skalar, den wir auf beiden
Seiten fallenlassen. Da die Korrespondenz lokal ein Produkt ist, fiihrt man die Berechnung
auf Kurven zurtick. Weil o > 9§, erhalten wir in einem Fixpunkt mit Koordinanten (z, x,,):

(1) Es sei V;/V;_1 # 0 im Fixpunkt. Die beiden Beitrdge sind §, wenn z,, = 0, z) # 0,
und 62, wenn ) = x, = 0.

(2) Es sei V;/V;_1 = 0 im Fixpunkt. Die beiden Beitrdge sind Null.

Insbesondere sind die Beitrage gleich. Daraus folgt (6.6.2). Fiir die Aussage (6.6.3) benutzt

man noch zusitzlich die in 5.5 durchgefiihrte Berechnung von H?(5% (o), V).
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