
Funktorialьnostь i vzaimnostь1

Robert Lenglends

� oqenь blagodaren Professoru Parxinu i toжe Professoru Lebedevu za
priglaxenie posetitь Institut Matematiqnyh Nauk Imeni Steklova v Moskve
i osobenno za to, qto � dal Kolmogorovskie Lekcii. Kak � uжe napisal v drugom
meste, � oqenь uvaжa� matematika A. N. Kolmogorova.

� takжe pixu po-angliski statь� s takim жe zaglaviem, Functoriality and Reci-
procity. Зta statь� pohoжa na tu statь�, napisannu� otqasti ranьxe otqasti
pozжe, no � hoqu obь�sn�tь to odnu storony temy to drugu� tak, qtoby зti
dve statьi razliqa�ts�. Tem ne menee v obeih � hoqu obъ�snitь stroenie
teorii kotoru� my hotim razvitь, no kotoroi sozdali poka tolьko oblomki.
Kak statь� Functoriality and reciprocity, зta statь� budet ostavatьs� na dolgoe
vrem� predvaritelьnoi. Ostalosь mnogoe, qego � ewë ne ponima�.

Estь dva vida obwih celei: matematiqeskie celi; umstvennye celi. Raz-
umeets�, qto matematika umstvenna� oblastь s eë sobstvennymi cel�mi, ko-
torye tolьko matematiki ponima�t, toqnee l�di s neskolьkimi poznani�mi
matematiki. Tem ne menee, nuжno ocenitь eë celi i dostiжeni� v podhod�wih
ramkah, v qastnosti v istoriqeskih ramkah. � obъ�sn� зto pozжe. � hoqu
sperva obъ�snitь matematiqeskie celi.

Molodomu ili daжe opytnomu qitatelь� nelьz� oжidatь, qto зta statь�
�vl�ets� vvedeneniem v teori� avtomorfnyh predstavlenii. � posv�til mnogo
let avtomorfnymi predstavleni�m i podrobnost�m ih teorii, r�dam Eizen-
steina, peremene bazy, зndoskopii. V зtih lekci�h � predpolaga�, qto зti
teorii znakomy i qto ih razvitie zaverxeno, hot� зto i ne tak. � takжe ne
stara�sь pripominatь zabytye mnoi podrobnosti. � predprinima� drugu�
zadaqu, pon�tь harakter teorii avtomorfnyh predtavlenii, kotoru� my sta-
raems� stroitь, i eë otnoxeni� k arifmetike, geometrii i fizike. Mne kaжec�,
qto vozmoжna� sloжnostь зtih otnoxenii qasto ne pravilьno pon�ta.

Mo� celь zdesь ne stroitь dokazatelьstva, hot� � iwu putь k dokazatelьst-
vam. Daжe v teh qast�h funktorialьnostei i vzaimnostei, v kotoryh utverж-
deni� kotorye my iwem �sno sformulirovany, ih dokazatelьstvam ne tolьko
mnogo let i usili� mnogih matematikov nuжny budut no takжe i postroenie
neskolьkih ne lëgkih dopolnitelьnyh teorii. Naskolьko � mogu, � opisyva�
blagopri�tnye vozmoжnosti. Зto mne kaжets� poleznym. Qitatelь moжet sam
ocenivatь polьzu dl� seb�.

Perva� glava s zaglaviem Osnovnye pon�ti� i neskolьko voprosov vvedenie
ne tolьko v vzaimnostь, no i v funktorialnostь, kotorye mnogie matematiki,
osobenno specialisty teorii qisel, smexiva�t, odnu s drugoi. Budet nuжno
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obъ�snitь raznicu meжdu imi. Specialisty teorii qisel qasto qrezmerno
nahod�ts� pod vl�niem franko-amerkanskoi teorii Artina-Qevalle i nedosta-
toqno znakomy s teoriei predstavleni�, vvedennoi v teorii qisel Dedekindom
i Frobeniusom i razvitoi kak analitiqeska� teori� glavnym obrazom Harix-
Qandra. No ego analitiqeska� teori� nedostatoqna. Ona teori� umerennyh
(po-angliiski tempered) predstavlenii a, kak my uжe znaem iz teorii r�dov
Eizenxteina, neumerennye predstavleni� po�vl��ts� v analitiqeskoi teorii
avtomorfnyh predstavleni�h kak vaжnyi зlement. Nuжno зtogo ne zabyvatь.

V glave Lokalьna� arifmetiqeska� teori� � ne stara�sь obъ�sn�tь vse nere-
xënnye voprosy. Moжno rexatь neskolьko v ramkah teorii umerennyh pred-
stavlenii, no dl� drugih nuжno budet razvitь dopolnitelьnu� teori�.

V glave Formula sleda i funktorialьnostь � stara�sь obъ�sn�tь kak � oжi-
datь issledovatь voprosy funktorialьnostei i vzaimnostei. Nuжno razvitь
teori�, kotora� mnogo trudnee qem teori� cikliqeskoi zameny bazisa ([BC])
polьzu�wa�s� dl� teoremy Ferma i gipotezy Sato-Teita. Dl� зtoi teorii
nuжno budet otvetitь ne tolьko na mnogo analitiqeskih voprosov no takжe na
mnogo trudnyh arifmetiqeskih voprosov. V statьe [ST] � ne starals� rexitь
зti voprosy. Mne kaжets�, qto neskolьko matematikov stara�ts� zanimats�
зtimi voprosami bez nuжnogo prigotovleni�.

V sledu�wei glave Geometriqeska� teori� dl� gruppy GL(1), � hoqu obъ�s-

n�tь geometriqesku� teori� dl� gruppy GL(1) kak sledstvie klassiqeskoi
teorii differentialov nad poverhnosti Rimana no � ewë ne vsë ponima�.
Poslednie glavy � nade�sь pisatь pozжe, no mne nuжno mnogo prigotovleni�.
Dl� glav Obwa� geometriqeska� teori� i p-adiqeska� teori� nuжno budet iz-
uqatь, no dl� glavy Globalьna� arifmetiqeska� vzaimnostь nuжno budet mnogo
razdumyvatь o sposobah i ob utverжdeni�h potomu, qto do sih por nikto ne zan-
imals� vserьëz зtimi voprosami.

Iz зtogo vzgl�da na voprosy kotorye nam nuжno rexitь, my moжem poni-
matь odnu slabostь sovremennoi matematiki, eë specializirovanie. Moжet
bytь, qto зto specialzirovanie sv�zano s sovremennym obwestvennym stroe-
niem professii. Vsemirnoe upotreblenie amerikanskogo �zyka sposobstvuet
i podderжivaet sosredotoqenie mnogih matematikov iz mnogih stran na odnoi
teme.

Teperь uжe ne nuжno ponimatь issledovani� sosedov. Moжno govoritь s
kollegoi iz Kalifornii. Posledovatelьna� ograniqennostь priskorbno. No
utrata matematiki proxlogo, kotora� napisana v �zyke kotoryi seiqas v matem-
atike ne ispolьzovana, na primer nemeckii �zyk, huжe. Po-moemu, зto osobenno
vaжno v teorii avtomorfnyh predstavlenii, dl� kotoryh, na primer, statьi
Dedekinda i Frobeniusa oqenь vaжny. � sam зto tolьko pozdno pon�l. Poter�
vaжnyh qastei nemeckoi matematiki dev�tьnadcatogo veka, osobenno analitiq-
eskih qastei algebraiqeskoi teorii qisla, soprovoжdaet preuveliqennym u-
potrebleniem puqkov. Зto upotreblenie oqenь vygodno i oqenь vaжno, no ono
analitiqeskie metody ne zamen�et.
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Sledovatelьno � oqenь rad, qto �, qtoby zabavl�tьs�, uqils� nemeckoi �zyk.
Mne, kak matematik, oqenь polezno svobodno po-nemecki qitatь. Po takih
priqinah, � hoqu svobodno qitatь i pisatь po-russki. Koneqno, зto toжe vaжno
po literaturnyh i kulьturnyh priqinah. � uжe staryi qelovek, no tem ne
menee � oqenь blagodaren za priglaxenie posetitь Moskvu i za vozmoжnostь
nemnoжko luqxe poznakomitьs� s russkim �zykom.

Mne kaжets� qto � dolжen toжe obъ�snitь moi vybor temy i daжe izvinitь-
s�. Kak � skazal, � uжe dovolьno poжiloi i � provodil mnogo vremeni s
teoriei predstavlenii, razmernostь kotoryh obyqno beskoneqna, i algebraiq-
eskoi teorii qisel, kotorye soedin��ts� v teorii avtomorfnyh predstavlenii.
Hot� teori� predstavlenii s beskoneqnoi razmernostei byla v naqale glavnym
obrazom tema moskovskih matematikov, segodn� зto ne tak. S drugoi storony,
estь v Moskve mnogo vaжnyh matematikov, kotorye zanima�ts� algebraiqeskoi
teoriei qisel. Tem ne menee, moжet bytь qto зta tema takжe ne prigodna dl�
kolmogorovskih lekcii. Odnako, daжe esli � znal by, qto � dal takie lekcii, �
vybral by tu жe temu, funktorialьnostь i vzaimnostь. Hot�, vopreki mnogam
usili�m, mne ne udalosь mnogo dokazatь, mne kaжets�, qto � seiqas luqxe pon-
ima� to, qto nuжno dokazatь v зtoi oblasti i kak pristupatь k зtim voprosam.
Dl� men� oqenь vaжno obъ�snitь зto preжde qem slixkom pozdno.

� hotel by napisatь neqto pohoжee dl� renormalizacii i perkolacii, qto
bylo by podhod�wee dl� kolmogorovskih lekcii, no зto byl by trudnee, daжe
slixkom trudno dl� men�. Vozmoжno qto � udams� napisatь neqto skromnoe, no
tolьko pozжe i tolьko posle mnogo prigotovleni�.

I. Osnovnye pon�ti� i neskolьko voprosov

Dl� matematikov slovo “vzaimnostь” preжde vsego oznaqaet “kvadratiqnu�
vzaimnostь”. Kvadratiqeskii zakon vzaimnosti byl otkryt v vosemnadcatom
veke Зilerom, issledovan Leжandrom i dokazan Gaussom. Posle Gaussa v de-
v�tnadcatom i naqale dvadcatogo vekah зto pon�tie bylo razvito kak qastь
teorii polei klassov. S зtim razvitiem matematiqeskii smysl slova vzaim-
nostь izmenils�. Зto izmenenie prodolжaets�. V зtih lekci�h � obъ�sn� ego
sovremennoe bolee xirokoe znaqenie v teorii avtomorfnyh predstavlenii. S-
mysl slova funktorialьnostь v зtoi teorii i obyqnyi kategoriqeskii smysl
toжe razliqny. V teorii kategorii funktorialьnostь formalьnoe svoistvo.
V teorii predstavlenii, зto ne tak. Eë dokazatelьstvo sama� trudna� qastь
teorii s samymi vaжnymi sledstvami. My ewë iwem obwee dokazatelьstvo. �
obъ�sn� toжe gde i kak � oжida� ego naiti, naskolьko moi idei uжe �sny.

Estь neskolьko otdelьnyh teorii, kaжda� iz kotoryh sootvetsvuet vyboru
osnovnogo pol�. Зto pole moжet bytь globalьnym ili lokalьnym. Estь tri
roda globalьnyh polei F i sootvetstvu�wih lokalьnyh polei Fv: (1) koneqnoe
algebraiqeskoe qislovoe pole; (2) funkcionalьnoe pole odnoi peremennoi nad
koneqnym polem; (3) funkcionalьnoe pole odnoi peremennoi nad polem C. Vsego
estь xestь raznyh teorii, hot� kaжda� lokalьna� teori� sootvetstvuet odnoi
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globalьnoi. Dl� algebraiqeskyh qislovyh polei ili funkcionalьnyh polei
odnoi peremennoi nad koneqnym polem lokalьna� teori� teori� predstavleni�h
grupp G(Fv). Globalьna� teori� teori� avtomorfnyh predstavlenii. My qasto
upom�nem зti teorii, osobenno globalьnye teorii, kak arifmetiqeskie teorii.
Tretь� globalьna� teori� - geometriqeska� teori�. Dl� eë lokalьna� teori�
malo razvita. U vtoroi i tretьei teorii estь neskolьko obwih svoistv.

Dl� vseh зtih teorii neobhodimo ewë odna sostavna� qastь. Зta reduktiv-
na� algebraiqeska� gruppa G nad polem F , kotoroe moжet bytь lokalьno ili
globalьno. K зtoi gruppe prisoedin�em gruppu LG nad polem C. � ne hoqu da-
vatь zdesь opredelenie зtoi gruppy. Teori� L-gruppy obъ�snena v [BC]. Esli
G = GL(n), LG = GL(n,C); esli G = SL(n), LG = PGL(n,C); esli G = PGL(n),
LG = SL(n,C). Voobwe LG gruppa kompleksnyh toqek reduktivnoi algebraiq-

eskoi gruppy nad C, kotora� moжet bytь nesv�znoi. Esli Ĝ eë svazna� kom-
ponenta, estь takoe koneqnoe rasxirenie Galua K ot F i takoi gomomorfizm
LG→ Gal(K/F ), qto posledovatelьnostь

{1} → Ĝ→ LG→ Gal(K/F )→ {1}

toqna. My moжem vsegda polьzovatьs� kommutativnoi diagramoi

{1} −−−−→ Ĝ −−−−→ LGL −−−−→ Gal(L/F ) −−−−→ {1}




y





y





y





y





y

{1} −−−−→ Ĝ −−−−→ LGK −−−−→ Gal(K/F ) −−−−→ {1}

qtoby zamenitь K koneqnym rasxireniem Galua L ⊃ K pol� F . Gruppa LG
moжet bytь ili LGK ili LGL. Vybor зtogo pol� zavisit ot rassmatrivaennogo
voprosa.

Voobwe vzaimnostь dl� arifmetiqeskoi teorii pokazyvaets� kak otnoxeniem
ili sv�zь� meжdu arifmetiqeskoi algebraiqeskoi geometriei i avtomorfnymi
predstavleni�mi. Soglasno s principami Grotendika [?,?,DM] зto otnoxenie
vyraжaets� s pomowь� motivov i s kategorii Tannaki. Kak � budu obъ�sn�tь,
mne kaжets�, qto pon�tie motiva ewë ne opredel�no v nuжnom nam vide. Sle-
dovatelьno � ne hoqu polьzovatьs� toqnym opredeleniem ni motiva ni kate-
gori� Tannak. � govor� o poddelьnyh kategori�h Tannaki. Podobno kategorii
predstavlenii grupp, v зtih kategori�h estь summy i proizvedeni�, no davatь
toqnoe opredelenie zdesь � ne hoqu i ne mogu.

Bybira� pole F , kotoroe moжet bytь globalьnym arifmetiqeskim polem,
harakteristika kotorogo ravna nulь ili prostomu qisly p, libo geometriq-
eskim polem, ili odnim iz sootvetstvennyh lokalьnyh polei, dl� kaжdoi re-
duktivnoi gruppy G nad F my moжem vvoditь libo teori� predstavlenii G(F ),
esli F lokalьno, libo teori� avtomorfnyh predstavlenii G(AF ), esli F glob-
alьno. My obsudim pozжe opredelenie predstavlenii nad lokalьnymi i glob-
alьnymi geometriqeskimi pol�mi.
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Funktorialьnostь i prostoi vid vzaimnosti byli vvesëny odnovremenno v
1967 godu v sv�zi s aftomorfnymi L-funkci�mi, no ih smysl i sledstvi�
tolьko medlenno priznavalisь. Na primer, nuжno bylo sperva priznatь raz-
nicu meжdu sopr�жeniem i stabilьnym sopr�жeniem i meжdu harakterami i
stabilьnymi harakterami. Harakter, kak on byl vvedën Dedekindom i Frobe-
niusom, estь funkci� klassov sopr�жënnyh зlementov a stabilьnyi harakter
— зto funkci� klassov stabilьno sopr�жënnyh зlementov. Esli F lokalьnoe
ili globalьnoe pole, to dva зlementy g1 i g2 iz G(F ) stabilьno sopr�жëny esli
estь takoe g ∈ G(F̄ sep), qto g2 = g−1g1g. Neprivodimye stabilьnye haraktery
χst takie koneqnye summy harakterov

(1) χst = χπst =
∑

πst

aπχπ , aπ 6= 0 ∈ C,

gde mnoжestvo πst L-paket. Teori� stabilьnyh harakterov �vl�ets� qastei
teorii зndoskopii, no зta teori�, v kotoroi nuжna znamenita� fundamentalь-
na� lemma, ewë ne vpolne razvita. V qastnosti, pon�tie L-paketa ne vpolne
opredelennym. Poka estь tolьko neskolьko primerov, no i oni oqenь interesny.
Tem ne menee, nuжno ponimatь, qto daжe dl� lokalьnoi teorii nad polem R estь
voprosy, na kotorye my do sih por ne imeem otveta.

Kak sledstvie teorii зndoskopii funktorialьnostь vyraжaets� v ramkah k-
vazi-raswepimyh grupp i stabilьnyh harakterov. No nelьz� zabyvatь, qto ob-
wei teorii poka net i qto зta teori� budet obladatь neskolьko neoжidannymi
svoistvami ([ABV]).

Pustь H i G dve kvazi-raswepimyh gruppy i

(2)

LHL
LGL

Gal(L/F )

φ
//

''OOOOOOO

wwooooooo

kommutativna� diagramma. Takoe φ nazyvaets� dopustimym. Koneqno φ —
зto algebraiqeskii gomomorfizm algebraiqeskyh grupp. Soglasno lokalьnoi
i globalьnoi teori�m, kotorye my hotim razvitь, зtoi diagramme sootvetst-
vuet otobraжenie φΠ : πst

H 7→ πst
G, kotoroe pripisyvaet L-paket πst

G predstav-
lenii G k L-paket πst

H predstavlenii H. � budu obъ�sn�tь v зtih lekci�h kak
my nadeems� delatь зto globalьno s pomowei formuly sleda. Lokalьno nad
pol�mi R i C зta zadaqa qastiqno rexena v ramkah teorii Harix-Qandra,
no зto moжno tolьko dl� umerennyh predstavlenii. Dl� neumerennyh pred-
stavlenii iz klassa Artura obwee teori� nuжna. My ewë nikak ne poni-
maem obwei lokalьnoi teorii nad nearhimedovymi pol�mi. V зtih lekci�h
nuжno budet obsuditь nedostatoqnostь lokalьnoi teorii. � podqërkiva�, qto
lokalьna� teori� lëgqe qem globalьna� teori�! V sledu�wei glave � obь�sn�
lokalьnye trudnosti i v tretьei glave � predlaga� qrezvyqaino sloжnyi i
trudnyi metod dl� postroeni� globalьnoi teorii funktorialnosti.
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Predpoloжim, qto u nas estь taka� lokalьna� ili globalьna� teori�. Togda
my moжem vvesti poddelьnye kategorii Tannaki sv�zannye so stabilьnymi glo-
balьnymi ili lokalьnymi L-paketami. � predlaga� postroenie sledu�wego
vida. Nuжno odnako toжe podqerknutь, qto � opisyva� vozmoжnye sledstvi�
trudnyh issledovanii, kotorye stanut zadaqami dl� mnogih matematikov.

Nam ne nuжna kategori�, kotora� soderжit v sebe vse vozmoжnosti. Dl�
kaжdogo voprosa, nam nuжno rassmotretь tolьko koneqnoe qislo stabilьnyh L-
paketov. Зti pakety opredelëny voprosam. Pustь oni budut πst

1 , . . . , π
st
n , gde π

st
i

— L-paket dl� kvazi-raswepimoi gruppy Gi. S kaжdoi iz зtih grupp sv�zana
L-gruppa LGi = Ĝi ⋊ Gal(K/F ). Pustь

φi : LGi → GL(ni,C)×Gal(K/F )

dopustimoe algebraiqeskoe vloжenie. Pustь G =
∏

Gi. Togda

LG =
∏

Gal(K/F )

LGi = Ĝ⋊ Gal(K/F ), Ĝ =
∏

i

Ĝi,

i vloжeni� φi opredel��t vloжenie φG : LG → GL(n,C) × Gal(K/F ). Gruppa
GL(n,C)×Gal(K/F ) зto L-gruppa dl� GL(n). Mnoжestvo predstavlenii ⊗n

i=1πi,
πi ∈ π

st
i opredel�et L-paket πst

G dl� gruppy G. Soglasno funktorialьnosti L-
paket πst

G i gomomorfizm φG opredel��t L-paket π dl� GL(n). Potom nam nuжno
budet polьzovatьs� ide�mi iz [LP] qtoby dokazatь, qto estь taka� gruppa H
samoi maloi razmernosti, vloжenie φH : LH → GL(n,C) × Gal(K/F ) i takoi
L-paket πst

H , qto obrazom paketa πst
H budet paket π. Togda kategori� Tannaki,

kotoru� my moжem ispolьzovatь, зto kategori� predstavlenii gruppy LH. Зto
opisanie netoqno, no � hoqu podqerknutь, qto my ne moжem formulirovatь
vzaimnostь bez зtih poddelьnyh kategorii Tannaki ili bez funktorialьnosti.

Esli my posmotraem bolьxee mnoжestvo stabilьnyh predstavlenii,

πst
1 , . . . , πi, π

st
i+1, . . . , π

st
j

togda my poluqaem LH ′ → GL(n′,C), n′ ≥ n, i gomomorfizmu LH ′ → LH. Kate-
gori� predstavlenie gruppy LH podkategori� kategorii predstavlenii gruppy
LH ′. Esli hotim, my moжem proiti k obratnomu predelu, no зto ne polezno.

Dl� xesti rodov polei estь ne tolьko teori� predstavlenii, kotoru� my
nazyvaem aftomorfoi teoriei ili prosto teoriei predstavlenii, estь takжe
motivna� teori�. Nam nuжno pon�tь dl� vseh rodov polei qto takoe, “mo-
tiv”y i qto takoe “vzaimnostь”. Samye prostye sluqai vstreqa�ts� esli
F lokalьnoe arifmetiqeckoe pole. No i зti sluqai qasto ploho obъ�sneny.
My hotim razvitь teori�, kotora� predstavit analitiqeskoe, arifmetiqeskoe
i geometriqeskoe kak sv�znye pon�ti�. V takom razvitii, nuжno predvidetь
mnogo trudnostei, lokalьnyh i globalьnyh. � sam do sih por ne osoznal ih
vse. Зti trudnosti �sno vidny, kogda my staraems� opisyvatь vzaimnostь, no
oni okazalisь ewë ranьxe v teorii r�dov Зizenxteina i formuly sleda.
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V зtih lekci�h vzaimnostь po�vl�ets� kak sravnenie dvuh poddelьnyh kate-
gorii Tannaki. Dl� lokalьnogo arifmetiqeskogo pol� odna iz зtih kategorii
зto kategori� predstavlenii reduktivnyh grupp G(F ), suwestvovanie kotoroi
- sledstvie funktorialnostei. No nam nuжno ponimatь ne tolьko kakimi pred-
stavleni�mi polьzovatьs� no takжe smysl funktorialnostei. Зti predstav-
leni� dolжny bytь neprivodimymi i my ispolьzuem pon�tie зkvivalentnosti,
kotoroe podhod�we dl� зtih teorii. Зto pon�tie znakomo iz issledovanii
Harix-Qandra i drugih matematikov. Moжno, na primer, rassmatrivatь teo-
ri� vseh neprivodimyh predstavleni�i. Hot� зta teori� dl� geometriqeskih i
analitiqeskih celei menee polezna, qem teori� nekotoryh unitarnyh klassov,
ona qasto vstretaets�. My moжem toжe rassmatrivatь vse unitarnye pred-
stavleni�, no, po-moemu, vozmoжno qto dl� зtogo klassa net ni teorii vzaim-
nostei ni funktorialьnostei. Tem ne menee, dl� unitarnyh predstavlenii estь
bolьxe odnoi teorii, no зti teorii dl� dvuh specialьnyh klassov unitarnyh
predstavlenii. Pervyi iz зtih klass umerennyh predstavlenii, kotoryi vvël
Harix-Qandra. Oni vaжny takжe dl� lokalьnoi formuly Planxerel�. Vto-
roi klass predstavlenii soderжit umerennye predstavleni� i predstavleni�
kak trivialьnoe predstavlenie, kotorye nuжny dl� teorii avtomorfnyh form.
Зtot klass predstavlenii �vl�ets� v teorii r�dov Зizenxnatei a byl for-
malьno opredelen i vveden Arturom [A1,A2] pozжe i rassmotren v knige [ABV]
dl� pol� R i C. My moжem nazyvatь ego klassom Artura. Daжe nad pol�mi
R i C, teori� зtogo klassa ewë nepolna no kniga [ABC] soderжit mnogo ubedi-
telьnyh teorem.

My opixëm pozжe trudnosti, kotorye nuжno preodoletь qtoby vpolne soz-
datь lokalьnu� teori� umerennyh predstavlenii i qtoby naqatь stroitь pred-
stavlenii klassa Artura. Dl� зtih dvuh klassov predstavlenii nuжno toжe
sozdatь teori� funktorialьnosti. Kak my obъ�snili, localьno kak globalь,
suwestvo kategorii Tannaki sledstvie funktorialnosti, no lokalьno my oжi-
daem, qto vozmoжno opisatь зti kategorii konkretno. Obyqno зto opisanie kak
kategori� predstavleni� gruppy. Nuжno datь gruppu. Globalьno nevozmoжno
datь зti gruppy konkretno.

Estь uжe predpoloжeni� o poddelьnyh kategori�h Tannaki sv�zannyh lokalь-
nymi teori�mi. Dl� umerennyh predstavlenii nad polem F = R,C зta kat-
egori� (nepreryvnyh koneqnomernyh vpolne privodimyh kompleksnyh— зti
uslovi� � ne budu povtor�tь) predstavlenii gruppy Veil� WF a dl� pred-
stavlenii klassa Artura nad temi жe pol�mi зta kategori� predstavlenii
rasxirennoi gruppy Veil� WF = WAF = SL(2,C) × WF . Esli F = Fv near-
himedovo lokalьnoe pole зti dve gruppy zamenennye WF = SL(2,C) × WF i
dvaжdy rasxirennoi WAF = SL(2,C)× SL(2,C)×WF .

My budem rassmatrivatь gomomorfizmy σ gruppi WF , WAF = WF ili WAF

v LG. Nad podgruppoi SL(2,C) ili nad podgruppoi SL(2,C)×SL(2,C) зti pred-
stavleni� budut algebraiqeskimi. My moжem takжe trebovatь, kak qasto de-
laets�, qto obraz WF otnositelьno kompaktnyi. Takim obrazom my poluqaem
dl� lokalьno avtomorfnoi (ili teoretiko-predstavlennoi) teorii neskolьko
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poddelennyh kategorii Tannaki.
Dl� vzaimnosti nuжny dve sootvetstvu�wie poddelьnye kategorii, odna dl�

avtomorfnoi teorii, odna dl� motivnoi teorii. Obe dolжny bytь kategori�mi
Tannaki, kotorye sv�zany s vektornymi prostranstvami nad odnim i tem жe
polem. (� ne budu vsë vrem� pribavl�tь im� prilagatelьnoe “poddelьnyi”,
znaqenie kotorogo tolьko v tom, qto � ne zna� kak toqno opredelitь takie kat-
egorii.) Dl� lokalьnyh arifmetiqeskih polei avtomorfna� (ili teoretiko-
predstavlenqeska�) kategori� - kategori� vektornyh prostranstv nad C no esli
F nearhimedovo, to motivna� kategori� зto kategori� nad Qℓ ili Q̄ℓ. Зto
nuжno obъ�snitь. Nuжno takжe obъ�snitь kakoe otnoxenie moжet imetь odna
зtih kategorii k drugoi. K tomu жe, neobhodimo pon�tь poqemu estь stolьko
rodov avtomorfnyh i motivnyh kategorii. Poka na mnogie voprosy otveta net.
Dl� vzaimnosti, estь dva rukovod�wih soobraжeni�: ravenstvo L-funkcii i
lokalьna�/globalьna� sovmestnostь.

Snaqala, rassmotrim arhimedovo pole F . Togda opredelenie motivnoi kat-
egorii sostoit v tom, qto ona �vl�ets� kategoriei kompleksnyh predstavlenii
gruppy WF ili gruppy WF . Soglasno predloжeni� зto toжe lokalьna� av-
tomorfna� kategori�. Sledovatelьno dl� arhimedovogo pol� vzaimnostь vy-
raжaets� kak izomorfizm kategoriei Tannaki nad tem жe samim polem C. No
estь ne menьxe qetyreh vozmoжnyh avtomorfnyh kategorii: (i) kategori� soot-
stvu�wa� mnoжestvu vseh neprivodimyh predstavlenii; (ii) kategori� soot-
stvu�wa� mnoжestvu vseh neprivodimyh unitarnyh predstavlenii; (iii) kate-
gori� sootstvu�wa� mnoжestvu vseh umerennyh neprivodimyh predstavlenii;
(iv) kategori� sootstvu�wa� mnoжestvu vseh parametrov (ili predstavlenii)
Artura. Зti kategorii gipotetiqeskie, potomu qto oni suwestvu�t tolьko
esli dokazana funktorialnostь dl� sootvetstvu�wego klassa predstavlenii.
Kak � uжe obъ�snil, mne kaжets�, qto зto nepravdopodobno dl� vtorogo klassa,
a imenno dl� klassa vseh unitarnyh predstavlenii. Pribavl� takжe, qto
teori� parametrov i predstavlenii Artura nahodits� v oqenь rannei stadii
razviti�.

My vernëms� k зtoi teme pozжe v otdelьnoi glave, a seiqas my rassmotrim
samyi prostoi primer. Pustь gruppa G budet GL(2, F ) tak, qto LG = GL(2,C).
Parametry dl� (stabilьnyh klassov) predstavlenii pervogo roda sutь gomor-
fizmy ψ : WF →

LG; parametry dl� umerennyh predstavlenii зto te gomor-
fizmy, dl� kotoryh obraz otnositelьno kompakten. Predstavleni� qetvërtogo
roda �vl��ts� obъedineniem dvuh klassov: klassa vseh umerennyh neprivo-
dimyh predstavlenii i malenьkogo klassa teh predstavlenii, razmernostь ko-
toryh ravna 1. Parametr Artura predstavleni� π pervogo klassa

ϕ = σ × ψ : s× w ∈ SL(2,C)×WF 7→

(

1 0
0 1

)

× ψ(w) ∈ GL(2,C),

gde ψ : WF → GL(2,C) - parametr predstavleni� π. Esli razmernostь π ravna
1, to π(g) = χ(det g), gde χ - harakter gruppy F×

v ili gruppy WF . Parametr
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Artura predstavleni� π raven

(3) σ × ψ : s× w ∈ SL(2,C)×WF 7→ χ(w)s.

Voobwe v parametre Artura vtoroi somnoжitelь ψ otnositelьno kompakten.
Itak, harakter χ unitaren. Sledovatelьno predstavlenie π toжe unitarno.
Odnako ono ne umerenno.

Koneqno predstavlenie qetvërtogo roda �vl�ets� predstavleniem takжe i
pervogo roda, no u nego estь edinstvenna� L-funkci�, hot� opredeleni� dl�
dvuh rodov razliqny. Dl� parametra (3) lokalьna� L-funkci� imeet vid:

Lv(s, π, ρ) = Lv(s− 1/2, χ)Lv(s+ 1/2, χ),

gde ρ - opredel��woe (ili tavtologiqeskoe) predstavlenie L-gruppy LG =
GL(2,C), to estь

ρ :

(

a b
c d

)

→

(

a b
c d

)

.

Kak predstavlenie roda (i) parametr predstavleni� imeet vid:

w 7→

(

χ1(w) 0
0 χ2(w)

)

,

gde χ1(w) = |x|1/2χ(w), χ2(w) = |x|−1/2χ(w), esli x зto obraz зlementa w pri
gomomorfizme W → F×. L-funkci� sootvetstvu�wa� зtomu parametru i pred-
stavleni� ρ budet ravna:

Lv(s, π, ρ) = Lv(s, χ1)Lv(s, χ2).

Зti dve funkcii ravny.
Deistvitelьno, dl� lokalьnyh arhimedovyh polei vtoroi parametr izlixen,

esli my ne razliqaem umerennye predstavleni� ot neumerennyh. Dopolni-
telьnyi parametr icpolьzuets� v ramkah lokalьnoi/globalьnoi teorii i ih
otnoxeni�. Dl� lokalьnoi teorii nearhimedovyh polei odin iz dvuh dopol-
nitelьnyh somnoжitelei toжe izlixen v зtom smysle no odin neobhodim. Dl�
gruppy GL(2) specialьnye predstavleni� umerenny i ih parametry da�ts�
formuloi (3), no znaqenie σ dl� specialьnyh predstavlenii otliqaets� ot
znaqeni� dl� odnomernyh predstavlenii, kotorye neumerenny. Parametr odno-
mernogo predstavleni� raven

σ1 × σ2 × ψ : s1 × s2 × w 7→ s1 ·

(

1 0
0 1

)

· χ(w);

parametr specialьnogo predstavleni� raven

σ1 × σ2 × ψ : s1 × s2 × w 7→

(

1 0
0 1

)

· s2 · χ(w).
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Pered tem, kak rassmotretь sootnoxenie meжdu lokalьnymi i globalьnymi pa-
rametrami, rassmatrim sootnoxenie meжdu lokalьnymi avtomorfnymi parame-
trami i lokalьnymi motivnymi parametrami. Nam budet nuжno razliqatь per-
vyi dopolnitelьnyi parametr σ1, parametr Artura, ot vtorogo parametra σ2,
kotoryi po�vl�ets� uжe v teorii umerennyh predstavlenii.

Moжno predpoloжitь, qto dl� nearhimedovogo pol� estь odna lokalьna� mo-
tivna� kategori� i qto зta kategori� ℓ-adiqeskih predstavlenii. Takie pred-
stavleni� opisany v [T]. Pustь ℓ ne ravno harakteristike pol� vyqetov, ℓ 6= p.
Teori� p-adiqeskih predstavlenii oqenь vaжna, no my ne budem rassmatryvatь
eë v зtoi statьe. � sam eë ewë ploho ponima�.

V statьe [T] podstanovka Frobeniusa зto takoi зlement Φ v gruppe Galua, qto
Φ−1(x) = xq nad polem vyqetov, soderжaewim q зlementov. Togda moжno pisatь
kaжdyi qlen gruppy Galua kak proizvedenie Φnι, gde ι qlen gruppy inercii.
Estь gomomorfizm gruppy inercii na

∏

ℓ6=p Zl perevod�wii σ b
∏

tl(σ). V statьe

[T] vvedëno pon�tie ℓ-adiqeskogo WD-predstavleni� ili predstavleni� gruppy
Veil�-Delin� (WD ili WDF ) na koneqnomernom ℓ-adiqeskom vektornom pros-
transtve. Naskolьko � ponima�, ne nuжno vvesti taku� gruppu, nuжno tolьko
vvesti eë predstavleni�, potomu qto takoe predstavlenie зto tolьko taka� para
(r,N), qto N nilьpotentnoe lineinoe preobrazovanie koneqnomernogo prostran-
stva V nad Q̄ℓ i r predstavlenie gruppy WF , �dro kotorogo otkrytno v WF .
Sverh togo, predpoloжim, qto dl� kaжdoi podstanovki Frobeniusa,

(4) r(Φ)Nr(Φ−1) = q−1N.

Qita� opisanie зtih par v statьe [T], � pon�l qto my moжem predpolagatь,
qto vypolneny nekotorye razliqnye dopolitelьnye uslovi�. My moжem, na
primer, predpolagatь qto obraz зtogo predstavleni� r otnositelьno kompakten.
My skaжem togda, qto predstavlenie WD-gruppy kompaktno. My moжem takжe
predpolagatь, qto ego zamykanie v topologii Zariskogo reduktivno. Soglasno
pervym stranicam statьi [T], kaжdoe predstavlenie WD-gruppy, obraz kotorogo
otnositelьno kompakten ili ne otnositelьno kompakten, opredel�et takoe ℓ-
adiqeskoe predstavlenie ρ gruppy GalF , qto

(5) ρ : Φnι 7→ r(Φnι) exp(tl(ι)N),

gde ι - зlement gruppy inercii. Znaqit, estь зkvivalentnostь meжdu ℓ-adiqesk-
imi predstavleni�mi, obraz kotoryh otnositelьno kompakten, i kompaktnymi
predstavleni�mi WD-gruppy.

� privleka� vnimanie qitatel� k neskolьkim osobennost�m izloжeni� v [T].
Snaqala, kak � uжe zametil, opredelëna ne sama WD-gruppa, a tolьko pred-
stavleni� WD-gruppy. Hot� estь vozmoжnostь zamenitь predstavlenie WD-
gruppy predstavleniem зtoi жe gruppy, kotoroe poluprosto v tomsmysle, qto
obraz podstanovki Frobeniusa poluprost, зto uslovie ne bylo sformulirovano
�vno. Mne kaжets� qto luqxe ego vvesti i, takim obrazom, trebovatь, qtoby
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zamykanie Gr obraza predstavleni� r v topologii Zariskogo bylo reduktiv-
nym. Sledovatelьno, my polьzuems� kanoniqeskym poluprostym vidom pred-
stavleni�.

Hot� obъ�sneni� v [T] dovolьno prozraqny, � hoqu dobavitь neskolьko slov.
Ograniqenie predstavleni� r na gruppu inercii �vl�ets� predstavleniem ko-
neqnogo faktora зtoi gruppy. Sledovatelьno, esli Φ - podstanovki Frobe-
niusa, to estь takoe m ∈ Z, qto r(Φmι) = r(ιΦm), dl� vseh ι v gruppe inercii.
No esli r(Φ) ravno ΦssΦun = ΦunΦss, gde Φss poluprostoe i Φun unipotentnoe,
togda

Φm
ssr(ι) = r(ι)Φm

ss , Φm
unr(ι) = r(ι)Φm

un.

Iz vtorogo uravneni� my zakl�qaem, qto r(ι)Φun = Φunr(ι). Sledovatelьno, my
moжem opredelitь novoe predstavlenie rss, dl� kotorogo rss(ι) = r(ι), esli ι v
gruppe inercii, i rss(Φ) = Φss. Predstavlenie rss зto kanoniqeskii poluprostyi
vid predstavleni� r. Po-moemu зto predstavlenie tolьko predstavlenie gruppy
Veila. Moжno qto ono ne �vl�ets� predstavleniem gruppy Galua.

My moжem takжe zamenitь gomomorfizm r gomomorfizmom WD-gruppy v L-
gruppu LG, no nad polem Qℓ ili Q̄ℓ, to estь zamenitь GL(n) gruppu gruppoi
LG. Зto kaжets� mne nenuжnym. Tem ne menee, � opixu sledu�wee postroenie
v takom obwem vide. � predpolaga� qto r poluprosto ili qto ego zamknu-
tostь v topologii Zariskogo reduktivna. Takie predpoloжeni� vvedeny dl�
formalьnoi �snosti.

� hoqu ispolьzovatь teoremu Dжekobsona-Morozova v tom vide, v kotorom
ona izloжena v knige [K2], no ne tolьko nad polem C, a takжe i nad polem Q̄ℓ.
Pustь N nilьpotentnyi зlement v algebre Li Lg reduktivnoi gruppy LG. Togda
suwestvuet takoi H ∈ adN(g), qto [H,N ] = 2N . K tomu жe, dl� kaжdogo takogo
H, naidets� edinstvennoe N ′, qto [H,N ′] = 2N ′, [N,N ′] = H. Sledovatelьno,
algebra s = {N ′, H,N} izomorfna algebre sl(2). Pustь σ izomorfizm

σ :

(

0 1
0 0

)

7→ N,

(

1 0
0 −1

)

7→ H,

(

0 0
1 0

)

7→ N ′.etsya

gruppy sl(2) s gruppoi s.
Soglasno uravneni� (4), estь takoi harakter χ gruppy GalF , qto

r(ι)Nr(ι)−1 = χ(ι)N, ∀g ∈ GalF .

Na gruppe inercii χ(ι) = 1
Pustь h - centralizator obraza gruppy inercii v algebre Li Lg gruppy LG.

My primenim teoremu Dжekobsona-Morozova k algebre h vmeste s зlementom N .
Зtot зlement nahodits� v h. Pustь H - centralizator obraza gruppy inerc-
ii v LG i S podgruppa gruppy H, kotora� sootvetstvuet algebre s. Gruppa
S soderжit odnomernu� podgruppu, algebra Li kotoroi soderжit H, i зta
podgruppa soderжit takoe P , qto Ad(P )(N) = q−1N , P = q−H/2. Pustь dl� ι v
gruppe inercii

r1(Φ
nι) = P−nr(Φnι).
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Mnoжestvo {Φnι} ravno gruppe Veila i r1 �vl�ets� predstavleniem зtoi gruppy.
Esli ι qlen gruppy inercii, to r1(ι) = r(ι) i

Ad(r1(ι))N = N, Ad(r1(ι))H = H, Ad(r1(ι))N
′ = N ′.

Bolee togo,

Ad(r1(Φ))N = N, Ad(r1(Φ))H = H.

Poзtomu Ad(r1(Φ)N ′ udovletvor�et uslovi�m teoremy Dжekobsona-Morozova i
Ad(r1(Φ))N ′ = N ′. Sledovatelьno, my moжem ispolьzovatь v kaqestve pred-
stavleni� WD-gruppy predstavlenie (σ, ψ), gde ψ - ograniqenie predstavleni�
r1, rasxirennoi gruppy Veila. � predpoqita� зto.

Esli dano vloжenie Q̄ℓ →֒ C, togda ne tolьko N i ψ, kotoroe ograniqenie
predstavleni� r1 na gruppu Veila, no takжe i podgruppa S gruppy Artura
opredelëny nad C. Nad C, gomomorfizm σ × ψ зto parametr v smysle (3).
Sledovatelьno, predstavlenie gruppy Veil�-Delina daët parametr Artura, no
vozmoжno, obraz зtogo parametra ne otnositelьno kompaktnym v C, daжe esli
ego obraz otnositelьno kompakten v Q̄ℓ.

Mne kaжets�, qto dl� lokalьnoi vzaimnosti estь dve vozmoжnosti. My
moжem sperva, v motivoi kategorii, priznavatь predstavleni� WD-gruppy nad
Qℓ daжe takie predstavleni� dl� kotoryh obraz gomomorfizma ψ ne otnosi-
telьno kompaktny. Sledovatelь my moжem dopustitь v lokalьnoi avtomorfnoi
kategorii v kaqestve parametrov i takie gomomorfizmy σ × ψ rasxirennoi
gruppy Veil� dl� kotoryh obraz ψ nad C moжet ne bytь otnositelьno kom-
paktnyi. Drugimi slovami, my polьzuems� parametry Lenglendsa vseh pred-
stavlenim. Poka dl� obwei gruppy G nad nearhimedovym polem takoi teorii
net. Odnako taka� teori� obosnovana dl� gruppy GL(n) v [HT].

Teori� parametrov Lenglendsa, daжe dl� nearhimedovyh polei sledstvie
teori� Harix-Qandra ([Si]). Зta teori� soderжit ne tolьko teori� umeren-
nyh predstavlenii no takжe mnogo drugyh osnovyh teorem, dokazannyh Harix-
Qandra. Tem ne menee klassifikaci� Lenglendsa, v osnovom, sledstvie teorii
umerennyh prestavlenii, osobenno teori� umerennyh kaspidalьnyh predstav-
lenii, to estь teori� vzaimnosti dl� ih. Po-moemu, klassifikaci� predstav-
lenii kotorye vvël Artur, no kotorye my ewe ne obъ�snili, nuжdaets� v novyh
soobraжeni�h.

No preжde qem my rassmatrivaem voprosy podnënnye Arturom, my vozvraw-
aems� k voprosam ob otnoxenii meжdu predstavleni�mi algebraiqeskih grupp
i ℓ-adiqeskimi predstaveni�mi, itak k lokalьnoi vzaimnosti. Odna iz celei
зtih lekcii ponimatь, qego my oжidaem ot vzaimnostei. Estь ne menьxe dvuh
vidov vzaimnostei. My uжe opisyvali odin vid.

Qtoby opisyvatь vtoroi vid ℓ-adiqeskih ili kompleksnyh predstavlenii
rasxirennoi gruppy Veila. My fiksiruem vloжeni� Q̄ →֒ C i Q̄ →֒ Qℓ. Opre-
deleni� budut nezavisimy ot зtih vyborov. V mnoжestve Q̄, estь podmnoжestvo,
S1, teh qislah α ∈ Q̄ tak, qto dl� kaжdogo sopr�жennogo qisla β, |β| = 1.
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Rassmatrivaem parametr (σ, ψ) nad C ili nad Q̄ℓ. Mne kaжets�, qto moжno
predpolagatь sperva, qto, dl� kaжdogo predstavleni� ρ gruppu LG i kaжdogo
w ∈ WF , sobstvennye znaqenie preobrazovani� ρ(ψ(w)) soderжany v Q̄. My
moжem trebovatь qto estь takoi gomomorfizm

(6) ξ : GL(1)→ LG,

qto

(i) obraz ξ kommutatiruet s obrazom gomorfizma σ i obrazom gomorfizma ψ;

(ii) dl� kaжdoi podstanovki Frobeniusa Φ i kaжdogo qlen ι gruppy inercii i
dl� kaжdogo predstavleni� ρ gruppa LG vse sobstvennye znaqeni� зlementov
ξ(p−m/2)ρ(ψ(Φm))ρ(ι) nahod�ts� v S1.

Зto vtoroe uslovie nezavisimoe ot vybora kvadratnogo korn� p1/2.
Nad Q̄ℓ зti parametry da�t podmnoжestvo mnoжestva ℓ-adiqeskih predstav-

lenii, kotoroi vaжnostь pokazana predpoloжeniem Veila. Sootvetstvenno poka
ne dokazannoi vzaimnostei, зti parametry da�t nad C ne tolьko parametry
bolьxogo mnoжestva umerennyh predstavlenii, potomu qto obraz v C ili v
Qℓ predstavleni� ψ nad gruppoi inercii ob�zatelьno koneqen, no toжe mnogo
ne unitarnyh predstavlenii. Unitarnostь otsutstvuet po prostyh priqinah,
sv�zannyh s prisutstvi� ne trivialьnogo gomorfizma ξ i s gipoteza Veila.
Dl� globalьnoi vzaimnosti, зto otsutstvie unitarnostei vaжno.

Vo vs�kom sluqae, vtoroi vid vzaimnosti qastiqen. Obraz motivnoi kate-
gorii sobstvenna� podkategori� avtomorfnoi kategorii. No зtot vid vzaim-
nosti sootvetsvuet vidu globalьnoi vzaimnosti, kotoryi my pozжe opixem.

My ewë ne obъ�snili celь prosto rasxirennoi gruppy Veila. V 1967/68.
g. Kogda � naqinal issledovatь smysl svego pisma na Veila i ego otnoxenie k
gruppe Veila, spezialьnye predstavleni� gruppy GL(2, Fv)) nad lokalьnom pole
Fv byly dl� men� zagadka. Oni — ili ono, potomu qto esli π odno specialnoe
predstavlenie, drugye dannye kak g 7→ χ(det g)π(g) — ne sootvetsvu�t gomomor-
fizmu WF → GL(2,C). Qita� statь� Serra [S1], � uznal totqas, qto propa-
da�wyi parametr dannyi зlliptiqeskoi krivoi s necelym invariantom. Зto
zameqanie pozжe oformilano obwim vidom Delinem, kotoryi vvel tu gruppu,
kotora� seiqas nazyvaets� gruppoi Veila-Delin�, s namereniem opredel�tь
parametrov dl� vseh grupp.

Dl� globalьnoi teorii nuжna budet vdvoine rasxirenna� gruppa, kotoru�
my toжe vvedem pozжe. V lokalьnoi teorii зtoi globalьnoi gruppe sootvet-
svuet vdvoine rasxirenna� gruppa Veila

(7) SL(2,C)× SL(2,C)×WFv
.

Зti gruppy vvedëna Arturam po vaжnyh priqinah, sv�zannyh s formuloi sleda
i s funktorialnostь�. � hoqu obъ�sn�tь nekotorye iz зtih priqiny. Ne zaby-
vaem togo, qto � hoqu dostiqь v зtih lektzii. � hoqu ne tolьko obъ�sn�tь
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mnoжestvo predpoloжenii no toжe opisyvatь vozmoжnye podhody k ih razrex-
eni�m. Зtih podhody trebu�t polnoe ponimanie ramok teorii i otnoxenii
ih sostavnyh qastei. Artur obь�snil istoqniki ego principov i ego pred-
poloжenii v statь�h [A1,A2]. � ih qastiqno opisyva�, pribavla� neskolьko
sobstvennye vzglady. Hot� my iskaem ne tolьko predpoloжenii no toжe dokaza-
telьstva, mne kaжets�, qto vozmoжno budet nahoditь polnye i udovletvorit-
elьnye dokazatelьstva tolьko v ramkah obwih voprosov. Koneqno moжno na-
hoditь dokazatelьstva togo ili sego za�vleni�, daжe trudnoe, porazitelьnoe
dokazatelьstvo, bez polnogo pon�ti� obwih voprosov. No po-moemu dl� samo-
sto�telьnyh issledovanii luqxe ponimatь obwie celi.

Samoe naqalo predpoloжeni�h Artura obwee predloжenie Ramanudжana, os-
obenno dl� gruppy GL(n). Destvitelьno moжno vyraжatь зto predloжenie
v neposredstvenno postiжimom vide tolьko dl� GL(n). Ono utverжdaet, qto
esli π =

∏

v πv paraboliqeskoe avtomorfnoe predstavlenie gruppy GL(n) nad
globalьnim arifmetiqeskom polem, togda πv umereno dl� vseh toqek v. Зto
predloжenie trudno i ewë ne dokazano. Ego dokazatelьstvo budet odno iz vaж-
nyh sledstvii funktorialьnosti.

Зti paraboliqeskie avtomorfnye predstavleni� sostavnye qasti teorii av-
tomorfnyh predstavlenii nad gruppoi GL(n) i nakonec nad vsemi gruppami.
Dl� GL(n) estь prostoe predpoloжenie Жake�, kotoroe Meglin i Valьdsperжe
dokazali. Predloжenie Жake� opisyvaet preimuwestvenno polnyi toqeqnyi
avtormorfnyi spektr gruppy GL(n) no nakonec polьnyi avtomrofnyi spektr
зtoi gruppy pri pomowi paraboliqeskogo spektra.

Pustь m = kl tak, qto

M = GL(k)× · · · ×GL(k)

podgruppa Levi gruppy GL(m). Pustь πk paraboliqeskoe predstavlenie gruppy
GL(k,AF ). Pustь πk;s(g) = | det g|sπk(g), s ∈ C. Globalьnoe absol�tnoe znaqeno
|x| =

∏

v |x|v, x ∈ AF , i lokalьno absol�tnoe znaqeno tak normirovano, qto
|x|w = |Nx|v, x ∈ Ew i Ew/Fv koneqnoe rasxirenie. V pole Qp, |p| = p−1.
Predstavlenie πk unitarno no πk;s unitarno tolьko esli s qisto mnimo. Pustь
Il(πk) predstavlenie gruppy GL(m) inducirovannoe predstavleniem

(8) πk;(l−1)/2 ⊗ πk;(l−3)/2 ⊗ · · · ⊗ πk;(1−l)/2.

U predstavleni� Il(πk) estь edinstvennoe neprivodimoe qastnoe πk,l. Dva pred-
stavleni� πk;l i πk,l razliqny. Predstavlenie πk,l unitarno i okazyvaets� v
toqeqnom spektre prostranstva

GL(m,F )\GL(m,AF ),

toqnee v odnomernom spektre, potomu qto s πk,l pro�vl��ts� toжe predstavleni�
g → πk,l| det g|it, t ∈ R. Predstavlenie πk,l paraboliqesko tolьko esli l = 1.
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My uжe obъ�snili, dl� lokalьnyh ili globalьnyh arifmetiqeskih polei,
kak bylo by sledstvie funktorialьnostei suwestvovanie gruppy kotoroi pred-
stavleni� obespeqiva�tь toi poddelnoi kategoriei Tannaka kotora� sootvet-
suet (avtomorfnim) predstavleni�m globalьnyh ili lokalьnyh grupp G(F ).
Koneqno perehod s funktorialьnostei k зtoi gruppe ili kategorii eë pred-
stavlenii ne budet lëgok. Globalьnu� funktorialьnostь samu my nadeems�
dokazyvatь formuloi sleda. Po-moemu dl� зtogo budet nuжno predvaritelьno
issledovatь lokalьnu� funktorialnostь. My obsuжdaem зti voprosy v glavah,
“lokalьna� arifmetiqeska� teori�” i “formula sleda i funktorialьnostь”.

Esli my imeem globalьnu� teori� funktorialnostei v raspor�жenii, togda,
sootvetstvenno naxemu vkusu estь libo obratnyi predelь koneqnomernyh re-
duktivnyh grupp na C libo dl� koneqnogo mnoжestva avtomorfnyh predstav-
lenii koneqnomerna� reduktivna� gruppa. Esli my rassmatrivaem tolьko para-
boliqeskih predstavlenii grupp GL(n), gde razmernostь n proizvolьna, my
oboznaqaem зtu gruppu s znakom GF . Togda soglasno [A1] poddelьna� gruppa
Tannaka dl� globalьoi avtomorfnoi teorii rasxirenna� gruppa

(9) SL(2,C)× GF .

Nuжno obъ�snitь kak s зtoi rasxirennoi gruppoi my moжem parametrizovatь
predstavleni� πk,l.

Poqti po opredeleni� predstavlenie πk sootvetsvovalo by predstavleni� ψ
gruppy GF v gruppe GL(k,C). Зto predstavlenie bylo by neprivodimo potomu
qto πk paraboliqesko.

Klassifikaci� unipotentnyh зlementov gruppy GL(n) ili nilpotentnyh зle-
mentov algebry gl(n) izvestna. Pustь

Nl =

















0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1
0 0 0 0 · · · 0

















matrica s l strokami i l stolbecami. Polьzu�sь зtimi matricami my legko
daëm predstavitelei klassah nilьpotentnyh matric. Pustь

Nl(m) = Nl ⊕ · · · ⊕Nl

pr�ma� summa m зksempl�rov matricy Nl. Togda predstavleni�

N = N1(m1)⊕N2(m2)⊕ · · · ⊕Nl(ml)⊕ . . . , m1 + 2m2 + · · · = n.

predstaviteli nilpotentnyh klassov.
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Dl� kaжdogo predstavitelei Nl estь takoi gomomorfizm σl : sl(2)→ gl(l), qto

σl :

(

0 1
0 0

)

→ Nl,

(

0 0
1 0

)

→ N tr
l ,

i

σl :

(

1 0
0 −1

)

→









l − 1 0 . . . 0
0 l − 3 . . . 0
...

... 0
0 0 . . . −l + 1









Parametr predstavleni� πk,l predstavlenie σl × ψ. Voobwe, esli m1 + 2m2 +
· · · = n, estь gomomorfizmy

GL(l)×GL(ml)→ GL(lml), h× g 7→ h⊗ g,

i gomomorfizm
∏

l

GL(lml)→ GL(n),
∏

gl 7→ ⊕gl.

Itak esli ψl : GF → GL(ml), estь gomorfizm

(10) ϕ =
⊕

l

σl ⊗ ψl : SL(2)× GF → GL(m,C).

Lëgko opredelitь avtomorfnoe predstavlenie πϕ gruppa GL(n,AF ) kotoroe so-
otvetsvuet ϕ.

V osnovnom postroenie predstavleni� πl,k lokalьnoe postroenie. Paraboliq-
eskie predstavleni πk ili πk;s proizvedeni� ⊗πk,v ili ⊗πk;s,v lokalьnyh pred-
stavlenii i soglasno gipoteze Ramanudжana pervye зtih predstavlenii vse
umereny. Vtorye umereny tolьko esli s qisto mnimoe qislo. Predstavlenie

πk;(l−1)/2 ⊗ πk;(l−3)/2 ⊗ · · · ⊗ πk;(1−l)/2 =
∏

v

πk;(l−1)/2,v ⊗ πk;(l−3)/2,v ⊗ · · · ⊗ πk;(1−l)/2,v

i ego qastnoe
πk,l =

∏

v

πk,l,v

gde lokalьnoe predstavlenie πk,l,v qastnoe Lenglendsa predstavleni�

πk;(l−1)/2,v ⊗ πk;(l−3)/2,v ⊗ · · · ⊗ πk;(1−l)/2,v.

� ewë ne proqital vs� knigu [ABV], no mne kaжets� qto lokalьnyi parmatr Ar-
tura зtogo predstavlenie σl ⊗ψv, gde ψv lokalьnyi parametr umerennogo pred-
stavleni� πk,v. Toqnee v knige [ABV] tolьko gruppy nad polem deistvitelьnyh
ili kompleksnyh qisel osvetits�. Poka net udovletvoritelьnoi lokalьnoi
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teorii nad nearhimednovnym polem! Vero�tno qto dl� gruppy GL(n) nuжnye
utverжdeni� nahod�ts� v statьe [Z]. Kak parametr umerennogo predstavleni�
πk,v, parametr ψv = σ′

v × ψ
′
v, gde

(11) σ′
v : SL(2,C)→ GL(k,C), ψ′

v : WFv
→ GL(k,C)×Gal(Kv/Fv), [Kv : Fv] <∞.

Obrazy зtih dvuh gomomorfizmov perestanoviqny. � podqerkiva�, qto σv = σ
ne zavisit ot v a σ′

v moжet peremen�tьs� s toqkoi v. Sledovatelьno harakter
dvuh dopolnitelьnyh parametra σv i σ′

v razliqen.
Voprosy svazannye s parametram mne kaжuts� zatrudnitelьnymi. Pustь na

primer G multiplikatyvna� gruppa algebry kvaternionov nad Q i π triv-
ialьnoe predstavlenie G(AF ). Зta gruppa ne kvasiraswepl�ema. Parametry
lokalьnyh predstavlenii πv opredeleny sootvetsviem Жake-Lenglendsa. Tam
gde algebra raswepl�ema parametr πv i parametr sootstvennogo predstavleni�
π′

v ravny i ih parametry Artura

s1 × s2 × w 7→ s1

toжe ravny, no tam gde algebra ne raswepl�ema, predstavlenie GL(2,Qv) soot-
vetsvu�woe πv specialьnoe predstavlenie π′

v i ego parametr

s1 × s2 × w 7→ s2.

Moжno qto toжe polezno napominatь otnoxenie meжdu spezialьnym pred-
stavleniem i зlliptiqeskoi krivoi, qtoby luqxe ponimatь otnoxenie meжdu
ℓ-adiqeskimi prestavleni�mi gruppy Veila-Deliina i prestavleni�mi gruppy
GL(2). Nam nuжna tolьko poverhnostnoe pon�tie teorii зlliptisqeskih kriv-
oi, kotora� obъ�snena v [Sil].

Pustь E зlliptiqeskay kriva� nad lokalьnom pole Qp. Pustь invariant
зtoi krivoi budet necelyi. Togda — v зtih lekci�h, v protivopololoжnostь
opredeleniu knigy [Sil] — L-funkci� зtoi krivoi

(12) Lp(s, E) =
1

(1− α/ps)(1− β/ps)
,

gde α i β algebraiqeskie qisla. Moжno qto α = β = 0, qto α = 0, β 6= 0,
qto α 6= 0, β 6= 0, ili qto α 6= 0, β 6== 0. Esli αβ 6= 0, togda αβ = p i
|α|p = |βp| = p−1/2. Зto obyqnyi i samoi izvestnyi sluqai. Posledovatelьno,
dl� sootvetstvi� podhod�wo vvoditь gomomorfizm (6) s

ξ(z) =

(

z 0
0 z

)

.

No esli takoi gomormorfizm lokalьno nuжen poqti vs�du, on nuжen ne tolьko
globalьno toжe lokalьno vs�du.
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Na primer, on nuжen v takih mestah, gde

(13) Lp(s, E) =
1

1∓ 1/ps
,

kak v knige [Sil, p.360]. Зta L-funkci� vyraжenie principov statьi [T,§2], os-
obenno naxego uravneni� (5). Dl� зlliptiqeskih krivih, kotorih invari-
ant j(E) ([Sil,p.46]) necelyi, ℓ-adiqeskoe predstavlenie sootvetstvennoe krivoi
opredeleno paroi (r,N), dl� kotoroi

N =

(

0 1
0 0

)

.

i

r(σ) =

(

µ1(σ) ∗
0 µ2(σ)

)

.

Togda
µ1(σ)

µ2(σ)
= tℓ(σ)

i L funkci� Lp(s, E) ravna 1, esli µ1 razvetvlena, no 1/(1 − µ1(φ)/ps), esli
µ1 nerazvetvlena�. Qislo µ1(φ) racionalьno. Sledovatelьno, ono ne tolьko
opredelënnoe ℓ-adiqeskoe qislo, ono toжe opredelënnoe kompleksnoe qislo.

My uжe obъ�snili, kak perehoditь s parametra (5) na kompleksnyi parametr
(3), hot� зtot parametr ne budet parametr Artura no parametr v kotorom
σ1 trivialьno i kotoryi sootvetsvuet umerennomu predstavleni�. Dl� зto
perehod nuжno bylo vybiratь gomorfizm Q̄ℓ → C. V qastnosti nuжno bylo vy-
biratь kompleksnu� matricu q−H/2. Umerennoe predstavlenie kotoroe sootvet-
stvuet takomu parametru specialьnoe predstavlenie. Зto predstavlenie opis-
yvano v mnogih mestah, v qastnosti v [JL, p.109], gde ego L-funktzi� dana.
Ono qastnoe predstavlenie πp, iz neunitarnogo glavnogo r�da gruppy GL(2) s
parametrami µ1 i µ2, kotorye dl� зtoi celi predstavl��t kompleksnye harak-
tery. Soglasno uravneni� (4)

µ1(Φ)

µ2(Φ)
=

1

p
,

tak, qto kak kompleksnye qisla |µ1(Φ)| < |µ2(Φ)|, i L-funkci� predstavleni� πp

(sootvetstvenna� predstavleni� ρ : g 7→ g opredel��womu gruppu GL(2))

(14) L(s, πp) =
1

1− µ1(Φ)/ps

esli µ1 nerazvetvlennoi harakter, no L(s, π) = 1 esli µ1 razvetvleno. Blagodar�
uravneni�m (13) i (14), vzaimnostь sovmestima s opredeleniem L-funkcii.
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Krome зtogo specialьnogo predstavleni� gruppy GL(2), my ewë ne osmotreli
ni lokalьnyh parametrov dl� nearhimedovogo pol� ni globalьnyh parametrov
dl� obwih grupp, i oni do sih por ne opredelëny. No s odnoi storoni nuжno
predpoloжitь qto oni sovmestimy s funktorialьnostei, tak qto pervyi dopol-
nitelьnyi parametr, parametr Artura, posto�n. On ne peremen�ets� s toqkoi
v. Odnako kaжets�, qto зto uslovie ne vsegda udovletvoreno, po kraine mere, ne
dl� ne kvazi-raswepimyh grupp, na primer, ne dl� mulьtiplikativnoi gruppy
algebry kvaternionov. S drugoi storony, vtoroi parametr svazany s bolee
glubokimi svoistvami sootsvennogo ℓ-adiskogo predstavleni�, esli зto suw-
estvuet. Dl� globalьnogo predstavleni� on bez somneni� poqti vs�du triv-
ialen i peremen�ets� izo mesta v mesto, kak dl� predstavleni�, kotoroe soot-
vetsvuet зlliptiqeskoi krivoi E. Togda vtoroi parametr ne trivialen na
toqke v tolьko esli j(E) ne integralьno na v.

My uжe vveli dopolnitelьnyi parametr ξ i zametili, qto on svazan s gipo-
tezoi Veila. Mne kaжets�, qto dl� avtomorfnoi teorii i vzaimnosti takoi
dopolnitelьnyi parametr ξ toжe nuжen i dl� takoi жe priqiny. Esli hotim
my moжem toжe predpolagatь qto obraz gomorfizma nahodits� v centre gruppy
LG potomu qto vse za�vleni� sved�ts� k za�vleni�m dl� centralizatora obraza
ξ, kotoroi budet podgruppa Levi.

Dl� globalnoi vzaimnostei, nam nuжna pravilьna� motivna� kategori�. S
зtoi kategoriei my vvedim sootvetsvu�wu� poddelьnu� kategori�Mmot. Vek-
tornye prostranstva prisoedinëny k зtoi kategorii budet kategori� nad Q ili
nad Q̄. Budet toжe kategori�Mℓ ℓ-adiqeskih predstavleni� globalьnoi gruppy
Galua, kotoryh my ewë ne obsuжdili no kotoryh prisoedinënnye vektornye
prostransta budut nad polem Qℓ ili Q̄ℓ. Budet nakonec poddelna� kategori�
Maut prisoedinëna k avtomorfnim predstavleni�m, kotoroi vektornye pros-
transta budut nad polem C. My oжidaem diagrammy

(15) Maut ←Mmot ⊗ C, Mmot ⊗Qℓ →Mℓ,

no my ne oжidaem neposredstvennogo otnoxeni� meжdu kategoriei Mmot i kat-
egoriei Maut.

Ne trudno ponimatь dopolnitelelьnyi parametr ξ, hot� on nemnoжka nelo-
vok. V avtomorfnoi kategorii lëgko osvoboжdats� ot зtogo parametra. Esli
obraz gomorfizma ξ nahodits� v centre gruppa LG, togda, blagodar� dvoist-
vennosti meжdu vesami G i kovesami LG, gomomorfizm ξ opredal�et algebraiq-
eskii harakter χ gruppa G. Togda χ opredel�et kompleksnoznaqnyi harak-
ter |χ(g)|1/2 grupp G(Fv) i G(AF ). Dl� avtomorfnyh predstavlenii ili dl�
lokalьnyh predstavlenii gruppy G(Fv), uslovie (ii) stanovits� usloviem, qto
predstavlenie

g → |χ(g)|−m/2π(g)

unitarno. To estь, vvod� dopolnitelьnyi parametr ξ my moжem bez truda
perehoditь ot unitarnyh predstavlenii k tem predstavleni�m i k toi teorie
vzaimnostei, kotorye nuжny dl� ubeditelьnoi teorii.
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� hoqu privlekatь vnimanie qitatelei k teoretiko-spektralnym storonam
naxih rassmotrenii. Dl� globalьnoi teorii avtomorfnyh predstavlenii glav-
nye predstavleni� ne unitarnye predstavleni� no skoree predstavleni� koto-
rye mogut po�vl�tь v L2(G(F )\G(AF ). Odnako зto pon�tie ewë ne�sno. Nuжno
vsegda ponimatь ne predstavlenie no ustoiqii klass predstavleni� i ne pred-
stavleni� proizvolьnoi gruppy no predstavleni� kvazi-raswepimoi gruppy.
Nuжna� lokalьna� teori� sledstvie teorii зndoskopii a зta teori� ewë ne
razvivana.

Dl� abstraktnyh teoretiko-spektralnyh voprosov, dostatoqno opredelitь
spektr do mnoжestva kotorogo mera 0, no dl� konkretnyh voprosov, obyqno opre-
delitь spektra toqno. Na primer, kak Harix-Qandra dokazal, dl� poluprostyh
ili reduktivnyh grupp Li i formuly Planqerel� nuжny umerennye pred-
stavleni� i tolьko umerennye predstavleni�. Зto toqno kak v teorii inte-
grala Furьe. Dl� qastnogo L2(G(F )\G(AF ) nuжnye i podhod�wye predstavle-
nie, te kotorye po�vl��tьs� v teorii r�dov Зizensteina. Blagodar� Жake�,
Meglin-Valьdsperжe i Zelevinskomu teori� зtih r�dov razvivana globalьno i
lokalьno dl� gruppy GL(n). Dl� drugyh grupp teori� kak obrisovala Arturom
v [A1] ewë ne v raspor�жenii, ni lokalьno ni globalьno.

Samyi trudnyi vopros opredelenie kategoriiMmot. Ne tolьko opredelenie
Grotendikom sv�zano s oqenь trudnimi voprosami algebraiqeskoi geometrii i
arifmetiki, kak gipotezoi Hodжa no toжe razmer зtogo pon�tie ne �snyi. L-
funkcii mnogobrazi� Ximura dolжny bytь ravny avtomorfnym L-funkci�m.
Sledovatelьno sootvetstvu�wie geometriqeskie predmety dolжny opredelitь
predmety v Mmot, no mne ne �sno, qto oni nahod�ts� v kategorii vvedënnoi
Grotendikom.

II. Lokalьna� arifmetiqeska� teori�

Lokalьna� arifmetiqeska� teori� teori� podhod�wogo klassa neprivodimyh
predstavleni� grupp nad lokalьnym arifmetiqeskym polem Fv. Estь tri takih
klassa: (i) klass vseh neprivodimyh predstavlenii; (ii) klass umerennyh ne-
privodimyh predstavlenii; (iii) klass Artura. Predstavleni� dvuh poslednyh
klassov unitarny. Daжe dl� grupp nad polem R, klass neprivodimyh uni-
tarnyh predstavlenii ne pon�ten. Na primer, my ne znaem, obraz unitarnogo
predstavleni� pod funktorialьnostei unitaren li? No dl� teorii funktorial-
nostei i vzaimnostei зtot bolьxoi klass ne nuжen. Nad polem R ili C, teori�
vtorogo klassa sozdana Harix-Qandra. Klassifikaci� pervogo klassa (klas-
sifikaci� Lenglendsa) sledstvie klassifikacii vtorogo klassa. Daжe nad R

i C, ni teori� tretьego klassa kak horoxo opredelënna� i vpolne obosnovyvan-
na� teori�, ni polna� lokalьna� teori� funktorialnostei dl� vtorogo klassa
ewë ne suwestvuet. Postaraems� opisatь kak зti teorii mogut okazatьs�

Dl� pol� R (ili dl� pol� C) estь daжe dl� tretьego klassa uжe gipoteza po
parametram stabilьnyh klassov, no polna� stabilьna� teori� ne tolьko teori�
o parametrizacii raznyh klassov. V зtih lekcii my ne rassmatryvaem vo-
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prosov зndoskopii, sv�zannyh s neustoiqovosti. Po teori�m, uжe razvivany
ili ewë predpoloжitelьny, parametry trëh klassov predstavlenii lokalьnoi
gruppy G(F ) dany podhod�wimi koneqnomernymi predstavleni�mi gruppy Vei-
la WR ili odin raz rasxirennoi gruppy Veila WR. Nuжno pribavl�tь, qto,
kak obъ�snëno v [A1], pon�tie stabilьnostei v ramkah klassa Artura neulovimee
qem dl� umerennyh predstavlenii.

Obъ�snimte sperva vaжnu� storonu teorii vtorogo klassa, kotora� ewë ne
razvita, daжe na arhimedovnom pole F . Pustь φ : LH → LG dopustimyi go-
morfizm, gde gruppy H i G kvazi-raswepimy. Togda kaжdomu stabilьnomu
umerennomu klassu πst

G sootvetsvuetь klass πst
G,

(16) πst
G = φ∗π

st
H

Harakter χst
πH

(χst
πG

) umerenna� obobwenna� funkci� ili sm�gqënnoe rasprede-
lenie, po smyslu L. Xvarca i Harix-Qandra, nad H(F ) (G(F )). Po-moemu,
dl� teorii udovletvor��wei analitiqeskie potrebnosti teorii avtomorfnyh
predstavlenii nuжno stroitь perenos, kotoryi pohoж na perenos, s kotorym my
znakomy iz teorii зndoskopiei, no kotorii razliqen. On opredelen stabilь-
nymi orbitalьnymi integralami. Kaжdoi gladkoi funkcie fG nad G(F ) s kom-
paktnym nositelëm зtot perenos prisoedin�et taku� funkci� fH nad H(F ),
qto

(17) trπst
H(fH) = trπst

G(fG), πst
G = φ∗π

st
H

dl� kaжdogo sm�gqennogo klassa πst
H . Esli gruppa H neabelьna, зta funkci�

fH ne odnoznaqno opredelena. Odnako eë stabilьnye sledy trπst
H(fH) dolжny

bytь opredeleny. V statьe [ST], � utverdil suwestvovanie зtogo perenosa dl�
samogo prostogo otobraжeni� φ, dl� kotorogo G = GL(2) i H mulьtiplikativna�
gruppa kvadratiqeskogo rasxireni� K pol� F . Itak

LH = GL(1,C)×GL(1,C) ⋊ Gal(K/F ).

G = {1, σ}, σ(z1, z2) = (z2, z1).

Qtoby dokazatь suwestvovanie φ∗ dl� obwego gomomorfizma φ nad R ili C,
moжno qto dostatoqno polьzovatьs� teoriei umerennyh predstavlenii sozdann-
oi Harix-Qandra, kak Xelstada polьzovalasь ei dl� endoskopiqeskogo pere-
nosa.

Зta problema ne tolьko vaжna no toжe dostupna dl� kogo-nibudь, kotoryi
prilagaet usili�. Odnako estь vtora� problema dl� grupp nad R i C, ko-
tora� kaжets� mne trudnee, spektralьna� teori� predstavlenii klassa Artura.
Nad nearhimedovnyh pol�h, estь dva klassa predstavleni�, dl� kotoryh ob-
wa� teori� ewë ne suwestvuet, klass umerennyh predstavlenii i klass pred-
stavlenii, vvedënnyh Artura.
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Dl� vseh lokalьnyh polei i dl� зtih dvuh klassov, klassa umerennyh pred-
stavlenii i klassa Artura, my budem hotetь tvoritь teori� perenosa φ∗. �
predpolaga�, qto, dl� klassa Artura, esli ograniqeni� gomomorfizma

φ : SL(2,C)× LH → LG,

k gruppe SL(2,C) dana, togda pohoжyi perenos φ∗ suwestvuet. Osnovnoe svostvo
зtogo perenosa budet uravnenie (16), no k soжalenie v pervom opisanii teorii
Arturom v [A1] podqerknuls�, s trem� primeram, qto obraz φ∗π

st
H moжet bytь

stabilen no moжet ne vsegda bytь summa stabilьnyh sledov. Itak stabilьnostь
dostigana vne зndoskopii.

Ne moжno budet razvivatь obwu� teori� avtomorfnyh predstavleni� bez
зtih lokalьnyh teorii no � hoqu tem ne menee opisyvatь vozmoжnosti. Estь
ewë odno lokalьnoe svostvo, kotoroe nuжno vvoditь. Pustь H i G budut kvazi-
raswepimy nad lokalьnom pole Fv i raswepima nad nerazvetvlennom rasxir-
enii Kv зtova pol�. Togda moжno qto lokalьnye L-gruppy

LH = Ĥ ⋊ Gal(Kv/Fv), LG = Ĝ⋊ Gal(Kv/Fv)

gde Ĥ i Ĝ sv�zny. Pustь π : SL(2,C)× LH → LG.
Stabilьnye klassy nerazvetvlennyh predstavlenii dvuh grupp H(F ) i G(F )

dany harakterami algebr Gekke, HH i HG. Зti algebry izomorfny algebre

algebraiqeskih funkcii nad klassam Frobeniusa ĤΦ = Ĥ ⋊ Φ i Ĝ ⋊ Φ v LH i
LG. Pustь κ pole vyqeta pol� F i |κ| = q. Estь v gruppe SL(2) otliqënnyi
sopr�жennyi klass,

{Aq} =

{(

q1/2 0
0 q−1/2

)}

.

Зtot klass opredel�et gomomorfizm algebry funkcii nad sopr�жennyh klassah
v SL(2),

ξ : 7→ ξ(Aq)

Sledovatelьno on opredel�et gomomorfizm algebry funkcii nad sopr�жennyh

klassah v SL(2,C)×ĤΦ v algebru funkcii nad sopr�жennyh klassah v ĤΦ. Sverh
togo, φ opredel�et gomomorfizm algebry funkcii nad sopr�жennyh klassah

v ĜΦ v algebru funkcii nad sopr�жennyh klassah v SL(2,C) × ĤΦ. Itak π
opredel�et obrazovanie mnoжestva unitarnyh harakterov algebry Gekke HH v
mnoжestve vseh harakterov HG. Drugimi slovami, φ opredel�et obrazovanie
mnoжestvo nerazvetvlennyh umerennyh predstavlenii gruppy H v mnoжestvo
nerazvetvlennyh predstavlenii gruppy G. V [A1] Artur predloжil, v qast-
nosti, gipotezu, qto зti predstavleni� nerazvetvleny. My moжem toжe skazatь,
qto φ opredel�et gomomorfizm fG → fH = φ∗fG algebry Gekke nad G k algebre
Gekke nad H. Sledovatelьno, po menьxe mere, my moжem nahoditь funkci� fH

uravneni� (17) dl� зlementov fG = fG
v algebry Gekke.
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V statьe [ST], otobraжenie fG → fH issledovano dl� G = SL(2) i H(F ) =
{x ∈ E× | NE/F x = 1}, [E : F ] = 2. Kak drugoi prostoi primer, posmotrimte
proizvolьnu� kvaziraswepimu� gruppu G, trivialьnu� gruppu H = {1}, i
glavnoe vloжenie φ : SL(2) →֒ LG. Predstavlenie πH trivialьno i ego obraz
πG = φ∗πH toжe trivialьno. Obraz φ∗fG funkci� fH nad mnoжestve s edin-
stvennim qlenom, to estь kompleksnoe qislo, kotoroe ravno

∫

G(F )

fG(g)dg.

V analitiqeskoi teoriei avtomorfnyh predstavlenii trivialьnoe predstavle-
nie vaжno, potomu qto ego povedenie zaslonit povedenie drugih predstavlenii.

Dl� vseh зtih teorii perva� nedostava�wa� dostavna� qastь spektralьna�
teori� podhod�wyh prestavlenii i harakterov. Nad R ili C, v teorii Harix-
Qandra, kak v horoxo pon�toi vsemi teorii preobrazovani� Furьe suwestveno,
qto ne tolьko predstavlennye funkcii no toжe predstavl��wie funkcii i
raspredeleni� opredelëny �sno i toqno uslovi�mi rosta i differencialьnymi
uravneni�mi. Segodn�, kak v [HTT] differencialьna� uravneni� ili D-moduli
zamen��ts� prevratnymi puqkami, kotorye moжno opredel�tь toжe nad near-
himedovskih pol�h. Uжe v [ABV] predloжenie Artura issledovano v зtih ram-
kah no v зtoi knige net uslovii rosta. Nad lokalьnyh nearhimedovskih pol�h
prevratnye puqki ℓ-adiqeskie puqki.

Зti ℓ-adiqeskie puqki po�vl��ts� v teorii avtomorfnyh predstavlenii, na
primer v teorii orbitalьnyh integralov, kotoru� Valdspurжe, Loman, i Ngo
razvivali, no зta teori� ne nad lokalьnom pole no nad koneqnom kolьce.

Mne kaжets�, qto qtoby sozdatь lokalьnye teorii sootvetsvu�wie trebo-
vani�m teorii avtomorfnyh predstavlenii nuжno budet razrabatyvatь vse зti
pon�ti� i sozdavatь v зtih ramkah orudi� pohoжie na orudi� Harix-Qandra.
No � ewë ne zna� kak tvoritь perehody α i β!

umerennye predstavleni� nad R
α

−−−−→ Klass Artura nad R

β





y

γ





y

umerennye predstavleni� nad Fv
δ

−−−−→ Klass Artura nad Fv

Koneqno mnogo trudnyh voprosov podrazumevany v зtom predloжenii. Po
moemu mneni� samoe trudnoe prep�tstvie naiti zamena dl� differencialьnyh
uravnenii harakterov.

III. Formula sleda i funktorialьnostь

Hot� nelьz� polnostь� razvivatь formulu sleda bez lokalьnoi teorii opi-
sannoi v predxestvu�woi glave, moжno opisatь osnovnye principy issledova-
ni�, kotoroe � predviжu i neskolьko pervyh zakl�qenii зtogo issledovani�.
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Moжno, qto polezno naqatь s teorii dl� GL(1), to estь s izvestnoi teorii
polei klassov. � predpoqita� obь�snitь dokazatelьstvo kak ono obь�snënno v
doklade Hasse ([Ha]). Kak v зtoi znamenitoi teorii, v teorii, kotora� predla-
ganna mnoi v зtih lekcii — i uжe v teorii predlaganna v bolee prostom vide
neskolьko des�tiletii tomu nazad — dva vida L-funkcii vaжny, avtomorfnye
L-funkcii i L-funkcii Artina. Avtomorfnye L-funkcii pokazyva�tьs� v for-
mule (6) v knige Hasse, ([Ha]).

(18)
∑

p∈H

1

N ps
=

1

h
log

1

s− 1
+ f(s), lim

s→1
f(s) = f(1),

i L-funkcii Artina v formule (7)

(19)
∑

p1

1

N ps
1

=
1

n
log

1

s− 1
+ g(s), lim

s→1
g(s) = g(1).

Perva� summa (18) avtomorfna� summa, potomu qto H podgruppa koneqnogo in-
deksa h v gruppe

GL(1, F )\GL(1,AF ) = F×\A×
F = F×\IF .

Dl� summy (19), rasxirenie Galua K/F otnositelьnoi stepenei n danno i
p1 prostoi ideal pol� F kotorogo prostye somnoжitelei otnositelьnoi ste-
penei 1. Itak summa (7) sv�zana s algebraiqeskim uravneniem. � ne hoqu
polьzovatьs� takimi r�dami v takim жe obrazom kak Hasse, no � budu polьzo-
vatьs� podobnymi svoistvami L-r�dov.

Dl� nas pereqet neskolьko mnoжestov ili rexenii neskolьko uravnenii i
sravnenie ih ishodov budet vaжnee. Teori� polei klassov sravnenie dvuh ar-
ifmetiqeskih teorii nad globalьnom pole F . Perva� teori� teori� uravnenii
s abelevnoi gruppoi Galua; vtora� teori� teori� podgrupp koneqnogo indeksa v
gruppe F×\IF . Na primer, pustь l prostoe qislo i F takoe pole, qto vse korni
edinicy ℓ-oi stepenei soderжany v F . My rassmatrivaem s odnoi storony pod-
gruppy gruppy F×\IF indeksa ℓ, a s drugoi storony raxireni� Galua stepeni
ℓ pol� F , kotorye vce opredelëny uravneniem X l − µ = 0, µ ∈ F×.

Qtoby dokazatь, qto estь vzaimno odnoznaqnoe otobraжenie meжdu зtimi
mnoжestvami, my rassmatrivaem raxireni� s dannym konduktoram i podgruppy
s tem жe konduktorum. Зti dva mnoжestva koneqny. My stroim snaqala vloжe-
nie pervogo mnoжestva v vtoroe mnoжesto, i potom my dokazyvaem, qto qislo
зlementov v dvuh mnoжestvah ravno. Nam nuжno oжidatь podobnyh trudnostei
dl� drugih grupp G, no dl� nih vse voprosy trudnee.

Kak my hoqem rassmatrivatь funktorialьnostь, centr naxih soobraжenii L-
funkcii i formula sleda. Kak bylo obъ�snëno v [FLN,ST] luqxe predpolagatь
qto gruppa G kvasiraswepl�ema i qto eë proizvodna� gruppa Gder odnosv�zna.
Sverh togo, my polьzuems� stabilьnoi formuloi sleda, hot� eë teori� ewë ne
vpolne razvita.
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Moжno polьzovats� ili funkci�mi

(20.a) L(s, π, ρ) = LS(s, πst, ρ) = −
∏

v

Lv(s, πv, ρ)

ili ih logarifmiqeskimi proizvodnimi

(21.a) −
L′

L
(s, π, ρ) =

∑

v

L′
v

Lv
(s, πv, ρ).

Zdesь ρ predstavlenie L-gruppy LG. Esli mnoжestvo S toqek v koneqno my
moжem toжe polьzovatьs�

(20.b) LS(s, π, ρ) =
∏

v/∈S

Lv(s, πv, ρ)

ili

(21.b) −
L′

S

LS
(s, π, ρ) = −

∑

v∈S

L′
v

Lv
(s, πv, ρ).

Dl� pervogo ponimani� metoda i ego prikladyvani� luqxe polьzovatьs� funk-
ci�mi (21), no qtoby rexatь analitiqeskie trudnosti luqxe polьzovatьs�
funkci�mi (20).

S toi pory kak atomorfnye L-funkcii i funktorialьnostь vvelisь ([Pr]),
byl �sno qto oni sv�zany s obwoi gipotezoi Ramanudжana. My ponimaem seiqas
зtu sv�zь luqxe. Po-moemu, �sno qto nuжno dokazatь gipotezy Ramanudжana
odnoremenno s funktorialьnostь�. Sledovatelьno moжno predvidetь dokaza-
telьstvo v kotorom gipoteza Ramanudжana podrazumevaena. � takoe dokaza-
telьstvo predlagal v [BE].

� napomina� ego istoqniki. Pustь π avtomorfnoe predstavlenie gruppy G
ili, luqxe, pustь πst stabilьnyi L-paket, kotoromu π prinadleжit. My pred-
polagaem kak v [FLN] i [ST], qto gruppa G kvaziraswepima i qto ego proizvo-
denna� gruppa Gder odnosv�zna. Moжno dovesti obwii sluqai do зtogo sluqa� i
зti uslovi� nuжny qtoby polьzovats� formuloi sleda dl� naxih celei. Pustь
ρ : LG → GL(n,C) gomomorfizm L-gruppy v gruppu GL(n). My osmatrivaem
sledstvi� funktorialьnostei i gipotezy Ramanudжana v eë obwogo vida. Pustь
πρ obraz paketa πst

G. πρ avtomorfnoe predstavlenie gruppy GL(n), kotoromu
sootvetstvu�wii L-paket sostoit iz odnogo зlementa. Pustь kak v (10) ili
(11)

ϕ =
⊕

i

σli ⊗ ψli

parametr predstavlenie πρ, no zdesь moжno qto li = lj, i 6= j i predpoleжeno qto
predstavlenie s parametrom ψli paraboliqesko. Togda

LS(s, π, ρ) = LS(s, πρ)

=
∏

i

(

LS(s+
li − 1

2
, ψli)LS(s+

li − 3

2
, ψli) . . .LS(s+

1− li
2

, ψli)

)

.
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gde funkci� LS(s, πρ) L-funkci� dl� gruppy GL(n), kotoru� rassmotreli Tam-
agava i Godemen-Жake i LS(s, ψl) L-funkci� paraboliqeskogo predstavleni� s
parametrom ψl. Vspominaite qto my obsuжdaem predpoloжeni� i ne dokazannyh
utverжdenii.

Funkci� LS(s, ψli) golomorfna dl� Re s > 1. Sledovatelьno pervoi pol�s
funkcii

LS(s+
l − 1

2
), ψl)LS(s+

l − 3

2
, ψl) . . .LS(s+

1− l

2
, ψl)

v toqke

s = 1 +
1− l

2
.

My poluqaem samoi vaжnyi primer kogda predstavlenie πρ trivialьnoe pred-
stavlenie, tak qto pervoi pol�s v toqke s = n+ 1/2.

My koneqno ne moжem rassmatrivatь odnogo predstavleni�, potomu qto ob
odnom predstavlenii my snaqala niqego ne znaem. Odnako my moжem polьzo-
vatьs� stabilьnoi formuloi sleda i rassmatrivaem summu

∑

πst

LS(s, πst, ρ)

kak v [BE,FLN,ST]. � ne hoqu obъ�sn�tь vse tehniqeskie trudnosti, kotoryh
samye vaжnye destvitelьno trudny a ne razrexëny. Ne tolьko � sam no toжe
drugie matematiki zaduma�ts� nad nih. Nuжno primen�tь stabilьnu� formulu
sleda k sootvetsvu�woi funkcie

f = fs,ρ =
∏

v

fv,s,ρ =
∏

v

fv

tak, qtoby

trst(f) =
∑

πst

µst
π trπst(f)

=
∑

πst

µst
π LS(s, πst, ρ)

∏

v∈S

trπst
v (fv).(22)

Stabilьnye kratnosti µst
π ewë ne polno pon�ty ([LL]). Koneqno, poqti dl� vseh

toqek v fv proizvedenie cvf
0
v , cv > 0 gde f0

v ediniqnyi зlement v algebre Gekke
i proizvedenie

∏

v/∈S

cv

absol�tno shod�woes�.
Primenenie formuly sleda oqenь trudno. � ne zna� kak rexatь зti trud-

nosti i � ne oжida� preodoletь vseh trudnostei odin. � obъ�sn�� v зtih
lekci�h to qto � s drugami uжe predloжil. My naqinaem s formuloi (22).
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Naznaqenie somnoжitel�
∏

v∈S trπst(fv) otdel�tь odno predstavlenie πst ot dru-
gogo. Naznaqenie proizvedeni�

∏

v/∈S fv davatь funkci� L(s, π, ρ) ne tolьko dl�
odnogo predstavleni� no dl� vseh π i sledovatelьno otliqatь predstavleni� π
sootvetstvenno pol�m зtih funkcii.

Napomnite prirody зtih polei, nastolьko my ih ponimaem soglasno gipoteze
Ramanudжana i gipoteza Sato-Teita, ne tolьko v ih pervonaqalьnyh vidah ko-
torye znakomy arifmetikam no v vide predpoqitannom temi matematikami koto-
rye znakomy s teoriei avtomorfnyh predstavlenii. Зti gipotezy vyraжa�ts�
luqxe kak odno predloжenie. Pustь πst stabilьnyi klass avtomorfnyh pred-
stavlenie gruppy G. My uжe znakomy s parametrom

(23) ϕ = ϕπst : SL(2)× GF →
LG

no зto parametr ewë ne predlagaet konkretnyh vozmoжnostei issledovani�.
Nuжno rassmatrivatь zamykanie v smysle Zariskogo obraza gruppy GF . Зto
zamknanie algebraiqeska� gruppa λH, kotora�, kak my predpolagaem po horo-
xim priqinam, razliqaets� tolьko slegka ot L gruppa LH reduktivnoi alge-
braiqeskoi gruppy H, kotoru� nahoditь odna naxih zadaq. V зtoi stadii
otliqie meжdu gruppami λH i LH nevaжny. Sledovatelьno, v зtoi statьe
vstreqaets� poqtitolьko oboznaqenie LH. Iz formuly (23) my vyvodim vloжe-
nie

(24) φ : SL(2)× λH →֒ LG

i toжe iz nego sledu�woe vloжenie ψ : λH →֒ G. Hot� my moжem polagatь
qto klass izomorfizma gruppy H odnoznaqno opredelën my ne oжidaem qto
klass vloжeni� ψ odnoznaqno opredelën. Moжno qto зto sv�zano s voprosami
kratnostei ([WS]), no зti voprosy do sih por poqti ne issledovany. Naxa
perva� zadaqa nahoditь sposoby opredel�tь λH ili LH. Qtoby uprostitь
obъ�snenii, my prepolagaem, qto λH = LH. Vtora� zadaqa nahoditь pred-
stavlenie πst

H gruppy H, kotorogo obraz pod funktorialnostei predstavleni�
πst = πst

G. Napomina�, qto sootsvenno predloжeni�m Artura teori� stabilь-
nostei dl� neumerennyh predstavlenii moжet bytь trudnee qem my seiqas voo-
braжaem. Odnako predstavlenie ili L-paket πst

H dolжen bytь umereno.
Rassmotrite funkci� L(s, πst

G, ρ). Pustь

(25) ρ ◦ φ =
∑

i

σli ⊗ ψi,

gde σl neprivodimoe predstavlenie gruppy SL(2) razmernostei l i

ψi =

ni
∑

k=1

ψi,k
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pr�ma� summa neprivodimyh predstavleni�h ψl,k gruppy λH. Togda teori�
funktorialьnostei, kotoru� my staraems� razvivatь tak, qto

(26) LS(s, πst
G, ρ) =

∏

i

ni
∏

k=1

{LS(s+
li − 1

2
, πst

H , ψi,k) . . .LS(s+
1− li

2
, πst

H , ψi,k)}

Esli my rassmotrivaem logarifmiqesku� proizvodnu� зtoi funkcii, my po-
luqaem bolee prostee formulu,

(27) −
L′

S

LS
(s, πst

G, ρ) = −
∑

i

ni
∑

k=1

li−1
∑

j=0

L′
S

LS
(s+

li − 1− j

2
, πst

H , ψi,k),

v kotoroi nahod�ts� tolьko funkci� s pol�sami pervogo por�dka.
Kak my budem ponimatь, dl� teh celei s bolьxoi algebraiqeskoi qastei, kak

vyvedeni� funktorialьnostь iz formuly sleda, formula (27) luqxe, no dl�
pervoi analitiqeskoi obrabotki formuly sleda nuжno polьzovats� formuloi
(26). � ewë ne vpolne ponima� trudnostei voznika�wyh ot зtogo, daжe dl�
gruppy SL(2), no Pitr Sarnak i Ali Altug seiqas obъ�sn��t mne зti trud-
nosti i ih qastiqnoe rexenie dl� зtoi gruppy. �sno, qto зti zadaqi ne totqas
rexats�.

Parametr (23) takoi, qto predstavlenie s зtim parametrom obraz umer-
ennogo predstavleni� πst

H gruppy H pod funktorialьnostei sv�zannoi s gomo-
morfizmom (24). Sledovatelьno soglasno s obwoi gipotezoi Ramanudжana net
pol�sa funkcii L(s, πst

H, ψ) v oblasti Re s > 1. Kak my znaem s teoriei Gekke
dl� gruppoi H = GL(2) pol�sy na pr�moi Re s = 1 zavis�t ot nositel� πst

H .
Pustь predstavlenie π = πst

H paraboliqesko. Poskolьko nam izvestno estь dve
vozmoжnostei: π sootvetsvuet harakteru χ kvadratiqnogo raxireni� pol� F ;
π ne sootvetsvuet takomu harakteru. V pervom sluqae pol� funkcii L(s, π, ρ)
zavis�t ot polei funkciei L(s, χn), n ∈ Z, no dl� drugih π i neprivodimogo
ρ s dim ρ > 1 obweprin�tno, qto net pol� na pramoi Re s = 1. Зto obwii
vid gipotezy Sato-Teita. V ubeditelьnoi i udovletvoritelьnoi teorii funk-
torialьnosti nuжno �sno opoznavatь зti polnye ili, kak my moжem skazatь,
hadroniqeskie avtomorfnye predstavleni� gruppy G, dl� kotoryh vse funkcii
L(s, π, ρ) s neprivodimym i ne trivialьnym predstavleniem ρ celye funkcii
peremennoi s. Gomomorfizm GF →

LH vyvesën ot opredeleni� λH parametr
paketa predstavlenii πst

H . On takoi, qto zamykanie ego obraza gruppa λH.
Sledovatelьno my oжidaem, qto paket πst

H polen.
No зti opredeleni� ewë kruжny. Oni zavis�t ot teorii L-funkcii i ot

teorii funktorialnostei, kotorye nam nuжno razvivatь. Odnako зti dve teo-
rii ne mogut sami sluжitь edinstvennymi orudi�mi svoego razviti�. Deist-
vitelьno odin iz celei teorii opredel�tьзtot nositelь i dokazatь qto on suw-
estvuet. Qtoby razvivatь iwemu� teori� nuжny po krainei mere dve dopolni-
telьnyh teorii: lokalьna� teori� neabelenskogo garmoniqeskogo analiza kak
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vvedena v vtoroi glave i formula sleda. Hot� formula sleda razvita Ar-
turom, nam nuжny ne tolьko ego teori� no prodolжenie toi teorii, kotoroe
nam pozvol�et razvivatь obwu� teori� avtomorfnyh L-funkcii.

Estь poqti sluqana� qerta stabilьnoi formuly sleda, k kotoroi vnimanie
bylo privleqëno v statьe [FLN]. Moжno dovoditь vse voprosy v teorii av-
tomorfnyh predstavlenii do voprosov dl� grupp kotoryh proizvodna� gruppa
odnosv�zna. Togda prostranstvo, v smysle algebraiqeskoi geometrii, polu-
prostyh sopr�жennyh klassov affinnoe prostranstvo. Na primer, esli gruppa
G = SL(2) i b = λ1 + λ2, summa sobstvennyh znaqenii g ∈ G, affinnyi parametr
b. Dl� G = SL(3), affinnye parametry b = λ1 + λ2 + λ3 i c =

∑

i<j λiλj. V

statь�h [FLN, ST] formula sleda obъedinëna s formuloi Puassona. Nekoto-
rym matematikam зta popytka kaжets� hvatkoi za solomniku. Nesomnenno qto
зtim metodam my ne rexaem srazu glubokih voprosov. Analitiqeskie i ar-
ifmetiqeskie zatrudnneni� na kotorye my budem natalkivats� pohoжi na te,
s kotorymi my znakomy iz teorii qisel no trudnee. Mne kaжets� qto nuжno
bytь predusmotritelьno no toжe nuжno issledovatь sledstvi� soqetani� dvuh
formul.

Preжde qem my opisaem trudnosti metoda, my opisaem kak my oжidaem pri-
men�tь formulu sleda sozdatь funktorialьnostь. Nuжno priznatь totqas qto
my ewë v naqale зtogo predprirati�. Nuжno toжe priznatь, qto � budu pro-
puskatь mnogo trudnostei formuly sleda qtoby obъ�sn�tь te, kotorye mne
kaжuts� novymi i ne rexënnami. Dl� teorii formuly sleda � otsyla� qi-
tatel� k statь�m Artura, preжde vsevo k knige [A3]. Zdesь formula sleda ili
stabilьna� formula sleda prevraqëna v iskaxenie nasto�woi formuly,

(28)
∑

πst

µst
π trπst(f) + ∗ =

∑

γst

Orbst(γ, f) + ∗ f = fG =
∏

v

fG
v ,

gde summa napravo summa po regul�rnym stabiьnym sopr�жennym klassam. To
qto nahodits� v summah ∗ my budem datь tolьko naskolьko nuжno. Summa nalevo
summa po toqeqnomu spektru, v kotorom trivialьnoe predstavlenie vaжnyi
qlen.

Dl� s >> 0 my moжem polьzovatьs� kak v formule (21) takoi funkciei f = fG,
qto

(29)
∑

πst

µst
π trπst(f) =

∑

πst

µst
π α

S
πstLS(s, πst, ρ)

ili

(30)
∑

πst

µst
π trπst(f) = −

∑

πst

µst
π β

S
πst

LS

L′
S

(s, πst, ρ),

gde somnoжitelь v (29)

αS
πst = αS

πst
G

=
∏

v∈S

trπst
v (fv)
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i podobnyi somnoжitelь v (30) vaжny tolьko v konce argumentacii, glavnom
obrazom qtoby otliqatь odno predstavlenie ot drugogo.

Asimptotiqeskoe povedenie зtih vyraжenii my budem osmatrivatь s for-
muloi sleda. Зto povedenie moжet bytь asimptotisqe povedenie summy (29)
ili (30) kak funkcii peremennoi s kogda Re s ց 1, no nuжno budet rassma-
trivatь povedenie зtih funkcii v poluploskosti Re s ≥ 1. Snaqala, my znaem
tolьko, qto funkcii opredeleny v poluploskosti Re s >> 1. Povedenie funkt-
sii svazano s asimpototiqeskim povedeniem koefficientov qlenov 1/ns v r�de
dirihle, kotorom зti funkcii opredeleny. Зti koefficienty toжe summy po
stabilьnym avtomorfnym predstavleni�m, kotorye my isledovaem s pomowь�
formuly sleda.

My qto oжidaem? Qtoby predvidetь зto, nuжno polьzovatьs� gipotezoi Ra-
manudжana. Soglasno зtoi gipoteze i formule (26) i (27) pol�sy L-funksii
L(s, π, ρ) v poluploskosti s ≥ 1 v toqkah Re s = 1, 3/2, 2, 5/2, . . . . Toqnee, gipoteza
Ramanudжana svazana s funktorialьnostь, kotoru� my staraems� dokazatь.
Okazyvaets�, qto mnogie svoistva avtomorfnyh L-funkcii L(s, π, ρ) sledstvi�
funktorialьnostь. Kaжets� odnako, qto gipoteza Rimana, ni klassiqeska�
gipoteza ni obwa� gipoteza, ne dostupnee budet s pomosqei funktorialnostei.
Mnima� qastь pol�sov s po bolьxei qasti proizvolьna potomu qto centralьnoi
harakter proizvolen. Na primer, dl� gruppy G = GL(1) pustь π(x) = Nxit = |x|it

i ρ(z) = z, z ∈ LG = GL(1,C). Togda L-funkcia L(s, π, ρ) = ζF (s− it).
Na teh pol�sah s, kotorye nahod�ts� kraine sprava, vyqet funkcii L′(s)/L(s)

na toqke s nesomnenno raven vyqetu funkcii L′
S(s)/LS(s), no takoe predpoloжe-

nie ne nuжno. Pustь σ = φ |SL(2) i ψ = φ | λH. Mnoжestvo vseh vozmoжnyh
vloжenii σ : SL(2) →֒ LG v (24) s toqnostь� do izimorfizma koneqno. Sle-
dovatelьno dl� dannogo ρ mnoжestvo vseh qisel li toжe koneqno. Odnako mnoж-
estvo vseh ψ moжet bytь kak v [ST] beskoneqno. Pustь l samoe bolьxoe qislo
v mnoжestve {l1, l2, . . .}. Togda pervye pol�sy s kotorymi my vstretims� esli
my dvigaems� sprava na levo nahod�ts� na pramoi Re s = 1 + (l − 1)/2 i vyqet
vyraжeni� (27) na toqke s = 1 + (l − 1)/2 + it raven summe

(31)
∑

σ

∑

{i | li=l}

n1
∑

k=1

res(−
L′

L
; 1 + it, πst

H , ψi,k).

No summa (31) neukl�жa. Luqxe polьzovats� ne formuloi (25), no oto-
braжeniem φ∗ iz vtoroi glavy. Qtoby polьzovats� im s deistvennostei, my
zameqaem, qto soglasno osnovnomu predpoloжeni� dokasatelьstvo, kotorogo
naqala my staraems� stroitь, estь to, qto dl� kaжdogo avtomorfnogo pred-
stavleni� πst = πst

G suwestvu�t otobraжenie (24) i polnoe (hadroniqeskoe) pred-
loжenie πst

H kotorogo obraz pod φ predstavlenie πst. Opredelenie hadroniq-
eskogo predstavleni� takoe, qto harakternoe svoistvo hadroniqeskogo pred-
stavlenie πst

G takoe, qto L(s, πst
G, ρ) golomorfno v oblasti Re s > 1 i na pr�moi

Re s = 1, s 6= 1, i qto por�dok pol�sa v toqke s = 1 kratnostь trivialьnogo

30



predstavleni� v ρ. My koneqno staraem stroitь induktivnoe dokasatelьstvo
sredi kotorogo indukcionnyh predpoloжenii зto suwestvovanie nahodits�.

Kak my uжe zametili, esli πst
G dano, para (φ, πst

H) ne odnoznaqna, no my rass-
qitivaem, qto gruppa λH i qto ograniqenie φ|SL(2,C) odnoznaqno i qto klass
izomorfizma gruppy λH toжe odnoznaqen. K soжeleni�, esli my ne trebuem
qtoby πst

H hadroniqeskoe, edinstvennostь klassa izomorfizma λH propadaet.
Sledovatelьno zatrudneni� s peresqetom vvedutьs�. Зti zatrudneni� � ne hoqu
obъ�sn�tь zdesь, no � da� neskolьko primerov.

My vstreqaems� s nimi uжe dl� gruppy G = SL(2) ([TS]) ili GL(2). Gruppy
GF , my ewë ne moжem opredel�tь, no globalьna� gruppa Veila WF eë faktor-
gruppa. My znakomy s primerami avtomorfnyh predstavlenii πst

G sootvetsvu�-
wyh gomomorfizmam ψ gruppy WF v gruppe LG = GL(2), no LG toжe GL(2,C)×
Gal(L/F ), gde L/F rasxirenie Galua. Esli obraz gomomorfizma ψ koneqen,
togda on opredelen gomomorfizmom ψ : Gal(K/F ) → LG, F ⊂ L ⊂ K. No
Gal(K/F ) = LH, H = {1}. Estь edinstvennoe avtomorfnoe predstavlenie зtoi
gruppy, trivialьnoe predstavlenie πH , i зto predstavlenie hadroniqesko. Es-
li φ : s × w → ψ(w) = ψ(w) × ̟, gde ̟ obraz w v gruppe Gal(K/F ), togda
φ∗πH = πst

G. Esli E/F kvadratiqnoe rasxirenie pol� F , moжno toжe, qto ψ
razloжitьs�

WF →WE/F → GL(2),

gde vtora� strelka ψE/F : WE/F → GL(2) i

ψE/F = IndE
F χE , χE : IE → C×.

Gruppa IE gruppa klassov idelei. Moжno toжe, qto ψ opredeleno dvum� razliq-
nymi pol�mi ili dvum� razliqnymi harakterami edinstvennogo pol� ili qto
takoe ψ toжe opredeleno koneqnymi rasxireni�mi Galua. Зta mnogoqislen-
nostь ne obewaet sozdavatь trudnostei v [ST] i � ne oжida� qto ona budet
sozdavatь trudnostei dl� obwoi gruppy.

My prelogaem, qto teori� vtoroi glavoi suwestvuet i my vozvrawaems�
k summam (29) i (30), no skoree qem uravneni�m (25), my polьzuems� oto-
braжeni�mi φ∗. Pustь fH =

∏

v f
H = φ∗fG

v =
∏

v φ
∗fG

v . Vne mnoжestva S, fG
v

v algebre Gekke i fH
v toжe v algebre Gekke, kak my obъ�snili v vtoroi glave.

Vnutri S suwestvovanie зtoi funkcii predpoloжitelьno, no my prodolжaem
issledovatь sledstvi� зtogo predpoloжeni�.

Vyraжenie trπst(f) = trπst
G(fG) kotoroe nahodits� v (29) i (30) ravno sledu

trπst
H(fH). My umnoжaem vyraжenei umnoжitelem µst

πH
i poluqaem

(32) −µst
πH
βS

πst
H

L′
S

LS
(s, πH , ρ ◦ ψ)

Зto prohod ot gruppy G k gruppe H moжen tolьko dl� vyrazeni� (30) i ne dl�
vyraжeni� (29) potomu qto (30) linenoe vyraжenie otnositelьno no (29) mul-
tiplikativnoe. Znaqit qto multiplikativnoe issledovanie funkcii L(s, π, ρ) =
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∏

v Lv(s, πv, ρ) ne dostatoqno, no nuжno bolee trudnoe additivnoe issledovanie
funkcii

−
L′

L
(s, π, ρ) = −

∑

v

L′
v

Lv
(s, πv, ρ),

kak u zakona prostyh qisel. Itak, kaжets� qto funktorialьnostь kak trudnyi
arifmetiqeskii vopros, tak i trudnyi analitiqeskii vopros. Odnako, kaжets�
toжe, qtoby rexitь trudnye analitiqeskie voprosy nuжno sperva rexitь bol-
ee lëgkie voprosy

Summa (30) vyraжaets� kak

(33) ΣG =
∑

πst
G

µst
G trπst

G(fG) =
∑

φ

∑

πst
H

µst
H trπst

H(fH), φ : SL(2)× λH → LG.

Nalevo estь neskolьko voprosov. Summa po φ summa s toqnostь� do зkvivalent-
nostei. Na primer, moжno qto dl� dannogo H i dannogo φ, dva predstavleni�
πst

H da�t samoe πst
G. Togda umnoжitelь nuжen v znamenatele kratnostei µst

H .
Poskolьko зtot umnoжitelь nezavisimye ot πst

H , my moжem zamenitь µst
H qast-

nym µst
H/µφ. Na primer, esli G = GL(2) i H = ResE/F GL(1) gruppa poluqenna�

ograniqeniem skalarov i

φ : LH = C× × C× ⋊ Gal(E/F )

tak, qto

(34) φ :















(z1, z2) ⋊ 1 7→

(

z1 0
0 z2

)

,

(1, 1) ⋊ σ 7→

(

0 1
1 0

)

,

togda haraktery χ i χ−1 gruppy H(F ) = E× da�t takoe жe πst
G i µφ = 2. My ewë

ne ponimaem stabilьnoi kratnostei, hot� estь prostoi primer зtogo pon�ti� v
[LL]. Tem ne menee vero�tno, qto stabilьnoe kratnostь predstavleni� πG et πH

sv�zany i qto otnoxenie meжdu nimi toжe nuжno dl� formuly (33).
V зtoi formule napravo my trebovaem qto parametr predstavleni� πst

H had-
roniqeskii, to estь otobraжenie GF →

LH = λH hadroniqeskoe. Inaqe govor�,
zamykanie v smysle Zariski ego obraza gruppa LH. S зtom predpoloжeniem,
gruppa LH i gruppa H dolжny bytь opredelëny. Odnako, otobraжenie φ i
stabilьnoe predstavlenie πst

H ne polno opredelëny. � predpolaga�, qto зta
neopredelënnostь ispr�vleny kratnost�mi.

Kak drugoi primer, pustь

Γ = {±1,±r,±s,±t | r2 = s2 = t2 = −1, rs = −st}
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kvaternarna� gruppa. Estь predstavlenie ψΓ : Γ→ GL(2,C),

ψΓ : ±1 7→ ±

(

1 0
0 1

)

, r 7→

(

i 0
0 −i

)

, s 7→

(

0 1
−1 0

)

.

Esli H = {1}, togda LH = Γ vozmoжnyi vybor kak L-gruppa gruppy H. Pustь
K/F takoe rasxirenie Galua, qto Gal(K/F ) = Γ. Togda [K : F ] = 8 i pole K
soderжaet tri kvadratiqeskih rasxireni� E, pol� invariantov otobraжenii r,
s i t. Dl� kaжdogo estь takoi harakter χ, kotorogo por�dok 4, qto predstavlenie
gruppy Veila IndF

E χ ekvivalentno Γ. V summe (33) my vybiraem H = {1} i
φ = ψΓ, qtoby opredel�tь sootvetstvennoe predstavlenie πst

G.
Naxa celь sozdatь teorii avtomorfnyh predstavlenii dl� vseh grupp G nad

pole F , to estь dokazatь funktorialьnostь i gipotezu Ramanudжana. My moжem
polьzovats� indukciei. To estь, my moжem predpolagatь, qto my ponimaem L-
funkcii vseh grupp H, kotoryh razmernostь menьxe qem dimG. V qastnosti my
moжem predpolagatь, qto dl� nih gipoteza Ramanudжana pravilьna, to estь, dl�
teh predstavlenii πH =

∏

πv kotorye takie, qto pervoi somnoжitelь φ|SL(2,C)
parametra φ trivialen, kaжdyi somnoжitelь πv umeren.

V summe ΣG nalevo v uravnenii (33) estь, soglasno na naxoe predloжenie,
φ = σ×ψ dl� kotoryh σ netrivialьno i φ = ψ. To estь, nalevo summa po polnomy
diskretnomu spektre. Polьzu�sь formuloi sleda my moжem nahodit formulu
dl� eë. Hot� ne budet lëgko primen�tь зtu formulu, nuжno nade�tьs� qto s
teqeniem vremeni budet moжno. Napravo, dl� kaжdogo dannogo otobraжeni�
φ summa po gruppam H i po otobraжeniem ψ dl� kotoryh predstavlenie πst

H

hadroniqeskoe. Itak summa napravo pixets�
∑

φ

∑

H

Σ′
H = Σ′

G +
∑

dim H<dim G

Σ′
H

gde

(35) Σ′
H = Σ′

H(fH) =
∑

πst
H

µst
H trπst

H(fH), πst
H hadroniqesko

Kak indukcionna� gipoteza my moжem predpolagem, qto dl� kaxdoi gruppy H,
takoi qto dimH < dimG estь toжe formula dl� summy Σ′

H po hadroniqeskim
predstavleniem πst

H . Sledovatelь estь toжe formula dl�

(36) Σ′
G = ΣG −

∑

{φ,H} | dim H<dim G

Σ′
H .

Moжno qto formula (36) toqno v зtom vide ne polezno. No estь po kraine
mere formula, kotoru� my moжem prikladyvatь. Sootvetsvenno formule (30),

Σ′
G = −

∑

πst
G

µst
πG
βS

πst
G

L′
S

LS
(s, πst

G, ρ).
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Dl� issledovani� зtogo vyraжenie v oblasti Re s1, vopros ne shodimostь summ-
y. Moжno prepolagatь qto ona koneqna. Vopros povedenie r�dov Dirihle,

L′
S

LS
(s, πst

G, ρ).

Tak kak зti r�dy additivnye po predstavleni�m ρ, moжno predpolagatь qto ρ
neprivodimo. Gipoteza Ramanudжana osnovno ekvivalentna za�vleni�, qto dl�
vseh parametr φ = ψ : λH → G i hadroniqeskogo πH , funkci� L(s, π, ρ) golo-
morfna v oblasti Re s > 1. V qastnosti, qto зto tak esli H = G. Induktivna�
gipoteza ekvivalentna za�vleniye, qto dl� teh fG kotorye �vl��ts� v (30),
vyraжenie Σ′

G(fG) golomorfno v oblasti Re s > 1. Iz funktorialьnostei my
vyvodim, qto est pol�s v toqke s = 1 tolьko esli neprivodimoe predstavlenie
ρ trivialьno. Koneqno, esli ρ trivialьno L(s, π, ρ) = ζF (s). Qtoby dokazatь
gipotezu Ramanudжana dostatoqno dokazatь зti svoistva funkcii LS(s, πst

G, ρ)
kak sledstvi� formuly dl� (36) vyvexëna iz formuly sleda i induktivnoi
gipotezy.

Moжno qto predstavlenie ρ neprivodimo i netrivialь, no qto ρ ◦ φ|λH pri-
vodimo s trivialьnymi komponentami. Togda estь pol�sy funkcii

L′

L
(s, πst, H)

v oblasti Re s > 0 ili v toqke s = 1. Qtoby oni ne �vl��ts� kak pol�sy
funkcii Σ′

G = Σ′
G(s), nuжno qto one �vl��ts� toжe kak pol�su funkcii ΣG. No

blagodar� prisutstvi� proizvolьnyh somnoжitelei
∏

v∈S f
G
v , зto moжno tolьko

esli φ∗π
st
H = πst

G nahodits� v avtomorfnom spektre gruppy G. Mne kaжets�, qto
nam moжno budet tak dokazatь funktorialьnostь, no tolьko posle mnogo usilii.
� op�tь podqërkiva�, qto svostva obraza φ∗π

st
H ne ustanoveny i ne �sny.

Зti obwie razmyxleni� ewë preжdevremeny, no bez ih trudno znatь na kakie
opredelënnye voprosy nabrasyvatьs�. Po moemu, luqxe naqinatь s lokalьnymi
zadaqami vtoroi glavy i globalьnymi zadaqami dl� SL(2) ili GL(2). � uжe
utverжdal, qto edinstvennyi sposob, kotoryi � zna�, qtoby razvivatь for-
mulu sleda kak orudie dl� issledovani� avtomorfnyh predstavlenii, formula
Puassona. � budu opisyvatь obwie principy, kak oni obъ�snëny v [FLN,TS],
no trudnymi analitiqeskimi voprosami, kotorye ostava�ts� seiqas v bolee
molodyh, bolee sposobnyh rukah, � ne budu zanimatьs�

Glavna� qastь formula sledy summa po stabilьnym regularnym poluprost-
ym sopr�жennym klassam gruppy G(F ). Kak bylo obъ�snano v [FLN] moжno i
nuжno predpolagatь qto kommutatorna� gruppa Gder odnosv�zna. Summa po sta-
bilьnym poluprostym sopr�жennym klassam gruppa Gder summa po affinnomu
prostranstvu i summa po stabilьnym poluprostym sopr�жennym klassam grup-
pa G dvoina� summa. Vnexna� summa na gruppe G/Gder i vnutrenna� summa na
zakruqennomu vidu зtogo affinnogo prostranstva. Vdavatьs� zdesь v podrob-
nosti зtoi summy nepolezno. Luqxe predlagatь, qto G = SL(n) ili GL(n).
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Harakteristiqeskii mnogoqlen зlementa g ∈ SL(n)

Xn + a1X
n−1 + a2X

n−2 + · · ·+ an−1X + 1,

i koзfficienty a1, . . . , an−1 proizvolьny. Sledovatelьno oqevidno, qto mnoж-
estvo stabilьnyh regularnyh poluprostyh sopr�жennyh klassov affinnoe pro-
stranstvo. Harakteristiqeskii mnogoqlen зlementa g ∈ GL(n)

Xn + a1X
n−1 + a2X

n−2 + · · ·+ an−1X + an, an 6= 0,

i an obraz зlementa g v G/Gder = GL(1).
V зtoi statьe [FLN] my nazvali mnoжestvo poluprostyh sopr�жennyh klassov

bazoi Xteinberga-Gitqina. Зto prostranstvo rassloenno po prostranstvu
G/Gder i sloi affinnie prostranstva. My polьzuems� formuloi Puassona,
qtoby issledovatь summy po slo�m. Luqxe i legqe predpolagatь qto G = Gder.
Inaqe podrobnosti wepetilьny. Esli G = Gder baza ne tolьko affinnoe pros-
transtvo no vektornoe prostranstvo s integralьnoi strukturoi poqti vs�du.
Bytь vpolne akkuratno v otnoxenie k зtoi strukture ne oqenь polezno seiqas
potomu, qto daжe dl� samoi prostoi gruppy, SL(2), dl� kotoroi struktura vek-
tornogo prostranstva ili struktura nad Z �sny, vaжnye analitiqeskie vo-
prosy ewë ne osvetëny.

Pravilьno, qto summa ne po stabilьnym regularnym poluprostym sopr�жen-
nym klassam gruppy no po stabilьnym regularnym зlliptiqeskim poluprostym
sopr�жennym klassam. Otsutstvie drugih klassov mexalo nam polьzovatьs�
srazu formuloi Puassona. � napomina� kak formula sleda pererabotana byla
v [FLN,ST], no napomina� toжe, qto pererabota byla predvaritelьna. Mne
samomu ona kaжets� ubeditelьna, no estь ewë mnogo voprosov bez otvetov. Qlen-
y summy po stabilьnym regularnym poluprostym зlliptisqeskim sopr�жen-
nym klassam ([FLN, (3.17)])

(37) measprod(T+
γ (F )\T (AF ))

∫

Tγ(AF )\G(AF )

f(g−1γg)dḡ

V statьe avtory popytalisь polьzovats� posledovatelьnoi notaciei dl� mer,
neobremennoi nasledovannoi teoretiqeskoi predubeжdeniei. � budu prodol-
жatь polьzovats� зtoi notaciei. Polьzu�sь neskolьkimi kogomoliqeskimi teo-
remami Kottvitza, my perepixem formulu (37) i sobiraem qleny, qtoby polu-
qatь proizvedenie posto�nnoi veliqiny mGρGτ(G), kotora� zavisit tolьko ot
gruppy G, i summy po stabilьnym зlliptiqeskim klassam γ stabilьnyh or-
bitalьnyh integralov,

(38)
∑

γst

ρT

ρG

∏

v

Orb(γst, fv),

gde

(39)
ρT

ρG
= lim

sց1
L(s, σT/G).
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Podrobnosti nahod�ts� v [FLN]. Vaжno qto L(s, σT/G) beskoneqnoe proizvede-
nie

∏

v Lv(s, σT/G), kotoroe my, blagodar� zameqani� Ж. Geca, zamen�em koneq-
nim proizvedeniem,

∏

v∈S′ Lv(s, σT/G), S ⊂ S′, S′ koneqno, qtoby polьzovatьs�
formuloi Puassona. Nuжno toжe zamenitь summu po vsem klassam γ summoi po
tem klassam, kotoryh parametry v affinskom prostranstve cely poqti vs�du,
na primer vne mnoжestva S′ ⊃ S. V dokazatelьstve, S′ rastët vsë bolьxe, po-
glawa� vse mesta v.

Зto moжno potomu, qto dl� dannoi funkcii f =
∏

v fv, kotoroi nositelь
kompakten i dl� γ ∈ G(F ), γ regul�rnoe, γ →

∏

v Orb(γst, fv) 6= 0, tolьko esli
obraz γ v baze Xteinberga-Gitqina celoi vne mnoжestva S′ = S′(f).

Esli tor T ne зlliptiqeskii, togda predel v (39) ne suwestvuet, no koneqno
proizvedenie

∏

v∈S′

Lv(s, σT/G)

suwestvuet. Sledovatelьno my moжem pribavitь зti qleny k summe (38), no
kogda my pereidëm k predelomu nad S′, kotoroe podglotit po perehod k predelu
vse toqki v, nelьz� zabytь o зtoi beskoneqnostei.

Formula Puassona spravedliva dl� takoi diskretnoi podgruppy A1 gruppy
A2 i bilineinoi haraktera ξ(x, y) A2, qto A1\A2 kompaktno i A1 ⊂ A2 samo-
dvoistveno otnositelьno k χ. Зto osnovnoe svoistvo gruppy

A1 = F ∩
∏

v∈S′

Fv

∏

v/∈S′

Ov

v gruppe

A2 =
∏

v∈S′

Fv

∏

v/∈S′

Ov

i ξ(x, y) = χ(xy), gde adeliqeskii harakter χ takoi, qto χ(xy) = 1 dl� vseh y ∈ F
esli i tolьko esli x ∈ F .

Pustь V vektornoe prostranstvo nad F s vnutrennym proizvedenie x·y. Togda
formula Puasson spravedliva dl�

V1 = V ⊗ A1, V2 = V ⊗ A2, ξ(x, y) = χ(x · y).

Moжno, qto luqxe razliqatь prostranstvo V ot ego dualьnogo prostranstva V̂
i V̂i ot Vi. Togda vnutrennoe proizvedenie x·y ne nuжno i dl� bazy Xteinberga-
Gitqina takogo vnutrennogo proizvedeni� net.

Dl� formuly Puassona nuжno toжe funkci� kotora� nositelь nahodits� v
A2 i kotoray nezavisamma� ot koordinat vne mnoжestva S′. Hota dl� dannoi
funkcii fv, Orb(γst, fv) funkci� na lokalьnoi baze Xteinberga-Gitqina, my ne
moжem polьzovatьs� funkciei

∏

v∈S′

Lv(s, σT/G) Orb(γst, fv)
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potomu, qto eë osobennosti slixkom silьny. Nuжno, kak v [FLN], polьzovatьs�

(40) θS′(a; s)) =
∏

v∈S′

Lv(s, σT/G)|∆v(γst)|Orb(γst, fv),

gde funkci� ∆ opredelena byla v predloжenii 3.29 statьi [FLN] i gde a =
∏

av, kotoroe nahodits� v baze Xteinberga-Gitqina, proizvedenie lokalьnyh
obrazov klassov γst. Dl� regularnogo γ ∈ G(F ),

∏

v ∆v(γ) = 1 potomu, qto γ
regularno i my moжem prepolagatь qto mnoжestvo S′ takoe, qto |∆v(γst)| = 1,
v /∈ S′. U funkcii

θv(av; s)) = θv(γst) = Lv(s, σT/G)|∆v(γst)|Orb(γst, fv)

estь toжe osobennostei, no зti osobennosti dovolьno slaby, qto moжno prikla-
dyvatь formulu Puassona. Vernee, v statьe [ST] provereno, qto moжno prikla-
dyvatь formulu Puassona esli G = SL(2). Nuжno proveritь зto boobwe. Hot�
зto ne moжet bytь oqenь trudno, ono oqenь interesnyi vopros.

Pustь A baza Xteinberga-Gitqina, Av eë lokalьnyi vid, i AS′ =
∏

v∈S′ Av.
V formule Puassona, my rassmatrivaem summy

(41)
∑

a∈AS′

θS′(a : s)

i

(42)
∑

b∈ÂS′

θ̂S′(b; s).

Baza Xteinberga-Gitqina vvestilasь v §3.3 statьi [FLN] s tot жe samymi ko-
ordinatami. Зtimi koordinatami my opredel�em vvestilasь sopr�жnoe vek-
tornoe prostranstvo.

Mnogo voprosov soprovoжda�wih polьzovanie formulu Puassona ewë ne raz-
rexeny.

(i) Nositelь funkcii θS′ kompaktnyi no moжno qto estь osobye toqki funkcii.
Nuжno dokazatь qto tem ne menee summa (42) shodits�. Poka estь takoe dokaza-
telьstvo tolьko dl� gruppy SL(2), no vopros nesomnenno interesen i dostupen.

(ii) Funkcii θv(a; s) soderжaet parametr s > 1. Nuжno pereti k predelu s = 1.
No qtoby prikladyvatь formulu Puassona, my pribavl�em neelliptiqeskie
qleny, kotorye nuжno toжe vyqitatь. Dl� ih зtot predel ne suwestvuet.
Soprovoжda�wie trudnosti qastiqno razrexeny v raznostyh kak (36). Dl�
gruppy SL(2), зto obъ�sneno v statьe [ST]. Tem ne menee, nuжno bytь vnima-
telьny!

(iii) Perva� trudnostь s issledovani�m analitiqeskogo povedeni� L(s, π, ρ) ili
L′/L(s, π, ρ) est ta, qto pervoi pol�s s kotoram my vstreqims�, kogda s peredv-
inuet spravo nalevo dannyi trivialьnym predstavleni�m i, poзtomu, ne oqenь
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interesen. Tem ne menee ego povedenie zaslon�et povedenie vseh drugih pred-
stavlenii. Posledovatelьno nuжno ponimatь ego vklad i ustran�tь ego. V
statьe [FLN] dokazano, hot� dokazatelьstvo neskolьko pospexno, qto ego vklad
pervoi qlen summy (42).

lim
sց1

lim
S′→∞

θ′S(0; s).

Budet oqenь interesno, ponimatь gde v dvostvennoi summe Puassona nahod�ts�
vklady drugyh neumerennyh predstavlenii. Mne kaжets�, qto зtot vopros
toжe, hot� seiqas net voobwe dostupen, nesomnenno dostupen dl� neskolьko
grupp.

(iv) Samoi vaжnoi vopros prikladyvanie formuly sleda i formuly Puassona
k funkci�mi f v vyraжeni�h (29) i (30). Kaжets� qto dl� funkcii (30) vopros
trudnee, qem dl� funkcii (29), no obe voprosy oqenь trudny analitiqeskie
voprosy. Funkci� f bezkoneqniye r�dy Dirihle,

f =
∞
∑

n=1

fn

ns
, f = fρ, fn = fn,ρ.

Nositelь funkcii fn vyrastaet s n. Dl� gruppy SL(2) зtot vopros issle-
dovaets� seiqas Ali Altugam i � ne hoqu obъ�sn�tь ego vyvody preжdevre-
menno.

(v) Nuжno ne tolьko ponimatь asimptotiqeskoe povedenie vyraжenii (29) i
(30) no nuжno toжe znatь s qem ih sravnivatь. Kak � obъ�snil v statьe ST,
po-moemu nam nuжno budet issledovani� po teorii uravnenii. No interes зtih
issledovanii do sih por ne ocenen mnogimi. V зtom otnoxenii statь� [JY], na
kotoru� Antonii Pulido obratil moë vnimanie, mne kaжets� polezna.

⋆⋆⋆ V sledu�woi glave � hotel nahodit vyraжenie geometriqeskoi teorii
dl� gruppy GL(1) v smycle pervoi glavy, no � ewë ne uspel. To, qto � do sih
por napisal, ne soverxenno pravdo. Зta rabota prodolжaets�!

IV. Geometriqeska� teori� dl� gruppy GL(1)

� seb� nikogda ne zanima�sь geometriqeskoi teoriei, no mne kaжets�, qto
u neë estь mnogo storon, kotorye privlekatelьny ne tolьko, moжet bytь ne
preimuwestvenno, iz-za ih otnoxenii k arifmetiqeskoi teorii no iz-za ih ot-
noxenii k klassiqeskam analizu i geometrii i k matematiqeskoi fizike. Hot�
teori� dl� gruppy GL(1) obyknovenno qitana znatoi, � hoqu peresmatrivatь
eë, qtoby zaver�tьs� v svoëm ponimanii vseh utverжdenii, na primer teh iz
statei [CFT,CLG].

Pustь X polna� algebraiqeski� kriva� nad pole C. Dl� men� v зtoi zapisi,
lineinoe rassloenie modificirovanie trivialьnogo rassloenii X × C. Takoe
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modificirovanie Ld opredeleno divizoram δ na X,

(43) δ =
∑

x∈X

dxx, x ∈ X,

gde dx ∈ Z i dx = 0 poqti dl� vseh x. Algebraiqeska� funkci� f na X golomorf-
noe seqenie rassloeni� Lδ esli por�dok f v kaжdoi toqke x bolьxe ili ravno
dx. Lokalьnoe seqenie opredelëno takom жe obrazom. Esli dva rassloeni�, Lδ

i Lδ′ , izomorfny, togda estь taka� algebraiqeska� funkci� h nad X qto

(44) δ′ = δ + (h)

i otobraжenie f 7→ f ′ = hf otobraжet seqenie f rassloeni� Lδ k seqeni� f ′

rassloeni� Lδ′ . My moжem toжe polьzovatьs� uravneniem (44) lokalьno s δ ≤ 0,
qtoby predstavl�tь seqeni� rassloeni� Lδ′ kak hf , gde f seqenie trivialьnogo
rassloeni�, drugimi slovami, funkci�.

V geometriqeskoi teorii globalьnoe pole F , pole golomorfnyh funkcii nad
X i lokalьnoe pole v toqke x, pole formalьnyh r�dov Lorana

(45) f(z) =

∞
∑

n=k

anz
n,

s koneqnoi glavnoi qastь�. Parametr z lokalьna� koordinata v toqke x. Esli
ak 6= 0, ordx(f) = k por�dok funkcii ili r�da f v toqke x. Esli k ≤ 0, por�dok
pol�sa −k. Kolьco

Ox = {
∞
∑

n=0

anz
n}

i

O×
x = {

∞
∑

n=0

anz
n | a0 6= 0}.

Kolьco adelei,

AF = AX = {
∏

x∈X

ax | ax ∈ Ox poqti dl� vseh x.}

Nakonec gryppa idelei

IF = IX = A×
X = {

∏

x∈X

ax | ax 6= 0 i ax ∈ O
×
x poqti dl� vseh x.}

i gruppa klassov idelei
IF = F×\IF = F×\A×

F .
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Harakter χ gruppy IF nepriryvnyi, esli estь takoi poloжitelьnyi delitelь
δ =

∑

dxx, qto χ trivialьni na mnoжestve

{a =
∏

x

ax | ordx(ax − 1) ≥ dx ∀ x}.

Vzaimnostь dl� gruppy GL(1) drugoe, matematiqesko pouqitelьnoe opisanie
gruppy harakterov. Dl� teorii funktorialьnosti nuжno rassmatrivatь ne
edinstvennu� gruppu, kak v зtoi glave, no mnoжestvo vseh reduktivnyh alge-
braiqeskih grupp G. Sledovatelьno my ne rassmatrivaem funktorialьnostei
v зtoi glave, kotora�, glabnym obrazom, prosmotr znakomyh pon�tii. Mne
kaжets�, qto dl� gruppy GL(1) vzaimnostь sledstvie klassiqeskoi teorii dif-
ferencialov Abel� pervogo, vtorogo i tretьego roda i formuly pripisyvaenn-
oi Veilu, koturu� my obъ�snim, no poka � ne uspel naiti udovletvor��wei
teoremy. Qita� statьi, З. Frenkela, � dumal, qto vzaimnostьmoжet vyraжats�
s differentialami (ili pereneseni�mi) s osobonnest�mi. Hot� зto kaжets�
mne perspektivnym, зstьqto-to, kotorogo � ewë ne ponima�.

Esli f algebraiqeska� funkci� nad X ili qlen pol� Fx, togda f opredelit
lokalьnoe seqenie rassloeni� Lδ v x. No moжno, qto зtogo seqeni� estь pol�s v
toqke x. Por�dok f kak seqenie rassloeni� Lδ raven ordx(f)−dx. Sledovatelьno
svoistvy regularnosti seqeni� f zavis�t ot δ.

Differentialьnoe uravnenie opredela��woe perenesenie trivialьnogo ras-
sloeni�

(46)
df

dz
= A(z)f,

gde z lokalьna� koordinata v toqke x = x(0) i f(0) proizvolьno., ili

1

f

df

dz
= A(z),

df

f
= A(z)dz, f(z) = exp(

∫ z

0

A(w)dw)f(0).

Differencialna� 1-forma pereneseni� ω = A(z)dz.
Esli f ′ = hf lokalьnoe seqenie rassloeni� Lδ, znaqit divizor (h) raven

divizoru δ v okrestnosti toqki x, togda

(47)
1

f ′

df ′

dz
= A(z) +

1

h

dh

dz
= A′(z),

df ′

f ′
= A(z)dz +

dh

h
= A′(z)dz.

Poзtomu svoistvy regularnosti pereneseni� ili differenciala Abel� (47)
toжe zavis�t ot δ. Have to say that you prefer not to work this way.

Naxe zadanie nahoditь geometriqesko privlekatelьnoe opisanie gruppy har-
akterov gruppy IF . Pustь O

+
x = {1 + a1x+ a2x

2 + . . .}. Togda

F×
x /O

+
x ≃ {az

n | a ∈ C×, n ∈ Z}
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i estь takoi cepь
{1} ⊂ O+

x ⊂ O
×
x ⊂ F

×
x ,

qto
O+

x \O
×
x ≃ C×, O×

x \F
×
x ≃ Z.

Bybor lokalьnogo parametra z davaet izomorfizm

O+
x ×C× × Z.

Bybor drugogo parametra w = ηz davaet drugoi izomorfizm i razliqie

α(z)× b× n→ α′(w)× b′ × n,

α(z) = 1 +

∞
∑

i=1

aiz
i, α′(w) = 1 +

∞
∑

i=1

ai

ηi
wi, b′ =

b

ηn
.

Pustь Ωx additivna� gruppa lokalьnyh differencialov ω = ωx = A(z)dz v toqke
x, kotoryh vyqet v зtom toqke nahodits� v Z. Itak, resx ω ∈ Z.

Estь qastiqnoe sparivanie (f, ω)→ C, f ∈ O×
x , ω ∈ Ωx. Pustь

(48)

f = α0 exp(α1z + α2z
2 + . . . ),

ω =
β−k+1

zk
+
β−k+2

zk−1
+ · · ·+

β−1

z2
+
β0

z
+

∞
∑

k=0

βkz
k,

togda

(49)

res(ω ln f) = β0 lnα0 +
k−1
∑

i=1

αiβi,

(f, ω) = exp(res(ω ln f)) = αβ0

0 exp(

k−1
∑

i=1

αiβi).

Estь prostie obsto�telьstva, kotoryh vaжno ne zabyvatь. Lokalьno i glo-
balьno funkci� f i differential ω absol�tny, no kak seqenie puqka ili rass-
loeni� ili kak differential nad puqke one ne absolutny. Oni dany, lokalьno
ili globalьno, kak seqenie ile differential trivialьnogo puqka. Rassloenie
toжe dano raz i navsegda, no lokalьnye ili globalьnye golomorfnye seqeni�
te seqeni� f , dl� kotoryh (f) ≥ δ. Lokalьno (f) = nx, n ∈ Z. Moжno, qto dl�
drugih ne nuжno obъ�sn�tь takie pridirqivie opredeleni�, no dl� seb� nuжno!
V sparivanii (49) rassloeni� net!

V suwnosti, poka net lokalьnogo rassloeni�, to estь, my tolьko odnim rass-
loeni�m polьzuems�, trivialьnym rassloeni�m. No estь, dl� kaжdogo qisla

m ∈ N, m = 1, 2, . . . estь rasxirenie Fx(z1/m) = F
(m)
x , kotoroe ne zavisit ot

lokalьnogo parametra z. My vvodit trivialьnoe lokalьnoe rassloenie nad
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F
(m)
x kak rassloenie L

(m)
x nad Fx. Posжe, v globalьnom opredelenie, my budem

rassmotretь krivie nad krivoi X i rassloeni� nad зtih krivyh. Rassloenie

L
(n)
x lokalьnyi vid зtogo postroeni�.

Togda seqenie rassloeni� L
(n)
x dano r�dom

f = zn/mα0 exp(α1z
1/m + α2z

2/m + . . . ),

no my ne interesuems� зtime seqeni�mi, tolьko seqeni�mi

f = znm/mα0 exp(α1z
m/m + α2z

2m/m + . . . ),

itak podъëmom seqeni� trivialьnogo rassloeni� nad Fx. Dl� dannogo m, my
pozvol�em takie seqeni�

ω =
β−k+1

zk
+
β−k+2

zk−1
+ · · ·+

β−1

z2
+
β0

z
+

∞
∑

k=0

βkz
k,

qto β0 ∈ Z/m. Togda

(f, ω) = e2πinβ0αmβ0

0 exp(

k−1
∑

i=1

αiβi).

?????????????????? Something is not quite right here.

f × θ ∈ F×
x ×Θx : (f, θ) = αn/βm,

f = zmα(1 + a1z + a2z
2 + . . . ), θ = znβ(1 + b1z + b2z

2 + . . . ),

kotoroe opredeleno esli m = 0 ili n = 0. Estь toжe qastiqnoe sparivanie

F×
x × Ωx : (f, ω)→ exp{resx(ω ln f)− ordx(f)

∫ x

x0

ω}, ??????

gde resx vyqet v toqke x. Зto sparivanie opredeleno tolьko esli ordx(f) = 0. K
tomu жe v vtorom qlene, estь integral, kotorogo smysl nelokalnьnyi.

Luqxe vvesti globalьnyi differencial Abel� ω nad krivoi X, kotoryh
lokaьnyi vid ωx i proizvedenie θ =

∏

x θx, gde θx = a = ax0 ∈ C× poqti dl� vseh
x. Togda

(50)

(f, ω) = eiλ,

λ =
∑

j

resqj
(ω ln f)−

∑

i

ordpi
(f)

∫ pi

p

ω

uravnene�mi sparivanie (f, ω) opredeleno. Toqki q1, q2, . . . osobye toqki dif-
ferenciala ω i toqki p1, p2, . . . toqki gde idelь f =

∏

fv ni nulь ni beskoneqen.
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Qtoby opredel�tь parivanie (f, ω) nuжno qto koneqnye mnoжestva {p1, p2, . . .},
{q1, q2, . . . } ne pereseka�ts�. Nuжno budet opisatь kak opredel�tь toqky p i
putь integrirovani�.

Globalьnoe sparivanie (f, θ) toжe proizvedenie lokalьnogo umnoжitelei

(51) (f, θ) =
∏

x

(fx, θx), θ =
∏

θx,

gde dl� poqti vseh x, θx obraz αx ∈ C×, no nuжno op�tь predpolagatь, qto
mnoжestvo toqek gde obraz r�da fx ne v mnoжestve C× i mnoжestvo toqek gde
θx /∈ C× ne pereseka�ts�, qtoby (fx, θx) opredelëno v kaжdoi toqke.

My bydem opisatь vzaimnostь polьzu�s� sparivani�mi (50) i (51), no nuжno
snaqala opisatь mnoжestvo harakterov χ, kotoroe my hoqem rassmatrivatь.
Udobno, fiksirovatь kak v statьe [FLN] idelь, f0 =

∏

x f0,x, s
∑

v ordx(f0,x) = 1
i predpolagatь, qto χ(f0) = 1. Drugimi slovami, my rassmatrivaem haraktery
χ nad mnoжestve I0

F = F×I0F klassov idelei stepeni 0, no my prodolжaem ih k
takim harakteram nad I, qto χ(f0) = 1. Tak kak lokalьnye gruppy F×

x ⊂ IF → IF
kaжdoi harakter χ opredel�et lokalьnye harakter χx. My dopuskaem takoi
harakter χ, qto

(52) χx : zmα(1+a1z+a2z
2 + . . . ) = zmα exp(α1z+α2z

2 + . . . )→ βmαn exp(
∑

i=1

αiβi),

gde n ∈ Z, β ∈ C× i βi = 0 dl� poqti vseh i. Itak rassmatrivannye nami
haraktery dany lokalьno algebraiqeskimi i drugimi зlementarnimi funkt-
si�mi i oni ne unitarny. Sledovatelьno naxe pereformulirovanie klassiq-
eskoi teorii kak teori� vzaimnostei neskolьko iskustveno. Moжno, qto for-
mulirovanie vzaimnostei dl� obwyh grupp budet ubeditelьne.

Pustь Df = {x | ord fx 6= 0} i Dθ = {x | ord θx 6= 0}. Globalьnoe sparivane

(53) (f, θ) =

∏

x∈Df
θx(0)ordx(f)

∏

x∈Dθ
fx(0)ordx(θ)

opredeleno tolьko esli Df i Dθ ne pereseka�ts�. Qtoby davatь obwoe opre-
delenie зtogo sparivan� nuжna teorema Veila. Pustь f i g bytь takie alge-
braiqeskie funkcii nad X, qto Df ∩ Dg pusto. Togda (f, g) = (f, θ) = 1, g 7→ θ.
Зto teorema dokazyvana v knige [GH] i my vernëms� k ei pozxe, no mne samom
ona kaжets� strannoi, hot� dl� krivoi P1, ona oqenь prosta. Pustьna primer
f = (x− a1)(x− b1), g = (x− a2)/(x− b2), a 6= b. Togda

(f, g) =
g(a1)

g(b1)

f(b2)

f(a2)
=
a1 − a2

a1 − b2

b1 − b2
b1 − a2

b2 − a1

b2 − b1

a2 − b1
a2 − a1

= 1.

Voobwe, qtoby opredel�tь(f, θ) dl� algebraiqeskoi funkcii f , my naho-
dum taku� algebraiqesku� funkci� g, qto Dθ/g i Df ne pereseka�ts� i my
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postanovl�em (f, θ) = (f, θ/g). Blagodar� teoreme Vela, зto opredelenie ne zav-
isit ot g. Tak kak sparenie (f, h) = (f, θ), kososimmetriqesko, my moжem toжe
opredel�tь(f, g) dl� vseh g esli f ∈ F×. Nakonec, my moжem opredel�tь (f, g)
ili (f, θ) dl� vs�koi pary f, g, f, g ∈ IF . Pustь f = f1f2, gde f2 ∈ F

× i Df1
i Dg

ne pereseka�ts�. Togda
(f, g) = (f1, g)(f2, g).

gde (f1, g) opredeleno formuloi (52). Koneqno f → (f, g) harakter gruppy IF , i
ono daжe harakter gruppy IF esli g ∈ F×.

Qtoby luqxe ponimatь зto sparivanie, rassmotrimte stroenie grupp IF i
IF . Pustь

Iunr
F =

∏

x

O×
x , ItrF =

∏

x

Otr
x , O+

x = {1 + a1x+ a2x
2 + . . .}.

Togda F× ∩ ItrF = {1} i F× ∩ Iunr
F = C×,

{1} ⊂ ItrF ⊂ Iunr
F ⊂ I0F ⊂ IF ,

i
{1} ⊂ Itr

F ⊂ I
unr
F ⊂ IF , Itr

F = ItrF , Iunr
F = C×\Iunr

F .

Stroenie grupp Itr
F , Itr

F \I
unr
F i Iunr

F \IF i posledovatelьno stroenie ih grupp
harakterov �sno.

Gruppa Iunr
F \IF gruppa divizorov po modul� divizorov lineino зkvivalent-

nyh nul�.

(54) Itr
F \I

unr
F = C×\

∏

x

C×,

gde vloжenie C →֒
∏

x C dano α →
∏

z α. Nakonec Itr
F = Itr. Legko opredelitь

gruppy harakterov зtih grupp. Dualьna� gruppa Ξ(Iunr
F \I0

F ) ne mnoжestvo takih
∏

x αx, qto
∏

αdx
x = 1, esli divizor δ =

∑

x dxx lineino зkvivalentnyi nul�, no
eë faktor-gruppa po gruppe

{
∏

x

z | z ∈ C×} ≃ C×.

Gruppa Iunr
F \I0

F gruppa toqok �kobievnogo mnogoobrazi� krivoi X, no bez eë
geometriqeskoi ili topologiqeskoi struktury. Sledovatelьno, iz klassiq-
eskoi toqki zreni� ona menee interesna. No dl� nas,

Ξ(Iunr
F \I0

F ) ⊂ Ξ(Iunr
F \IF ),

gruppa puqkov Gekke. Odnako, poskolьku kaжdyi зtih harakterov opredel�et
puqok Gekke, ih vaжnostь dl� sovremennoi teorii avtomorfnyh predstavlenii
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nesomnena. My vstretims� pozжe s �kobievnym mnogoobraziem v ramkah harak-
terov IF . Seiqas my zameqaem pervoi priznak dvoistvennostei,

Ξ(Iunr
F \I0

F ) ⊂ C×\
∏

x

C× = Itr
F \I

unr
F .

Gruppa harakterov gruppy Itr
F \I

unr
F gruppa Iunr

F \I
0
F ,
∏

x zx →
∏

x z
mx
x , mx ∈ Z,

mx = 0 poqti dl� vseh x i
∑

mx = 0. Зto ravenstvo toжe vid dvoistvennostei.
Gruppa Itr poqti(!) avtodualьna. Pustь

(55)
η1 = 1 + a1zx + a2z

2
x + . . . = exp(α1zx + α2z

2
x + . . . )

η2 = 1 + b1zx + b2z
2
x + . . . = exp(β1zx + β2z

2
x + . . . ),

dva qlena зtoi gruppy. My predpolagaem, qto βi = 0 esli i >> 0. Togda

(56) (η1, η2) = exp(
∞
∑

i=1

αiβi)).

Зta funkci� peremennyh α1, α2, . . . ne algebraiqeska� no ona зlementarna�. Lo-
kalьnye vyraжeni� (55) i (56) my perepixem v vide bolee shodnom vidu vyra-
жeni� (???49). Pustь fx = η1 tak, qto

(57) ln fx = α1zx + α2z
2
x + . . . .

Pustь differential Abel�

ωx =
β0

zx
+
β1

z2
x

+
β2

z3
x

+ . . .

tak, qto

(58) resx(ω ln fx) = α1β1 + α2β2 + . . .

i
(η1, η2) = exp(resx(ωx ln fx)).

Esli fx(0) 6= 1, togda estь v (57) dopolnitelьnyi qlen α0 = fx(0) ??????? i v
(58) dopolnitelьnyi qlen α0β0. S зtim svedeniem my moжem opredel�tь gruppy
harakterov gruppy I0

F , no tolьko v naxem smysle, qto lokalьnyi vid haraktera
dan vyraжeniem (52).

Qtoby razvitь posledstvi� зtih razmyxleni� nam nuжna vtoray formula
pohoxha� na formulu Vei la. Pustь ω differential Abel� nad krivoi X s
osobymi toqkami v toqkah Dω = Q = {q1, q2, . . .} i f algebraiqeska� funkci�
nad X c osobymi toqkami v toqkah Df = P = {p1, p2, . . .}. My predpolagaem, qto
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P ∩Q = ∅ i qto vyqet ω v kaжdoi osoboi toqke celoe qislo. � hotel dokazatь,
qto summa vyraжeni� (???49)

(59)
∑

j

resqj
(ω ln fj)−

∑

i

ordpi
(f)

∫ pi

p

ω ∈ 2πiZ,

s dokazatelьstvam shodnym na dokazatelьvo formuly Veila. K soжaleni�, зto
ne moжno. My pripominaem sebe dokazatelьstvo formuly Veila iz [GH].

Nam nuжna ih diagramma na stranice 242, obyqnoe izobraжenie rimanovoi
poverhnoxtei kak ploska� oblastь ∆ s otoжdestvënnymi storonami,

δ1, δg+1, δ
−1
1 , δ−1

g+1, δ2, . . .

My fiksirovaem toqku p na granice зtoi oblastei i nepereseka�wies� puti
integrirovanii αi s p do pi ili βj s p do qj , gde Df = {p1, p2, . . .} i Dg ili
Dω = {q1, q2, . . .}. My moжem predpolagatь, qto toqki pi i qj ne nahod�ts� na
granice oblastei ∆.

Pustь ∆′ oblastь ∆ rezana po put�m αi s p do pi, no ne rezana po put�m βj.
My rassmatrivaem integral

∫

∂∆′

ln fd ln g = ln f
dg

g
.

Soglasno teoreme vyqetov, зtot integral raven

(60) 2πi
∑

j

ordqj
(g) lnf(qj).

No on toжe raven

∑

k

∫

δk+δ−1

k

+
∑

k

∫

δg+k+δ−1

g+k

+
∑

i

∫

αi+α−1

i

.

Dl� dvuh otoжdestvënnyh toqek p ∈ δk, p
′ ∈ δ−1

k ,

(61) ln f(p′) = ln f(p) +

∫

δg+k

d ln f.

Po зtomu,

(62)

∫

δk+δ−1

k

ln f
dg

g
= −

(
∫

δk

d ln g

)

(

∫

δg+k

d ln f

)

i, po takoi жe priqine,

(63)

∫

δg+k+δ−1

g+k

ln f
dg

g
=

(

∫

δg+k

d ln g

)(

∫

δg

d ln f

)
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Nakonec, dl� p na αi i sootvetsvu�wogo p′ na obratnom pute α−1
i

(64) ln f(p′)− ln f(p) = −2πi ordpi
(f).

Sledovatelьno,
∫

αi+α−1

i

ln f
dg

g
= 2πi ordpi

(f)

∫ pi

p

d ln g

i

(65)

∑

i

∫

αi+α−1

i

ln f
dg

g
= 2πi

∑

i

ordpi
(f)(ln g(pi)− ln g(p))

= 2πi
∑

i

ordpi
(f) ln g(pi).

Kak sledstvie uravnenii (60), (62), (63), i (65) my zakl�qaem uravneniem

(66)

2πi{
∑

j

ordqj
(g) lnf(qj)−

∑

i

ordpi
(f) ln g(pi)}

=
∑

k

{(

∫

δg

d ln f

)(

∫

δg+k

d ln g

)

−

(
∫

δk

d ln g

)

(

∫

δg+k

d ln f

)}

.

Kaжdyi integral napravo nahodits� v 2πiZ. Sledovatelьno
∑

j

ordqj
(g) lnf(qj)−

∑

i

ordpi
(f) ln g(pi) ∈ 2πiZ.

Зto utverжdenie teorema Veila.
Qtoby podtverжdatь formulu (59) my povtor�em зto vyqislenie, no zamen�

dg/g = d ln g differentialom ω. Pustь ϕ = ω ln f .

(67)

∫

∂∆′

ω ln f = 2πi
∑

j

resqj
ϕ

= 2πi
∑

j

resqj
ω ln f(qj).

Зto uravnenie i uravnenie (68) opravdyva�t opredelenie sparavanie (η1, η2)
Koneqno, uravneni� (61) i (64) ewë verny tak, qto

∫

αi+α−1

i

ϕ = 2πi ordpi
(f)

∫ pi

p

ω

My cobiraem qleny kak ranьxe s takimi жe zakl�qeniemi,

∫

δi+δ−1

i

ϕ =

(
∫

δi

ω

)

(

−

∫

δg+i

d log f

)

,

∫

δg+i+δ−1

g+i

ϕ =

(
∫

δg+iω

)(

−

∫

δi

d log f

)

.
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Zakl�qenie to, qto

2πi
∑

j

(

resqj
(ω) log f(qj)−

∑

i

ordpi
(f)

∫ pi

p

ω

)

ravno

(68)

g
∑

k=1

(

∫

δk

d log f ·

∫

δg+k

ω −

∫

δk

ω ·

∫

δg+k

d log f

)

.

� V kaжdom qlene napravo v uravnenii (68), qetyra integrala integraly form
kotoryh vse vyqety cely. Krome togo, vse integraly po zamknutym krivim.
No iz зtog my ne moжem zakl�qatь, qto vse integraly celoe kratnoe 2πi i qto
otnoxenie (59) podtverdeno. Sledovatelьno sledu�wii abzac toжe bespolezen.

Esli f =
∏

x fx proizvolьnyi зlement iz I0F i esli Df ∩Dω = ∅, togda vyraжenie

(69) (f, ω) = exp(
∑

j

resqj
(ω ln fqj

)−
∑

i

ordpi
(f)

∫ pi

p

ω)

nezavisimoe ot p. Esli f ∈ F× togda, soglasno utverжdei�, (59) (f, ω) = 1. Tak
kak dl� proizvolьnogo qlena f ∈ IF est vsegda takoe f1 ∈ F

×, qto Dff1
∩Dω = 1,

my moжem polzovatьs� (69) qtoby opredel�tь harakter f 7→ (f, ω) gruppy I0
F . �

Esli lokalьnoe razloжenie ω v toqke x,

ωx =
βk−1

zk
+
βk−2

zk−1
+ · · ·+

β1

z2
+
β0

z
+ . . . , β0 ∈ Z,

togda soglasno uravneni� (58), lokalьnyi vklad toqki x k vyraжeni� (69)

(η1, η2) exp(β0 ln fx(0)) = (η1, η2)f
β0

x (0).

Nam nuжno odno utverжdenie. Glavnye qasti meromorfnogo differentiala
Abel� ravny nul� v poqti vseh toqkah i summa ih vyqetov ravna nul�, no
v ostalьnom oni proizvolьny. My vspominaem ego dokazatelstvo. Pustь Ω
kanoniqeska� svazka. Togda, deg Ω = 2g − 2, gde g rod krivoi X. Soglasno
teoreme Rimana-Roha,

(70) dimH0(L)− dimH0(Ω⊗ L−1) = degL− (g − 1).

V qastnosti,

dimH0(Ω)− 1 = 2g − 2− (g − 1) −→ dimH0(Ω) = g,
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to estь, razmernostь prostranstva golomorfnyh differentialov ravna g.
Pustь δ poloжitelьnyi divizor i pustь Ωδ = L−δ. Togda

deg Ωδ = deg Ω + deg δ = 2g − 2 + deg δ.

Esli δ = {x} edinstvenna� toqka, togda Ω⊗Ω−1
δ = Lδ i dimH0(Lδ) = 0. Sledova-

telьno
dimH0(Ωδ) = deg Ωδ − (g − 1) = 2g − 1− (g − 1) =,

tak, qto esli my pozvol�em edinstvennyi pol�s, my ne uveliqivaem razmer-
nostei prostranstva vozmoжnyh differentialov. No posle togo, vs�kii raz,
kogda my pribavl�em odnu toqku k divisoru δ, uravnenie

dimH0(Lδ) = 0

ostavaets� verno no deg Ωδ uveliqivaets� na odno. Sledovatelьno dimH0(Ωδ)
uveliqivaets� na odno.

Kak zakl�qenie my poluqaem, qto ograniqeni� harakterov f 7→ (f, ω) k Itr
F

mnoжestvo vseh harakterov зtoi gruppy s dopustimym lokalьnym vidom. My
poluqaem daжe, qto ograniqenie зtih harakterov k gruppe Iunr

F mnoжestvo vseh
eë harakterov, op�tь s dopustimym lokalьnym vidom. �dro pervogo ograni-
qeni� mnoжestvo differentialov tretьevo roda, no �dro vtorogo ograniqeni�
mnoжestvo differentialov pervogo roda. Oni opredelu�ts� harakterov fak-
tor-gruppy Iunr

F \I0
F .

Estь dl� men� vaжna� trudnostь. Nad gruppe Itr
F ili daжe nad gruppe harak-

ter Iunr
F lëgko ponimatь harakter f 7→ (f, ω), no nad gruppe I0

F moжno opredel�tь
ego tolьko polzu�sь teoremoi Veila i neopredelënnym vyborom.

Estь meжdu (f, ω) i (f, θ) vaжna� raznica. Kak harakter I0
F , pervoi opredelen

dl� vseh ω no vtoroi opredelen tolьko dl� nekotoryh θ. Estь vtora� raznica.
Harakter f 7→ (f, ω), harakter faktor-gruppa Iunr

F \I0
F . Esli ω pervogo roda.

(f, ω) = exp(−
∑

x

ordx(f)

∫ x

p

ω)

gde x nevaжno, potomu
∑

x ordx(f) = 0. Esli θ =
∏

x θx, θx = ax, harakter f 7→
∏

x θx dan vyraжeniem
∏

x a
− ordx(f)
x .

—————————————————

Estь ewë tri glavy. V nasto�wee vrem� mne ne moжno pisatь зti glavy. Mne
kaжets�, qto posle nuжnogo prigotovleni�, posle izuqeni� naliqnyh statei
mne budet moжno soqinitь p�tu� i xestu� glavu v polezьnom vide. No v pro-
tivnopoloжnostь voprosam vtoroi, tretei i qetvërtoi glav dl� rexeni� koto-
ryh u men� estь otqëtlivie predstavleni� togo, qto nuжno delatь, daжe esli
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poka � ne zna� kak preodolevatь bolьxoe koliqestvo prep�tstvii s kotorymi
my vstreqaems�, y men� samogo net opyta s voprosama зtih dvuh glav. � hoqu
uqits� tomu, kotoroe drugie matematiki otkryli.

Posledna� glava predstavl�et sovsem drugie trudnosti. Qtoby soqinitь
eë nuжny ne tolьko �snoe ponimanie vseh voprosov drugih glav no toжe �snoe
ponimanie arifmetiqeskih i topologiqeskih storon algebraiqeskoi geometrii,
i eë ewë ne razrexënnyh voprosov i gipotez, na primer gipotezy Hodжa ili
gipoteza Teita. Зti voprosy nahoжuts� za funktorialьnostь�. � ne oжida�,
qto � budu pisatь зtu glavu. � daжe ne zna�, kak naqinatьs�. Hot� teori�
mnogoobrazii Ximura nam mnogo uqila, eë vaжnostь dl� okonqatelьnoi teorii
vzaimnostei ne �sna.

Koneqno, vosьma� glava po nul�m funkcii L(s, π, ρ) ili L(s, π), gde π avto-
morfnoe predstavlenie gruppy GL(n), toжe otsutsvuet. Hot� pon�tie funk-
torialьnostei predlagalo nam bolьxoe mnoжestvo r�dov Dirihle, povedenie
kotoryh my oжidaem bytь shodno povedeni� ζ-funkcii Rimana, poskolьko �
zna�, nikto nikogda ne predlagal, qto moжet bytь polezno issledovatь zna-
menitu� gipotezu Rimana v зtih bolee prostornyh ramkah, ni dl� vseh novyh
funkcii ni dl� edinstvennoi funkstii, funkcii Rimana samoi.

—————————————————

V. Obwa� geometriqeska� teori�

VI. p-adiqeska� teori�

VII. Globalьna� arifmetiqeska� vzaimnostь
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[S2] , Groupes algébriques et corps de classes.
[Si] Alan Silberger.

[Sil] Joseph H. Silverman, The aithmetic of elliptic curves.

[T] R. Taylor.
[Wa] Jean-Loup Waldpsurger.

[WS] Wang Song, http ://www.mcm.ac.cn/people/ws.aspx.
[Z] A. Zelevinski, Induced representations of reductive p-adic groups II: On irreducible representations

of GL(n), Ann. Scient. Ec. Norm. Sup. 13 (1980), 165-210.

51


