OTOMORFIK FORMLARIN BAGIMSIZ BIR TEORISI VAR MI?
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Saygili Attila Bey, Saygili Betiil Hanim, saygili Tiirk Matematik Derneginin iiyeleri: davetiniz
icin ¢ok tegekkiir ederim. Tamdigim ve saygilarla andigim Tosun Terziogluyu hatirlatan
konusmay1 vermek sereftir.

Zannetiginiz gibi ama belki nedenlerini bilmeden Tiirkiye’ye elli yildan fazla gelip burada
adeta on iki ay kaldim. Ilk olarak esim ve dort cok genc cocuklarla harica gidip kalmak
benim i¢in onlarmn i¢in de yeni bir macera olmus. Tabii ki Amerika’da benim i¢in yabanci yer
oldu. Bugiin de bana gariptir. Fakat evimizden Amerika’ya yarim saat ytriiyerek Amerika’ya
yiyerek sinara erigtiniz ve dil ayni oldui Herhalde gercek yabanci olan dil nasil 6grenmeyi
gercek ecnebi olan memleketi nasil takdir etmeyi anlamaya burada bagladim fakat o kadar
basarili olmadim.

Tabii ki bu karardan sonra, serbest oldum ve serbest olarak serbest diisiinebiliyordum.
Yani bu karar 6zgiir bir kiginin veya 6zgiirlinii teyit eden bir kisinin karar1 oldu. Bu sekilde
yani diislincelerimin serbest olmasinin sayesinde buraya geldigimden evvel bile benim igin
degerli olan ve matematige ait kavramlari kegfettim. Dolayisiyla bu memlekete bugiina kadar
faydali kalan fikirler ve kavramlar i¢in minettarim. Tabii ki geldigimden sonra farkl sekilde
ziyaretim faydali oldu.

Bugiin eskiden kegfetigim imkéanlar hatirlamak istemem. Simdi yagh matematik¢inin bugiin-
kii zorluklarina koyulalim. Ilk olarak bir 6zet.

[KI TEORI

1. Daha kolay olan geometrik teori. Bunlar bir galoisca grubun “G’ye génderimleriyle
parametrelenir. L-fonksiyonlar yoktur ve kargiliklilik da yoktur. Bu teori tam olmaktan ¢ok
uzaktir ama bana gore tam bir teori erisilebilirdir.

2. Daha zor olan, belki de daha 6nemli olan aritmetik teori. Ilk olarak L-fonksiyonlar
var. Ustelik say1 teorisi son derece énemli olan karsiiklilik var. Galoisca grubun yerine daha,
soyut bir Tannaki’ca kategorinin konulmasi gerek olacak fakat bu ¢ok 6nemli olmayan usulun
bir meselesidir. Mamafih ana zorluk kargilikhiliktir! Hicbir sey anlamadigimiz dogru degil.
Benim igin dogrudur. Genel olarak ¢ok ¢ok az anlamadigimiz dogrudur.

Asagidaki satirlarda, onceki ifadeleri agiklamaya caligiyorum.

Tarihsel zemin. Bagliktaki soru ne anlama geliyor? Matematikte, farkli seviyelerde, bazen
genis kapsamda olan, tam olarak farkl teoriler vardir. Ornek olarak, Oklid (6liimi milattan
once 285) geometrisi, cogumuzun aklinda, diizlemdeki diiz ¢izgiler ve gemberlerin hakkindaki
hipotez ve teoremlerin bir toplamasi ve belki de ii¢ boyutlu uzay ilave edilmis, fakat daha
sonra Appolonius (milattan énce 262-190) tarafindan geligtirilen konik kesitlerinin teorisini
icermez.

Date: September 2018.
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Belirli bir teorinin dogal simirlarmin olusturulmas: zor olabilir. Ornegin, diferansiyel kalkii-
liis, tiirevler ve integrallerin ¢aligilmasiyla baglayabilir ve sona erebilir, ancak adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin teorisini de igerebilir.

Altmig yil 6nce hayatimin bir matematik¢i oldugum hayat olarak basladigi sirada grup
temsilleri teorisi biiyiik 6l¢lide sonlu gruplarla ve daha genel olarak kompakt gruplar ile
sinirliydi. Sonlu gruplara ait teori, bir ka¢ hafta icinde Frobenius tarafindan Dedekind’in bir
sorusunun cevabi olarakE] makalelerinde gelistirildi. Fakat bunla konu sona ermedi. Kuantum
teorisinde onemli olan kompakt gruplara ait teor1 ona ¢ok yakinda takip etti. Bu konuda
Hermann Weyl'in tarafindan yazilmis makalelelﬂ tercih ettigim miiracaattir. Kompakt olmayan
gruplar arasinda biri ¢arpicidir ve zaman iginde anlagildigr gibi, tipik olan SL(2, R) grubuydu.
Bu grup 1956 yilinda V. Bargman’in tarafindan konu edildi. Ancak ilk deneme olmasina
ragmen, sasirtict bir gekilde keskin oldu. Yillar boyunca tiim yari-basit, dolayisiyla tiim
indirgeyici gruplar Harish-Chandra’nin tarafindan konu edildi ve bunlar ¢cagdas otomorfik
formlar teorisinin temel bir yoniinii olusturdular.

Ancak bu teori birkag farkli kaynaga ve kdkene sahiptir. Yari-basit gruplarin temsil teorisi,
birka¢ kisimdan sadece biridir. Digerlerin birisi tarihsel olarak ¢ok 6nemlidir. Daha 6nce
var olmusgsa bile, Gauss’un Disquisitiones’iyle baglayan, boylece karesel karsiliklilik ilkesiyle,
ve Hasse'nin makalesiyleﬂ ya da Chevalley’nin makalesiyleﬂ biten bir teoridir. Kuadratik,
yani karesel, karsiliklilik kurali anlamaya basgladigimdan 6nce kendi matematik hayatimin
oldukga ilerledigini itiraf ediyorum. Yillarca zannediyordum ki tuhaf bir sey olmus fakat
ehemmiyetsiz. Benim i¢in hala o hava var, ama bir anlamda bugiin agiklamaya c¢aligtigim
genel teorinin 6ziidiir. Yani, diger maksatlar simdilik géz ardi ederek sadece 2% = ¢ denklemi
degil bir veya birkag¢ degiskende tiim denklemleri uygulayan bir teori ariyoruz. Son iki yiizyilin
matematigi yeterince karmagiktir ki, bu amagin pegine ¢cok matematikgi takilir. Denklemlerin
katsayilarinin belirli alanlarda, rasyonel sayilar alani, bir cebirsel saylar alani, bir fonksiyonlar
alan1. Ilerledikce imkanlar daha acik olacak. Simdilik, konumuzun gencligimdeki durumuna
aciklik getirmek calisiyoruz.

Abelya smifi alan teorisi, on dokuzuncu yiizyilin sonlarinda ve yirminci ylizyilin baglarinda,
son agamalarda geligtirilmigtir. Teiji Takagi tarafindan alindi. On yillar sonra Emil Artin
distinmiistii veya imit etmisti ki Artin L-fonksiyonlar ile baglantili olarak abel olmayan bir
teori bulunabilir. Fakat yasamin sonunda bu umudunu vazgecti. Ne yazik ki umudunun nasil
gerceklestirilebildigini gorecek kadar uzun yagamadi. Biz onu heniiz gergeklestirebilmeyiz ama
anlatacagim gibi umut sebebi var.

Yirminci yiizyilin ortasinda, Hecke, Siegel ve Selberg otomorfik formlar teorisinin geligmesin-
de ti¢ 6nemli gahis oldu. Etkisi giiglii hissedilmeye devam ediyor. Tam miikemmel olmayan
bir gekilde 6zetlenebilir.

Hecke teorisi, klasik kaynaklarin ismiyle 6ne siiriilen kiiresel fonksiyonlarin teorisinin
bir cinsidilﬁ] ancak simdi akla getirdigi kavramlar temsil-kuramsaldir. Ancak Hecke'nin
aragtirmalarinin kaynagi, Mordell ve digerlerinin yirminci yiizyilin baglarinda Ramanujan’in

Wber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen, 1897.

2Theorie der Darstellung kontinuierlicher halbeinfacher Gruppen durch lineare Transformationen. IIIIII
und Nachirag 1925/26.

3Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper, 1926/27.

ALa théorie du corps de classes, 1940.

"Kisaca yeresel teori p-adik bir cisme ait teori fakat kiiresel teori az ¢ok geleneksel bir gekilde anlatabilen
bir teori. Tkisi alakalidir.
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bir varsayimina yaptig1 katkilar gibi goriiniiyor. Gruplarin modiiler ya da otomorfik simetri
gibi ¢egitli simetrilerle olan iligkisi o zamanlar bugiin oldugu kadar acik degildir. Hecke’nin
zamaninda, otomorfik formlar teorisinin grup temsillerinin teorisiyle iligkisi, bugiin oldugu
kadar belirgin degildi.

Hecke'’yi yeterince takdir etmeyen Siegel’in rolii farkliydi. Siegel’in on dokuzuncu yiizyilin
sayilar teorisine katkilari genisgti, 6rnegin Eisenstein, Dirichlet, Riemann’nin katkilar1 ve
ozellikle kuadratik formlara ile aritmetige baglanan katkillari. Grup GL(2) disgindaki gruplar
i¢in bir otomorfik formlar teorisinin baglangicinin biiyiik 6l¢iide onun tarafindan yaratildigina
inaniyorum, ancak abartmadan Siegel’in gii¢lii 6nyargilar1 teorinin sonraki geligimini takdir
etmesine engel oldu. Frobenius’la doktora yazmasina ragmen, Frobenius’un tarafindan ortaya
koymus temsil teorisini hi¢ takdir etmedi.

Selberg’in katkisi ¢ok belirgindi. Alman matematikgi Hecke'nin bir 6grencisi olan Hans Maafs,
Hecke'nin klasik teorisinin 6tesine gegerek GL(2) grupuna ait analitik olmayan otomorfik
formlar igin bir teori gelistirince bazi basarilar1 vardi ama bazi temel sorular da ¢ézemedi.
Selberg onlar1 ¢ozdii, ama bu onun en carpici katkisi degildi. Onun ¢6ziimii, Hermann Weyl’in
yazdlgﬁ veya E. A. Coddington ile N. Levinson’in yazdlgﬂ bulundugu gibi, Hermann Weyl ve
digerlerinin geligtirdigi bir teori olan yarim-¢izgi iizerinde diferansiyel denklemlerin spektral
teorisini sagladi. Bu noktada, eger daha énce olmasaydi, modern fonksiyonal analiz, onun
tarafindan goziinii korkmayan o say1 teorisyenlerinin bir araci haline geldi.

Belki de yar1 gizgide olan adi diferansiyel denklemlerin spektral teorisine agina olmamisti,
Hermann Weyl tarafindan Hilbert uzaylarinda sinirlanmisg ve sinirsiz olan Hermite operator-
lerinin spektral teorisinin erken gelisiminde gelistirdigi bir teoriydi. Bu, elbette, matrisler
teorisinin ve 6zdegerlerinin bir uzantisi. Tabii ki sonsuz boyutlu teori nispeten geligtirilen
bir teoridir. Elbette ki sonlu boyutlu teori her yerde bulunur ve son giinlerde ortaokullarda
tanitilmaktadir. Sonsuz boyutlu mekanlarda teori elbette o kadar erigilebilir degildir. Oku-
yucunun dikkatini ¢cekmek istedigim netice olarak, Maak, Selberg ve digerleri, say1 teorisine
oldukca farkli ve analitik olan kavram teklif etti. Bu, heniiz ¢ok say1 teorisyen tarafindan
Ozlimlenmemis yordam.

Ama bu alanda Selberg’in gohretini kazandiran icat onun izformuli. James Arthur ve
digerlerinin yaptig1 derin katkilara ragmen, bu nispeten basit diisiincenin sonuglarinin pek
incelemedigine inaniyorum. Frobenius kar§1hkhhg1ﬂ sonsuz boyutlu bir bigiminden fazla
olmamasina ragmen, otomorf fonksiyon teorisine ait etkisi ve istidlallarinin énemi abartilamaz.

Cagdag otomorfik formlar teorisine genel bir girig olarak ve bunun birgok ¢ikarimi olarak
aciklanabilecek pek cok sey var. Ama ben her seyden 6nce Harish-Chandra’nin tarafindan tef-
feruath gekilde verilen ve kesin belirli olan sonsuz boyutlu temsil teorinin 6nemini vurgulayim.
Bu teorisi mevcut olmazsa bugiinkii otomorf fonksiyonlarin teorisi de miimkiin olamaz. Sonsuz
boyutlu teoriye tek katkida bulunmus olmasi degil. Indirgeyici Lie gruplarmin temsilleri,
yani GL(n) veya ortogonal gruplar gibi gruplar konusu olarak, ince yapisini aragtirmaktan
¢ekinmeyen kesin bir teori yaratmigtir.

Otomorfik form teorisinin {i¢c farkli cins vardir. Ust yari diizlemde olan klasik teori ile
en dogrudan iligkilerin oldugu teorisiler bunlarin kesinlikle en 6nemlisidir. Klasik teorisinin
kendisine gelince bir cisim, rasyonel sayilarin cisimi ve bir grup yani GL(2) ile iligkilidir,

S{ber gewdhnliche Differentialgleichungen mit Singularititen und die zugehérigen Entwicklungen willkirlic-
her Funktionen, 1910.

"Theory of ordinary differential equations, 1955.

8Uber Relationen zwischen den Charaktern einer Gruppe und denen ihrer Untergruppen, 1898.
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fakat on dokuz altmigh yillarda teorinin yeniden canlandirilmasindan beri, herhangi bir sonlu
boyutlu cebirsel say1 alani rasyonel ve herhangi bir indirgeyici Lie grubu kabul edilir. Hem
GL(n) hem de simplektik grup taninan érneklerdir.

Bizi ilgilendiren diger iki cins cisim var. Ikisi icin bir baglangic cismi secmek gereklidir. Bu
cisim tekil olmayan kapali bir egri {izerinde rasyonel fonksiyonlarin cismidir. Bir durumda
temel cisim sonlu bir cisimdir. Digerinde ise karmagik sayilar alamidir. Ilk durumda, ben V.
Lafforgue’un makalesind?] bagvuruyorum. Ancak, ikincisini daha sonra tartigacagim ¢iinkii
son yillarda bununla ¢ok zaman gecirdim. Ancak ana teori, say1 alanlarindaki teoridir. Bu
ylzden say1 teorisinin bir parcasidir. Konugma biiyiik 6lgiide onla ilgilidir. Say1 teorisindeki
onemli ¢ozililmiis ve ¢oziilmemis problemlerin aralarindaki bulunan Fermat'in son teoremi ve
Riemann varsayimla ilgilidir.

Bu konusmay1 hazirladig1 zaman ilk defa olarak geometrik teorisiyle aritmetik teorisinin
arasindaki ¢ok 6nemli olan fark var. Buna sonradan anlatacagim.

Riemann varsayim, belirli bir Dirichlet serisine ait bir ifadedir. Herkesin bildigi gibi, en
azindan her say1 teorisyen, bu seri veya bu fonksiyon agagidaki gibi tanimlanmigtir

(1) =3 =Tl

Genel teoride kendini gosterdigi benzer seriler var ve benzer bir varsayimlar var fakat bunlar
tam olarak tanimlamak hem erken hem de gereksiz olacaktir. Bunun i¢in Hecke teorisi, sadece
Hecke tarafindan verilen sekilde degil, tiim indirgeyici gruplar i¢in gegerli olan daha genel
giincel form gereklidir. Buna sonradan kisaca donecegiz. Bence hepsinin ayni zamanda veya en
azindan ayni yontemlerle kanitlanmasi muhtemeldir. Bu yiizden genel bir otomorfik formlar
teorisinin geligimini tegvik etmeye egilimliyim. Bu teorinin yapisinin ¢ok karmagik olacagi
goriilmektedir. Beklenen genel seklini aciklayacagim. Ozel sonuclar, sayilar teorisindeki 6nemli
ilerlemelerin anahtar1 olmustur.

Riemann varsayim, karesel kargiliklilik yasasi, Fermat'in son teoremi veya daha teknik
diizeyde indirgeyici gruplarin temsil teorisinin cazibesi, Pisagor teoremi veya ¢emberin dort,
bes, alt1 hatta on yedi esit olan yaylara boliinmesinin cazibesi kadar g¢ekici olamaz. Onlar fazla
arcane. Bu yeterli cevirisini bulamadigim bir kelimedir. Sozliikte surri, gizli, sakli, herkesce
bilinmesi caiz olmayan kelimleri buldum ama bizim i¢in ¢ok zorla 6grendigi seyler olabilir.
Dolayisiyla, otomorfik formlar teorisi, 6klid geometrisinin 6nemi kadar ayni kiiltiirel 6neme
sahip olamaz ama matematiksel 6neme gelince ondan daha 6nemli olabilir. Bu agiklamanin
one siirdiigii gibi, iki teori gakismaktadir. Birinin sorunlari1 digerinin sorunlariyle birlegir. Ayni
zamanda onlarin nitelikleri farklidir, ayni seviyede degil. Farkli zamanlarda farkli tatlara
hitap ederler. Yine de, benim profesyonel yasamimi yonlendiren zanima gore matematikte
daha yiiksek yani sik sik daha soyut amaclar uygundur ve automorfik formlar teorisi bu
amaglarin bir ifadesidir. Tabii ki bu teori ancak soyut degil. Son derece derin, istisnai
derecede genis baglantilariyla, bir¢cok merkezi matematiksel kavram kapsayan teoridir. Tabii
ki matematik¢inin agzinda derin sozi sliphelidir.

Genel teorinin ana veya daha dogru birinci temasi, Riemann zeta fonksiyonin kendisi
dahil olmak {izere ¢ok genig bir fonksiyon sinifinin tanitilmasi ve bu fonksiyonlarin, hem
beklenen 6zelliklerin hem de halihazirda dogrulanmis olan Riemann zeta fonksiyonunun
ozelliklerine sahip oldugunun kaniti. Dolayisiyla, biiyiik bir gérevden bahsediyoruz, tek bir
matematik¢i nesli tarafindan tamamlanmanin olasiligi diigiiktiir. Riemann zeta fonksiyonunun

YChtoucas et programme de Langlands pour les corps de fonctions.
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belirli 6zelliklerinin, varsayli olsa tanitlanmig olsa, ne olgiide genel gegerli oldugunu veya ne
olciide genel gecerlilik icinde olabilecegini bilmiyorum. Ilk amac analitik uzanim, sifirlarm bir
tanimlama degil.

Bu genel fonksiyon sinifi, bir kerede ayni anda tanmimlanmamistir. Her bir indirgeyici
kompleks grupa ve () alanin her bir sonlu cebirsel genislenmesine iligkin bir sinif vardir. Daha
genel olarak, ancak her sonlu genigleme cisim F’ye ve verilen grubun her gekli alabiliriz fakat
Oyle demek biraz yaniltici olabilir. Buna ragmen bana dogru geliyor.

[k 1837 yilinda Dirichlet tarafindan tanitild: ve simdi Q alan ve GL(1) grubu ile iligkili
Dirichlet L-fonksiyonlarin aginadir. Meshur Riemann zeta fonksiyon bunlarin birisidir. Bu
fonksiyonu 1857’de Riemann karmagik bir fonksiyon olarak gézden gegirdi. Fakat daha 6nce o
0zel degerleri i¢in Euler ve digerleri tarafindan incelenmistir.

Otomorf L-fonksiyonlarinin genig bir sinifinin tanitimi iki hususi temel tarafindan esinlen-
migsti yani ilk Hecke teorisi ve Satake’nin yerel bir cisimin iizerindeki genel bir indirgeyici
gruba bagl Hecke cebirine ait ¢ozlimlemesi. Bagtaki Hecke teorisinin 6nemi ve tekligi abarti-
lamaz. Bununla beraber, genel indirgeyici grubu tartigmak i¢in bu konugma bir firsat degildir.
Ortogonal gruplari, simplektik gruplar1 ve Cartan anlaminda istisnal gruplar1 bir kenara
birakirsak, sadece GL(n) digiiniiriiz. Genel teori, belirli teoriye benzer ve gergekten daha zor
olan problemler sunmaz. Gozlemlenecek tek sey, otomorf formlar: teorisine 6zgii bir kavram
olan “G, GL(n) i¢in daha kolay, yani G = GL(n, C). Bu L-grubu da karmasik bir indirgeyici
grubudur, ancak G' GL(n)’e esit ise G ile LG arasindaki iliskiler daha basit, anlagilmasi daha
kolaydir. Genel olarak, G' grubu bir say1 alani veya yerel alan iizerinden tanimlanir. Ancak G,
C iizerinden tanimlandi ve dedigim gibi tanimi tam anlatmak icin yar1 basit Lie gruplarinin
teorisini bilmek gerektir.

Baslangicta belirttigimiz gibi, incelenecek ti¢ teori var. Halen cebirsel say1 alanlarinin
{izerinde ilk siradayiz. Ik 6nemli problem, belirli bir otomorfik forma yani Hecke operatorleri-
nin bir 6zfonksiyonuna ile L-grubunun belirli bir sonlu boyutlu gosterimiye baglh Dirichlet
serisinin analitik uzanimi. Onerilen ¢oziim iki asamada ilerliyor. Birincisi zor ama en kolay.
Godement-Jacquet’in bir katkisidir, Zeta Functions of Simple Algebras.

Yani, ilgili analitik ézellikler ilk basta “G = GL(n, C) L-grubu kendisinin temsili olarak
sadece G = GL(n) grubu igin bahsedecegiz. Burada ayrintilara girmemek en iyisidir, ama
otomorfik formlarin teorisi, her indirgeyici grup G i¢in, mesela n x n matrislerin grubu, her
ne kadar degigkenlere ait ortogonal grup veya simplektik grup ve sinirli sayida istisnai gruplar.
Bu gruplarin her biri i¢in karmagik sayilarin cisminin tizerinde bir indirgeyici grup olan ikinci
bir grup “G var. Bu grubun karmasik bir Lie grubu oldugunu vurgularim. Genel tarifinin
karmagik, yani onu anlamak i¢in ¢ok bilgi gerektir, oldugundan onu vermeyim.

Itiraf. Matematigin tek bir konu, tek bir toplam olduguna kadar otomorfik formlarmin
teorisinin en 6nemli unsurlari sayilarin teorisiye vasitasiz ait unsurlardir. Mamafih bugiinki
matematikte bunlar sik sik temsil teorisiye aittir. Gayretimin hepsi dyle oldu. Bu yanda da
iki, belki ii¢ bile, imkan dahilinde, yani sayilar cisimlere ait ve karmagik cebirsel egrilere ait
teoriler. Yazdigim gibi sonlu cisimlere ait teorisi tartigilmiyacak. Coktan beri, yani elli yildan
beri, ugrastigim birinci teori en énemlisidir. Ilk olarak ona ait zorluklar konusacagim. Bu
aragtirmaya ait iki makalem var.

(i) Beyond Endoscopy ile A Prologue to “Functoriality and Reciprocity”, Part 1.
https://publications.ias.edu/rpl/section/25
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Burada onlarin kisa bir ilavesi olarak bir imkan teklif isterim. Bagkalarin tarafindan disiiniil-
miis veya distiniiliir, mesela, Ali Altug tarafindan. Herhalde ben bugiin sadece genel bir ilke
onermek istiyorum. Ben kendim belirli bir gsey yapmadim.

Ikinci teorisine ait teoriyle gecen alt1 yildan beri ugrasiyorum. Zannediyorum ki énemli bir
ilke kegfetim ama gercekten az yaptim, yani bu ilke geligtiremedim. Tabii ki konugurken ben
¢ok anlatamaz fakat bu metin asagidaki adreste bulunabilir

(ii) 006 aHAMTHYIECKOM BHJIe T€OMETPHIECKON TEOPUH aBTOMOPMHBIX (HOPM.

https://publications.ias.edu/rpl/paper/2678

Bir taraftan bu makalede geometrik teoride 6nemli olan otomorfik galoisca grubunun tanim-
landir. Ipucu Yang-Mills teorisinde, yani diferensiyel geometrik teoride, bulunur. Ona ait
aragtirma ikna edici ama pek de eksiksiz degil.

Iki teori, aritmetik ve geometrik, farklidir, fakat ayni ilkeler tarafindan yonlendirilir ve
benzer sonuglara ulasirlar. Bu sebeple onlarin, sonlu alanlar {izerinde teori ile, bir genel teori
olugturduklar: diisiiniilebilir.

Bu konusmay1 hazirlarken ilk defa anladagim ama 6nemli olan iki teorisinin
arasindaki fark. Makale yazarken galoisca grubu ortaya koydum. Bence geometrik teori
icin 6nemlidir. Distinliyordum ki aritmetik teoride de dyle bir grup olurdu. Anlasilan oyle
degil. ®

Disardan goziin gezdirdigi ilk defa teori nasil goziikiiyor? Sonsuz boyutlu Hilbert
uzayi var. Sayilamaz farkli Hermite operatorler var. Ortak 6zvektorleri ile farklh 6zdegerleri
de var. Ama bunu ispatlamak kolay degil. Herhalde Gyle bakilir! Bunlarla nasil kullanabiliriz?
Sonrasi nedir, ne olabilir? Her sey 6nce bu 6zdegerlerle Dirichlet serileriyle tarif edebiliriz.
Onlarla ne yapabiliriz? Tabii ki onlar1 analitik uzatmaya tegebbiis edebiliriz. Bagaril isek
bile faydas: nedir? Bunlara benzer seyler var mi sorabiliriz. Oyle cikar, yani Hasse-Weil
L-funktionlar var. Bu Dirichlet serilerin iki cinsi ayni olabilir mi? Oyle ise ve biz bunu
ispatlayabilirsek iinlii olup emekliye ayrilabiliriz! Maalesef o zamana kadar, yakinda bile ise,
tanidigimiz diinya yok olacak. Buna ragmen &yle seylerle ¢ok zaman verip yillardan beri
ugragtim. Tek bagima olmadim. Herhalde bugiin benim diislindiigiimii bagkalarin diisiindiigiinii
de biraz anlatmak isterim. Tabii ki bilimim ¢ok smirlidir. l

Ana konularin kisa bir aciklamasi. Ilk itiraf, bugiin bizim konumuzun sayilar teorisiyle
degil, oradan ortaya g¢ikan problemlerin ¢6ziimii i¢in geleneksel yontemlerin geniglemesi ve
silahlandirilmas: gerektir. Bu genel yontemler genellikle yalniz Riemann zeta fonksiyonu ile
ilgili degil, ayn1 zamanda Hasse-Weil zeta fonksiyonlariyle ilgili olan zeta fonksiyonlarinin
kullanilmasini da gerektir. Genel olarak, bunlar 6zellikle otomorf L-fonksiyonlarina, yani
otomorf formlara, ait Euler carpimlarina, esit olur. Ama bu esitligi ispatlamak gerektir. Hala
teoremlerden daha fazla varsayimlar varsa bile yavag yavag ilerliyoruz.

Kendimi tekrarlama tehlikelede bile, aritmetik teoride ispatlayacak iki iddia vardir diyebili-
rim. Birincisi, Hasse-Weil zeta fonksiyonunun hem pay hem de paydalarin katsay1 otomorf
L-fonksiyonlarina esittir. Ikincisi, otomorfik L-fonksiyonlarinmn tiim karmasik diizlemde anali-
tik uzanabildigini géstermektir.

Ikincisine ait tanimlayacagim yontemlerde tek bir merkezi kavram, yani fonktorialitet,
ile ilgilidir ve benim ilk gérevim, onun anlami hakkinda bir fikir sunmaktir. Bence, onun
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kurulmasi i¢in tek bir 6nerilen yontemler var. Maalesef o ¢ok zor olan {inlii Selberg’in iz
formiile aittir. Buna ragmen o Arthur’un tarafindan ¢ok gelistirilmistir.

(iii) The endoscopic classification of representations

Mamafih su anda gerek olduguna kadar degil. Herhalde bu gelistirilen fakat sadece baglangic-
larinda olan teoride fonktorialitetin kavrami merkez olacak {ama otomorfik galoisca grubunun
da onemli bir kavrama olacaktzr.}lﬂ Birinci zorluga gelince ben hi¢ bilmiyorum. Herhalde o
kadar az ki bu konugsmada hi¢ demek istemem. Arastirma var ama ben buna asina degilim.
Nihayetinde ne kadar uygun olacagini sdyleyemem. Zannediyorum ki ¢ok onemlidir ama her
sey anlamak o kadar zor ki!

Geometrik teoride hem fonktorialitetin kavrami’] hem de otomorf formun kavrami olacak.
Zor olsun bile bu teoride bu kavramlar daha erigilebilir. Bu ’de acikliyor. Bu teorinin, yani
geometrik teorinin, kokenleri iinlii Dedekind-Weber makalesinde yer ahrE] Kolay degilse bile
geometrik teori, aritmetik teoriden daha erisilebilirdir ve onu incelemek ¢ok 6greticidir. Son
alt1 yilin1 ¢ok 6zel ama Ogretici olan 6rnegi geometrik teorisiyle gecirdigimden dolayi, bunu
da tanitmak istiyorum. Bence bu alti yil boguna sarfetmedim. Yani yalniz otomorf galoisca
grubun degeri ile 6nlemini (veya degersizligini) anladim fakat ayni zamanda (geometrik
teorisindeki) imkanini. Bir tecriibe olarak makale Rusga yazdim. Anlagilan bazilar i¢in bu
bir ménidir. Bence bagarisizliklarinin gergek sebepi galoisca grubun (geometrik teorisindeki)
oneminin gozden kacmasi. Aritmetik teorisinde bu grubun varhgini heniiz ispatlamamas. Bence
bu onemli bir zorluk. Bu da artik inamiyorum. Bunanla beraber geometrik teoride varligiye
ve Onemiye heniiz inaniyorum. W

Aritmetik teori. Hecke teorisinin ana unsurlari: (1) Bg = G(F)\G(Ar) kiime; (2) bu
kiimede tarif edilen fonksiyonlarin tegkil ettigi bir Hilbert uzayi; (3) degismeli Hermite
operatoriin ailesi yani Hecke operatorler. Tabii ki biz bu matematik kavramlar daha basit
soyut olmayan bir gekilde tarif edebiliriz. Buna ragmen grup G = GL(1) igin bile ilk kiime yani
F>*\I} her ayrintilariyla tarif etmek zordur. Ideallarin simflarma baglanmig. Bu nedenle her
seyden once Gauss’'un, kuadratik karsiliklilik kuralini ispatlamak i¢in baslattigi, Kummer’in
gelistirdigi siklotomik teoriye ait olan, ve sonunda en miihim katki ¢ok zor olan Takagi'nin
teorisidir.

Grup GL(2) i¢in herhalde bastaki teorisi igin iist yar1 diizleme Z = {2z € C |3z >0} da
aittir, daha dogrusu diizlem modiilo bagmtilar

(2) Z_>az_+b, a,b,e,d € Z, ad — bc =1,
cz+d

ve benzer uzaylar. Genel tanimlama veya tarif benzerdir fakat su anda gerek degil. Cisim F
ya rasyonel sayilarin cismi ya da onun sonlu genislemelerinin birisi olsun. Carpici olan ise
GL(1) igin vurgu cebirsel olarak goziikiiyor fakat GL(2) i¢in geometrik gibi goriiniiyor. Bu
tezat daha yakindan incelenerek o ortadan kaybolur.

Bu konugsmada otomorf formlarin teorisi, ideal teorisi ve Lie grublariyla bagladik fakat simdi
fonksiyonel analizle devam ediyoruz yani {i¢iincii unsur olan Hecke operatorlerin spektral
ayrigimi. Bu operatorlerin ailesi ¢ok buyiik! Dolayisiyla 6zdegerlerin tarifi capragik. Bununla

10Anlatacagim gibi bu son iddiaya artik inanmiyorum.

HBence geometrik teoride bu kavramin yerinde galoisca grup var olacak! Yazdigim gibi, ben sadece
bugiinkii dersin hazirlanmasinin sirasinda funktorialitet ile geometrik teoride ortaya ¢ikan galoisca grubun
farkl 6zelliklerini anladim.

12R . Dedekind ile H, Weber, Theorie der algebraischen Funktionen einer Verdnderlichen, 1880.
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beraber otomorfik fonksiyonlara ait otomorfik L-fonksiyonlarin tanimlamasi i¢in bu 6zdegerler
gerektir. Ama otomorfik L-fonksiyonlar neden ve niye gerektir? Ya da (-fonksiyon kendisi
niye gerektir. Ben ise en basit gekilde bile bu sorunun cevabi veremem. Yani asal sayilarin
dagilimi agina zeta fonksiyon nasil kullanilir? Gegmigte ve bugiin benim i¢in otomorf formlarin
teorisinin karesel kargiliklilik ve sinif-cisim teorisinin bir geligmesidir. Ona ait ¢ok problem
benim i¢in ilgi degil. Bu, kendi sinirlamalarimin bir itirafidir. Teorinin dogal siirlarinin bir
tarifi degil. Bizler bugiin tarihsel kokleri derin, olanaklar1 gesit cesit olan ve ¢oziillmemis
zorluklar1 son derece zor olan bir alan ¢ok kisa bir zamanda tanimlamaya ¢aligiyoruz. Kolay
degil.

Uzun yillardan sonra, 6grenerek, anlayip anlamadigimiz bilgiden ne kadar, az belirli ve
hatta siipheli olsa olsun, belgi kalar. O kadar az ki beni rahatsiz ediyor!

Itiraf edildikten sonra, kendi bilgimin siirlamalar1 daha acik olarak, Hecke 6zfonksiyon-
larina ve 6zdegerlerine doniiyoruz. Bunlar ¢ok genis bir operatorlerin ailesi i¢in birlikte
ozfonksiyonlardir ve bu nedenle 6zdegerlerinin tanimlanmasi zordur. Durum oldukca basit
olan G = GL(2) grubu iizerinde dikkatimiz1 toplamak en iyisidir. Hayatimda sahip oldugum
olanaklara ragmen, ¢ok nadiren bu grubun 6tesine gec¢tim. Su ana kadar benim ic¢in boyutu
daha yiiksek olan gruplar fazla zordur. Daha dogrusu iki boyutlu zorluklar zaten yeterli
zordur. Bu ézdegerler “G’deki eslenik simif olur ve simflandiran uzay By iizerinde tarif edilen
fonksiyonlarla tanimlanmigtir. Makale ’de bunun gibi bir seye 0z eslenme kesis isimi verdim.
Bunun anlagildigi zaman bir soru ortaya ¢ikar, yani fonktorialitet. Bu, genel otomorfik formlar
teorisindeki ilk temel ¢oziilmemis sorulardan biridir. Yanitin olumlu olduguna dair ¢ok sayida
kanit var ama bir kanit yakinda beklenmeyecek.

Belki de herkesin bu kavrami benimsemeye bana kadar bagh olmadigini itiraf etmeliyim.
Benim i¢in ve bence teori de i¢in o ¢ok 6nemlidir. Yani bana gore sonuncu teoride iki ana temel
olacak: fonktorialitet ve kargiliklilik. Geometrik teoride kargiliklilik yok. Belki ki bagkalardan
¢ok ya da bagkalarin en ¢ogu inandirilmamis.

Soru su sekildedir. Her seyden 6nce, herhangi otomorf formlara ait genel derin aritmetik
hususiyeti agiklamak istersek, anlagilmasinin gerek olan goriingiiler meydana koymaliyiz.
Onlar1 miimkiin kadar kisaca aciklarim. Onemli capta Harish-Chandra tarafindan ortaya
konulan 6zelliklerdir. Yani, sanirim gercel gruplarla ilgili aragtirmada tanidig 6zellikler. Yerel
ve kiiresel cisimler, ikisine ait olan indirgeyici cebirsel gruplar G(F),) veya G(F'), en az tanmdik
olan yerel gruplarin sonsuz ¢arpimlari, yani adel gruplar, G(Ar) ve otomorf formlar igin en
onemli olan bolim G(F)\G(AFr), genellikle tist yar1 diizlemin bir boliimii olarak rastlanmig.
Otomorf form bu kiimede bir fonksiyondir. Hangisi olabilir ve hangisi bizim i¢in en 6nemli?
Acik ki biz bugiin bu sorulara genel bir sekilde cevap veremez. Buna ragmen anlatmasinin
gerek oldugu ¢ok seyler var.

Birincisi ilk olarak Automorphic forms on GL(2), §12, 14, yazarken anlamaya bagladim,
yani verilmis bir gruba ait teori kuasi-yarilmig sekline ait teorinin bir parcasidir. Mesela
kuaterniyon gruba ait teori GL(2) grubuna ait teorinin bir pargasidir. Bu genel teoride
ortaya cikan bircok ilkeden sadece biridir. Cok bu konusmada anlatilan ilke gibi bu ilke
genel bir gsekilde heniiz gelismemis. Mamafih ilerdeki aciklamalarda zimnen anlagilan. Ustelik
ilkenin hem yerel hem de kiiresel gekli var. Konustugumuz cisimde tahminlerle baglayarak
teoremlere erigsecegimiz hedefemizdir. Tabii ki bu hedefe tek bagina hicbir kimse ulagamaz.
Harish-Chandra’nin makalelerinin bir 6zelligi olarak ¢ogu kez goriiniir ancak bunlarin ¢ogu
zaman goz ardi edildigini fark ettim.
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Tamimlamaya ¢aligtigim teori hakkinda birkag genel agiklama yapmak icin kendi s6ziimii
burada kesiyorum. Aciklama genellikle soyutlamaya geciyor. Bu, kendimden gelen heves
olabilir ama ayni zamanda gerek olabilir. Teorinin kendisi, Fermat’in son teoremi veya zeta
fonksiyonlariin 6zellikleri gibi somut sonuclar verir, ancak sadece genel teorinin yapisal
sonug¢lariin bir sonucu olarak, yani ikincil sonug. Gerekli i¢goriiler, sadece genel olarak degil,
genel yapisal hususlarla ortaya ¢ikar. Bu, verilen dikkat tarafindan genellikle gizlenen bir
genel ilkedir. Hemen gimdi gordiigiimiiz gibi belirli sebepler yani sik sik tarihsel sebeplerdir.
Ote yandan, genel ilkeler bazen cok zorlayici degildir.

Anlatigim gibi su anda bizim i¢in en énemli sorular ilk olarak fonktorialitet ve ikinci olarak
kargiliklibktir. Bunlar igin kuasi-yarilmig gruplar, mesela GL(n) ile simplektik gruplar veya

0 0...o.. 0 1
0 0.vnv.. 10
0 1...... 00
1 0. 00

ait ortogonal gruplar yeter. Gergekten GL(n) yeter su anda. Biz burada dogrusal gruplarin
teorisini anlatmak istemeyiz. Zamanimiz yok. Genel indirgeyeci gruplar hemen anlamak gerek
degil. Ama GL(2) kendi kendine yetmez. 11k olarak, yani Hecke'nin arastirdigi zamanda yalniz
bu grup igin teori yeterli zenginti yeterli zor olmus. Belki bugiin de, yani bu konugmada,
oyledir. GL(2) grubuna ait ¢ok 6nemli olan ¢6ziilmemis soru var!

Zannediyorum ki genel olarak bazi sayilar teorisine, 6zellikle Diophant denklemlere, ait
sorunlara cevap vermek igin cebirsel gokluklara ait Hasse-Weil L-fonksiyonlarinin incelen-
mesi gerektir. Umut edilir ki ertesi iki merhaleden gecerek yapilabilir. Birincisi olarak bu
fonksiyonlarin hepsi otomorf L-fonksiyonlar ile terslerinin bir ¢arpim oldugunu ispat edilmek.
Ikincisi ise her otomorf L-fonksiyon Godement ile Jacquet’nin islendigi L-fonksiyonlarin
birisine egit olmasini ispat edilmek. Su ana kadar ¢ok az yapilmig fakat az ise bile faydali
oldu. Ikinci merhaleye fonktorialitet veya fonktorialitetin bir sonucu diyebiliriz. Birincisiye
kargiliklilik. Su anda onun i¢in Andrew Wiles’in veya Richard Taylor'un ve diger birgok
teorisyenlerin yazilarina bagvurulmalidir. Maalesef ben kendim o kadar yillardan sonra bile
¢ok az anliyorum.

Biz geometrik teoriyi ile olanaklarini heniiz tarif etmedik. Bekledigim iki teoriler, tarif
ettigim aritmetik teorisi ile tarif edecegim geometrik teorisi, beraber ‘bagimsiz teori’nin adim
veririm. Yani matematige gelince bagka konulara ima etmeden tek bagina énemlidir. Netligin
ugruna biraz abartiyorum

[k olarak biz aritmetik teorinin birinci merhalelerini anlatacagim. Genel olarak bir cebirsel
sayilar cisim F' ve bir bu cisimin iizerinde belirlenmig indirgeyici grup G de verilmigler. Genel
Hecke L-fonksiyon Hecke ézfonksiyonlar ile grubun “G sonlu boyutlu temsiliyle belirtilir. Bu
temsil p olsun. Hecke'nin bagladigl zaman sonlu boyutlu bir uzay ve (her nokta igin) tek
bir operatér meselesiydi. Bugiin sonsuz boyutlu bir uzay ve birkag operator olabilir. Yani
fonksiyonsel analizle karigtirmig sayilar teorisidir. Tabii ki Hecke'nin yazdigi ve genel teorinin
olmadigi zaman G gerek degilmis, yani Hecke igin “G' = GL(2). Ilave ederek Hecke 6zdegerin
¢ok karmasgik bir sey oldugunu diyebilirim ¢iinkii Hecke operatorlerin toplamisi pek biiyiik.
Bu sebepten fonksiyonsel analiz gerektir. Sonsuz boyutlu uzaylarla ugragiyoruz

Bugiin, en az iki asirlik bir teoriyle ugrastigimiz i¢in ¢ok sey biliyoruz, ama ¢ok fazla
da bilmiyoruz. Yani iligkili L-fonksiyonlarinin analitik uzanim hakkinda fazla bir gey bile
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bilmiyoruz. Sadece gok 6zel bir grublara, yani GL(n) baglh olanlar ve gok 6zel bir temsili
konu edilmig, yani grubu tarif eden temsil. Bu Godement-Jacquet’in teoremi. Kullanilmigsa
genel L-fonksiyonlarin, analitik uzanimi fonktorialitetin bir sonuc¢u olurdu. Boylece ihtiyag
duyulan sey, fonktorialitetin bir kanmitidir. Anlattigimiz gibi bu genel teorinin iki ana hedefin
arasinda birisidir. Ashinda bir baglangi¢ olarak herhangi n > 2 i¢in, mesela n = 3,4,5,6, ...,
GL(n) grupte olan GL(2) grubun indirgenmez temsili i¢in bunu ispat edilmis ise ok memnun
olurum. Bu sadece Arthur’un katkilarini anlayanlar ¢ozebilecek, ancak Arthur'un ¢ozmedigi
bir sorundur.

Bir yontem kendisi gosterir ve bu iz formiiliidiir. Birinci miiracaat ()’de verdigim ama bugiin
yalniz zorlukla okuyabildigim makale’de miimkiin olan yolu tarif ettim. Ikinci miiracaat da
faydali fakat bagka bakimdan. Bununla beraber, geometrik ve otomorfik teori arasinda temel
bir fark vardir! Geometrik teoriye uygun olan teori Yang-Mills teorisidir yani degigim kalkiiliis
(calculus of variations) ama otomorfik teoriye uygun olan teori iz formiiliidiir. Anlatma ¢ok
zordur ¢iinkii ¢cok yildan beri diisiiniip tasinmama ragmen ¢ok az hallettim. Cesitli yontemler
ozellikle iz formiilii birlestirince Hasse’nin Bericht iber neuere Untersuchungen und Probleme
aus der Theorie der algebraischen Zahlkorper kitabinde gibi sinif cisminin teorisinden taninmig
somut hesaplar uygulalayarak fonktorialiteti ispatlayacagimi umut ettim. Fakat 6yle degildi
yani bu ana kadar yle degil. Yontem belki dogru fakat hem zaman hem zekdm yetmemis.

Sinif cisminin teorisinin sonraki gelismelerinin aksine, Hasse'nin kitapindaki hesaplamalar
cok somut bir bicim alir. Iz formiiliiniin uygulamalarinda zaten gériilmektedir. Gelecekte bu
tiir hesaplamalar kullanilip fonktorialitet ispatlanmasini gérmeyi umuyorum. Dedekind’in
makalesinde ‘Konstruktion von Quaternionenkorpern’ olast bir baglangic noktasi olarak
oneririm fakat bu anlamda herhangi bir gelisme takdir edilecektir. Heniiz okumadigim makale
The number of Dy-fields ordered by conductor. bu bakimdan belki ilgili olabilir. Dort yazar
var: S. Ali Altug, Arul Shankar, Ila Varma, ve Kevin H. Wilson.

Herhalde fonktorialitet ispatlanirsa arifmetik teorisinde tek bir mesele kalir, yani kargiliklilik.
Bu nedir? Ilk kesfedilmis ve en iyi taninmis karesel karsiliklilik oldu ama genel olarak bu
kargiliklihk Hasse-Weil zeta fonksiyonlara aittir, yani dogru ise her Hasse-Weil zeta fonksiyonun
iki otomorf L-fonktsionun bir béliimiidiir. Bu ifadelerde boyutlara basit ortiilii degisimler
vardir, yani degiskenin 6telenmesi. Bundan itibaren 6zellikleri ¢ikarilabilir. Su anda biz yerel
zeta fonksiyonlardan ziyade onlarn carplar olan kiiresel fonksiyonlar dikkate aliriz. Ustelik
bu fonksiyonlarla boyle bir ifade verilmis

Gi() - Ganm1()
Igili cebirsel coklugun boyutu n dir. Ayri carpanlar ayri homolog boyutlara aittir. Tamdigimiz
zeta-fonksiyonlar gibi her ¢arpan sonsuz bir ¢carpimdir. Tabii ki bu ¢arpimda ifade edilmemis
cebirsel sayilar ¢isim anlagilmig. Bugiinkii karsilikliligin ilkesi sudir: hem payda hem paydada
her ¢arpan bir yukarda bahsettigimiz otomorf L-fonksiyona egittir.

Su ana kadar genel olan kanit yok. Daha dogru biz ¢ok az anliyorum. Buna ragmen pek
¢ok arastiraci bu probleme ait pek ¢ok énemli teorem ispatlamis, mesela iki inli ad Andrew
Wiles ile Richard Taylor. Bununla beraber bildigim kadar genel sorun aldirilmaz. Yazik ki!
Ben kendim bu sorunlar: hi¢ diigtinmedigime teessiif ederim.

Bu derste, bu konugmada ’le isaret edip miiracaat edilen makalanin sonuglarini kisaca
aciklamak istiyorum, ancak bunu yapmadan once, aritmetik teori hakkindaki goriiglerimi
lizerine yorum yapmak istiyorum. Beklemedigim seyler: kavradim. Yani geometrik teoriyi
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incelerken, bir otomorfik galoisca grubu kavramindan ¢ok etkilendim. Bu, yerel teori i¢in,
G(F,) grubunun temsilinin parametresi bu heniiz tarif etmedigim galoisca grubun bir “G(F,)
grupte olan temsili olur, yani iki grubun arasindaki homomorfism. Kiiresel teoriye gelince kesin
olmaya ugrasmamak en iyisidir. Istedigime gore, zannetigime gore fakat 1spatlamadigim iddia
olarak otomorf formlarn parametreleri bir galoisca grubun “G’deki temsilidir. Tekrarliyorum
G = GL(n) grubu genel dogrusal grup olarak alirsak G = GL(n, C) olur. Bu galoisca grup
nedir.

Galoisca grup. Bu, hem aritmetik hem de geometrik teorilerinde 6énemli olan kavrami
¢oktan beri diigiintip tasiyordum fakat tam basarisiz olmadim bile gercek bir teori kuramadim.
Buna ragmen otomorfik formlar teorisindeki 6nemi ve evrensel gecerliligi konusunda ikna
olmaya devam ediyorumF_gl Su ana kadar ¢ok az grup i¢in bu problemi cozebilirim. GL(1)
grubu i¢in kolaydir. Yaftasi olan makalede GL(2) i¢in bu problem ¢6ziilmiig fakat yalniz
hem geometrik teoriye ait hem de eliptik egriye ait problem. Buna ragmen bence her G
gruba ve her M egriye ait geometrik problem yeterli ¢caba ile ¢oziilebilir. Zorluklar aciktir.
Zannediyorum ki ({iil)’(nin) ile Atiyah’nin yazdig1 ([v))’(nin) makaleleri kullanarak ¢oziilebilir.
Sorun su sekilde ortaya ¢ikmigtir. Verilen bir egri M igin varsayimsal bir galoisca grubu
tanitilir. Gerek olan galoisca 6zelligi daha sonra bir seferde verilmig bir grup G igin dogrulanir.
Tabii ki nihai hedef genel bir kamt olur. Anlayis azar azar gelisir. Asagidaki (iv]) makalesinin
bazi boliikleri bu bakimdan 6nemli olacak.

Aritmek teorisinde kuram c¢ok daha zor olur. Simdi anladigim gibi onun i¢in galoisca grup
yeterli bir kavram degil. Agikliyoruz!

Bir sey vurgulamak gerektir. ’un boliimdeki payda veya paydada her carpilan bir
otomorf L-fonksiyona aittir. Bu soru bu makalede bulunan ikinci soru ve bazi bakimlardan
en 6nemlidir fakat her bakimlardan degil. Yani o Hasse-Weil’in L-fonksiyonlara ait soru. Ama
Peter Sarnak’in bana hatirladigi veya anlattigr gibi diger imkanlar var ve onlarin analitik
ozelliklerini anlamak gerektir. Bundan dolay1 ilk tekliflerim yeterli degil. Yani Sarnak’a gore
bazi otomorf formlar icin 6zdegerler transandant olabilir. Ilk tekliflerime gore éyle miimkiin
degil.

Sarnak kendinin makalesine Maass cusp forms with integer coefficients dikkatimi gekti
ama ayni zamanda Buzzard ile Gee’yin yazdigi ve bizim i¢in ¢ok ilging olan makalesine The
conjectural connections between automorphic connections and Galois connections. Ama onlar
bir tarafa Sarnagin bana anlatigima gore Hasse-Weil L-funksiyonlarin ziddi olarak otomorf
fonksiyonlarin katsaylar1 transandant olabilirse onlar1 oldukga basit olan galoisca grupla tarif
etmek belki miimkiin degil.

Tekrarlamanin pahasina, temel kavramlar bir grup G ve onun L-grubu “G hatlrlatlyorumﬁ
Birincisi ise bir kiiresel veya bir yerel cisime ait bir grup olarak, ikincisi de C iizerinde
bir grup oldugunu hatirliyorum. Bunlarin arasindaki iligki, Cartan smiflandirmasinin bir
sonugdur. Bu, yar1 basit veya indirgeyici gruplarin bir herkesin tanimadigi siniflandirmasidir.
Otomorfik teorisindeki 6nemi beklenmemis. Bu konugma igin basit 6rnekler yeter. GL(1) grubu
kapsayan ikinci toplama birinciden biraz daha biiyilik olan bir kiimedir. Bu simflandirmanin
icinde, 6nemi yalnizca otoformik formlarin teorisinde kendini gosteren, ¢arpict ama su anda
agiklamadigimiz Elie Cartan’in tarafindan kegfeden bir ikilik vardir. O kompakt gruplara veya
C veya diger cebirsel bakimdan kapali olan cisime aittir. Diger cisimler iizerinde, mesela R

3By ifade dogru degil. Bu konusma i¢in bu metini yazarak galoisca grubun aritmetik teori i¢in uygun
olmamasimi anladim! Bununla beraber geometrik teorisi igin 6nemlidir.
14Okuyan bu ¢izgilerin bazi pargalarini si¢rayabilir.
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siiflandirma daha gapragiktir. Otomorfik formlarin yapisal teorisi i¢in en 6nemli simiflandirma
daha kaba olandir. Her gereksiz zorluk gormezlikten gelmek ve GL(1) ile GL(2)’ye dikkat
toplamak en iyisidir. Onlar i¢in adeta tek bir belirsizlik var, yani GL(2) veya tiniter grup
vardir ve ikincisini de gormezlikten gelebiliriz. Fakat o da hem ilging hem de 6nemlidir.

Otomorf formlarin teorisi zorluklarin en az iki sebep var: (i) o kadar fazla gruplar o kadar
fazla cisimler de var; otomorf formlarin kendisine mahsus olan zorluklar. Tabii ki bu
konugsmada ikileri en 6nemlidir.

Kendimize soyledigimiz sozler olarak, indirgeyici Lie gruplari ya da cebirsel gruplarin
teorisinde, az ya da ¢ok énem tagiyan ve farkli 6neme sahip birgok yapisal 6zellik oldugunu
farkettim. Neyin 6nemli oldugunu ve belirli bir baglamda neyin alakasiz oldugunu anlamak
icin cok fazla deneyim gereklidir. Sorulan sorunlari ¢ézmek icin ipuclari gereklidir. Ipuclarni
miimkiin oldugunca genig bir aralikta aramak en iyisidir. Otomorfik formlar teorisinde, dogal
alan sadece aritmetik teoriyi degil, ayn1 zamanda geometrik teoriyi ve elbette tiim miimkiin
olan gruplar igerir. Bugiin 6nemli olan bu ikisi arasindaki iligkidir. Geometrik teori daha kolay
fakat onun matematik 6nemi ve mayasi iyi anlamamig. Herhalde bence 6yledir. Yazdigim gibi
bunu iyi anlamak zor oldu/"]

Kisaca cevaplanmasi gereken soruyu tarif edeyim: galoisca grubu dedigim sey var mi yok
mu?. Onun varlhigi fonktorialitet tarafindan ima edilir ve buna karsilik, o fonktorialiteti ima
eder. Makale (i))’de, 6nceden ilk sayfalarinda sekilinin bir tarifidir. Anlagilan geometrik teoride
galoisca grup bagka bir gekilde ise zaten var. Bu makalede her sey ispat etmedim. Buna
ragmen orada ispatladigim iddianin genel bir kanitin zaman meselesi olduguna, yani ¢ok
gecmeden ¢oziilecek, beni inandiriyor. Bu yilizden bu makaleye biraz yer ayiriyorum burada.
Bundan fazla aritmetik teoriside yoksa bile belki onun yerine gecen bir kavram var.

Kesfedilen sey, geometrik teorinin, daha dogrusu Atiyah-Bott'un bir makalesinde

(iv) The Yang-Mills equations over Riemann surfaces, Phil. Trans. Royal Soc. Lond.

oldukca anlagilabilen bir gekilde iglenen Yang-Mills teorisinin sonuglarinin gerekli teorik yapiy
saglamasidir. Daha biiyiik gruplar ve diger egrileri daha sonraki bir zamana ya da daha geng
matematikgilere birakarak, sadece eliptik bir egri tizerinde GL(2) grubu inceledim. Bunun
i¢in gerekli geometrik bilgiler Atiyah’nin tarafindan yazilmig makalede

(v) Vector bundles over an elliptic curve, Proc. London Math. Soc. vol. 7, 1957

saglandi. Benim makalede yalniz GL(n) grubu ile eliptik egri konu edilmig. Daha dogru yalniz
GL(2) konu edilmig ama GL(n) i¢in fazla zor olamaz, Diger gruplar diger egriler de ¢ok ilging
olur.

Ben ise yalniz gruplart GL(1) ve GL(2) eliptik egri ile ele aldim. Ttm sonuglarimi
metinde gelistirdim. Go6zoniinde bulundurdugum 6zel durum bile, yani GL(2)’a baktim, yilla-
rim1 yillar1 aldi, ama genel durum muhtemelen yetenekli, becerikli ve sabirli bir matematikci
tarafindan ele alinabilir. Bagarili ise giizel olur. Bana gelince, bir ¢ok diferensiyel geometrini
ogrenmek gerektir.

Galoisca bir grup fikrinin, beni ¢ok uzun bir siire boyunca hortlayan bir kavram oldugunu
itiraf ediyorum. Sadece makale’nin hazirlanmasi sirasinda ¢ok fazla diigiinme olmadan onu
geometrik teoriye ortaya koyup daha onceki girisimlerimi hatirladim. Ayrica ¢ok sagirmadan
’te bagka bir benim galoisca grubumla yakindan iligkinin olarak grupla tanitildim ve onu
Atiyah-Bott grubu olarak adlandirdim. Bir grup geometrik otomorfik temsillerin ve diger

15Okuyucu zaten anladi ki ben onun 6nemini kisa zaman ise abarttim.
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Yang-Mills baglantilarin parametresi tayin eder. Evvela bu bir umuttur, fazla degil, ama
sonuclariyla teyit edilmis bir umuttur.

O makaledeki yani benim makalemdeki yontemler muhtemelen genel olarak gegerlidir. Fakat
benim makalem siirh oldu. Hem egri hem de grup igin gerekli geometri zaten anlagilmis.
Onlar genel anlamak kolay degilse bence o kadar zor da degil. Akilli sabriyla erigilebilir.
Sonug olarak, eger istersek, fonktorialitet hakkindaki diisiiniirken bu galoisca grubunun var
oldugunu farzedebiliriz. Bu olasiliklar1 artiriyor diye diigiiniiyorum

Bununla birlikte, su ana kadar bu 6zel olasilik, galoisca grubun varligi, yalniz geometrik
teoride mevcuttur. Dolayisiyla, aritmetik teoride bir galoisca grubunun varhigini ayrica kurmak
faydali olacaktir. Anlattigim gibi bu fonktorialitete aittir.

Bu konuya ait bu konusmayi hazirlayinca daha evvel anlamadigi otomorf L-fonksiyonlara
baglanmis bir imkan takdir ettim. Evvelce otomorf L-fonksiyonlarin analitik uzanimim
ispatlamak icin tek bir yontem gordiim yani fonktorialitet. Mamafih otomorf temsiller bir
galoisca grubun temsillerine tekabiil ederse functorialitet gerekli bir sonugtur. Baglangicta
iz formiiliin tek ¢oziim yolu oldugunu diisiinmiistiim. Belki oyle degil. Iki imkan var. Ama
simdilik ne fonktorialitet ne de otomorfik bir galoisca grup var. Herhalde genel bir sekilde su
ana kadar degil. Dahasi, neyin kanitlanacagini, nasil ve hangi sirada olacagini tahmin etmek
icin acele yok. Gorecegimiz lizere heniiz taninmasi gereken bazi temel ayrintilar var.

Otomorf galoisca grubunun imkéan bir tanimi kisaca diigiinmek faydali olabilir. Ancak
durup dururken sonug¢ ¢ikarmak kolaydir ama bundan ¢ekinme tavsiye edilebilir. Ben kendim
(ii) nin simirlarmin yeterince farkinda degildim ya da daha dogrusu, ben biraz kararsiz oldum.
Kendimi siirekli olarak hatirlatmak gerekir ki, iki grup G’ ve GG arasindaki fonktorialitet -
gerek olsa ya da varsayi olsa - & galoisca grubuna “G’-den “G-e bir homomorfizme aittir.

LG/
\ LG
Bununla birlikte, G’ ile G'nin temsillerinin arasindaki ortaya ¢ikan iligki, belirgin olmayabilir.
Yani fonktorialitetin somut bi¢imleri agikliktan ¢ok uzak olabilir, hatta somut fonktorialitetE]

(G

Onemli fasila. Bu makaleye ait ve beraber alakas: olan iki kavram var, otomorf galoisca
grup ile fonktorialitet. Hem birbirlerle hem de genel teoriyeyle iligkilerini anlamak 6énemlidir.
Eninde sonunda yalniz aritmetik teori ile ilgilenenler i¢in de geometrik kurami anlamak
faydalidir. Bunun igin fonktorialitetin ve galoisca grubunun kavrami ¢ok daha erigilebilir diye
diigiiniiyordum. Geometri teorisindeki bir anlayig genel gegerliligine giiven duymaya hizmet
eder. Ustelik sayilar teorisi daha zor olabilir ama daha ilging olmas1 gerekli degil. Ben ve
digerleri tarafindan 6ngoriilen aritmetik teoride, fonktorialitet iz formiiliiyle ispatlanacagi ve
tiim otomorfik L-fonksiyonlarinin analitik uzanimi saglamak i¢in kullanilir. Bence otomorf
galoisca grubun varligi bunun bir sonucu olacak.ﬁ Fakat ’de beklenen geometrik teoride,
agagidaki galoisca grubunun varlig ilk olarak kurulur ve fonktorialitet bunun bir sonucudurEgI

Onceki satir bu dersi hazirlamaya basladigim zamanda inancim ve beklentilerimin bir
ifadesidir. Yani yalniz geometrik teoride aritmetik kuramda da galoisca grubunun maksat ve

6 Tereddiit ediyorum! Belki dyle degil.

"By ciimlenin manasi artik tamamen acik degil.
BOyle diigiiniiyordum!

BOyle de diigiiniiyordum!
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amag olmasina inanmaya devam ediyordum. Anlagilan 6yle degil! Buna ragmen kiiresel Hasse-
Weil L-funksiyonlarin otomorf L-fonksiyonlara esit olacagina inanmaya devam ediyorum,
fakat bu dersi hazirlayip bu konuya gelirken anladim ki aritmetik teoride bir galoisca grubun
varligi muhtemel degil. Aritmetik teorinin asil amaci belki de her Hasse-Weil L-fonksiyonunun
aslinda ya bir otomorfik ya da birka¢ L-fonksiyon tarafindan verildigini gostermektir.

Ne yazik ki, aritmetik teori hakkindaki bilgim sinirhdir. Anlagilan Hasse-Weil L-fonksiyonlar
cebirsel gokluklarin (ko)-homolojisiye aittir. Anlagilan bu kohomoloji kendisi bir Galois grubun
tarafindan degil Tannakian kategorinin tarafindan tarif edilmigtirm Bu kavram toplamlar: ve
carpilar1 kabul eden bir grubun temsillerinin yerini alan grubun kavraminin genellestirilmesidir.
Ihtiyacimiz olan sey, galoisca grubu degil, galoisca kategorisidir. Notlar1 hazirlarken bunu
takdir ettim ama bunu saglayamayacagim. Aritmetik teorinin geometrik teoriden ¢ok daha
zor ve daha derin oldugunu dogrular.

Bagka bir deyisle, belki de tatmin edici bir geometrik teoriye yakin olmasina ragmen, tatmin
edici bir aritmetik teoriden ¢ok uzaktayiz. Bana gelince o kadar gercek anlamadigim sey
var. Yani sayilarin teorisi i¢in L-fonksiyon 6énemli olarak biliyorum fakat esash olarak neden
anlamiyorum. Herhalde sayilarin teorisi gerekli olan L-funksiyonlar Hasse-Weil L-fonksiyon
ve biz analitik bakimda yalniz Hecke L-fonksiyonlar1 anliyoruz. Dolayisiyla birincilerinin
ikincilerle iligkisini anlamaliy1z. Bundan fazla ikincisini anlamak i¢in fonktorialiteti anlamak
gerektir. Yani her otomorf L-fonksiyon bir Godement-Jacquet L-fonksiyona egittir. Makale
’de bu soru goriigiiliir. Anlattigim gibi hakkinda ayni1 zamanda ¢ok anliyoruz ve az anliyoruz.
Diger yandan Hasse-Weil L-fonksiyon adeta higbir sey anlamiyoruz.

Gergekten anlayabilecegim hicbir sey olmamasina ragmen, olast bi¢cimsel yap1 hakkinda bir-
ka¢ aciklama yararli olabilir. Hem 6nemli hem de genel olan kargiliklilik nedir? formiiliinde
bulan her ¢;(+) fonksiyonunun bir otomorf L-fonksiyona esit olmasi. Bunu nasil ispatlayabiliriz.
Ben bilmiyorum. Su ana kadar Wiles’in Richard Taylor’un, herhalde bagkalarin sorumudur
diyerek diigliniiyordum. Herhalde (; fonksiyon cebirsel ¢oklugun kohomologisine aittir ve bu-
nun kohomologsal hususiyetlerine, direkt toplamlara, tensor ¢carpimlara da aittir. Dolayisiyla
bir Tannakian kategoriya aittir. Diger taraftan fonktorialitet dogru ise otomorf formlar da bir
Tannakian kategori belirtir. Ikisinin biribirine esit oldugunu ispatlamak gerek olacak! Belki
Gauss bu problemi ¢ozebilir! Onun igin fazla zor olsa siz onunla ugragabilirsiniz.

Aritmetik teoriden ihtiya¢ duyacagimiz gey, otomorfik formlar i¢in yararlhidir, dolayisiyla
yukaridaki L-grubuyla ilgili ¢esitli bicimsel maksatlar saglanacak. Bu maksatlar, belirli bir
kiiresel cisimde otomorfik formlarla ilgili bir Tannakian kategorisi saglayacakacaktir. Biz
de tarifinden saglanan bir Tannakian kategorisine sayilar ve Hasse-Weil L-fonksiyonlarinin
formal ozellikleri ile ilgilidir. O zaman kanitlanacak olan, birinciden ikinciye bir homomorfiz-
min varligidir. Bu, Hasse-Weil L-fonksiyonlarindan otomorf L-fonksiyonlaria bir génderim
saglayacaktir. Bunun kismi ve eksik ifadeleri, Fermat’in teoreminin kanitinda, hi¢ dikkatlice
inceledigim cok sey var. Gercekten de bu derse kadar, onlarca yildan beri simdi endigelendigim
kavramlarin formal 6zelliklerini hi¢ incelemedim. Coktan beri ugrasdigim fonktorialitete ilave
ederek otomorf formlar: ile Hasse-Weil L-funksiyonlarin arasindaki koprii bulmak gerek olacak.
Acik ki bu benim ¢ozecegim mesele degil.

Yukaridaki yazdiklarimi yazdigimdan 6nce ’de buluman geometrik kurami dogru bir
sekilde anlamadim. Geometrik teori giizel ve ogretici fakat aritmetik teorisine kadar zor degil.
Bu konusmay1 yazmaya bagladigimda bunu anlamadim..

20Tannakian categories, P. Deligne ve J. S. Milne, kisaca [DM]. A¢iklayacagim gibi, bu kavram biiyiik
ihtimalle aritmetik teorinin temel bir unsurudur, fakat su anda tamidigim bir sey degildir.
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Sorunumuzun Diophant yonleri konusundaki sinirli anlayigimiza ragmen, analitik yonleri,
yani iz formiiliinii bildigimiz kadariyla, hala eksikse, simdi ¢ok daha biiytiktiir. Bekledigime
gore fonktorialitet iz teorisini kullanarak ispatlayacak. Dedigim gore su ana kadar en onemli
bagarilar Arthur’un sayesindedir fakat, Ali Altug gibi daha geng¢ olan matematikgilerin faydali
bagislar1 var.

Somut sayilardaki meselelerin incelenmesinde bu soyut kavramlarin ortaya koymasi bazilara
faydali degil yolsuz olarak bile goriinebilir, ancak Fermat’in teoreminin ispatini etkiledi.
Gelecekte de faydali olabilecek. B

Asagidaki boliim fazla ciddiye alinamaz. Birkag giin i¢in diigiiniiyorum ki aritmetik galoisca
grubu sarahatla yani acikca, dogrudan dogruya tarif edebilirdim. Asagidaki tarifte bu kavramin
derinligi takdir edilmedi. Buna ragmen belki gelecekte miinasebetli olabilir. Aritmetik teorsinde
galoisca grup yoksa bile!

Tuhaf belki faydasiz fikirler. @ Tuhaf ise bile, ancak bu dersi hazirlayip aritmetik teoriye
geri donerek fakat simdi geometrik teoriye biraz agina olarak bu ilkin aritmetik teoriyle
ne kadar alakali oldugunu daha iyi anliyorum. Ustelik simdi yerel teori iizerine daha 6nce
vazilmig (1973) ve simdi giighela anladigim bir makalenin farkli bakimda 6nemini de anladim.
Bu kendim yazip unuttugum makale bugiinkii dersi hazirlarken danigtigim ve neredeyse
anlagilmaz buldugum bir yazidir. Ancak aniden onun tanimlarinin ya da benim yorumumun
aritmetik teoriye aktarilabilecegini anladim. Bu aktarma sasirtici sonuglar doguruyor fakat su
anda sadece farazi olarak.

Bu béliimii yazarak takdir ettigim veya anladigim durumum, cebirsel say1 teorisini ne
kadar az anladigimdir. Coktan evvel, cabucak Almanca 6grendigim gibi, Hecke’in yazilarini
okumak ve sinif-alan teorisi hakkinda bir ders vermek i¢in cebirsel sayilara ait matematik
hizla 6grendim, ama bunu ¢ok somut bir gekilde hi¢ bir zaman diigiinuyordum.

Mesela Q(v/2)in cisimiye bakalim. 2 +%+/2'nin normu 2?2 — 2y2. Mesela 1 + /2 birimdir ve
normu 1 —2 = —1. Kuvvetlerin normu £1 olarak {1+ \/5}2 = 3+2V2, {1+ \/5}3 = 7+5V2,
{14 v/2}* = 17 4+ 12V/2 filan. Daha 6nce buna bakmamin sebepi yoktu. Hi¢ merak etmedim.
Dirichlet birim teoreminin 6rneklerini dikkate almak i¢in firsatim da olmadi. Bu teoremi
hakkinda da yeterince diigiinmedim. Mesela boyutunun sonlu oldugu bir cisim F' verilmis ise
her sonlu yerde birim olan ideller bir grup verir. F’de bulup her yerde birim olan elemanlar
ikinci bir grubu verir. Boliim nasil? Tabii ki cevap basit.

Hasse'nin makalesinde yerel sinif alani teorisini de incelemedim,

Die Normenresttheorie relativ-Abelscher Zahlkorper als Klassenkdrpertheorie im Kleinen.

Meraksiz bir cehalet oldum. Ona danigmaliyim, ama su anda yaptigimla alakali degil.
Kiiresel geometrik teoriside, yani Yang-Mills teorisinde su anda bana gore ’de belirtildigi
0zel durumlarda, yine temel grubunun, daha ziyade ¢ok basit bir degismig grubu tarafindan
degistirilmis temel grubun bir geniglemesidir ki uygun parametreleri tanimlar. Kiiresel arit-
metik teoride benzer bir gsey bekliyordumf_zl ama kiiresel aritmetik durum ¢ok daha karigik
bir sey. Buna ragmen ilk diigiincelerimi anlatayim. Carpimi aliriz, yani tam Galois grubu,
dolayisiyla sonlu Galois gruplarinin ters limiti, idel grubu ile garpimE] Ondan sonra bir alt

21Bu bentin okunmasi tavsiye edilmemis.

22Artik degil!

23Bu acik anlatilmaz. Tki grup var. Her birisi anlamak zordur. Birisi Galois grubun ters limiti en kolay.
Isterseniz sonlu Galois grup diisiinebilirsiniz. Ikincisi daha, yani idel grubu fazla soyuttur. Yaklagik olarak
¢isimin yerel bitirmelerinin bir ¢arpimidir.
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grup tarafindan boliiniir. Bu alt grup nedir? Galois grupte olan g ve idel olan « verilmig ise
ve ikisinin maksimal degismeli geniglemesi ait gonderimi egit iseler (g, ) ¢ift bu alt grupte
bulunur Oyle olacak? Elbette bilmiyorum. Benim yasimda, gelecekte bilecegim de ihtimal
yok. Baglangicta Gyle oldugunu diistiniiyordum ama olamaz! Neden imkansiz oldugunu asagida
anlatacagim. Mamafih miimkiin ki kii¢iik bir degislikle olabilir.

Ik olarak bu tanimlamanin fikiri artik anlamadigim makalede

(vi) On the classification of irreducible representations of real algebraic groups

verilmis. Neden ve nasil artik anlamiyorum. Geng oldugum zaman bugiinden daha akilh
oldum. Zannediyorum ki onu iyi hatirlamadigima ragmen bu makale faydal! Buna ragmen
makalenin kendisi hemen kullanigh degil. B

Simdi bir zorluk tavsif ederim. Su anda bu zorluga ¢are bulamam. Tabii ki GL(1) grubuna
ait 0zdegerlerin esas cebir iglemleriyle temin edilmeyen sayi, kisaca cebirsel olmayan
say1, Hecke 6z fonksiyonlar var, yani 2z — |2]**, a € R. Baz1 « i¢in bu cebirsel degil. Ama
GL(2) i¢in Hecke 6z deger her yerde béyle bir matrisidir

(5 %)

/B sayis1 bazi yerlerde cebirsel olamaz m? Oyle ise nedeni acik degil. Peter Sarnak’m bana
yazdigine gore dyle olabilir. Su anda boyle o6rnekler nasil bulmak bana belli degil. Okuyucaya
diyebilirim ki Dirichlet’nin teoreminin sayesinde GL(1) igin bagka cebirsel olmayan 6z fonksiyon
yok, yani onlarin hepsi sade iisteler.

Bu konugmanin ana yorum éyledir.@ Geometrik teorisinde aritmek teorisinde olmayan
veya heniiz taninmamig 6nemli kavramlar var. Bununla beraber aritmek teorisinde ziyadesiyle
onemli olan kargilik stiriilmiistii, yani ’a ait ve otomorf formlar ile Diofant denklemlerin
arasindaki baglant1 kuran kargilik. Biz bu karsilik heniiz anlamiyorum. Tabii ki, bu herkesin
tanmidiklar1 quadratik kargiliklilik. Bence, iz formiiliiniin somut hesaplamanin sonucunu benzer
Diofant sayimlarinin verdigi somut sayisal sonuglarla kargilagtirmak gerektir. Bundan ¢ok
uzaktayiz.

Ben tekrarlayim. Aritmetik teoride iki 6nemli genel iddia var: fonktorialitet ile kargiliklilik.
Geometrik teoride tek genel iddia var: fonktorialitet. Ikisini ve onlarm iligkilerini aciklamaya
calistyorum. Kargiliklihig yukarisinda kisaca anlattim. Agik ki zor bir konu. Onun tarihi de
¢oktan evvel baglamis.

[k diisiincelerim &yledi ama (vi) min makalesine bakarak farkl bir imkanla kandirmigtim.
Yani iki 6zel durumda, birisi sonsuzda yerel aritmetik teoriye ait olan durum ve digeri kiiresel
geometrik teoriye ait durum, yapi aymdir. Dallanmamig (unramified) geometrik teoride
galoisca grup — galois grup degil — miiracaat , formiil (1.d) olarak tammlanir. O esasli
temel grubun bir uzantisidir, yani Galois grubunun bir cesiti. Ilk 6nce olas: sayisal iligkiler
veya benzer ¢apragiklik, en azindan benim kavrayisimin 6tesinde, hayallerimin 6tesindedir.
Buna ragmen yukarida imkan 6ne siirdiim. Uzman i¢in bu konugsmamin en ilging teklifi veya
yorumudur diye diisiiniiyordum. Ama 6yle degil. Buna ragmen ilk fikirlerime bakalim.

Sonsuzluktaki teori yani R cismiye ait yerel teori galoisca grup miiracaat ’de tarif
edildi. Bu yazdigim ama su anda artik tam anlamadigim makalede kiiresel degil yerel teoriye
bakiyordum. Esas grup bir C*’in geniglemesi, daha ziyade Galois grubu Z/2Z, tarafindan

24T1'irk(;em bu ciimleye yetmez.
25Artik tam dyle degil fakat burada iddia ettigim tam yanhg degil.
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C*’mn bir geniglemesi. Kiiresel geometrik teoride (i) makalesinde anlatilan tekrar bir uzantisi
goriiniir. Bunu anlatmak o makalenin amaci oldu. Temel grup - daha ziyade ¢ok basit bir
degismeli grubu tarafindan degistirilmis bir temel grup - Hecke eslenik simiflar belirler. Kiiresel
aritmetik teoride benzer bir sey bekler. Carpimi alirdik Tam Galois grubu, dolayisiyla sonlu
Galois gruplariin ters simiri, idel grubu ile ve (g, ) ¢iftlerine bolerek Galois grubunun g ve
« Zemin cisimin maksimum abelian uzantisi aynidir. Bu genel otomorf olurdu galoisca grup.
Oyle olup olmadigi, elbette bilmiyorum. Benim yasimda, gelecekte bilecegim hic timitim yok.

Aritmetik ve geometrik teorinin farklilik ve benzerliklerinin kisa bir tarifi. Asagi-
daki satirlar da, ister istemez, gecen yillarda hem benim ¢abalarim hem digerlerin ¢abalar1 —
daha dogru, cabalarin hedefleri — bir degerlendirmesidir. Geometrik teoride, bildigim kadar
yani ’de bulunan arigtirmanin teyit ettigi kadar Yang-Mills baglantilara ait galoisca grup
var. Bunu her egri M ve her grup G i¢in bunu ispatlamak gerek olacak. Galoisca grup kendisi
’de tanitilmig fakat bu ibare kullanmamisg. Bence gerek ispatlar1 yavag yavas bulunacak.

Aritmetik teori ¢ok daha zor. Onun igin bir galoisca grubun basit kavrami yeterli degil.
Daha dogru simdi anladigim kadar bu teoride galoisca grup yok! Bu konugmay1 hazirlamasini
baslanarak aritmetik teorisinde bile dyle bir sey var olmasina inaniyordum. Bu sadece kalin
kafaligim! Var olan kavram genel olarak artik kurulmamig ama

Beyond endoscopy

makalesinde fonktorialitet’in tarif edilmis. Aritmetik teori ¢ok daha karmasgik ¢ok daha zor ve
birden fazla gekilde. Bu yazilara basladigimda bunu anladim ama heniiz dokmedigim yanlis
anlamalar vardi. Aritmetik teorinin iki boliim veya iki ana zorluk veya firsat var, fonktorialitet
ve kargiliklilik. Birisinde Arthur’in tarafinda geligtirilmis ama yakin zamanda yaptigi yeni
katkilar1 incelemek igin firsatim olmadi. Daha dogru son yillarda tek bir seyle ugragiyordum
yani geometrik teorisiyle. Bu, nispi 6nemlere ait degildi. Iki teoriyi biitiin biitiin anlamak bir
ihtiyac oldu. Matematiksel bir teori olarak, geometrik teori kesinlikle cok daha kolaydir. Buna
ragmen geometrik teori giizeldir. Belki de fizik bakimindan ¢ok énemlidir. Aritmetik teoride
hicbir galoisca grubunun olmadigini anlamak benim i¢in bir hayal kirikligiydi. Herhalde kisaca.
Maalesef fiziksel teoriye olarak onemini degerlendiremiyorum. Ama eninde sonunda fizik¢i
degilim. Matematikci olarak benim mesuliyetim matematik! Yani konumuz cebirsel ¢okluklar
ile onlara ait L-funksiyonlar. Bu tam dogru degil. Daha biiyiik bir kiime — en azinda Oyle
zannediyoruz — Hecke L-fonksiyonlara ait L-funksiyonlar. Iz formiiliine ait bunlarm analitik
uzamini anlarsak, anlatigima gore ilk ve son vazifemiz bu her Hasse-Weil funksiyonlarin
otomorf L-funksiyonlara esit olmasini ispatlamak olacak. Yani geriye kalan Hasse-Weil zeta
fonksiyonlar1 ya paylar1 ya paydalar hepsi otomorf L-fonksiyonlarin bir ¢arpimi olmasini
ispatlamak gerektir. Burada ne zaten kanitlamig, kanitlamamis ise nasil kanitlamig, hangi
yontemlerin var oldugunu bilmiyorum. Bu, bir ¢ok matematik¢inin tarafindan aragtirilan,
agikca bir merkezi diophantin sorusu. Maalesef benim tarafimda degil. Bunun i¢in hi¢ zamanim
yoktu. Bence gen¢ matematikgilere ¢ok cekici olanaklar verir.

Belirli bir anlamda geometrik teori ile ¢ok uzun yillar kaybettim. Ama &yle degil. Herhangi
bir fiziksel geometrik teoriye karsi matematiksel geometrik teoriyi anlamak onemlidir. Dahasi,
dort, bes, alt1 yilda bir aritmetik teoriye girilmez yeterli anlagilmaz.

Oldukga yash bir matematikgi olarak benim gimdiki durumum 6yle, onlarca yildir beni
asla bagarisizliga ugratmayan bir kavramim besledim, ama henuz ispatina sahip olmiyorum.
Yani onu geleneksel matematiksel seviyeye kadar gelisememistim, onerilen genel iddialarin
kanitlarini bulamadim. Simdi daha geng olsaydim ne yapabilirdim. Birincisi gemetrik teoriye
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dénerek genel teorem ispatlayabilirim, ilk olarak bir elliptik egri ve genel grup “G i¢in. Ondan
sonra genel bir egri icin. Bu o kadar zor degil ama buna ragmen hizla yapilamaz. Oyleyse
zamanla taman olan bir geometrik teoriye ele gecireceksiniz. Ama ¢ok daha geng olsaydim ve
kendime biiyiik giiven duyuyor aritmetik teoriye doniip hem Arthur’un hem Richard Taylor’un
hem de diger matematikgilerin makaleler: okuyarak genel aritmetik teorinin yaratisina katkida
bulmami tercih ederim. Tabii ki ¢ok 6nemli ve zor olan yerel zorluklar da var. Belki R
ile C cisimlere ait oldukga geligsmis bir teori vardir. Harish-Chandra’nin teorisine ragmen,
tam olarak geligmig degildir. Diger yerel alanlar {izerinde yapilacak daha ¢ok sey var, cogu
zaman kendi bagina ¢ok gekici olarak, mesela endoskopluk. Bu belki size bilinmez, herhalde
matematige ait olarak. Harish-Chandra’y: hatirlayarak biz Grothendieck’i de hatirlayabiliriz
¢iinkii ikilerin farkli olan teorisinin farkli olan mirasinin her bekledigimiz ilerlemenin bir
parcasidir, bir parcasi da olacak.

Bu konusmay1 hazirlayarak 6grendigim 6nemli ayrintilar ile 6nemli kavramsal
zemin. Aritmetik teorisi geometrik teorisinden ¢ok daha zor. Bu konugmayi hazirlarken
aritmetik ile geometrik teorilerin aralarindaki farkin ne oldugunu ile onun sonuglarinin ne
olabilecegini anladim. Anlatigim gibi ve anladigimiz kadar geometrik teoride her cebirsel
egriye ait bir galoisca grup var ve bu grup uygun olan “G’la, yani L-grupla, beraber G
grubun otomorf temsillerini belirtir. Tabii ki bu teori heniiz tamamen geligtirilmis degil. Buna
aldirmasak teorinin kavramsal yap: aciktir. Ustelik muhtemel ki gelismesi zaman ve sabir
meselesidir. Aritmetik teoriye gelince dyle degil.

Anlagilan aritmetik teoride yeni ¢ok daha zor olan kavram gerektir. Bu kavram Tannaka
kategori fakat asil zorluklar: kendileri temsil etmezler.

Bugiin ayrintilar 6nemli degil. Aslinda 6yle bir kategori ki toplamlar ile tensor ¢arpimlar var.
Ornegin verilmis bir grubun temsilleri. Geometrik teorisinde bunlar yeter. Aritmetik teorisinde
yetmez. Neden? (iinkii aritmetik teorisinde dyle olmali ki her Hasse-Weil L-fonksiyon otomorf
L-fonksiyonlarla verilmistir. Ingallah! Mamafih Hasse-Weil zeta fonksiyonlarlnda cok daha
fazla otomorf L-fonksiyonlar var.

Buna aldirmasak bile aritmetik teori Hasse-Weil L-fonksiyonlarin teorisinden daha basit
olamaz. Bana gore, belki de herkese gore, bu teorinin amaglarini gergeklestirmek ic¢in her
Hasse-Weil L-fonksiyon, daha dogru olarak ’de her (;, bir otomorf L-fonksiyona esittir.

En basit en ¢ok taninmig Tannaka kategoriler verilmis bir grubun sonlu boyutlu temsilleri.
Onlarin toplamlari ile (tensor) garpimlar: herkese taninmig. Cebirsel gokluklar ile eghomologi
de, daha dogru olarak sadece eshomologisi de ikinci bir 6rnek, fakat [DM] gore bu 6rnek iyi
belirtmek kolay degil. Ben bu makaleyi heniiz tamamen anlamiyorum, yani giichela anliyorum.
Buna ragmen kurmak istedigimiz ilkeler yaklagik ¢yle dir. Cisim F' rasyonel sayilarin cisminin
bir sonlu boyutlu geniglemes: olsun. Her F' igin iki kategori meydana koymak isteriz. Birisi ya
herhangi bir indirgeyici gruba G ait otomorf formlari. Bizim umutlarimiza ve gayretimize
gore fonktorialitet kurulmus ise bu bir Tannaka kategori olacak. Sonraki en zor olan soru igin,
G =GL(n),n=1,2,3,... olsun.

Bu noktaya kadar, aritmetik yoktur, tartigma tamamen geometrik veya analitik dir. Kendi
arastirmam da yle oldu. Ornegin, Fermat’m son teoreminin ve onunla alakali cagdag arastir-
malarin herhangi bir kanitin1 incelemedim. Yani agagidaki yorumlar herhangi bir yetkiyle
yapilmaz. Belki de hi¢ kimse boyle bir yetkiye sahip degildir.

26Pay ve paydanin gesitli ¢arpanlarini diigtinmekteyiz.
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[zleyiciye anlatmak istedigim fikirler iki farkli alanin birlesimidir. Birincisi otomorf formlarin
teorisi, yani izformiil, ikincisi Diophant denklemler. Birincisinden gerek oldugundan daha az
anliyorum. Ikinciden adeta hic bir sey anlamiyorum. Buna ragmen isteyig bekledigim delilleri
anlatayim.

Tkincisi, ’iin kendisinin (-fonksiyonuna ¢ok fazla ilgili degildir. Beklenen ve aritmetik,
yani geometrik olmayan, otomorf teori baglaminda analitik say1 teorisini ¢cagirmak gerekirse
neyin kanitlanmasi gerektir? ’deki (;-faktorlerin her birinin otomorfik bir L fonksiyonuna
esit oldugunu gosterildigini gerektir. Bu bizim problemimiz! Ozellikle bu dersi hazirlarken
bilmiyorum, Fermat’in son teorisinin baglaminda bilinen nedir? Ben buna dikkat ettim ¢linkii
su anda, sorulan sorunun ¢oziimii hakkinda nasil bir fikre sahip oldugum hakkinda higbir
fikrim yok. Miimkiin ki sinif ¢ismin teorisi bir yanda bagka tanimadigim 6rnekler de var.

Sorlugumuzu tanidigimizdan sonra nasil onu halledebiliriz. Otomorf formlara ait otomorf
L-fonksiyonlar: iz formiiliiyle anlayabiliyoruz. ¢; fonksiyonlarini nasil anlamak hentiz anlami-
yorum! Anlanmasi zor olsa bile Hasse'nin raporunda gibi iz formiilii kesin sayilar verebilir.
Ben su anda (; fonksiyonlarin aritmetik sekline ait mevcut teoriyi yeterince kavramam ve
gelecekteki olas1 yontemlere dair net bir fikre sahip degilim. Oyunda bir ¢esit kargiliklili var,
ama ne oldugunu bilmiyorum!

Ikinci kategori F' cisimine ait cebirsel cokluklarin eshomologisidir. Yaklagik bir génderim
ariyoruz, ikinci kategoriden birinci kategoriye. Bunu anlamak zordur ama bu bir Diophant
meseledir. Bu zorlukla Hasse'nin kitabindaki malumatta karsilagiyoruz ama simdiki, yani
degismeli olmayan teoride, zorluk ondan ¢ok daha ¢etindir. Bir yanda izformiiliiniin verdigi
bir say1 var. Ikinci yanda hi¢ anlamiyorum. Orada da karsilastirilacak bir say1 ariyoruz.

Tabii ki tiim bu yillar sonra, otomorf formlar teorisine ait olan seylere, baslica Diophant
uygulamasi gibi gériinen seylere, tamamen yabanci degilim. Buna ragmen cebirsel ¢okluklarla
iligkili gesitli derecelere ait Euler ¢arpimlarinin analitik 6zelliklerinin incelenmesine gelince ¢ok
az bilgim var. Bu ¢arpimin fonksiyonlarin bir GL(n) otomorf L-fonksiyona egit olmasindan
bilecegimiz hemen sonra Godement-Jacquet teorisinin gelismelerinden ¢ikarilabilecek analitik
ozellikleri hakkinda ¢ok malumat elimizde olacak.

Vurgulanmasi gereken oldugu gibi taslak Hasse'nin malumatinda oldugu gibi, ama simdi
ek ile yani iz formiilii ile, istedigimiz iliski bir Diophant iddiasidir.

Matematige dogru ait olmayan ve benim yazilmadigim bir metin ilave ediyorum.

Orhan Pamug'un romam1 Kirmizi sa¢h kadin’dan almistir. O kadar gegmis olmayan zaman-
daki usta kuyucularin nasil ¢calhigtigini anlatiyor. Tiirkiye’de degil Kanada’'da Fraser Vadisi'nde
kuyucu olan akrabam oldu, yani ailemin memleketi. Bir defa memleketimden ayrildigimdan
sonra annemin hasta oldugu zaman onu orada ziyaret ettim. Tesadiifen kuyucu da hastanede
oldu. Annemden daha yagh oldu yani dedemin kuzinin kocasi oldu. Onunla da konuguyordum.
O hem ¢ift¢i hem de kuyucu oldu. Vadide yeralti su nasil aktigin1 bana anlatti. Bu bilgi esnafi
i¢cin ¢ok 6nemli oldu. Bu konugma hala hatirliyorum. Bu sebepten Pamug'un tarifini dikkatla
okudum. Bence biz matematikgiler ayni sekilde matematikte yeni anlayiga ulagiyoruz. Onun
tarifi oyledir.
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O zamanlar sondaj makinalar1 daha kullanilmiyordu. Usta kuyucular bir arizide suyun
nereden ¢ikacagini, nerede kuyu kazilacagini binlerce yildir sezgiyle bulurlardi.Mahmut Usta
agzi kalabalik eski ustalarin siislii belagatini elbette biliyordu. Ama eline ¢atal alip arazide
bir agag1 bir yukar: yiiriiyen, okuyup iifleyen gosterig¢i kimi eski ustalarin yaptiklari ciddiye
almiyordu. Binlerce yillik bir meslegi icra edenlerin son kusagindan oldugunu hissediyordu. Bu
yiizden meslegi konusunda gosterisci degil, algakgoniilluydu. “Topragin koyusuna, nemlisine,
siyahina bakacaksin” diye konustu benimle. “Arazinin algak yerine, tagl. kayalik, inigli ¢ikigh,
golgeli yerini gorecek, agagidaki suyu hissedeceksin” dedi bir bagka sefer beni egitip yetigtirmek
istegiyle. “Agaclarin, yesilliklerin oldugu yerde toprak koyu ve nemlidir, tamam mi? Dikkat
edeceksin; ama higbir seye kolay kanmayacaksin.”

Cilinkii toprak, ayni zamanda yedi kat gokyiizii gibi tabaka tabakaydi. (Bazi geceler gokdeki
yildizlara bakarak altimizdaki karanlik alemi hissederim.) Mesela koyu, kara topragin iki
metre altindan, killi, su ge¢irmis, kupkuru, berbat bir toprak ya da kum ¢ikarabilirdi. Su
aranacak yeri kestirmeye calisan eski kuyucu ustalari, topragin, otlarin, biiceklerin, hatta
kuglarin bile dilinden anlamak, yukarida yiirtirken alttaki kaya ya da kil tabakasini sezmek
zorundaydilar.

Kendim olan birkag¢ kelime eklerim. Bu konugma baslayarak iki aradigimiz teori tarif ettim.
Onlar1 biiyiik bir arka plana, say1 teorisi ve temsil teorisinin bir arka planina kargi ariyoruz.
Hangi belirtileri aramaliy1z? Hangi kavramlari? Herkes ayni geyi arastirmiyor. Herkes bagarili
olmayacak. Herkes bagarili olamayacak. Benim goriiglerimi bu yazida sunuyorum.
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