SHIMURAVARIETATEN UND GERBEN *

Von R. P. Langlands in Princeton und M. Rapoport in Bonn

§1. EINLEITUNG

Das Problem der Fortsetzbarkeit der Hasse-Weil-Zeta-Funktionen und allgemeiner der
motivischen L-Funktionen ist nach wie vor ein zentrales Problem der Zahlentheorie. Es wird
oft in zwei Probleme aufgeteilt, die getrennt zu losen sind. Es ist erstens zu zeigen, dafs
jede motivische L-Funktion gleich einer automorphen L-Funktion ist, und zweitens, dafs jede
automorphe L-Funktion fortsetzbar ist. Beide Probleme sind in herzlich wenigen Fallen gelost

und dann nur dank der Bemiihungen vieler Mathematiker tiber lange Zeit.

Nach den abelschen Varietdten sind in arithmetischer Hinsicht die Shimuravarietdten
wohl die zugdnglichsten, und diese Arbeit soll ein Beitrag zum ersten Problem fiir die ihnen
zugeordneten motivischen L-Funktionen sein. Die Shimuravarietiten gehen aus der Theo-
rie der automorphen Funktionen hervor und werden durch eine reduktive Gruppe G mit
zusitzlicher Struktur definiert. Erfahrungsgemaf besteht die Losung des Problems in einem
gegebenen Fall aus zwei Bestandteilen, einer gruppentheoretischen Beschreibung der Punkte

der reduzierten Varietdt, und kombinatorischen Argumenten, die das fundamentale Lemma

* Appeared in Jour. fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 378 (1987).
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von [L3] einschleifsen, um den erhaltenen Ausdruck in eine Form zu bringen, die mit der
Arthur-Selberg’schen Spurformel verglichen werden kann. Wir beschéftigen uns hier nur mit
dem ersten Problemkreis und verweisen fiir die Umformung auf zukiinftige Arbeiten von

R. Kottwitz.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Vermutung tiber die Reduktion modulo p von
Shimuravarietdten zu formulieren, sie plausibel zu machen, indem wir sie mit den Standard-
vermutungen von Grothendieck in Beziehung setzen, und die Tatsachen zu beweisen, die auf
eine rein gruppentheoretische Formel fiir die Anzahl der Punkte der Reduktion modulo p
fiihren. Uber die Primzahl p miissen wir einige einschrankende Voraussetzungen machen die
aber tiber den Fall guter Reduktion hinaus gewisse Falle schlechter Reduktion zulassen. Es sei
S =Sh(G,h)k (K = KPK, C G(Ay)) eine Shimuravarietit, definiert iiber dem Reflexkdrper
E = E(G, h), und p eine Primstelle von E iiber p, die gut ist. Es sei x der Restklassenkorper
von Ey, und k,, die Erweiterung von Grad m. Die Formel hat folgende Gestalt. Die Anzahl

|S (Km )| ist gleich

(1.1) D ue) vol(Ge(Q)Zk /G(Ap)) - D> O (f7)TOs(p).

(e)st (7),(8)
Kk(g;y,0)=1

Hier ist Zx gleich Z(Af) N K; die duflere Summe lduft iiber die stabilen Konjugationsklassen
von Z(Q) N Zx\G(Q). Die Zahl ¢(¢) ist eine kohomologische Invariante,

(e) = |Ker: H(Q,G.) — H'(A,G.) x H'(Q, G.p)|.

Die innere Summe lduft {iber Konjugationsklassen von Elementen v € G (A?) und getwistete
Konjugationsklassen von Elementen 6 € G(L). Hier ist L die unverzweigte Erweiterung von
Q, mit Restklassenkorper #,,. Die Symbole O, bzw. T'Os; bedeuten Bahnenintegrale bzw.

getwistete Bahnenintegrale, und die Funktion auf G(A?) ist

1
P _ . char K
/ vol(KP) crarss
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wihrend ¢, ein durch die Shimuravarietdt definiertes Element der Heckealgebra von G(L)
beziiglich K, ist. Von den Paaren v,  wird verlangt, daf8 -y stabil konjugiert zu ¢ ist, daf die
Norm von § stabil konjugiert zu ¢ ist und, die interessanteste Bedingung, daf} die Kottwitz-
Invariante (e; 7, d) definiert und gleich 1 ist. Obgleich diese Formel in unserer Arbeit nicht
auftritt, sondern einer zukiinftigen Arbeit von Kottwitz vorbehalten ist, ist sie unschwer aus

unseren Ergebnissen abzuleiten. Dies ist eine Folgerung der Ergebnisse von Kottwitz [K3].

Im Fall, daf8 die Shimuravarietdt Sk kompakt ist, treten die Zahlen (1.1) in der Potenz-
reihenentwicklung des Logarithmus der Hasse-Weil-Zeta-Funktion von Sk in der guten Prim-
stelle p auf. Um die rechte Seite von (1.1) mit der entsprechenden Potenzreihenentwicklung
von automorphen L-Funktionen, die zu automorphen Darstellungen von G gehoren, zu ver-
gleichen, miifite man zundchst das getwistete Bahnenintegral von ¢,, in ein gewdhnliches
Bahnenintegral einer Funktion f, auf G/(Q,,) umschreiben. Falls des fundamentale Lemma
im allgemeinen zur Verfiigung stiinde, konnte dies nach Stabilisierung erreicht werden, und
mit dem Satz von Kottwitz [K3] wiirde tiberdies die Funktion f, explizit hingeschrieben wer-
den konnen. Es ist das Auftreten der Bedingung iiber die Kottwitz-Invariante, die dieses
einfache Vorgehen vereitelt. Man kann diese Bedingung als den Grund fiir das Einfiihren
der endoskopischen Gruppen in diesem Zusammenhang ansehen. Der Ausweg aus diesem
Dilemma ist es, die Hasse-Weil-Zeta-Funktion nicht mit einer zu G gehoérigen automorphen
L-Funktion zu vergleichen, sondern mit einem Produkt von automorphen L-Funktionen, die
zu automorphen Darstellungen von endoskopischen Gruppen von G assoziiert sind, etwa

einem Produkt von der folgenden Form

(1.2) TTIT LG 10, rg)mt.
H 11

Dabei ist II ein L-Paket, rp eine virtuelle Darstellung der L-Gruppe “H und der Exponent

moglicherweise eine rationale Zahl. Man kann erwarten, dafd die Potenzreihenentwicklung
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des Logarithmus von (1.2) als Summe von stabilisierten Spuren in einem gewissen Sinne

geschrieben werden kann:

(1.3) > ST(fn).

H

Die Funktionen fz werden von der Form von (1.2) diktiert. Die weitere Strategie besteht jetzt
darin, die einzelnen Terme von (1.3) mit den stabilisierten Spurformeln fiir die verschiedenen
H auszudriicken und andererseits die Stabilisierung der rechten Seite von (1.1) durchzufiihren,
die auch auf eine Summe von stabilisierten Spurformeln fiir die endoskopischen Gruppen fiir
passende Funktionen fy,; fithrt. SchlieSlich wéren die Funktionen fr und f}; zu vergleichen.
Obgleich dieses Programm im Augenblick noch Zukunftsmusik ist, ist es Kottwitz gelungen,
den elliptischen Teil der Summe auf der rechten Seite von (1.1) in der passenden Form zu

schreiben.

Wir bemerken nebenbei, dafs aus der Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-Funktion in der
Form (1.2) leicht folgt, dafs die Eigenwerte des Frobeniuselements Wurzeln von Polynomen
sind, deren Koeffizienten aus den Eigenwerten von Heckeoperatoren gebildet werden. Diese
Aussage ist auch eine Folge von Kongruenzrelationen, die in vielen Fallen relativ einfach zu
beweisen sind. Wahrend aber im Fall der Gruppe G L(2) die Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-
Funktion als Produkt von automorphen L-Funktionen eine Folge der Kongruenzrelationen ist,

ist dies fiir andere Gruppen kaum zu erwarten.

Fiir die Berechnung der Zetafunktion reicht es, statt unserer Vermutung die Formel (1.1)
zur Verfiigung zu haben, und der Versuch eines Beweises dieser Formel im Falle der Gruppe G
der symplektischen Ahnlichkeiten fiihrt auf eine verhiltnisméfig elementare aber subtile Frage
tiber prinzipal polarisierte abelsche Varietdten, die wir an dieser Stelle explizit formulieren
wollen. Es sei (A, A) eine abelsche Varietit vom CM-Typ tber C mit einer Q-Klasse von
Polarisierungen. Dann ist (A, A) bereits tiber einer endlichen Erweiterung von Q definiert
und hat in einer gewahlten Stelle p iiber p gute Reduktion (A, A) {iber dem endlichen Korper

F,,q = p™. Der Frobeniusendomorphismus von (A4, A) {iber F,, ist in einen Endomorphismus
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von (A, A) geliftet, der durch seine Aktion auf der rationalen Kohomologie ein Element ¢ €
G(Q) definiert. Andererseits definiert die I-adische Kohomologie H'(A @, Fy, Q;) fiir alle
l # p eine Konjugationsklasse v € G (A?) und die kristalline Kohomologie (d.h. die Theorie
der Dieudonnémoduln) eine getwistete Konjugationsklasse 6 € G(L). Die Vermutung von

Kottwitz ist, dafl die Invariante x(c; v, d) gleich 1 ist.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt jedoch nicht in dem Beweis unserer Ver-
mutung oder ihrer Abschwachung, sondern in ihrer Formulierung. Die Vermutung beschreibt
die Punkte der Reduktion modulo p als disjunkte Vereinigung von Doppelnebenklassen, die
von Konjugationsklassen von zuldssigen Homomorphismen von Gerbenin die zu G assoziierte

neutrale Gerbe parametrisiert werden,
¢ : P—Gq.

Hier ist P eine explizit konstruierte Gerbe. Um diese Konstruktion durchfiihren zu kénnen,
haben wir es vorgezogen, den Begriff einer Gerbe moglichst einfach aufzufassen, als eine
Erweiterung einer Galoisgruppe durch eine algebraische Gruppe (den “Kern” der Gerbe), da
wir uns auflerstande fiihlten, mit dem abstrakten Begriff umzugehen. Die Konstruktion von

P ist ein Hauptanliegen unserer Arbeit, wie auch die Konstruktion des Homomorphismus

wT,,u P — 9T7

der zu einem tiiber Q definierten algebraischen Torus 7' und einem Kocharakter ;. von 7'
assoziiert ist. Falls (T, hy) C (G, h) einen “speziellen Punkt” der Shimuravarietat definiert,
so erhalten wir aus % ,, mit i = py,, durch Komposition mit der Inklusion §r C SG¢
einen Homomorphismus 91, : P — §Gg, der sich als zulédssig erweist. Im Falle der guten
Reduktion ist jeder zuldssige Homomorphismus konjugiert zu einem Homomorphismus von
dieser Form fiir ein passendes (7', hr). Da im Kern von P ein Element ¢ existiert (genauer:
eine Folge von Elementen ¢,,, die Potenzen voneinander sind), dessen Bild in 7" unter 9,

rational ist, erhalten wir aus ¢, ein Element v € G(Q). Man kann leicht zeigen, dafl
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(v, hr) ein Frobeniuspaar im Sinne von [L1] ist und daf die Zuordnung ¢ — (7, h) eine
Bijektion zwischen den lokalen Aquivalenzklassen von zuldssigen Homomorphismen ¢ und
den Aquivalenzklassen von Frobeniuspaaren liefert. Hier heifien zwei Homomorphismen von
Gerben tiber Q lokal dquivalent, falls ihre Lokalisierungen in jeder Stelle konjugiert sind. Man
sieht auf diese Weise ein, daf} die hier formulierte Vermutung die von dem ersten von uns
in [L1] gedufSerte Vermutung zur Folge hat; aber die neue Vermutung ist praziser, insofern
als die in [L1] definierte Einbettung der dort definierten Gruppe I(A%) in G(A’;) dort nicht

hinreichend genau definiert ist, um die Formel (1.1) aus ihr abzuleiten.

Die neue Vermutung hat aber auch einen anderen Vorteil gegeniiber der alten, der sogar
historisch gesehen ihr Ursprung ist. Der alte Vermutung versagt namlich bereits in den en-
fachsten Fallen schlechter Reduktion. Dies spiegelt sich einerseits darin wider, dafd dann nicht
jeder zuldssige Homomorphismus von der Form 1t , ist, und andererseits darin, daf3 der
Liftungssatz von Zink [Z1] in diesen Féllen nicht mehr giiltig ist. In der vorliegenden Arbeit
haben wir den Fall schlechter Reduktion weitgehend vernachldssigt. Der zweite Autor beab-
sichtigt, in einer noch zu schreibenden Arbeit einige Falle schlechter Reduktion eingehender

zu behandeln, und so die Vermutung aus einer zweiten Perspektive zu beleuchten.

Die Natur der neuen Vermutung hat ihren philosophischen Hintergrund in der Grothen-
dieck’schen Theorie der Motive. Die Existenz der Kategorie der Motive iiber einem endlichen
Korper kann bisher nur unter Benutzung der noch nicht bewiesenen Standardvermutungen
nachgewiesen werden. Andererseits ordnet die von Grothendieck entworfene Theorie der
Tannakakategorien, die von Saavedra Rivano in [Sa] und Deligne und Milne in [DM] entwickelt
wurde, einer abelschen Kategorie mit Zusatzstrukturen, inbesondere einem Tensorprodukt,
eine Gerbe zu (wir haben das franzosische Wort beibehalten, denn die am nédchsten liegenden
Ubersetzungen scheinen schon besetzt zu sein). Die Gerbe P ist diejenige Gerbe, die zur
Kategorie der Motive iiber endlichen Korpern, falls sie existierte, gehort.
mit

Wir erklédren jetzt die Organisation des Artikels. Im §2 definieren wir eine Gerbe T, ,,

Zusatzstrukturen iiber einem globalen Korper, die zu einem Torus 7' und zwei Kocharakteren
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v1, Vo gehort. Falls diese Kocharaktere durch “Mittelung” aus einem einzigen Kocharakter 1

entstehen, so konstruieren wir eine explizite Neutralisierung 7T, = Gr. Die Hauptresultate

1,V2
dieses Abschnitts sind die Sdtze 2.1 und 2.2. Die Konstruktion benutzt die Klassenkorpertheorie
und die Theorie von Tate-Nakayama und verlduft dhnlich wie die Konstruktion der Taniya-
magruppe. Es scheint uns ein niitzliches Unterfangen, die Konstruktion durch eine Univer-
saleigenschaft zu charakterisieren. Dies wiirde unsere unstandlichen Kozykel-Verifikationen
ersetzen und vielleicht mehr Einsicht in die hier herrschenden Verhéltnisse liefern. Im §3
wenden wir diese Konstruktionen auf den Torus 7' an, dessen Charaktergruppe von der
Menge der Weil-g-Zahlen erzeugt ist. Wir zeigen, dafs dieser Torus so einfache Kohomologie
hat, da8 die so konstruierte Gerbe P, wie auch die zu (7', ) assoziierten Homomorphismen
Y, P — Gr eindeutig charakterisiert werden konnen. Die Abschnitte 2 und 3 liefern die
Basis fiir die Formulierung unserer Vermutung. Die Vermutung tiber die Reduktion modulo p
einer Shimuravarietdt S(G, h) ist zu Beginn des §5 formuliert. Dort erkldren wir auch genau,
welche Bedingungen wir an G und an die Primzahl p stellen. Der Rest des §5 ist dem Beweis
der Sétze 5.21 und 5.25 gewidmet, die den Ubergang von der Vermutung zur Formel (1.1)
gestatten. Breiter Raum wird dabei der Definition der Kottwitz-Invariante gewidmet. Die
restlichen Abschnitte sind von weniger zentralen Interesse fiir unsere Arbeit. Im §4 zeigen wir
unter Annahme der Tate- und der Hodgevermutung, dafs die Gerbe, die der mittels der Stan-
dardvermutungen konstruierten Tannakakategorie My der Motive tiber endlichen Koérpern
entspricht, samt zusatzlicher, beispielsweise durch die verschiedenen Kohomologietheorien

definierten Struktur, zur Gerbe P des dritten Abschnitts isomorph ist.

Dieser Abschnitt ist im wesentlichen eine etwas ausfiihrlichere, aber immer noch skizzen-
hafte Darlegung des Kapitels VI. in [Sa]. Im §6 zeigen wir, dafd die in §4 vorgenommene
Identifizierung von Gerben die Vermutung des §5 fiir Shimuravarietdten, die gewisse Mod-
ulprobleme l6sen, zum Beispiel fiir die der symplektischen Gruppe entsprechende Varietat,
zur Folge hat. In diesem Abschnitt stiitzen wir uns auf Arbeiten von T. Zink [Z1], [Z2]. Da

es sich dabei um einen konditionellen Satz handelt, haben wir uns kurz gefafst. Wir weisen
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jedoch ausdriicklich auf den Beweis von Satz 6.3 hin, in dem der Satz 4.4 verwendet wird. Es
ist an dieser Stelle, dafy die weiter oben formulierte Kottwitz’sche Vermutung tiber abelsche
Varietdten zum Tragen kommen sollte, so daf$ aus ihr die Formel (1.1) zumindest im Falle der
symplektischen Gruppe folgen solle. Wir haben in der Tat den Beweis mit Absicht so gefiihrt,
dafS er sich moglicherweise auf den Beweis der Formel (1.1) anwenden lafst. Im §7 fithren wir
zwei Beispiele an, eines, das zeigt, dafl wir in der Vermutung des §5 die derivierte Gruppe als
einfach-zusammenhadngend annehmen miissen, und eines, das zeigt, dafy im Falle schlechter

Reduktion viele zuldssige Homomorphismen ¢ nicht von der Form 1t , sind.

Zwei Fragen, die kaum zu umgehen sind, wenn man die Vermutung allgemein beweisen
will, werden in dieser Arbeit nicht bertihrt. Erstens, wenn G — G’ eine zentrale Erweiterung
ist mit Gger = G, = Gsc, und wenn die Vermutung fiir G’ gilt, gilt sie dann auch fir G?
Zweitens kommt es oft vor, daf$ eine Shimuravarietat Sh; auf eine natiirliche Weise in eine
zweite Shy eingebettet ist. Das ist insbesondere so bei speziellen Punkten, fiir die Sh; null-
dimensional ist. Wie spiegelt sich diese Einbettung in der Beschreibung der Reduktion der

beiden Varietaten wider?

Wir bedanken uns bei Kottwitz, der uns seine Ergebnisse und Ideen mitgeteilt hat und
uns seine Aufzeichnungen zur Verfiigung gestellt hat. Der erste Autor hat anldflich der
Issai Schur Memorial Lecture in Tel-Aviv im May 1984 und der Ritt Lecture an der Columbia
University im Februar 1985 tiber die vorliegenden Ergebnisse vorgetragen und bedankt sich
bei den Zuhorern an beiden Orten fiir ihre Nachsicht und Geduld beim Vortragen eines immer
noch provisorischen Stoffes. Wir danken beide der Humboldt-Stiftung fiir ihre Understiitzung
mehrmaliger Besuche des ersten Autors in Heidelberg, wéahrend derer diese Arbeit zustande

gekommen ist.

Im folgenden ist p eine feste Primzahl, Q der Korper der algebraischen Zahlen, den wir
in einen algebraischen Abschluf3 Qp von Qp eingebettet haben. Wir bezeichnen mit F den

entsprechenden algebraischen Abschlufi von F,.
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§2. KOHOMOLOGISCHE KONSTRUKTIONEN

Dieser Abschnittist einigen Konstruktionen aus der Galoiskohomologie gewidmet. Zundchst

erkldren wir unsere Terminologie.

Es sei k ein Korper der Charakteristik Null, der fiir uns entweder ein globaler oder ein
lokaler Korper sein wird. Es sei GG eine algebraische Gruppe iiber einem algebraischen Ab-
schluf k. Falls G = Spec A, A = T'(G), und falls o € Gal(k/k), so heifit ein Automorphismus

k von G(k) o-linear, falls es einen o-linearen Automorphismus x’ der Algebra A gibt, so daf8

K (f)(k(9) =0a(f(g), feA geG(k).

Das einfachste Beispiel ergibt sich durch die Aktion von Gal(k/k) auf G(k), falls G iiber k

definiert ist. Eine Galoisgerbe iiber k ist eine Gruppenerweiterung
1— G(k) — G — Gal(k/k) — 1

zusammen mit einem Schnitt ¢ — g, fiir o € Gal(k/K), fiir eine passende endliche Er-

weiterung K von k, so dafs der o-lineare Automorphismus

k(o)1 g — 9099, ", g€ G(k),

von einer K-Struktur auf G herriihrt. Es mufl auerdem fiir jedes ¢ € Gal(k/k) und jeden
Reprisentanten ¢, der Automorphismus k(o) o-linear sein. Es ist dabei verstanden, daf8 die
endliche Erweiterung K durch eine grofiere endliche Erweiterung K’ ersetzt werden kann,
so daf8 es sich in Wirklichkeit um einen Schnittkeim {g, } fiir die Krulltopologie auf Gal(k/k)
handelt. In den Bezeichnungen lassen wir den Schnittkeim haufig weg und bezeichnen eine
Galoisgerbe, manchmal auch kurz Gerbe genannt, einfach mit §. Wir nennen G den Kern
der Gerbe. Ein Homomorphismus von Gerben ist ein Homomorphismus der entsprechenden
Erweiterungen, der die Schnittkeime ineinander {iiberfiihrt und dessen Einschrankung auf

den Kern algebraisch ist. Ein Element g aus dem Kern definiert durch Konjugation einen
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Automorphismus einer Gerbe. In der Tat ist fiir eine gentigend grofSe endliche Erweiterung

K /k das Element g K -rational.

90995 =0(g9) =g,

so daf3 die Konjugation mit g den Schnittkeim erhdlt. Zwei Homomorphismen ¢; und ¢»
zwischen zwei Gerben heiflen dquivalent, falls ¢po = ad g o ¢1 mit g aus dem Kern der zweiten
Gerbe. Wir verweisen auf den §4 fiir den Vergleich unserer Terminologie mit der in der Theorie
der Tannakakategorien iiblichen. Das einfachste Beispiel einer Gerbe wird durch eine tiber k&

definierte algebraische Gruppe G definiert, das halbdirekte Produkt
Sg = G(k) x Gal(k/k).

Eine solche Gerbe heifst neutral.

Wir fithren zunédchst einige Gerben iiber lokalen Korpern ein, als erste die Gewichtgerbe

W, die iiber R definiert ist. Sie ist eine Erweiterung
1—-C* — W Gal(C/R) — 1.
Wenn Gal(C/R) = {1,:}, dann ist W durch C* und w = w(¢) erzeugt, wobei
w(t)? = —1 € C*

und

Die Gruppe C* ist also als G,,,(C) aufzufassen.

Als zweites fiihren wir die Dieudonnégerben ein. Die eigentliche Dieudonnégerbe wird
sich als direkter Limes solcher Gerben erweisen. Es sei also K eine endliche Galoiserweiterung

von Q,,. Wir definieren folgendermafsen eine Erweiterung:

1— K" — Di — Gal(K/Q,) — 1.
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Sie wird durch K* und d¥ (o) erzeugt, wobei d¥ (o) — o,dE(0)z = 0(2)dE(0),z € KX,
und df (0)df (o) = dE,df(o0). Dabei ist d¥ , ein 2-Kozyklus in der fundamentalen Klasse
der Erweiterung K /Q,. Die Erweiterung ist bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt, und
dem Satz 90 zufolge ist dieser Isomorphismus bis auf Konjugation mit einem Element aus K *

eindeutig bestimmt.

Die Gerbe DX erhalten wir durch Zuriickziehen und Vorwirtsschieben mittels des Dia-

gramms

Gal(Q,/Q,)

J

1 — KX — Df —— Gal(K/Q,) — 1

Die Gruppe Q; ist wiederum als G, (Q,,) aufzufassen.

Wir bezeichnen den Reprisentanten von o in DX mit dX = d,,, und fassen déf . als einen

Kozyklus zur Gruppe Gal(Q,,/Q,) auf. Es sei K £ K’. Dann gilt

(A5, = db,co0(co)cg, k=K' : K.

00>

. . . . 4 . . . . ~ X
Wir kénnen also einen Homomorphismus DX — DX definieren, indem wir z € Q, nach
. / J— . . . .
2 schicken, und df nach ¢, 1d§ . Wegen des Satz 90 ist dieser Homomorphismus bis auf

Konjugation mit einem Element aus Q; eindeutig bestimmt.

Lemma 2.1. Es sei ¢ : DX — G ein Homomorphismus von Gerben. Dann gibt es eine
unverzweigte Erweiterung L von Q,,, einen Homomorphismus v : DL — G, und eine

Erweiterung K1, die K und L enthalt, so daf$ das folgende Diagramm kommutativ ist:
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@Kl @L

l L

DK — .

Es seien L die unverzweigte Erweiterung von Q,, deren Grad tber Q, gleich dem von
K ist und K; die Zusammensetzung von L und K. Da die zwei Kozyklen df)fg und déa
dquivalent sind, sind D* und D’ isomorph. Der Isomorphismus ist bis auf Konjugation mit
einem Element aus Q; eindeutig bestimmt. Die Existenz von v ist deshalb klar.

Es ist klar, daf das Verfahren, mit dem wir D¥ definiert haben, iiber einem beliebigen
lokalen Korper verwendbar ist. Uber R fiihrt es zur Gruppe D€ = W, und wir brauchen es
tatséchlich nur iiber R und Q,,. Nichtsdestoweniger der Klarheit halber werden wir die glob-
alen Gerben dieses Abschnitts allgemeiner als eigentlich nétig einfiihren, und dafiir brauchen

wir die allgemeinen DX’s. Die triviale Gerbe
1 — Gal(k/k) — Gal(k/k) — 1

bezeichnen wir mit Galy und, wenn k£ = Q,, mit G;.

Es sei jetzt T ein Torus tiber dem endlichen Zahlkorper F, der tiber der Galoiserweiterung

L zerfallt. Wie tiblich seien
X*(T) =Hom(T,G,,), X.(T)=Hom(X*(T),Z).

Das zu p1 € X, (T) gehorige Element aus Hom(G,,,, T') schreiben wir in der Form:  — x*. Wir
fixieren im folgenden zwei Stellen 1y und v, von F, die wir auf L erweitern. Die erweiterten
Stellen werden mit 1] und v bezeichnet. Es seien gegeben zwei Elemente v, und v aus X, (T')

mit folgenden Eigenschaften:

(2.a) v; ist invariant unter Gal(L,;/F, ).
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(2.b) Esgilt

Z ovy + Z ovy = 0.

UEGal(L/F)/Gal(LUi /Fuy) O'EGal(L/F)/Gal(Lv/Q/sz)

Nach der Theorie von Tate-Nakayama entspricht v; einer Klasse c; aus H? ( Gal(L,/ F, (T (Ly,)).
Wegen (2.b) existiert ferner eine globale Klasse aus H?(Gal(L/F),T(L)), deren lokale Kom-
ponenten aufierhalb v; und v, trivial sind und die in v; gleich «; ist. Diese globale Klasse,
die allerdings nicht eindeutig definiert ist, spielt eine wichtige Rolle in der Konstruktion der

T, v, v9 zugeordneten Gerbe T, Sie wird jetzt mit Hilfe der Weilgruppe explizit eingefiihrt.

1,V2°

Die Gerbe T = T7,, ,, ist eine Gerbe tiber F' mit Kern 7', folglich eine Erweiterung
1—=T(F)—T— Gal(F/F) — 1.

Um sie zu definieren, brauchen wir einen 2-Kozyklus {t, ,} von Gal(F'/F) mit Werten aus

T(F). Dann ist T durch t,,, o € Gal(F/F) und T(F') erzeugt, und
toto = tp ol o

Die Lokalisierung G, von G an der Stelle v von F’ ist eine Gerbe tiber F),, die durch

folgendes Diagramm definiert werden kann:

Gal(F,/F,)

l

1 — Q(F) G — Gal(F/F)

S(Fv)

Ein Homomorphismus ¢ einer iiber F), definierten Gerbe H nach G ist ein Homomorphismus

von H nach G,,.
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Gewohnlicherweise ist es besser, eine endliche Erweiterung K von [’ derart zu wéhlen,

dafd G iiber K definiert werden kann, also durch ein Diagramm:
Gal(F /F)

l

]l — GK) — Yx —— Gal(K/F) ——1

J

G(K)
Wenn v;, eine Erweiterung von v auf K ist, kann §,, iiber K, definiert werden, und wenn K

hinreichend grofs ist, ist H auch tiber K vl definiert und ¢ durch ¢ : Hi , — Gk, -
0 0

Um die Wahl von v, zu vermeiden, kénnen wir durch die Einbettung

G(K) — [[ G(Ew)

v'|v

eine Erweiterung

1— [ Glkw) — G5 — Gal(K/F) — 1

v'|v
einfithren. In dem Fall, dal G iiber F definiert ist und g,gg, ' = o(g), und wir intressieren

uns fiir keinen anderen, ldfst sich die Erweiterung G; mittels G, allein definieren.

In der Tat, jedem v’ ordnen wir ein u = p,s aus Gal(K/F) der Art zu, da8 |ux|, =
2], * € K. Dann erweitert sich y : * — pz zu einem Isomorphismus 11 : K,; — K, der
wiederum 1 : G(K,;) — G(K,) definiert. Folglich ist

H G(K v’)
v’ |v

ein induziertes Objekt fiir die Gruppe Gal(K/F'). Der Kozyklus { g, , } nimmt Werte in dieser
Gruppe und zwar in ihrem Zentrum an. Wir konnen einen zweiten Kozyklus einfiihren, indem
wir

op=plow, o =p"ouw, ou,ow € Gal(KylF,)
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schreiben, und
r "
gg,o’ - H HJ ‘g‘QH”’UH/ .
M//

setzen. Es liegen p, p/, " in {y,/}, das ein Représentantensystem fiir Gal(K,;/K,) in
Gal(K/F) ist, und das Produkt erstreckt sich tiiber diese Menge. Nach dem Shapirolemma

angewandt auf das Zentrum sind die beiden Kozyklen {g, » } und {g, ,} dquivalent.

Wir konnen dasselbe Verfahren auf H anwenden, um H* zu bekommen. Dann definiert
¢ : H — G, auch ¢* : H* — G;. Wenn wir das Shapirolemma nochmals anwenden, diesmal
auf GG, sehen wir sofort ein, dafd zwei Homomorphismen ¢, ¢; dann und nur dann dquivalent
sind, wenn ¢ = ad g o ¢* mitg €[], G(Ku).

Diese etwas umstandlichen Betrachtungen werden vorgefiihrt, weil J mit Homomorphis-
men

Co, .l —-T,i=1,2, ( :Galp, — T, v#uv,

ausgestattet werden soll. Die Einschrankung von (,, auf den Kern wird durch z — z"
Ly
0

L,
definiert. Es seien d}, , und d? , die durch (d, ¢ )" und (d,5*)"* definierten Kozyklen von

Gal(F/F) mit jeweiligen Werten in [T, T(Lw).

Nach den vorangestellten Bemerkungen werden ¢,,, und ¢,, definiert sein, wenn wir jedem

o aus Gal(L/F') ein Element e, aus T'(A ) zuordnen koénnen, so daf3

eo0(e)e gty o =d, ,do

0.0%,0°
Die Abbildung (7, wobei v gleich v; sein kann, erhdlt man, indem man ¢, auf [, T'(L)
projiziert, um e, (v) zu bekommen, und dann d, (v = v;) oder g (v # v;) nach e, (v)t, schickt.

Um den Kozyklus {t,  } und die Elemente e, zu bekommen, wihlen wir in der tiblichen

Weise [MS1] Diagramme

1 — L:z —_— WL% /Fvi —_— Gal(L’Ui/ /F’Uz) — 1

l l l

!l — ¢ —— Wyp —— Gal(L/F) —— 1
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Wir wéhlen ferner wie in [MS1] Reprédentantensysteme &; von Gal(L/F)/Gal(L,: /F,,)
mit 1 € &;. Schliefllich wihlen wir Reprdsentanten w, € W, ,/r, von o € Gal(L,;/F,,)

und w,, € Wi, ,p von 4 € §; mitw; = 1 in beiden Fallen und setzen
Wpo = WuWe, € &, 0 € Gal(Ly /Fy,).

Diese Reprasentanten sowie der entsprechende durch die Gleichungen
Wowo = Ap o (1)wos, 0,0 € Gal(L/F)

definierte Kozyklus hidngen von ¢ ab. Es gelten folgende Bedingungen:
() Ago(i) = dpd, 0,0 € Gal(Lyy/F,),
(i) Ap o (i) =1, o€ Gal(Ly/Fy,), p €6,
(i) Ao (1) = 114y (i) € p(Lu,)s 0,0 € Gal(Lyy/Fy), p € S
Um d}, , zu definieren, brauchen wir ein Représentantensystem von Gal(L,/Fy,). Wir

nehmen die w,.
Es sei

n= Z oV = — Z ovs.

o €Gal(L/Q)/Gal(L, /Fy,) o €Gal(L/Q)/Gal(L, /Fuy)

Die Kozyklen {4, (1)} und {A, »(2)} sind kohomolog. Es gelte

A, o(V)ASL(2) = B,o(B,)B,,}

0,0 o’

mit B, € Cr. Dann gilt auch

2.0) A7,(1)A;7(2) = Blo(B,)"Byy.

oo

Wir fiihren folgende Elemente aus C;, ® X.(T) ein:

CQ@) = H A;ﬁuyi (Z), E,= C.Q(l)CQ(Q)Bg'
nes;
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Eine leichte Rechnung zeigt, dafs

(2.d) E,0(E;)E,} =d} ,d2 0,0 € Gal(L/F).

0,0 70,07

Diese Gleichung gewinnt erst einen Sinn, wenn man bemerkt, dafs

[I 7(Lo) = Cr® X.(D).

v'|v;

Der Rand von C)(%) ist ndmlich
{HA Ql“/z} {H 0A7 Qauvagg/ﬁ/z}

oder

A;tn HA OuVi (1) ACHV: (),

QK0

mit Vorzeichen gleich (—1)°. Es gilt ferner

‘Qlu/l OpV; ) — Qlu/z y HVi - i
HAQ, ) A, (1) = H AT H“Agu 0, (1) = dy o

m

Damit folgt (2.d) aus (2.c).

Die Elemente d?, , gehoren schon zu [],,, T(L.) € T(Ar). Wir liften E, nach e, €

v'|v;

T (A1) und erhalten somit aus (2.d) Gleichungen

eQQ(eU) = dé Udz o

mitt,, € T(L).

Es muf$ jetzt nachgepriift werden, dafy T mit den zusatzlichen lokalen Homomorphismen
von samtlichen wahrend seiner Konstruktion getroffenen Wahlen unabhangig ist, wobei zu
bemerken ist, dal eine Abinderung von e, in fo(f~')e,, f € T(AL) zuléssig ist, denn die

lokalen Homomorphismen werden dabei durch dquivalente ersetzt.
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Diese Wahlakte zdhlen wir zunachst auf: (i) die Liftungen e, von E,: (ii) die berandende
Kokette {B,}; (iii) das Reprasentantensystem &; und die Repréasentanten w,,; (iv) die Ein-
bettung W7, ,, F,, — W ,r und die Repréasentanten w,, o € Gal(vaf /F,, ); (v) die v; teilende

Stelle vy.

(i) Wenn wir e, durch €|, = s,e, ersetzen, erhalten wir den Kozyklus

tlg,o = S‘;lQ(SU)_lSQUtQ,U'
Der durch t|, — Sg_lt o definierte Homomorphismus tibertrdgt die gestrichenen lokalen Ho-
momorphismen in die ungestrichenen.
(ii) Wenn wir B, durch Fo(F~1)B, ersetzen, wird F, durch E,F"o(F~") ersetzt. Wir
konnen also e, durch e, fo(f ') ersetzen, wobei f eine Liftung von F" ist. Somitbleibt {t, . }

erhalten.

(iii) Die Représentanten w,,p € &;, konnen wir durch b,w, ersetzen. Dann wird
allgemein w, durch byw, ersetzt, wobei b,, = b,, p € &1, ¢ € Gal(L,,, /F,,). Wir hatten
ferner

B, =b,B,

statt B, und
Cy (1) = Co(1). [ ] b, 2 0(by) 2 b2
o

= Cy(1)by"Fo(F)™!

F=]]o,
7

denn

’
OpV; _ pH Vi
bgu b= bu g

wenn op = p'o, 00 € Gal(Ly; /Fy,). Daher konnen wir e, durch eofo(f~1) mit f einer

Liftung von F' ersetzen, und t, , bleibt dabei erhalten.
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Das Représentantensystem {u} konnen wir durch {y/ = po(u)} ersetzen, wobei o(u) €

Gal(L,;/Fy,). Wir wihlen w), = wyy = w,We(,). Dann gilt allgemein

(.UL/U = Wple(p)Woe = N(Aa(u),a(l))w,u’aa o c Gal(Lvi/Fvl).

Wir setzen

buo = As(w),o (1)

Es liegt in 41(L,/). Der neue Kozyklus ist
Ay 5 (1) = 0(ba)bob s Ag. (1)

Es gilt ferner

=T[4, @)™
w
= {[T4cno0n (D) 9“”1}{1_[ obg 0i(Agy1))
m

Der zweite Faktor ist gleich
H(be;,ul’ ) Torm )
denn A,(,),1 = 1. Der erste ist

cu) - TT A0

m

Folglich ist
_ ouv1 1 opv
- EQ{HAQH U(L)bw '

wenn Bj, = b,B,. Der zweite Faktor liegt in [],,, T(L,) und wird deshalb automatisch

/l’U

geliftet.

Es unterscheiden sich also t}, , und ¢, , nur um ein Element aus || T(L,). Dat,,

v’ |vg
und t,, , in T(L) liegen, gilt t, , = t|, ,. Es unterscheiden sich auch ¢}, und e, nur um ein

Element aus [ | T(L,). Folglich sind die lokalen Homomorphismen auflerhalb der Stelle

v'|vy
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vy gleich. Um zu zeigen, dafs sie auch in v; gleich sind, gentigt es zu zeigen, daf$ die Projektion

von
—ouv v
|| e
I
auf T'(L,; ) gleich 1ist, wenn ¢ € Gal(L,; /F, ). Das einzige Glied des Produkts, das zu dieser

Projektion beitrdgt, ist das ;1 = 1 entsprechende, und es ist 1, denn o (1) = 1 und

Agp1 =1,b,=1.

(iv) Die Einbettung ¢ : Wy, F,, — W, r konnen wir nur abandern, indem wir ¢ durch
Y1
adz o ¢ ersetzen, x € Cr. Wir konnen also w, durch zo(x™!)w, fiir jedes 0 € Gal(L/F)

ersetzen. Alle Kozyklen bleiben dabei erhalten.
Wenn wir w, durch b,w,,b, € Lji ersetzen, kénnen wir w,, behalten, so da8 A, ,(1)
durch
Ayr(1) = Aga(1)bgo(bo)byr

ersetzt wird, wobei

bMQ = H(bg>, o€ Gal(Lvi /Fv1>'

Da p(b,) € p(Ly) liegt, hat diese Abanderung keinen Einflu, weder auf ¢, , noch auf
die lokalen Homomorphismen aufierhalb v;. Dafs die Abdnderung auch keinen Einfluf3
auf die Aquivalenzklasse von (,, hat, priift man leich nach, wenn man darauf achtet, daf
der auf Gal(L,, /F,,) abgeénderte Kozyklus auch in der Definition von D™1 auftritt. Die
Représentanten w,, 0 € Gal(L,; /F,,) werden ndmlich durch w,r = b,w, ersetzt, und die
Projektion von e, auf T'(L,; ) mit b multipliziert.

(v) Die letzte zu behandelnde Willkiirlichkeit ist die Wahl von v]. Jede andere v; teilende

Stelle v}’ von L bekommt man, indem man A € &; wihlt und v}’ durch

|)‘x‘v{’ = |x‘v{
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definiert. Dann ist

Gal(Lyy /Fy,) = AGal(Ly, /Fy, )A ™"

Dementsprechend erhalten wir die der Stelle v’ entsprechenden Kozyklen und Objekte, indem

wir mit A konjugieren. Zum Beispiel

A/Q,G'<1) = )‘(Ak_lg)\)\—la)\(l)) :

Dieser Kozyklus ist dem alten kohomolog und eine leichte Rechnung ergibt

Ay (1) = A0 (1)Dgo(Dg) Dy

Dy = AA7L (1) A 5D AN (D).

Es gilt ferner, wenn wir A, /(1) zu A}, , abkiirzen,
C;(l) = H(A&)\u)\—l)_&»\uyl 3
m

denn v{ = Avq. Essei Au = p/' A,y mit pi' € &1 und Ay € Gal(Ly /Fy, ). Dann gilt

Agapr-1 = AQ:H/AM/A_l
— / —1 47 /
_Q(Au’)\#,k—l) AQvN/AQH/)\#'A_l’
und

Al = Agwo(Dyw)D,D, .
Hieraus schliefsen wir sofort, dafs E; und E, sich um den Faktor
(2.e) {H Q(AIJ")\#)\—l ).Qlwl } {H Algu,kukfl }—Qlwl {H Q(DM>_QN/V1 Dgﬁw }
u 2 2
unterscheiden, wo wir y statt i/ schreiben.

Wir betrachten
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29 LA 21 D)

das von p abhédngt und zeigen, daf3 es sich als ein Produkt
o(X)Y Z,

darstellen ld63t, wobei X und Y von p unabhéngig sind, und Z, in Hv,‘v1 T(L,) liegt. Dann
ist (2.e) gleich
o(Y)Y " e(21)2, ",

woraus sofort folgt, da8 {¢, , } erhalten bleibt, sowie die lokalen Homomorphismen auerhalb

V1.
Statt (2.f) behandeln wir

(2.g) A’ ApA-1 Dg_ul

oL,

und schreiben es als

Q(XM)YM’ZM,Q-
Hier ist oy = p 0,7, 0,0 € Gal(Lvi/Fv1 ). Der Ausdruck (2.g) gleicht
Agura-10(Dy, x-1 )D;#l,\ukl’
das wir entwickeln, um ein Produkt mit sieben Gliedern zu bekommen
Agunn-10PAAL L Jop(AT 1)) oAy a-0)A(Ax-1,gn, ) Agun, a1 A A5 31

Wir setzen
XM = M)\(A;_ll’AMNL(A)\’)\—l).

Aus dem gesamten Produkt schneiden wir

—1 o _
AQu,/\uA—lgﬂ(A,\uA—l,A) = AQMW\‘%/\ = AQ;MH
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—1

heraus und fiigen es 7,/ , zu. Das Glied A -1

wird Y),s beigefiigt. Es bleibt {ibrig

A(Ayos = A(Ay

J)M}\u) 7u’guu>\u)

= A M At ) A (A1),

0 Ap

Hiervon bekommt Z,, , das Produkt

A/:/{QH/ >‘,LL A(AAilu’/nQH/ Au) = A(AAilll/,Qu/ >\H>

und Y, das Glied )\(A)\717M/).

Wie schon hervorgehoben, miissen wir, um die Aquivalenz der Homomorphismen in vy
zu zeigen, nur die Homomorphismen von D™ nach T betrachten. Der durch v} definierte
Homomorphismus entspricht dem Kozyklus A}, ,(1),0,0 € Gal(L,y/F,,). Der durch vj
definierte entspricht der Projektion von dj , auf T(Lyy), 0,0 € Gal(Lyy/F,,). Da oA =
A TToX = o, 0 € Gal(L,y /F,,), ist diese Projektion nichts anderes als A/, ,(1). Bis auf
einen Rand ist fiir ¢ € Gal(L,y/F,,) die Projektion von (2.e) auf T'(L,) gleich der von

0(Z1)Z;", die ihrerseits gleich ist
o(Ax1)oMA1L ) Ag i MAT ) = 1,

denn Ay = 1, o\ = Ao).

Es gibt noch eine Vertraglichkeit nachzupriifen, die sogar etwas drgerlicher als die vorheri-
gen ist. Es sei namlich L' 2 L eine zweite Galoiserweiterung von F' und w/ Primstellen von
L', die v teilen. Es sei

vi = [Ly : Ly|vi = Livi.
Wir kénnen 7, samt zusétzlichen lokalen Homomorphismen einfithren, und wir miissen
zeigen, daf} die so ausgestatteten 7, ., und T,/ ,; kanonisch isomorph sind.

Wir vereinfachen die Bezeichnungen folgendermaflen:

G = Gal(L/F), G' = Gal(L'/F), H = Gal(L'/L),

G; = Gal(L;/F,,), G! = Gal(L',/F,,), H; = Gal(Ly;/Ly,).



Antwerp 1972 24

Die Gruppe H; ist H N G;, und wir wahlen Reprédsentanten A von H; in H. Dann wéhlen
wir Représentanten p’ von HG) in G'. Als Représentanten von G in G nehmen wir die
p'A. Schliefllich nehmen wir die Projektionen p der p/ auf G als Représentanten von G; in
G. In der Weilgruppe W, r wihlen wir w,/x = w, - wy mitwy € wy, /. Wir wéhlen auch

Rechtsreprasentanten v von H; in G, und setzen
Why = WyWwy, Y € Hj.
Dann gilt

WAAWy 1= W) - Wy - Wy = Wy,

so dafs
A’y’y = 17
wenn 7y in H und v in dem Rechtsreprasentantensystem enthalten sind.

Es sei

DQ’(i) = H AQ’,V(i)-

yeEH

Wir betrachten den Kozyklus
Ay (i) = Aby 4, ()D (1) (D (1)) Doy (i)

mit [ = [H : 1]. Man rechnet leicht nach, da8 er gleich ist
~1
H AQ/’7AQ/’UI”Y.
g

Folglich hdngt er nur von der Projektion o von ¢’ auf G ab und ist 1, falls o’ € H.
Wir zeigen zunéchst, dafs

(2.h) A L) =1,
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wenn ¢ € H und ¢’ € HG,. Das Element ¢’ 148t sich als dv schreiben mit § € H und v aus

dem Rechtsreprasentantensystem. Dann gilt

, A1 . . ,
AIQ’,U’,W(Z) = QI( g,u(z)) A/Q’(S,V (2)Alg’,5(2) = AIQ’,(S(Z) .
Folglich
[] 4000 = [T Ay 5.
g 5
Da ¢ auch H durchlduft, ist (2.h) giiltig.

Aus der Kozykelbedingung schlieffen wir, da8 A}, _, (i) nur von den Projektionen o, o
abhéngt und in Cy, enthalten ist, wenn ¢',0’ in HG] liegen. Es liegt in der Tat in L, =

Cr N Ly Liys denn
: ~1 ~1
A/Q/,O'/(Z) — H AQ/,VAQ/’O—/FY = H AQ/fY AQ/aVV
g vy
mit v = v (o). Die rechte Seite ist selbst gleich

H Q,(A’;,IV)AQ'%V = H Ag”y,ua
v v

und o'y € HG,,.

Da die Kozyklen A, , und A, , sowieso kohomolog sind, kénnen wir A, , so wéhlen,
dafs
A,Q,O’ == A,,Q',O'" Ql, OJ € HG’IL'

Es gibt im allgemeinen eine Kokette B,/ (i), so daf
Al (i) = Ag (1) By (i) o' (Bor (1)) By (i)
Das Produkt B, (i)D;,l (1) ist ein Kozyklus auf HG}. Folglich ist

By(i) = Dy (i)F'o'(F)™t, F' €Cp.
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Weil wir By (i), o' € G', durch
By (i)'~ ¢/ (F)

ersetzen konnen, kénnen wir annehmen, dafs
By (i) = Dy (i), o € HG).

Nachdem wir die auftretenden Kozyklen und Koketten sorgféltig und zweckmafiig gewdhlt

haben, werden wir jetzt die erwiinschte Vertraglichkeit ohne allzu grofse Miihe nachpriifen

konnen.
Es gilt
Z ovy =n' =In.
GG
Wenn

Ay (DAZ1(2) = By (Ba) By

dann ist der Rand von Bé, gleich dem von B, B, (1)B*

e

(2). Folglich gilt

B!, = B,By(1)B,,

Q/

() Fo(F) 7, e O,
Wir rechnen zunéchst C (i) aus, wobei wir z.T. das i fallen lassen.
- 11114 .
_ HH{Q A.QM "] Agg,lj/);\VlA op’ uz}

_ H{AQZHAMZA qu}'
Y

Wir entwickeln

’

!/
A eV
H o

w N



Antwerp 1972 27

als

(1 4; W”z}{HB o gl (B (8)) ™ By (3)20' )

und bemerken, daf3

HB —op'vi _ BQ,(i)(—l)in_

Wir schliefsen aus diesem Gle1chungen, dafl £,/ das Produkt ist von F,, einem Rand, und den

Ausdriicken
(2.i) { H A, ffff }{H o(Bu (i) o "By ()0}, i =1,2.

Diesen Ausdruck mult1phz1eren wir mit dem Rand
H B, QY H B, —p'vi

und erhalten

{I] 4, W"}{HBW ) By (i) TH Y
B
Es sei o'y’ = :“/19:4'17 Q:j’i € HG!. Es gelten

BQ'M'(i>BM'1 (i>_1 = Au’l,g’u,l A;:’ll,g’ , ] (BQ’ / (Z>) = iy (BQ’ / (7’))
K1

Hy 1
und

Al n0) = i (A () Aug o DAL () = 11 (Ag,, 2 (0).

(N
Infolgedessen ist (2.i) durch
25) {#H)\M/ (Ag, (D) g Vl}{Hu (By, (i )"

zu ersetzen. Wir schreiber; hier p/ statt pf, um d1e Bezeichnung zu entlasten. Das Element Q’u/

liegt in HG?,, so daf3
i) =] 4z, ()

yeH

_H HAQ/)\’Y'

A YEH;

= 1§ | EPRGY NG}
A
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Da [H; : 1] = [; und v = l;v;, folgern wir hieraus, daf (2.j) gleich ist

(2.k) Hu’,An “/(AQ’H/A,’Y)M i

dasin [[,.,. (L, ) liegt. Es ergibt sofort die Gleichung

!’ |'U
(2.1) ty ot =ty Ql, o' € Gal(L’/F),
dennt, 1, . ist einerseits in T'(L’) erhalten und andererseits in

I @) I 7z,

w’|vy w’|vg

Es ist auch klar, daf8 die lokalen Homomorphismen aufSerhalb v; un v, dquivalent sind.

Wir wollen auch zeigen, dafs z.B.

’
! TV17V2'

kommutativ ist. Rechts steht der aus (2.e) hervorgehende Isomorphismus. Auf dem Kern von
L,
D "1 ist die Kommutativitadt allerdings klar. Was sonst in Betracht kommt, ist die Projektion
von (2.k) auf T'(L!, / ), nédhmlich
1% v
[T 42,00 -
yeEH;

Daher gentigt es, folgende Gleichung zu zeigen:
Alg’,a’ (1) = Algl',g' (1>GQ_/1 QI(GU’)_lGQ’,U’7 9,7 o’ € G,la

wobei beide Ausdriicke in der Gruppe L’ ;1 enthalten sind.

Wir haben schon gesehen, dafs

1) = H A;’ay(l)AQ/,U/V(l)

yeH

_HAQ 7 ”V”( );
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wobei v der Représentant von o’ im Rechtsrepréasentantensystem ist. Wir haben auch gesehen,
dafB rechts stehende Produkt gleich [ | . Ay (1) ist. Wir interessieren uns fiir dieses Produkt

als ein Element aus L/ ,, so daf8 wir es auf die entsprechende Koordinate projizieren und
1

H A.Q'%V(1>

yEH:

bekommen. Dieses Produkt ist wiederum gleich

_ l _ _
IT 4, WAy o (1) = AL L (1D)G, o' (G Gyor.
yEH:
Die Konstruktion von 7T, ,, ist offensichtlich funktoriell in 7', 11, vo. Wenn wir namlich
einen tiber F' definierten Homomorphismus ¢ : T'— 7" und v, = ¢(v;), 7 = 1,2 haben, dann
bekommen wir ohne weiteres einen Homomorphismus ¢ von 7,

1w ACh Tyr .

Wir formulieren einige der erhaltenen Resultate in einem Satz.

Satz 2.2. Es sei T ein tiber F definierter Torus, der tiber der Galoiserweiterung L von F
zerfillt. Es seien vy und ve zwei Stellen von F und v} und vl gewdhlte Erweiterungen auf
L. Es seien zwei Kocharaktere vi und vo aus X.(T) gegeben, die die Bedingungen (2.a)
und (2.b) erfillen. Dann definiert die obige Konstruktion eine Gerbe T = T,, ,, tber F'

mit Kern T, die ausgestattet ist mit Homomorphismen

Cv:Galp, =T v # vy, Vg,

Ly

Co, D77 =T 1=1,2,

so daf$ Cp, auf dem Kern durch x — zV* gegeben ist. Diese Gerbe ist eindeutig bestimmt
bis auf einen Isomorphismus, der die lokalen Homomorphismen in dquivalente uberfihrt.
Falls L' 2 L eine grifere Galoiserweiterung ist, auf die die Stellen v} in w) erweitert sind,

so ergibt die obige Konstruktion einen Isomorphismus

’ ~
v1,V2 7”17V27
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wobei

v = [L;ug : Ly) -y 1=1,2,
so daf die folgenden beiden Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:

/

¢ Vi,V
Galm\ LZ v # V1,2
Cv
T/V1,V2

| !

L.
D —— Ty,

Die Konstruktion ist funktoriell in T, vy, vo.

Eine Moglichkeit, die obige Situation zu erhalten, ist, daf v; und v» durch Mittelung aus
ein und demselben Kogewicht entstehen. Es seien also 7" ein Torus tiber /' und p ein Element

aus X, (7). Wir setzen
vi = (—1)"1 Z o

o€Gal(L,/ /F,,)

Wir werden einen kanonischen Homomorphismus 7,, von der entsprechenden Gerbe T, ,,
nach der neutralen Gerbe G einfiihren.

Vorher definieren wir in einer sehr einfachen Weise einen Homomorphismus £,, von D%+’
nach §r. Der Korper L zerfallt T', und v’ ist eine Primstelle von L, die eine Primstelle v von F

teilt. Es sei

v = Z o

o€Gal(L, /Fy)
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§,, wird folgendermafsen definiert:
Eu(z) = 27, ze L,

FICHEE | B

c€Gal(L,s /Fy)

wobei d, , der D" definierende Kozyklus ist, und d, = d,*". Man priift leicht nach, da8 &,

in der Tat ein Homomorphismus ist.
Der einzufiihrende Homomorphismus 7,, hat folgende Eigenschaften:
(i) 7, 0 Gy, ist zu &, dquivalent;
(ii) 7, 0 Cy, ist zu {_,, dquivalent;

(iii) 7, o ¢y ist die kanonische Neutralisierung von 7. Es wird 7, durch

Tu ity — 8, X0
definiert, wobei s, € T'(L) und
~1
500(55)8,5 = tgo-

Es existiert ferner f € T(A L), so daf3
f6959Q<f_1) = elg

folgende Eigenschaften besitzt:
(i) die Projektion von e’g auf L, ist 1, wenn v’ weder v; noch v, teilt;

(ii) die Projektion von e;, auf T'(L, ) ist

| R e OF

o€Gal(L,, /Fy,)
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Es sei { B, } die in (2.c) auftretende Kokette. Wir setzen

F= ][] B,™

0€Gal(L/F)
. —(=1)toro .
EQ(Z) = H H AQT(,g )'e u<2),
T€6,; ocGal(L,, /Fy,)
so dafs
£,(i) € [] 7L

v’ |v;
Eine leichte Rechnung ergibt die Gleichung
(2.m) E, = E,(1)E,(2)Fo(F~1).

Es gilt ndhmlich fiir 7 € G;,0 € Gal(LUi,/FUi)
AQ?’T—U(Z) = AQT7U(i)AQaT(Z)7

so daB C,(i) das Produkt von
H A(Q’—Ul)lgau(@
c€Gal(L/F)

und

I I AL =50

7'661‘ aGGal(LU/ /Fv' )
) 1

ist. Folglich ist
E, = {[[ As&" (DAL 2 HBIE,(1)E,(2)}

= {][(Boo(Bo) By, )" # HBIE,(1)Ey(2)}

= F_IQ(F)E9<1)EQ(2)'

Die Elemente E,(i) sind schon nach T'(A) geliftet. Wir liften F in ein Element f und

bekommen

Sgegfg(f_l) = Ey(1)E,(2)
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mit s, € T'(L). Es gilt also

so daf8 e}, offensichtlich die erwtiinschten Eigenschaften besitzt.

Es muf} nochmals nachgepriift werden, ob s, bis auf einen Rand von den in ihrer Kon-
struktion getroffenen Wahlakten unabhangig ist. Diese werden wieder als (i) bis (v) aufgezahlt.
Die unter (v) erwahnte Moglichkeit bedarf besonderer Beachtung.

(i) Wenn wir eine Liftung e, = rye,, 1, € T(L) nehmen, dann wird t,, in ¢ , =

Ty Lo(r;Y)r ot .o abgedndert, und der Isomorphismus zwischen den zwei so zustande gekomme-
nen Gerben durch

" —1
tg -7, to

definiert. Da s, durch rg_ls o ersetzt wird, geht t’é nach 7‘;18 o X o in der neutralen Gerbe Gr,

das auch das Bild von r;lt o ist.

(ii) Wenn wir B, durch B,Go(G~1) ersetzen, wird F mit
H G~ (@)
0
multipliziert. Wenn wir G in g liften, konnen wir

f=r1lg % elg)
4

statt f wahlen, und
Fe(f)™ = fe(f~H)g™"elg™.
Wir hatten schon gesehen, da88 e, durch e,g"0(g~") ersetzt wird. Somit bleibt {s,} erhalten.

(iii) Eine &hnliche Rechnung zeigt die Kompatibilitdt unter Abanderung der Reprasentanten
wr, T € 6;. Wenn wir das Reprasentantensystem G; selbst abandern, dann wird B, mit einem

Element aus [[,,, L., multipliziert. Folglich werden weder t, , noch s, gedndert.

/"Ui
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(iv) Eine Abdanderung der Einbettung W7, , F,, — W, r @ndert die Kozyklen nicht und
Y1
folglich auch nicht {s,}. Eine Abdnderung von w,, 0 € Gal(L,;/F,,) multipliziert B, mit

einem Element aus [],,,. T'(L,/) und verursacht keine Anderung von {s,}.

/‘Ul

(v) Wenn wir v{ abdndern und durch v/’ ersetzen,
|)‘x|v§’ = |x|v17

dann ist

Z o= A Z oAty

O‘EGal(LU///Fvl) UEGal(LU/ /Fvl)
1 1

und wird im allgemeinen nur dann gleich Av; sein, wenn A so gewdhlt werden kann, dafs
A~11 = p. Deshalb setzen wir diese Bedingung voraus. Es ist aber sogar in diesem Fall nicht
so, daf 7,, unabhéngig von v/ ist. Es seien namlich A, , Liftungen von A, , und C, , , der

durch

Q(Aa,t)jg(},TAgagTjgé = OQ’U’T

definierte Teichmiillerkozyklus. Dann ist

_ —oou
Te = H CQ,U,A

c€Gal(L/Q)

ein 1-Kozyklus von Gal(L/Q) mit Werten aus T'(L) und 7, wird durch 7, : t, — 7,7,(t,)

ersetzt, wenn v} durch v}’ ersetz wird.

E, wird ndamlich mit dem Ausdruck (2.e) multipliziert, der gleich ist
o) o(21)2; ",
Andererseits wird F’ mit

o€Gal(L/F)
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multipliziert. Nach den Definitionen ist
U= H)\ Ax—1 02 HATE AT,

und

Y= T A0 I MAv- )™,

7'661 7'661
Folglich gilt
UY ' =] (MAx-1.00)7AZH) H)\ Ay1 )™

g

Wegen der Kozykeleigenschaft ist das erste Produkt auf der rechten Seite gleich

[T A -100Ax 1) = [T AT [T MAn-10) 7"

Wenn o in 7 Gal (L, / F,, ) liegt, ist
A(A)\fl’o.) = )\(A)\fli) (mod T(Lv1>)

Wir kénnen daher UY ~! in das Produkt von [, jlg“)\ und einem Element aus [[,,, T(L,)

v’ |vg

liften. Es gilt ferner
T2 Tt =TT 5% = e
denn

0,0

[TAH A2 =1.
Somit ist s}, = 7,5,
Wir wollen schlielich zeigen, da8 7, unabhédngig von L ist. Es sei L' 2 L eine Galois-

erweiterung von F'. Wir werwenden die fritheren Formeln wieder. Um dasselbe Symbol nicht

mit zwei Bedeutungen zu verwenden, schrieben wir

Bl = B,By(1)B,'(2)Go(G)™"
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Aus den fritheren Rechnungen ergibt sich, daff £/,; das Produkt von E, und zwei anderen

Faktoren ist. Einer ist fiir s,/ belanglos, weil er in
H T(Lv’> H T(Lv’>
v'|vg v’ |vg

liegt. Der andere ist

Andererseits ist

o'€Gal(L' /F)

Wir zeigen, daf3

2
FFIG T[] Bw)* =V (modulo [[ T(Lw)),
i=1 p’ v’|v1,v2
wobei V nicht nur invariant ist, sondern tatsdchlich das Bild eines Elements aus T'(A r). Somit

wird s, = s,. Wir zeigen in der Tat, dafs

w=(]] B;"HG

in U, liegt, und

v= ] o),

0€Gal(L/Q)

was hinreicht, denn A, — C7, ist surjektiv.

Es sei ¢’ € Gal(L'/F) und es sei j; sein Reprasentant modulo HG). Es mufl gezeigt

werden, daf3

(2.n) 0" (Il en Byt B,GB, (1)B;,'(2))

yeH o Mo

kongruent ist zu
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(2.0) [1cx B;'G,
mit Gleichheit, wenn o' € H.

Es gilt erstens
I B =118 157 A () Ao )
yeH
- Bl H :Q’Y Ao, g4 HB

wobei o/ = ¢’ '. Somit ist (2.n) gleich

p) Bo (DB ) TL, (A5 s (D Aer. g (2)0” (Buy (1) B (2))o(Bo) By
mal (2.0).

Zweitens gilt

0" (B (1)) Bor (3) = By (DAL, (A7, (0),

und

i) = H Aa’u;,v(i)7

yeH
dao’'p; € HG,.

Wenn ¢’ € H,soist B, = B, =1, pi, = 1, und

HA(, o'~ ( HAU’Y

was die erwiinschte Gleichheit ergibt.

Im allgemeinen, wenn ¢’ € p, Hy; mit v; aus dem Rechtsreprasentantensystem von H; in

G, so gilt

HAU’,Q v HAU N1 wz
Y

und

Ao’,uhw (i>A;'1,u;7(i) =o' (Au;%w(i)_l)Ao’uQ%w (i) € JIH;’Y(L,w;)-
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Ferner ist
AL @) A 5 (D) Agr i (1) = 0" Ay (1) = 1
Somit ist (2.p) gleich
0(Bg)BoAg 1, (1) A,y (2)
Aber
Ay, (i) = Ag (i) (mod Ly,),
und
0(Bg) Bo A7 L(1) Arg(2) = 1,
da po = 1.

Wir formulieren wieder das Wesentliche in einem Satz.

Satz 2.3. In der Situation von Satz 2.2 sei u ein Element aus X.(T), das die Kocharaktere
v; durch Mittelung ergibt

vi = (—1)"*! Z Ol.
o€Gal(L,; /Fu,)
Dann liefert die obige Konstruktion einen Homomorphismus 7, von der Gerbe T, ., in
die neutrale Gerbe Gr, so daff 7, o ¢, fir v # vi,va zur kanonischen Neutralisierung
dquivalent ist und so daf$ T, 0 Cy, zu &, dquivalent ist und 7, o Cy, 2u &_,, (die Definition
von &, erscheint nach Satz 2.2). Der Homomorphismus 7, ist eindeutig bestimmt bis auf
die Komposition mit einem Automorphismus von G, der in allen Stellen dquivalent zum

identischen Automorphismus ist. Die Konstruktion ist funktoriell in T, .
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§3. DIE PSEUDOMOTIVISCHE GALOISGRUPPE

In diesem Abschnitt fithren wir zwei Gerben ein, nicht nur die eigentlich wichtige, die wir
die pseudomotivische Galoisgruppe nennen, sondern auch eine untergeordnete, die nur da
ist, um die Vermutung im fiinften Abschnitt fiir die allgemeinste Shimuravarietdt formulieren

zu konnen.

Die pseudomotivische Galoisgruppe P ist als direkter Limes definiert. Es sei L eine
endliche Galoiserweiterung von Q im Korper Q der algebraischen Zahlen in C und m sei eine
nattirliche Zahl. Wir definieren zunéichst eine Gerbe P(L, m), deren Kern ein Torus P(L, m)
ist, den wir definieren, indem wir den Galoismodul seiner Charaktere vorschreiben. Es sei

q = p™, wobei p die ein fiir allemal fixierte rationale Primzahl ist.

Definition 3.1. Die Gruppe X (L, m) der zu L und m zugeordneten Weilzahlen besteht aus

denjenigen 7 aus L mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl v; = v1 (), so daB fiir alle archimedischen Primstellen v von

L gilt

| H or|=q".

c€Gal(L,/R)

(b) Fiir jede Primstelle v € L tiber p gibt es ein v3(v) = va(m,v) € Z mit

7]y = H omlp = QUQ(U)-
o€Gal(L,/Q,)

(c) In allen endlichen Stellen aufSerhalb p ist 7 eine Einheit.

Aus dem Dirichletschen Einheitensatz folgt, da8 X (L, m) endlich erzeugt ist. Aus
X (L, m) dividieren wir die endliche Gruppe der darin enthaltenen Einheitswurzeln aus, um
einen torsionsfreien Modul X*(L, m) zu erhalten. Den entsprechenden Torus bezeichnen
wir mit P(L, m). Der Modul X*(L,m) ist offensichtlich ein Gal(Q/Q)-Modul. Folglich ist
P(L,m) iiber Q definiert.
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Notfalls, um Mifiverstindnissen vorzubeugen, schreiben wir x fiir den Charakter von
P(L,m),der der Weilzahlm € X (L, m) entspricht. Wir fixieren ein fiir allemal eine Einbettung
Q— Qp und folglich eine Primstelle v2 von jedem in Q enthaltenen endlichen algebraischen
Zahlkorper L. Es sei vy die durch L € Q S C gegebene archimedische Stelle von L. Wir
definieren folgendermafen die Kogewichte vy, v5 aus X, (L, m) = X, (P(L,m)):

(3.2) (v1; Xx) = 1(),

(3.b) (V2 Xn) = va(m,v2).

Die Relation (2.a) ist offensichtlich, wahrend (2.b) aus der Produktformel folgt. Dabei sollte
bemerkt werden, daf dieses 11 sogar unter der vollen Gruppe Gal(Q/Q) invariant ist.

Folgende Funktorialitdten sind vorhanden:

(8.c) Wenn L C L', ¢, ¢7 1, : X*(L,m) — X*(L', m) schickt 7 nach sich selbst.

(3.d) Wenn m|m/, ¢* = ¢7 ., X*(L,m) — X*(L, m') schickt m nach am'/m,

Die kontragredienten Abbildungen sind Homomorphismen der iiber Q definierten Tori

P(L',m)und P(L,m’) nach P(L,m).

Lemma 3.2. (a) Es gilt

qu,m’(”é) =V;.

(b) Es gilt
oL, (V) = [L;; : Ly, vi.

Dabei sind v/ diedurch L’ SQ S Cund L’ S Q € Qp definierten Primstellen von L.

Wenn m durch m’ ersetzt wird, wird ¢ durch qm// ™ ersetzt. Daraus folgt die erste

Behauptung sofort. Die zweite folgt aus der Gleichung

H om = ( H aw)[LLQZL“i],

oeGal(L’,/Q,) o€Gal(L,, /Q,)

die fiir 7 € L gilt.
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Das Verfahren des vorigen Abschnitts ordnet dem Tripel P(L, m), v1, v, und dem Korper
L eine Gerbe P(L, m) zu. Aus Lemma 3.2(a) folgt, daf} es einen kanonischen Homomorphis-
mus ¢ = ¢mm : P(L,m') — P(L,m) gibt. Im vorigen Abschnitt worde gezeigt, dal die
mittels P(L, m), v1, v und L definierte Gerbe der mittels P(L, m), [L}, : L., |v1, [L;é : Ly, 1o
und L' definierten isomorph ist. Infolgedessen gibt es auch einen kanonischen Homomorphis-
mus ¢ = ¢ 1 : P(L',m) — P(L,m).

Als Vorbereitung auf den ndchsten Abschnitt, in dem wir einen kanonischen Isomorphis-

mus zwischen der pseudomotivischen Galoisgruppe

P = lim P(L,m)
Lm
und der echten motivischen Galoisgruppe aus den Standardvermutungen und der Tatever-
mutung ableiten, miissen wir einige kohomologische Eigenschaften des inversen Systems der
P(L,m) zeigen. Vorher fithren wir eine zweite etwas kiinstliche Gerbe ein, die wir man-
gels Erfindungsgabe die quasimotivische Galoisgruppe nennen. Sie wird mittels der quasi-

Weilzahlen definiert.

Definition 3.3. Die Gruppe Y (L, m) der L und m zugeordneten quasi-Weilzahlen besteht aus

denjenigen 7 aus L mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl v, = v4 (), so daf fiir alle archimedischen Primstellen v von
L gilt
} H O_W‘[LU:R] — (£:Q)

c€Gal(L/Q)

(b) Fiir jede Primstelle v € L tiber p gibt es ein v5(v) = vo(m,v) € Z mit

o=l I ol ==
0€Gal(L,/Q,)

(c) In allen endlichen Primstellen aufserhalb p ist 7 eine Einheit.



