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1. EINLEITUNG

Das Problem der Fortsetzbarkeit der Hasse-Weil-Zeta-Funktionen und allgemeiner der
motivischen L-Funktionen ist nach wie vor ein zentrales Problem der Zahlentheorie. Es
wird oft in zwei Probleme aufgeteilt, die getrennt zu l6sen sind. Es ist erstens zu zeigen,
dafl jede motivische L-Funktion gleich einer automorphen L-Funktion ist, und zweitens,
dafl jede automorphe L-Funktion fortsetzbar ist. Beide Probleme sind in herzlich wenigen
Féllen gelost und dann nur dank der Bemiihungen vieler Mathematiker iiber lange Zeit.

Nach den abelschen Varietéten sind in arithmetischer Hinsicht die Shimuravarietéten
wohl die zugénglichsten, und diese Arbeit soll ein Beitrag zum ersten Problem fiir die
ihnen zugeordneten motivischen L-Funktionen sein. Die Shimuravarietiten gehen aus der
Theorie der automorphen Funktionen hervor und werden durch eine reduktive Gruppe G
mit zusétzlicher Struktur definiert. Erfahrungsgemaf besteht die Lésung des Problems in
einem gegebenen Fall aus zwei Bestandteilen, einer gruppentheoretischen Beschreibung der
Punkte der reduzierten Varietdt, und kombinatorischen Argumenten, die das fundamentale
Lemma von [L3] einschleifien, um den erhaltenen Ausdruck in eine Form zu bringen, die
mit der Arthur-Selberg’schen Spurformel verglichen werden kann. Wir beschéftigen uns
hier nur mit dem ersten Problemkreis und verweisen fiir die Umformung auf zukiinftige
Arbeiten von R. Kottwitz.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Vermutung iiber die Reduktion modulo p
von Shimuravarietdten zu formulieren, sie plausibel zu machen, indem wir sie mit den
Standardvermutungen von Grothendieck in Beziehung setzen, und die Tatsachen zu beweisen,
die auf eine rein gruppentheoretische Formel fiir die Anzahl der Punkte der Reduktion
modulo p fithren. Uber die Primzahl p miissen wir einige einschrinkende Voraussetzungen
machen die aber iiber den Fall guter Reduktion hinaus gewisse Fille schlechter Reduktion
zulassen. Es sei S = Sh(G, h)x (K = KPK, C G(Ay)) eine Shimuravarietét, definiert iiber

Appeared in Jour. fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 378 (1987).
1



2 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

dem Reflexkorper £ = E(G, h), und p eine Primstelle von E iiber p, die gut ist. Es sei x der
Restklassenkorper von E, und k,, die Erweiterung von Grad m. Die Formel hat folgende
Gestalt. Die Anzahl |S (Km)| ist gleich

(1.1) D ue) vol(G(Q)Zk /Ge(Ay)) - Y OL(f))TOs(ey).
(©)st (1:(0)
r(€7,0)=1
Hier ist Zk gleich Z(A ;)N K; die &ulere Summe lduft iiber die stabilen Konjugationsklassen
von Z(Q) N Zkg\G(Q). Die Zahl v(¢) ist eine kohomologische Invariante,

t(e) = |Ker cHY(Q,G.) — HY(A,G,) x HI(Q,Gab)|.

Die innere Summe lduft {iber Konjugationsklassen von Elementen v € G(A”) und getwistete
Konjugationsklassen von Elementen § € G(L). Hier ist L die unverzweigte Erweiterung von
Q, mit Restklassenkorper x,,. Die Symbole O, bzw. T'O; bedeuten Bahnenintegrale bzw.
getwistete Bahnenintegrale, und die Funktion auf G(A”) ist

P _ 1 . P
fP= Vol(K7) char K?,
wihrend ¢, ein durch die Shimuravarietét definiertes Element der Heckealgebra von G(L)
beziiglich K, ist. Von den Paaren 7, ¢ wird verlangt, dafl  stabil konjugiert zu e ist,
dafl die Norm von ¢ stabil konjugiert zu € ist und, die interessanteste Bedingung, dafl die
Kottwitz-Invariante x(e;,0) definiert und gleich 1 ist. Obgleich diese Formel in unserer
Arbeit nicht auftritt, sondern einer zukiinftigen Arbeit von Kottwitz vorbehalten ist, ist sie
unschwer aus unseren Ergebnissen abzuleiten. Dies ist eine Folgerung der Ergebnisse von
Kottwitz [K3].

Im Fall, da die Shimuravarietit S kompakt ist, treten die Zahlen in der Potenz-
reihenentwicklung des Logarithmus der Hasse-Weil-Zeta-Funktion von Sk in der guten
Primstelle p auf. Um die rechte Seite von (|1.1)) mit der entsprechenden Potenzreihenentwick-
lung von automorphen L-Funktionen, die zu automorphen Darstellungen von G gehoren, zu
vergleichen, miifite man zunéchst das getwistete Bahnenintegral von ¢, in ein gewthnliches
Bahnenintegral einer Funktion f, auf G(Q,) umschreiben. Falls das fundamentale Lemma
im allgemeinen zur Verfiigung stiinde, konnte dies nach Stabilisierung erreicht werden, und
mit dem Satz von Kottwitz [K3| wiirde tiberdies die Funktion f, explizit hingeschrieben
werden konnen. Es ist das Auftreten der Bedingung iiber die Kottwitz-Invariante, die dieses
einfache Vorgehen vereitelt. Man kann diese Bedingung als den Grund fiir das Einfiihren
der endoskopischen Gruppen in diesem Zusammenhang ansehen. Der Ausweg aus diesem
Dilemma ist es, die Hasse-Weil-Zeta-Funktion nicht mit einer zu G gehoérigen automorphen
L-Funktion zu vergleichen, sondern mit einem Produkt von automorphen L-Funktionen,
die zu automorphen Darstellungen von endoskopischen Gruppen von G assoziiert sind, etwa
einem Produkt von der folgenden Form

(1.2) TTTI LG rm)mD.

Dabei ist II ein L-Paket, ry eine virtuelle Darstellung der L-Gruppe “H und der Exponent
moglicherweise eine rationale Zahl. Man kann erwarten, daf§ die Potenzreihenentwicklung
des Logarithmus von ([1.2)) als Summe von stabilisierten Spuren in einem gewissen Sinne
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geschrieben werden kann:

(1.3) > ST(fu).

Die Funktionen fy werden von der Form von diktiert. Die weitere Strategie besteht
jetzt darin, die einzelnen Terme von ([1.3) mit den stabilisierten Spurformeln fiir die
verschiedenen H auszudriicken und andererseits die Stabilisierung der rechten Seite von
durchzufiihren, die auch auf eine Summe von stabilisierten Spurformeln fiir die
endoskopischen Gruppen fiir passende Funktionen f7; fithrt. Schliefilich wéren die Funktionen
fr und f}; zu vergleichen. Obgleich dieses Programm im Augenblick noch Zukunftsmusik
ist, ist es Kottwitz gelungen, den elliptischen Teil der Summe auf der rechten Seite von
in der passenden Form zu schreiben.

Wir bemerken nebenbei, dafl aus der Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-Funktion in der
Form leicht folgt, dafl die Eigenwerte des Frobeniuselements Wurzeln von Polynomen
sind, deren Koeffizienten aus den Eigenwerten von Heckeoperatoren gebildet werden. Diese
Aussage ist auch eine Folge von Kongruenzrelationen, die in vielen Féllen relativ einfach zu
beweisen sind. Wahrend aber im Fall der Gruppe GL(2) die Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-
Funktion als Produkt von automorphen L-Funktionen eine Folge der Kongruenzrelationen
ist, ist dies fiir andere Gruppen kaum zu erwarten.

Fiir die Berechnung der Zetafunktion reicht es, statt unserer Vermutung die Formel
(1.1)) zur Verfiigung zu haben, und der Versuch eines Beweises dieser Formel im Falle der
Gruppe G der symplektischen Ahnlichkeiten fithrt auf eine verhiltnismiBig elementare
aber subtile Frage iiber prinzipal polarisierte abelsche Varietéten, die wir an dieser Stelle
explizit formulieren wollen. Es sei (A, A) eine abelsche Varietit vom CM-Typ iiber C
mit einer Q-Klasse von Polarisierungen. Dann ist (A, A) bereits iiber einer endlichen
Erweiterung von Q definiert und hat in einer gewéhlten Stelle p iiber p gute Reduktion
(A, A) iiber dem endlichen Kérper F,, ¢ = p". Der Frobeniusendomorphismus von (A, A)
tiber F, ist in einen Endomorphismus von (A, A) geliftet, der durch seine Aktion auf
der rationalen Kohomologie ein Element ¢ € G(Q) definiert. Andererseits definiert die
(-adische Kohomologie H'(A ®g, F,, Q) fiir alle £ # p eine Konjugationsklasse v € G (A%)
und die kristalline Kohomologie (d.h. die Theorie der Dieudonnémoduln) eine getwistete
Konjugationsklasse § € G(L). Die Vermutung von Kottwitz ist, daf die Invariante (e;~, d)
gleich 1 ist.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt jedoch nicht in dem Beweis unserer Vermu-
tung oder ihrer Abschwéchung, sondern in ihrer Formulierung. Die Vermutung beschreibt
die Punkte der Reduktion modulo p als disjunkte Vereinigung von Doppelnebenklassen,
die von Konjugationsklassen von zuldssigen Homomorphismen von Gerben in die zu G
assoziierte neutrale Gerbe parametrisiert werden,

(b P — gg.
Hier ist P eine explizit konstruierte Gerbe. Um diese Konstruktion durchfiihren zu konnen,
haben wir es vorgezogen, den Begriff einer Gerbe moglichst einfach aufzufassen, als eine
Erweiterung einer Galoisgruppe durch eine algebraische Gruppe (den ,Kern“ der Gerbe), da

wir uns auflerstande fiihlten, mit dem abstrakten Begriff umzugehen. Die Konstruktion von
P ist ein Hauptanliegen unserer Arbeit, wie auch die Konstruktion des Homomorphismus

¢T,M : 7) — gT:
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der zu einem iiber Q definierten algebraischen Torus 7" und einem Kocharakter pu von T
assoziiert ist. Falls (T, hr) C (G, h) einen ,speziellen Punkt der Shimuravarietét definiert,
so erhalten wir aus ¥ ,, mit @ = p,, durch Komposition mit der Inklusion Gr C Gg
einen Homomorphismus v¢r, : P — G¢, der sich als zuléssig erweist. Im Falle der guten
Reduktion ist jeder zuldssige Homomorphismus konjugiert zu einem Homomorphismus von
dieser Form fiir ein passendes (7', hr). Da im Kern von P ein Element § existiert (genauer:
eine Folge von Elementen 4,,, die Potenzen voneinander sind), dessen Bild in 7" unter 7,
rational ist, erhalten wir aus 17, ein Element v € G(Q). Man kann leicht zeigen, da8
(7, hr) ein Frobeniuspaar im Sinne von [L1] ist und dafl die Zuordnung ¢ — (7, h) eine
Bijektion zwischen den lokalen Aquivalenzklassen von zulissigen Homomorphismen ¢ und
den Aquivalenzklassen von Frobeniuspaaren liefert. Hier heiBen zwei Homomorphismen
von Gerben iiber Q lokal dquivalent, falls ihre Lokalisierungen in jeder Stelle konjugiert
sind. Man sieht auf diese Weise ein, dal die hier formulierte Vermutung die von dem ersten
von uns in [LI] geduBerte Vermutung zur Folge hat; aber die neue Vermutung ist préiziser,
insofern als die in [L1] definierte Einbettung der dort definierten Gruppe I(A%) in G(A%)
dort nicht hinreichend genau definiert ist, um die Formel aus ihr abzuleiten.

Die neue Vermutung hat aber auch einen anderen Vorteil gegeniiber der alten, der
sogar historisch gesehen ihr Ursprung ist. Die alte Vermutung versagt ndmlich bereits
in den einfachsten Féllen schlechter Reduktion. Dies spiegelt sich einerseits darin wider,
dafl dann nicht jeder zuldssige Homomorphismus von der Form ¢, ist, und andererseits
darin, daf der Liftungssatz von Zink [Z1] in diesen Fillen nicht mehr giiltig ist. In der
vorliegenden Arbeit haben wir den Fall schlechter Reduktion weitgehend vernachléssigt.
Der zweite Autor beabsichtigt, in einer noch zu schreibenden Arbeit einige Félle schlechter
Reduktion eingehender zu behandeln, und so die Vermutung aus einer zweiten Perspektive
zu beleuchten.

Die Natur der neuen Vermutung hat ihren philosophischen Hintergrund in der Grothen-
dieck’schen Theorie der Motive. Die Existenz der Kategorie der Motive iiber einem endlichen
Korper kann bisher nur unter Benutzung der noch nicht bewiesenen Standardvermutungen
nachgewiesen werden. Andererseits ordnet die von Grothendieck entworfene Theorie der
Tannakakategorien, die von Saavedra Rivano in [Sa] und Deligne und Milne in [DM]
entwickelt wurde, einer abelschen Kategorie mit Zusatzstrukturen, inbesondere einem
Tensorprodukt, eine Gerbe zu (wir haben das franzosische Wort beibehalten, denn die
am niéchsten liegenden Ubersetzungen scheinen schon besetzt zu sein). Die Gerbe P ist
diejenige Gerbe, die zur Kategorie der Motive iiber endlichen Korpern, falls sie existierte,
gehort.

Wir erkléren jetzt die Organisation des Artikels. Im §2 definieren wir eine Gerbe 7,, ,,
mit Zusatzstrukturen iiber einem globalen Koérper, die zu einem Torus 7" und zwei Ko-
charakteren vy, v, gehort. Falls diese Kocharaktere durch ,Mittelung* aus einem einzigen
Kocharakter p entstehen, so konstruieren wir eine explizite Neutralisierung 7, ,, = Gr.
Die Hauptresultate dieses Abschnitts sind die Sétze 2.1 und 2.2. Die Konstruktion be-
nutzt die Klassenkorpertheorie und die Theorie von Tate-Nakayama und verlduft d&hnlich
wie die Konstruktion der Taniyamagruppe. Es scheint uns ein niitzliches Unterfangen,
die Konstruktion durch eine Universaleigenschaft zu charakterisieren. Dies wiirde unsere
unstandlichen Kozykel-Verifikationen ersetzen und vielleicht mehr Einsicht in die hier
herrschenden Verhéltnisse liefern. Im §3 wenden wir diese Konstruktionen auf den Torus
T an, dessen Charaktergruppe von der Menge der Weil-¢g-Zahlen erzeugt ist. Wir zeigen,
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daf} dieser Torus so einfache Kohomologie hat, daf} die so konstruierte Gerbe P, wie auch
die zu (T, ) assozilerten Homomorphismen ¢y, : P — Gr eindeutig charakterisiert werden
kénnen. Die Abschnitte 2 und 3 liefern die Basis fiir die Formulierung unserer Vermutung.
Die Vermutung iiber die Reduktion modulo p einer Shimuravarietdt S(G, h) ist zu Beginn
des §5 formuliert. Dort erklaren wir auch genau, welche Bedingungen wir an G und an die
Primzahl p stellen. Der Rest des §5 ist dem Beweis der Satze 5.21 und 5.25 gewidmet, die
den Ubergang von der Vermutung zur Formel gestatten. Breiter Raum wird dabei der
Definition der Kottwitz-Invariante gewidmet. Die restlichen Abschnitte sind von weniger
zentralen Interesse fiir unsere Arbeit. Im §4 zeigen wir unter Annahme der Tate- und der
Hodgevermutung, dafl die Gerbe, die der mittels der Standardvermutungen konstruierten
Tannakakategorie Mg der Motive iiber endlichen Korpern entspricht, samt zusétzlicher, bei-
spielsweise durch die verschiedenen Kohomologietheorien definierten Struktur, zur Gerbe P
des dritten Abschnitts isomorph ist.

Dieser Abschnitt ist im wesentlichen eine etwas ausfiihrlichere, aber immer noch skizzen-
hafte Darlegung des Kapitels VI. in [Sa]. Im §6 zeigen wir, dal die in §4 vorgenommene
Identifizierung von Gerben die Vermutung des §5 fiir Shimuravarietiaten, die gewisse Mo-
dulprobleme 16sen, zum Beispiel fiir die der symplektischen Gruppe entsprechende Varietét,
zur Folge hat. In diesem Abschnitt stiitzen wir uns auf Arbeiten von T. Zink [Z1] [Z2].
Da es sich dabei um einen konditionellen Satz handelt, haben wir uns kurz gefafit. Wir
weisen jedoch ausdriicklich auf den Beweis von Satz 6.3 hin, in dem der Satz 4.4 verwendet
wird. Es ist an dieser Stelle, daf3 die weiter oben formulierte Kottwitz’sche Vermutung tiber
abelsche Varietiten zum Tragen kommen sollte, so dafl aus ihr die Formel zumindest
im Falle der symplektischen Gruppe folgen sollte. Wir haben in der Tat den Beweis mit
Absicht so gefiihrt, dafl er sich moglicherweise auf den Beweis der Formel anwenden
1&a8t. Im §7 fithren wir zwei Beispiele an, eines, das zeigt, daf§ wir in der Vermutung des
§5 die derivierte Gruppe als einfach-zusammenhéngend annehmen miissen, und eines, das
zeigt, dafl im Falle schlechter Reduktion viele zuléssige Homomorphismen ¢ nicht von der
Form 1, sind.

Zwei Fragen, die kaum zu umgehen sind, wenn man die Vermutung allgemein beweisen
will, werden in dieser Arbeit nicht beriihrt. Erstens, wenn G — G’ eine zentrale Erweiterung
ist mit Gger = G, = Gsc, und wenn die Vermutung fiir G’ gilt, gilt sie dann auch fiir
G? Zweitens kommt es oft vor, dafl eine Shimuravarietiat Sh; auf eine natiirliche Weise in
eine zweite Shy eingebettet ist. Das ist insbesondere so bei speziellen Punkten, fiir die Sh;
null-dimensional ist. Wie spiegelt sich diese Einbettung in der Beschreibung der Reduktion
der beiden Varietidten wider?

Wir bedanken uns bei Kottwitz, der uns seine Ergebnisse und Ideen mitgeteilt hat und
uns seine Aufzeichnungen zur Verfligung gestellt hat. Der erste Autor hat anlaflich der Issai
Schur Memorial Lecture in Tel-Aviv im Mai 1984 und der Ritt Lecture an der Columbia
University im Februar 1985 iiber die vorliegenden Ergebnisse vorgetragen und bedankt
sich bei den Zuhorern an beiden Orten fiir ihre Nachsicht und Geduld beim Vortragen
eines immer noch provisorischen Stoffes. Wir danken beide der Humboldt-Stiftung fiir ihre
Unterstiitzung mehrmaliger Besuche des ersten Autors in Heidelberg, wihrend derer diese
Arbeit zustande gekommen ist.

Im folgenden ist p eine feste Primzahl, Q der Korper der algebraischen Zahlen, den wir
in einen algebraischen Abschlufl Qp von Qp eingebettet haben. Wir bezeichnen mit F den
entsprechenden algebraischen Abschlu8 von F,,.
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2. KOHOMOLOGISCHE KONSTRUKTIONEN

Dieser Abschnitt ist einigen Konstruktionen aus der Galoiskohomologie gewidmet. Zu-
néichst erklaren wir unsere Terminologie.

Es sei k ein Korper der Charakteristik Null, der fiir uns entweder ein globaler oder ein
lokaler Korper sein wird. Es sei G eine algebraische Gruppe tiber einem algebraischen Ab-
schluB k. Falls G = Spec A, A = I'(@), und falls ¢ € Gal(k/k), so heiit ein Automorphismus

x von G(k) o-linear, falls es einen o-linearen Automorphismus " der Algebra A gibt, so daf§

K (f)(k(g9) =0o(flg), feA geGk).

Das einfachste Beispiel ergibt sich durch die Aktion von Gal(k/k) auf G(k), falls G iiber k
definiert ist. Eine Galoisgerbe iiber k ist eine Gruppenerweiterung

1 —— G(k) » G y Gal(k/k) —— 1

zusammen mit einem Schnitt o — g, fiir ¢ € Gal(k/K), fiir eine passende endliche
Erweiterung K von k, so daf§ der o-lineare Automorphismus

k()19 9,99, 9 €Gk),

von einer K-Struktur auf G herriihrt. Es muB aufilerdem fiir jedes o € Gal(k/k) und jeden
Représentanten g, der Automorphismus x(c) o-linear sein. Es ist dabei verstanden, daf} die
endliche Erweiterung K durch eine grofiere endliche Erweiterung K’ ersetzt werden kann, so
daB es sich in Wirklichkeit um einen Schnittkeim {g,} fiir die Krulltopologie auf Gal(k/k)
handelt. In den Bezeichnungen lassen wir den Schnittkeim h&ufig weg und bezeichnen eine
Galoisgerbe, manchmal auch kurz Gerbe genannt, einfach mit G. Wir nennen G den Kern
der Gerbe. Ein Homomorphismus von Gerben ist ein Homomorphismus der entsprechenden
Erweiterungen, der die Schnittkeime ineinander iiberfiihrt und dessen Einschriankung auf
den Kern algebraisch ist. Ein Element g aus dem Kern definiert durch Konjugation einen
Automorphismus einer Gerbe. In der Tat ist fiir eine geniigend grofie endliche Erweiterung
K/k das Element g K-rational.

9099, = o(g) =g,

so dafl die Konjugation mit g den Schnittkeim erhélt. Zwei Homomorphismen ¢; und ¢o
zwischen zwei Gerben heiflen dquivalent, falls ¢ = ad go ¢ mit g aus dem Kern der zweiten
Gerbe. Wir verweisen auf den §4 fiir den Vergleich unserer Terminologie mit der in der
Theorie der Tannakakategorien iiblichen. Das einfachste Beispiel einer Gerbe wird durch
eine iiber k definierte algebraische Gruppe G definiert, das halbdirekte Produkt

Ge = G(k) x Gal(k/k).

Eine solche Gerbe heifit neutral.
Wir fithren zunéchst einige Gerben iiber lokalen Korpern ein, als erste die Gewichtgerbe
W, die iiber R definiert ist. Sie ist eine Erweiterung

1 — C* > W > Gal(C/R) —— 1
Wenn Gal(C/R) = {1,:}, dann ist W durch C* und w = w(:) erzeugt, wobei
w()? = -1 € C*

und
wzw ™t = 1(2) = Z, z e C~.



SHIMURAVARIETATEN UND GERBEN 7

Die Gruppe C* ist also als G,,(C) aufzufassen.

Als zweites fiihren wir die Dieudonnégerben ein. Die eigentliche Dieudonnégerbe wird sich
als direkter Limes solcher Gerben erweisen. Es sei also K eine endliche Galoiserweiterung
von Q,. Wir definieren folgendermaflen eine Erweiterung:

1 —— K~ > DK y Gal(K/Q,) —— 1

Sie wird durch K* und d¥(o) erzeugt, wobei d% (o) — o, d¥(0)z = o(2)d% (o), 2 € K*,
und di (0)di (o) = dX,di¢(00). Dabei ist dX, ein 2-Kozyklus in der fundamentalen Klasse
der Erweiterung K/Q,. Die Erweiterung ist bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt,
und dem Satz 90 zufolge ist dieser Isomorphismus bis auf Konjugation mit einem Element
aus K* eindeutig bestimmt.

Die Gerbe D¥ erhalten wir durch Zuriickziehen und Vorwirtsschieben mittels des Dia-
gramms

Gal(@p/Qp)
1 — K~ » DE > Gal(K/Q,) —— 1
Q,

Die Gruppe Q; ist wiederum als Gm(ﬁp) aufzufassen.
Wir bezeichnen den Représentanten von ¢ in DX mit df = d,, und fassen d%, als einen
Kozyklus zur Gruppe Gal(Qp /Q,) auf. Es sei K C K'. Dann gilt

(dff;)k = df,ac.gQ(Ca)C_l k=[K:K].

00

. . . . . . . - X
Wir kénnen also einen Homomorphismus DX — DX definieren, indem wir z € Q, nach
2¥ schicken, und dgf/ nach c;ldf . Wegen des Satz 90 ist dieser Homomorphismus bis auf

Konjugation mit einem Element aus Q; eindeutig bestimmt.

Lemma 2.1. Es sei ¢ : DX — G ein Homomorphismus von Gerben. Dann gibt es eine
unverzweigte Erweiterung L von Q,, einen Homomorphismus ¢ : DY — G, und eine
FErweiterung K, die K und L enthdlt, so daf$ das folgende Diagramm kommutativ ist:

'DK1 ’DL

L

DK — g

Es seien L die unverzweigte Erweiterung von Q,, deren Grad iiber Q, gleich dem von K ist
und K; die Zusammensetzung von L und K. Da die zwei Kozyklen df, und df , dquivalent
sind, sind DX und D’ isomorph. Der Isomorphismus ist bis auf Konjugation mit einem
Element aus Q: eindeutig bestimmt. Die Existenz von 1 ist deshalb klar.

Es ist klar, da8 das Verfahren, mit dem wir D¥ definiert haben, iiber einem beliebigen
lokalen Korper verwendbar ist. Uber R fiihrt es zur Gruppe D€ = W, und wir brauchen
es tatsdchlich nur iber R und Q,. Nichtsdestoweniger der Klarheit halber werden wir die
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globalen Gerben dieses Abschnitts allgemeiner als eigentlich nétig einfiithren, und dafiir
brauchen wir die allgemeinen D*’s. Die triviale Gerbe

1 —— Gal(k/k) —— Gal(k/k) —— 1

bezeichnen wir mit Gal, und, wenn k£ = Q,, mit G,.
Es sei jetzt T ein Torus iiber dem endlichen Zahlkorper F', der {iber der Galoiserweiterung
L zertéllt. Wie {iblich seien

X*(T) =Hom(T, G,,), X.(T) =Hom(X*(T),Z).

Das zu pu € X.(T') gehorige Element aus Hom(G,,,, T') schreiben wir in der Form: z — x*.
Wir fixieren im folgenden zwei Stellen v; und v, von F, die wir auf L erweitern. Die
erweiterten Stellen werden mit v} und v} bezeichnet. Es seien gegeben zwei Elemente 14
und v, aus X, (7') mit folgenden Eigenschaften:

(2.a) v; ist invariant unter Gal(L,;/F,).

(2.b) Es gilt
Z ovy + Z OlVy = 0.

o€Gal(L/F)/ Gal(L,; /Fu,) o€Gal(L/F)/ Gal(L,y /Fuy)
Nach der Theorie von Tate-Nakayama entspricht v; einer Klasse «; aus
H? <Ga1(L,,§ /F,), T(LW)) .

Wegen existiert ferner eine globale Klasse aus H?(Gal(L/F),T(L)), deren lokale
Komponenten auflerhalb v; und v, trivial sind und die in v; gleich «; ist. Diese globale Klasse,
die allerdings nicht eindeutig definiert ist, spielt eine wichtige Rolle in der Konstruktion
der T', vy, v, zugeordneten Gerbe 7, ,,. Sie wird jetzt mit Hilfe der Weilgruppe explizit
eingefiihrt.

Die Gerbe T = 7,,.,, ist eine Gerbe iiber F' mit Kern 7, folglich eine Erweiterung

1 —— T(F) >y T » Gal(F/F) —— 1

Um sie zu definieren, brauchen wir einen 2-Kozyklus {t,,} von Gal(F/F) mit Werten
aus T(F). Dann ist 7 durch t,, o € Gal(F/F) und T(F) erzeugt, und

tote = tootpo-

Die Lokalisierung G, von G an der Stelle v von F ist eine Gerbe iiber F),, die durch
folgendes Diagramm definiert werden kann:

Cal(F,/F,)
1 —— G(F) » G » Gal(F/F)
G(F)

Ein Homomorphismus ¢ einer {iber F, definierten Gerbe H nach G ist ein Homomorphismus
von H nach G,.
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Gewohnlicherweise ist es besser, eine endliche Erweiterung K von F' derart zu wéhlen,
dal G liber K definiert werden kann, also durch ein Diagramm:
Gal(F/F)

|

1 — G(K) > Ok > Gal(K/F) —— 1

G(K)
Wenn v eine Erweiterung von v auf K ist, kann G, iiber K,; definiert werden, und wenn
K hinreichend grof ist, ist H auch tiber K., definiert und ¢ durch ¢ : Hg, — Gk, .
Yo Yo

Um die Wahl von v zu vermeiden, kénnen wir durch die Einbettung

G(K) = [ G(Kw)

v'|v

eine Erweiterung

1 Hv’|'u G(KU/) ” g:; > Gal(K/F) — 1

einfiihren. In dem Fall, daf G iiber F' definiert ist und g,gg,' = o(g), und wir interessieren
uns fiir keinen anderen, 148t sich die Erweiterung G mittels G, allein definieren.

In der Tat, jedem v' ordnen wir ein y = 1,s aus Gal(K/F) der Art zu, dafl [pz|y = |z,
r € K. Dann erweitert sich 1 : ¥ — px zu einem Isomorphismus p : K,, — K, der
wiederum p : G(K,y) — G(K,) definiert. Folglich ist

HG(KU’)

v'|v
ein induziertes Objekt fiir die Gruppe Gal(K/F). Der Kozyklus {g,,} nimmt Werte in
dieser Gruppe und zwar in ihrem Zentrum an. Wir kénnen einen zweiten Kozyklus einfiihren,
indem wir
op=poy, op =pouw, ouw op € Gal(Ky/F,)
schreiben, und

r | | "
gg,o' - H’ gQ#//,U#/'
u!

setzen. Es liegen u, p/, p” in {py}, das ein Représentantensystem fiir Gal(K,, /K,) in
Gal(K/F) ist, und das Produkt erstreckt sich iiber diese Menge. Nach dem Shapirolemma
angewandt auf das Zentrum sind die beiden Kozyklen {g,,} und {g,,} &quivalent.

Wir koénnen dasselbe Verfahren auf H anwenden, um H* zu bekommen. Dann definiert
¢:H — G, auch ¢* : H* — GF. Wenn wir das Shapirolemma nochmals anwenden, diesmal
auf GG, sehen wir sofort ein, dafl zwei Homomorphismen ¢, ¢; dann und nur dann dquivalent
sind, wenn ¢7 = ad g o ¢* mit g € [, G(Kw).

Diese etwas umstandlichen Betrachtungen werden vorgefiihrt, weil 7 mit Homomorphis-
men

Co; DM T, i=1,2, Co:Galp, =T, v#u,
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ausgestattet werden soll. Die Einschrénkung von (,, auf den Kern wird durch x — "

definiert. Es seien d, , und d’ , die durch (dgg )¥* und (dL )*2 definierten Kozyklen von
Gal(F/F) mit Jewelhgen Werten in [T, T(Lv)-

Nach den vorangestellten Bemerkungen werden (,, und ¢, definiert sein, wenn wir jedem
o aus Gal(L/F) ein Element e, aus T (AL) zuordnen koénnen, so daf

egg(ea) =d' &?

0,0 70,0°
Die Abbildung (¥, wobei v gleich v; sein kann erhdlt man, indem man e, auf [ ], T(Ly,)
projiziert, um e,(v) zu bekommen, und dann d, (v = v;) oder p (v # v;) nach e,(v)t, schickt.
Um den Kozyklus {t,,} und die Elemente e, zu bekommen, wéhlen wir in der {iblichen
Weise [MS1] Diagramme

1 ’ L:Z ’ WL%‘/F%' - Ga1<Lv;/sz) — 1
1 » CL, » Wiyp — Gal(L/F) —— 1

Wir wéhlen ferner wie in [MSI] Reprientantensysteme &; von Gal(L/F)/ Gal(L,;/F,,) mit
1 € &;. Schliefllich wihlen wir Représentanten w, € Wy ,/r, von o € Gal(L,/F,) und

wy, € Wi p von p € G; mit w; = 1 in beiden Fallen und setzen
Wpo = WyWe, eSS, o¢€ Gal(ng/Fvi).
Diese Reprisentanten sowie der entsprechende durch die Gleichungen
Wowo = Apo(1)Weo, 0,0 € Gal(L/F)
definierte Kozyklus héingen von ¢ ab. Es gelten folgende Bedingungen:

L/
(i) Ayoli) = dpo, 0,0 € Gal(L,/F,,),
(11) AHU<') =1, S Gal(Lv;/Fvi), uw e G;,
(i) Apoo(i) = pAgo(i) € p(Lu,), 0,0 € Gal(Ly /F,), i € 6.

Um d},, zu definieren, brauchen wir ein Reprisentantensystem von Gal(L,/F,,). Wir
nehmen die w,.

Es sei
n = Z oV = — Z oly.

o€Gal(L/Q)/ Gal(L, /Fuy) o€Gal(L/Q)/ Gal(L, /Fuy)
Die Kozyklen {4,,(1)} und {A4,,(2)} sind kohomolog. Es gelte
AQ,U(l)A;};@) = Byo(B;, )Bgal7
mit B, € Cr. Dann gilt auch
(2.c) Al ,(1)A,2(2) = Blo(B,)"B,,".
Wir fithren folgende Elemente aus Cp, ® X, (T) ein:

=[] A2 (i);  E, = C,(1)Cy(2)B].

14
Heg;
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Eine leichte Rechnung zeigt, daf3
(2.d) E,o(E,)E,} =d, d. . 0,0 € Gal(L/F).
Diese Gleichung gewinnt erst einen Sinn, wenn man bemerkt, daf3

[[7(Z) = CLeXx.(T).
v’ |v;

Der Rand von C,(4) ist ndmlich

g,m QU/U’q oopv;
H 4, H oA Agol

oder
+n /. —ouv; vi (
Agp@) [T Az 0) A%, ).
I
mit Vorzeichen gleich (—1)". Es gilt ferner

quz OMVi (5) — ouvi (5 I AR Vi ; i
H A A@ How ) o H AQ#W H H Aeu U'u d
17

Damit folgt (2.d)) aus (2.d).

Die Elemente dig,a gehéren schon zu Hv’m
und erhalten somit aus (2.d)) Gleichungen

€o0(€s)epptpo = dy ,d:

2,0 70,0

T(Ly) CT(Ap). Wir liften E, nach e, € T(Ap)

mit t,, € T(L).

Es muf jetzt nachgepriift werden, dafl 7 mit den zusétzlichen lokalen Homomorphismen
von samtlichen wihrend seiner Konstruktion getroffenen Wéhlen unabhéngig ist, wobei zu
bemerken ist, daf eine Abdnderung von e, in fo(f™')e,, f € T(AL) zuldssig ist, denn die
lokalen Homomorphismen werden dabei durch dquivalente ersetzt.

Diese Wéahlakte zahlen wir zunéchst auf: (i) die Liftungen e, von E,; (ii) die berandende
Kokette {B,}; (iii) das Représentantensystem &, und die Représentanten w,; (iv) die
Einbettung Wy, ,/r, — Wy r und die Représentanten w,, 0 € Gal(L,yr, ); (v) die v;

teilende Stelle v.
(i) Wenn wir e, durch ¢, = s e, ersetzen, erhalten wir den Kozyklus

t/g,a = sglg(sg)’lswt@,g.

Der durch t/, — s;ltg definierte Homomorphismus iibertrégt die gestrichenen lokalen
Homomorphismen in die ungestrichenen.

(i) Wenn wir B, durch Fo(F~')B, ersetzen, wird E, durch E,F"o(F~") ersetzt. Wir
kénnen also e, durch e,fo(f™!) ersetzen, wobei f eine Liftung von F" ist. Somit
bleibt {t,,} erhalten.

(iii) Die Représentanten w,, p € &;, kénnen wir durch b,w, ersetzen. Dann wird
allgemein w, durch b,w, ersetzt, wobei b,, = b,, p € &1, 0 € Gal(L,,/F,,). Wir
hatten ferner

B, = b,B,
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statt B, und
Cg,(l) — Cg(l) . H bg@#lﬂ Q(bﬂ)*gumbgﬁm

7
= Co(1)b,"Fo(F)™
F = H b,

pewvi — pH'vi

mit

denn

wenn op = fi'ou, 0 € Gal(Ly /F,,). Daher kénnen wir e, durch e,fo(f~!) mit f
einer Liftung von F' ersetzen, und ¢,, bleibt dabei erhalten.

Das Reprisentantensystem {u} konnen wir durch {4/ = po(p)} ersetzen, wobei
o(p) € Gal(Ly /F,,). Wir wihlen w, = w, = w,we(,). Dann gilt allgemein

Wiy = Wuto(Wo = 1(Aa(u),e (1)) Wi, o € Gal(Ly /Fy,).

wo
Wir setzen
buo = 1Ao(u),0(1)-
Es liegt in pu(L,). Der neue Kozyklus ist
Ao (1) = 0(bs)bgbys Ao (1).

Es gilt ferner

= H A, (1)7em
,U/

H A@ua(u) (1)_QW1 H (bé’b;ul’ QM(AU(M)JD o
I

In

Der zweite Faktor ist gleich

H(bgbg“l,)—@um ’

denn A, )1 = 1. Der erste ist
0T
or,o(p)°

Folglich ist

opv1 gum
FATL A

ot,0 (1)
wenn Bj, = b,B,. Der zweite Faktor liegt in [[,,, T(Lw) und wird deshalb automa-
tisch gehftet
Es unterscheiden sich also ¢}, , und ¢,, nur um ein Element aus [],, T(Lv). Da

too und t, . in T(L) liegen, gilt t,, = t|, ;. Es unterscheiden sich auch ¢}, und e,

nur um ein Element aus HU,Iqu T(L,). Folglich sind die lokalen Homomorphismen
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auBerhalb der Stelle v, gleich. Um zu zeigen, daf§ sie auch in v; gleich sind, geniigt
es zu zeigen, daf} die Projektion von

—op popv
HAWJ(L)Z)SZ '
m
auf T(L,;) gleich 1 ist, wenn ¢ € Gal(L, /F,,). Das einzige Glied des Produkts,

das zu dileser Projektion beitragt, ist das y = 1 entsprechende, und es ist 1, denn
o(1) =1 und
Apr =1, b,=1
Die Einbettung ¢ : Wy, JEy — Wiyr konnen wir nur abéndern, indem wir ¢
Y1

durch adx o ¢ ersetzen, x € Cr. Wir konnen also w, durch zo(z ')w, fiir jedes
o € Gal(L/F) ersetzen. Alle Kozyklen bleiben dabei erhalten.

Wenn wir w, durch b,w,, b, € L:,l ersetzen, kénnen wir w,, behalten, so daf§ A,,(1)

durch
Alg,a(l) = AQ,U(l)bQQ(bO')b;;
ersetzt wird, wobei

bug = :u(bQ)v 0 € Gal(Lv’l/Fm)

Da p(b,) € pu(Ly) liegt, hat diese Abdnderung keinen EinfluB, weder auf ¢,, noch
auf die lokalen Homomorphismen auflerhalb v;. Daf§ die Ab&nderung auch keinen
Einfluf auf die Aquivalenzklasse von (,, hat, priift man leicht nach, wenn man
darauf achtet, dafi der auf Gal(L,; /F,,) abgeéinderte Kozyklus auch in der Definition

von D" auftritt. Die Représentanten w,, o € Gal(L,; /F,,) werden nédmlich durch
Wy = byw, ersetzt, und die Projektion von e, auf T(ng) mit b7 multipliziert.

Die letzte zu behandelnde Willkiirlichkeit ist die Wahl von v]. Jede andere v; teilende
Stelle v{ von L bekommt man, indem man A € &; wihlt und v durch

|/\I|vﬁ’ = |x’v’1
definiert. Dann ist
Gal(Lvi//Fvl) = AGal(val/Fvl))\*l.

Dementsprechend erhalten wir die der Stelle v] entsprechenden Kozyklen und
Objekte, indem wir mit A konjugieren. Zum Beispiel

Al (1) = M Ax-100-10a(1)).
Dieser Kozyklus ist dem alten kohomolog und eine leichte Rechnung ergibt
Algﬁ,o‘(]') = AQ,U(l)DQQ(DU)D;ol
mit
Dy = A4 (1) A5 () A (1),
Es gilt ferner, wenn wir A}, (1) zu A/, , abkiirzen,

Cé(l) = 1_[(*’497@)\*1 )_Q)\Wl )

I
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denn v] = Avy. Es sei A\u = p/'A\y mit ¢/ € &, und Ay € Gal(Ly /F,,). Dann gilt

lg,)\u)\_l = A;,M'Aum—l
= Q(A:L’,)\u,)\—l>_1Alg,u’Algu’,)\u/)\—17
und
A/Q#/ = AQ:M/Q(DM')DQDQ_;}"
Hieraus schlieen wir sofort, da$ £, und E, sich um den Faktor

—op1

H Q<AH1>\H>\71)QMV1 H A/g,u,)\#)\—l H Q(D,u)_glwl Dgﬁm
2 H H

unterscheiden, wo wir p statt p' schreiben.
Wir betrachten

LA D2,
m
das von p abhéngt und zeigen, dafl es sich als ein Produkt

o(X)Y Z,
darstellen 1a8t, wobei X und Y von p unabhéngig sind, und Z, in [],
Dann ist (2.€]) gleich

T(Lv/ ) hegt .

e

oYY o(21)2, ",
woraus sofort folgt, da8 {¢,,} erhalten bleibt, sowie die lokalen Homomorphismen

auflerhalb v;.
Statt behandeln wir

Apurr1 Doy
und schreiben es als
Q(Xu>Y#’Zu,9-
Hier ist o = /' 0, 0 € Gal(Lyp, ). Der Ausdruck gleicht
Agu,/\MA*QN(DAMA*)D;;,\Mfla
das wir entwickeln, um ein Produkt mit sieben Gliedern zu bekommen
Ag,u,)\u)\_l Q/JJ)‘(A;—ll/\#)QM(A;:A—17A>QM(AA,)\_1))\(AA_I79N/\N)AQ#>‘M)‘_17>‘A;\;\—1'
Wir setzen
Xyo= pMALL DAy 1)
Aus dem gesamten Produkt schneiden wir
-1

A@W\w\*lgu(A/\uA*l,/\) = AQ;MM*A = AQM)\#
heraus und fiigen es Z,/ , zu. Das Glied A;k,l wird Y, beigefiigt. Es bleibt {ibrig
AMAN-1,01,.) = /\<Ak‘l,u’@w/\u)
= A} )\(Akfluggu,)w))\(AAA’M/).

,u‘lvg”,/)‘#
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Hiervon bekommt 7, , das Produkt
Ay A 00) = M i)
und Y,, das Glied A(Ay-1 ).

Wie schon hervorgehoben, miissen wir, um die Aquivalenz der Homomorphismen
in v; zu zeigen, nur die Homomorphismen von D™ nach T betrachten. Der durch v/
definierte Homomorphismus entspricht dem Kozyklus A, (1), 0, o € Gal(L.y/F,,).
Der durch v} definierte entspricht der Projektion von d},, auf T(L.), o, 0 €
Gal(Lyy/F,,). Da oA = A7'oA = Aoy, 0 € Gal(Lyy/F,,), ist diese Projektion nichts
anderes als A}, (1). Bis auf einen Rand ist fiir ¢ € Gal(L,y/F,,) die Projektion von
auf T'(L,y) gleich der von ¢(Z1)Z, ", die ihrerseits gleich ist

0(Ax1) oA (A1) A AAT ) = 1,

op,1
denn Ay =1, oA = A\o,.

Es gibt noch eine Vertraglichkeit nachzupriifen, die sogar etwas &rgerlicher als die
vorherigen ist. Es sei ndmlich L' O L eine zweite Galoiserweiterung von F' und w, Primstellen
von L', die v} teilen. Es sei

v = [Lw : Lylvi = L.
Wir kénnen 7, ,, samt zusétzlichen lokalen Homomorphismen einfiihren, und wir miissen
zeigen, daf die so ausgestatteten 7,, ,, und 7,, ,; kanonisch isomorph sind.

Wir vereinfachen die Bezeichnungen folgendermafien:

G = Gal(L/F), G' = Gal(L'/F), H = Gal(L'/L),

G; = Gal(Ly /F,,), G, = Gal(L!,/F,), H; = Gal(Ly/ Ly,).
Die Gruppe H; ist H N G;, und wir wihlen Représentanten A von H; in H. Dann wéahlen
wir Reprisentanten y' von HG, in G'. Als Représentanten von G} in G’ nehmen wir die
' A. SchlieBlich nehmen wir die Projektionen u der p/ auf G als Repréasentanten von G;
in G. In der Weilgruppe Wy, p wihlen wir w,/\ = w,y - wy mit wy € Wy, . Wir wahlen auch
Rechtsreprésentanten v von H; in G und setzen

Wy = Wy, v € H;.
Dann gilt
WraWy = W) * Wry * Wy = Wiy,
so daf3
A, =1,

wenn v in H und v in dem Rechtsrepriasentantensystem enthalten sind.

Es sei
Dy (i) = H Ag’,v(i)-
yeEH
Wir betrachten den Kozyklus

Ay (1) = Ay () D, (0)¢ (D5 (1)) Dy (i)
mit ¢ = [H : 1]. Man rechnet leicht nach, daf} er gleich ist

-1
H AyoAeo
v
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Folglich héngt er nur von der Projektion ¢ von ¢’ auf G ab und ist 1, falls ¢’ € H.
Wir zeigen zunéachst, dafl

<2h) Alg/7o.l(2.) - 1,

wenn ¢’ € H und ¢’ € HG). Das Element ¢’y 1d8t sich als év schreiben mit § € H und v
aus dem Rechtsrepriasentantensystem. Dann gilt

-1
Ay i) = & (As,m)) Ay () Ay 5(0) = Al 5(6).

[T4s.0-( H Al (i
o
Da 6 auch H durchlduft, ist (2.h) giiltig.

Aus der Kozykelbedingung schlieflen wir, dal A}, (i) nur von den Projektionen o,
o abhéngt und in Cp enthalten ist, wenn ¢, ¢’ in HG) liegen. Es liegt in der Tat in

Ly = Cp N ]y Ly, denn
i) = [TA7hAva = [ 1425 Av e
k! v

mit v = v(o). Die rechte Seite ist selbst gleich

HQ vu Q’YV HAQ’YZH

Folglich

w’ |v]

und o'y € HG,.
Da die Kozyklen A!, , und A,, sowieso kohomolog sind, kénnen wir A,, so wéhlen, daf

Ao = A, 0,0’ € HG..
Es gibt im allgemeinen eine Kokette By (i), so da8
Al (i) = Ayo(i) By (i) 0 (B (i) B L (i),
Das Produkt By (i)D,' (i) ist ein Kozyklus auf HG;. Folglich ist
Bg/(’i) = Dg/(’l’)F/QI(F/)il, F'e Cr.
Weil wir By (i), ¢’ € G’, durch

oo’

By (i)F'"' o (F')
ersetzen konnen, konnen wir annehmen, dafl
By(i) = Dy(i). ¢ € HG,
Nachdem wir die auftretenden Kozyklen und Koketten sorgfaltig und zweckméaflig gewahlt
haben, werden wir jetzt die erwiinschte Vertraglichkeit ohne allzu grofie Miihe nachpriifen
kénnen.
Es gilt

Z ovy =1 = .

G'/Gy
Wenn

Ay (1)Ay0/(2) = By d'(Bor) By,

Q?o—
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dann ist der Rand von B, gleich dem von BQBQ/(l)B;(Q). Folglich gilt
By = ByBy(1)B, (2)F'o(F") ™", F'eCyp.

Wir rechnen zunéchst Cy (i) aus, wobei wir z.T. das 7 fallen lassen.

_ —Oop )‘Vi
Z - H H AQC#’A
_ w AV o' A, Qu vi
H H{ A A@ A A }
oz
' A
Wir entwickeln
H A—@u’m‘
o'
w N
H A ng H B —op’ Vig BM/(Z'))_W/WBQ/“/ (i)gu%

und bemerken, daﬁ

HB —on'vi _ Bgz(i)(_l)i".

Wir schlielen aus diesen Glelchungen, dal £, das Produkt ist von £,, einem Rand, und
den Ausdriicken

(21) H AQ ilf/\y H Q QH l/,LBQ/,U,/ (Z‘)QM’V ’ Z — 1’ 2

A

Diesen Ausdruck multiplizieren wir mit dem Rand

(T T+
und erhalten
HAgfj,‘f L B i1 B )
Es sei o'y = M’IQ;L,l, Q#,l € HG;. Es gelten

BB (0)" = g Ay (B, 0) =1 (B, )

und
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Infolgedessen ist durch

(2.)) Hu( o) . Hu( )

zu ersetzen. Wir schreiben hier ' statt pf, um die Bezeichnung zu entlasten. Das Element
0,, liegt in HG, so daB
= H Ag;w(i)

yeEH

_HHAQ//\'yi

A yeEH;
= H H Ag A A1)
Da [H; : 1] = ¢; und v, = l;v;, folgern wir hleraus, daB ([2.)) gleich ist

(2.k) I #Ag )

KAy
das in [],,, T(L,) liegt. Es ergibt sofort die Gleichung
(2.0) ty ot =too, o,0" € Gal(L'/F),

denn t,}ty o ist einerseits in T'(L') erhalten und andererseits in
[[ @) IT 7L
w’|vg w’ v

Es ist auch klar, daf§ die lokalen Homomorphismen auflerhalb v; und v, dquivalent sind.
Wir wollen auch zeigen, dafl z.B.

L
D w1 T/

Vl l/2

L]

D" —— Ty,
kommutativ ist. Rechts steht der aus (2.€) hervorgehende Isomorphismus. Auf dem Kern

L, . . e e . . . .
von D 1 ist die Kommutativitit allerdings klar. Was sonst in Betracht kommt, ist die
Projektion von (2.k) auf T'(L! ), némlich

H A% (1) =G4,

YEH!
Daher geniigt es, folgende Gleichung zu zeigen:
Ay (1) =A% ()G, (Go) "Gy, o0 €GY,
wobei beide Ausdriicke in der Gruppe L’ :)/1 enthalten sind.
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Wir haben schon gesehen, dafl
Ay (1) =TT AyL (1) Ay 0 (1)

yeEH
—HA o7 (D Ay (1),

wobei v der Reprasentant von ¢’ im Rechtsreprasentantensystem ist. Wir haben auch
gesehen, dafl rechts stehende Produkt gleich [] Ay, (1) ist. Wir interessieren uns fiir
dieses Produkt als ein Element aus wa,l , so dafl wir es auf die entsprechende Koordinate

H A@/%u(l)

yeH,
bekommen. Dieses Produkt ist wiederum gleich

IT 4, (1) Ay o (1) = AL (DG, (GG o

YEH:

projizieren und

Die Konstruktion von 7,, ,, ist offensichtlich funktoriell in 7', vy, 5. Wenn wir namlich
einen iiber F' definierten Homomorphismus ¢ : T'— 7" und v} = ¢(v;), i = 1, 2 haben, dann
bekommen wir ohne weiteres einen Homomorphismus ¢ von 7,, ,, nach T ..

Wir formulieren einige der erhaltenen Resultate in einem Satz.

Satz 2.2. Es ser T ein tuber F definierter Torus, der tuber der Galoiserweiterung L von
F zerfdllt. Es seien vy und vy zwei Stellen von F und v} und vy gewdhlte Erweiterungen
auf L. Es seien zwei Kocharaktere vy und vy aus X.(T) gegeben, die die Bedingungen
und erfiillen. Dann definiert die obige Konstruktion eine Gerbe T =T, ., tber F' mit
Kern T, die ausgestattet ist mit Homomorphismen

Co: Galp, =T v #£ vy, Vg,
Co: DT i=1,2,

so daf$ G, auf dem Kern durch x — "' gegeben ist. Diese Gerbe ist eindeutig bestimmt bis
auf einen Isomorphismus, der die lokalen Homomorphismen in dquivalente tiberfihrt. Falls
L' D L eine grifiere Galoiserweiterung ist, auf die die Stellen v, in w} erweitert sind, so
ergibt die obige Konstruktion einen Isomorphismus

’ N
7;1 V2 7:/1ul’27

wobei

vi=[Ly: Lyl v i=12,

so daf die folgenden beiden Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:
Galp, 2 v # U1, V2

o

U

/ /
Vi,Vg
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L/
D —— T,

/
Vi,Vy

lz
Ly
D 71-/1 V2

Die Konstruktion ist funktoriell in T, vy, vs.

Eine Moglichkeit, die obige Situation zu erhalten, ist, dafl 14 und 5 durch Mittelung
aus ein und demselben Kogewicht entstehen. Es seien also 7" ein Torus iiber F' und p ein
Element aus X, (7). Wir setzen

v; = (_1>i+1 Z ol

oeCal(L,, /Fy,)

Wir werden einen kanonischen Homomorphismus 7, von der entsprechenden Gerbe 7,
nach der neutralen Gerbe Gr einfiihren.

Vorher definieren wir in einer sehr einfachen Weise einen Homomorphismus &, von D™
nach Gr. Der Korper L zerfillt T', und ¢’ ist eine Primstelle von L, die eine Primstelle v
von F' teilt. Es sei

v= Z ol

o€Gal(L,/ /Fy)

1,12

&, wird folgendermaflen definiert:
£u(z) = 2", ze LY,

ld)= I e xe

o€Gal(L,/ /Fy)

wobei d,, der D¥ definierende Kozyklus ist, und d, = dg”’. Man priift leicht nach, dafl &,
in der Tat ein Homomorphismus ist.
Der einzufiihrende Homomorphismus 7,, hat folgende Eigenschaften:
(i) 7, 0 ¢y, ist zu &, dquivalent;
(ii) 7, o Gy, ist zu &_, Aquivalent;
(iii) 7, o ¢, ist die kanonische Neutralisierung von Gr.
Es wird 7, durch
Tuily—> 8, X0
definiert, wobei s, € T'(L) und

$00(S5)S 0

Es existiert ferner f € T'(Ap), so da8
fegSQQ(f_l) = elg

= Ly

folgende Eigenschaften besitzt:

(i) die Projektion von ¢|, auf L,/ ist 1, wenn v" weder v; noch v, teilt;
(ii) die Projektion von e, auf T'(L,;) ist

0
H A;g—l)zeau(i)'

aEGal(Lv( /F“i)
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Es sei {B,} die in (2.c) auftretende Kokette. Wir setzen

F= ] B,*

0€Gal(L/F)

-1 I s,

T7€6; ocGal(L,//Fy;)

so dafl
E,(i)e [[T(L
v,
Eine leichte Rechnung ergibt die Gleichung
(2.m) Ey = E,(1)Ey(2)Fo(F ™).

Es gilt ndmlich fiir 7 € &;, 0 € Gal(L,,, Fvi)
A@,Tc(i) = AQT,U(i)AQ,T (Z),
| 0

o€Gal(L/F)

II I  ALV7"=El)

T€6; JEGal(LU/_/Fvll)
2

so dafl C,(i) das Produkt von

und

ist. Folglich ist

E—{HAW“AWH}@wwwﬁ&
_ {H( B@;) s }{B"E 1)EQ(2)}

= Flo(F)E,(1)E,(2).
Die Elemente E, (i) sind schon nach T'(Ap) geliftet. Wir liften F' in ein Element f und
bekommen
secof 0(f71) = E,(1)5,(2)
mit s, € T'(L). Es gilt also
€y = Eo(1)E(2),
so daf} e, offensichtlich die erwiinschten Eigenschaften besitzt.

Es mufl nochmals nachgepriift werden, ob s, bis auf einen Rand von den in ihrer
Konstruktion getroffenen Wéhlakten unabhingig ist. Diese werden wieder als (i) bis (v)
aufgezihlt. Die unter (v) erwidhnte Moglichkeit bedarf besonderer Beachtung.

(i) Wenn wir eine Liftung e = 7,¢,, 7, € T(L) nehmen, dann wird t,, in t; , =
r, o(ry!)reot s abgeéndert, und der Isomorphismus zwischen den zwei so zustande
gekommenen Gerben durch

=t
definiert. Da s, durch rg_lsg ersetzt wird, geht ¢) nach rg_lsg X o in der neutralen
Gerbe Gr, das auch das Bild von r;ltg ist.
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(ii) Wenn wir B, durch B,Go(G™!) ersetzen, wird F mit

(iii)

(iv)

(v)

H G—oH Q(g)@u
0
multipliziert. Wenn wir G in ¢ liften, konnen wir

f=r1lo *ele)™

statt f wahlen, und

Flo(f)™h = folf g "e(g").
Wir hatten schon gesehen, daf§ e, durch e,g"0(g~") ersetzt wird. Somit bleibt {s,}
erhalten.
Eine dhnliche Rechnung zeigt die Kompatibilitdt unter Abdnderung der Représen-
tanten w,, 7 € G,. Wenn wir das Reprasentantensystem &, selbst abandern, dann
wird B, mit einem Element aus [[,,,. L., multipliziert. Folglich werden weder ¢, ,
noch s, geéndert.
Eine Abanderung der Einbettung I/VLD,1 /By — Wiyr andert die Kozyklen nicht und
folglich auch nicht {s,}. Eine Abénderung von w,, ¢ € Gal(L,;/F,,) multipliziert
B, mit einem Element aus [[,,, (L) und verursacht keine Anderung von {s,}.
Wenn wir v] abéndern und durch v ersetzen,

/‘Ui

\)\flf\v;’ = ‘x’v’la

Z opu=A Z oAt

UEGal(Lvlll/Fvl) UEG&I(LU/l/Fvl)

dann ist

und wird im allgemeinen nur dann gleich Ay sein, wenn A so gewahlt werden kann,
daBl A~'u = p. Deshalb setzen wir diese Bedingung voraus. Es ist aber sogar in
diesem Fall nicht so, da§ 7, unabhéngig von v{ ist. Es seien némlich A,, Liftungen
von A,, und C,,, der durch

Q(Za,t)g_l A/Q,O'TZ;(IT = CQJ,T

90.77—
definierte Teichmiillerkozyklus. Dann ist
R | e
o€Gal(L/Q)

ein 1-Kozyklus von Gal(L/Q) mit Werten aus T'(L) und 7, wird durch 7/, : ¢, —
roTu(ty) ersetzt, wenn vj durch v ersetzt wird.
E, wird ndmlich mit dem Ausdruck ({2.€)) multipliziert, der gleich ist

oY)Y ' o(Z0)Z; "

v= [ b,

o€Gal(L/F)

Andererseits wird F' mit
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multipliziert. Nach den Definitionen ist

U= H)\ (Ax-1.00) AT AL,

und

Y= [T A% [] MAv-™.

TEG] T€G

Folglich gilt
0yt =TT (MAx 1 00)424) H/\ (Ayor)™.

o

Wegen der Kozykeleigenschaft ist das erste Produkt auf der rechten Seite gleich
| RICISEIR | B | R

Wenn o in 7Gal(L,/F,,) liegt, ist
AMAr1,) = MAyo1y) <m0d 7(Ly, )).

Wir kénnen daher UY ! in das Produkt von IL Zg’f\ und einem Element aus
Hv/‘vl T(L,) liften. Es gilt ferner

on —oop oo __
HAUAHQ ‘7)‘ HCQU)\ Tos

denn

0,0\

[[A%5Aem =1.

Somit ist s}, = 7,5,.
Wir wollen schliefllich zeigen, dafl 7, unabhéngig von L ist. Es sei L' O L eine Galois-

erweiterung von F'. Wir verwenden die friiheren Formeln wieder. Um dasselbe Symbol nicht
mit zwei Bedeutungen zu verwenden, schrieben wir

By = B,By(1)B,(2)Go(G) ™"

Aus den fritheren Rechnungen ergibt sich, da§ £, das Produkt von E, und zwei anderen
Faktoren ist. Einer ist fiir s, belanglos, weil er in

[[r@) [T
v v’ |vg
liegt. Der andere ist

2

nH HB ;quHQ —op'v;

=1

Andererseits ist

Fr= ] B

o' €Gal(L'/F)
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Wir zeigen, daf3

Flgm HHB l“’z =V modulo H T(Ly) |,

=1 v'|v1,v2

wobei V' nicht nur invariant ist, sondern tatséchlich das Bild eines Elements aus T'(Ap).
Somit wird s, = s,. Wir zeigen in der Tat, da§

W = HB;l

yeH

in C7, liegt, und

0€Gal(L/Q)
was hinreicht, denn A; — C7, ist surjektiv.

Es sei ¢ € Gal(L'/F) und es sei u; sein Reprasentant modulo HG,. Es muf gezeigt
werden, dafl

(2.n) " 11 B4 B.GB(1)B,}(2)

kongruent ist zu

(2.0) IIB;'¢.

yeEH

mit Gleichheit, wenn o' € H.
Es gilt erstens

[1 55 | =150 T1B" 42 (0 400n)

veH v
= 2 [ (420040 ) TT 57
wobei o’ = ¢'~". Somit ist (2-n) gleich 7
(2.p) B (1)B;1(2) [T (474, (D A7) ' ( By (1)B,1(2)) o (B,) B

mal ([2.0)).

Zweitens gilt

und

da o'y, € HG.,.
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Wenn ¢’ € H,soist B, = B, =1, ,ugzl und

HAU m HAU’Y

was die erwiinschte Gleichheit erglbt.
Im allgemeinen, wenn ¢’ € u;Hv; mit v; aus dem Rechtsrepriasentantensystem von H; in

G’, so gilt
HAU’Q’Y HA wwa
und
At DAL () = 0 (A 0)7) Aot 0) € ' (L)
Ferner ist

A /%H,’Y( )AU,.“ 'Y( )Aﬂl,ﬂ;(i) = O-/AH§77(i) =1.

Somit ist (2.p|) gleich
0(By) By Az, (1) Ag iy (2)-

Aber !
Ag (i) = Agy(i)  (mod L),
und
U(BQ)BUA;,IQ(DAU,Q(Q) =1,
da gpo = 1.

Wir formulieren wieder das Wesentliche in einem Satz.

Satz 2.3. In der Situation von Satz 2.2 sei u ein Element aus X, (T), das die Kocharaktere v;
durch Mittelung ergibt
v; = (—1)"*! Z o

o€Cal(L,, /Fy;)

Dann liefert die obige Konstruktion einen Homomorphismus 7, von der Gerbe T, ., in
die neutrale Gerbe Gr, so daf$ 7, 0 (, fiir v # vi, v zur kanonischen Neutralisierung
dquivalent ist und so daf$ 7,0 G, zu &, dquivalent ist und 7, 0 C,, zu &_,, (die Definition
von &, erscheint nach Satz 2.2). Der Homomorphismus 7, ist eindeutig bestimmt bis auf
die Komposition mit einem Automorphismus von Gr, der in allen Stellen dquivalent zum
identischen Automorphismus ist. Die Konstruktion ist funktoriell in T, .

3. DIE PSEUDOMOTIVISCHE GALOISGRUPPE

In diesem Abschnitt fithren wir zwei Gerben ein, nicht nur die eigentlich wichtige, die
wir die pseudomotivische Galoisgruppe nennen, sondern auch eine untergeordnete, die
nur da ist, um die Vermutung im fiinften Abschnitt fiir die allgemeinste Shimuravarietét
formulieren zu konnen.

Die pseudomotivische Galoisgruppe P ist als direkter Limes definiert. Es sei L eine
endliche Galoiserweiterung von Q im Korper Q der algebraischen Zahlen in C und m sei
eine natiirliche Zahl. Wir definieren zunéchst eine Gerbe P(L, m), deren Kern ein Torus
P(L,m) ist, den wir definieren, indem wir den Galoismodul seiner Charaktere vorschreiben.
Es sei ¢ = p™, wobei p die ein fiir allemal fixierte rationale Primzahl ist.



26 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

Definition 3.1. Die Gruppe X (L, m) der zu L und m zugeordneten Weilzahlen besteht
aus denjenigen 7 aus L mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl vy = 1v4(7), so daB fiir alle archimedischen Primstellen v
von L gilt

H or| = q".

s€Gal(Ly /R)
(b) Fiir jede Primstelle v € L iiber p gibt es ein v5(v) = va(m,v) € Z mit

|7l = H om| =q=).

ceGal(L,/Qp) »

(c) In allen endlichen Stellen auflerhalb p ist 7 eine Einheit.

Aus dem Dirichletschen Einheitensatz folgt, da§ X (L, m) endlich erzeugt ist. Aus X (L, m)
dividieren wir die endliche Gruppe der darin enthaltenen Einheitswurzeln aus, um einen
torsionsfreien Modul X*(L,m) zu erhalten. Den entsprechenden Torus bezeichnen wir mit
P(L,m). Der Modul X*(L,m) ist offensichtlich ein Gal(Q/Q)-Modul. Folglich ist P(L,m)
iiber Q definiert.

Notfalls, um Mifiverstdndnissen vorzubeugen, schreiben wir x, fiir den Charakter von
P(L,m), der der Weilzahl m € X (L, m) entspricht. Wir fixieren ein fiir allemal eine Ein-
bettung Q — Qp und folglich eine Primstelle v, von jedem in Q enthaltenen endlichen
algebraischen Zahlkérper L. Es sei vy die durch L € Q C C gegebene archimedische Stelle
von L. Wir definieren folgendermaBen die Kogewichte 11, v5 aus X,(L,m) = X, (P(L,m)):

(3&) <V17X7T> = yl(ﬂ'>7
<3b) <V27Xﬂ'> = VQ(Wan)'
Die Relation |(2.a)|ist offensichtlich, wihrend |(2.b)| aus der Produktformel folgt. Dabei sollte

bemerkt werden, daf dieses v, sogar unter der vollen Gruppe Gal(Q/Q) invariant ist.
Folgende Funktorialititen sind vorhanden:

(3.c) Wenn L C I/, ¢* = ¢} 1, + X*(L,m) — X*(L',;m) schickt m nach sich
selbst.

(3.d)  Wenn m|m/, ¢* = ¢y, ., : X*(L,m) — X*(L,m') schickt m nach /.
Die kontragredienten Abbildungen sind Homomorphismen der iiber Q definierten Tori
P(L',m) und P(L,m’) nach P(L,m).
Lemma 3.2.

(a) Es gilt

G (V) = Vi
(b) Es gilt
G (Vi) = [Ly © Lu,vi.

Dabei sind v} die durch L' CQ C Cund L' C Q C Qp definierten Primstellen von L'.



SHIMURAVARIETATEN UND GERBEN 27

Wenn m durch m’ ersetzt wird, wird ¢ durch ¢”/™ ersetzt. Daraus folgt die erste
Behauptung sofort. Die zweite folgt aus der Gleichung
[L;{:Lq)i]

H om = H oT ,

o€Gal(L!, /Qp) o€Gal(Ly,; /Qp)

die fiir m € L gilt.

Das Verfahren des vorigen Abschnitts ordnet dem Tripel P(L,m), v, v, und dem Korper L
eine Gerbe P(L, m) zu. Aus Lemma 3.2(a) folgt, dafl es einen kanonischen Homomorphismus
& = Gma : P(L,m') — P(L,m) gibt. Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, daff die mittels
P(L,m), vi, v, und L definierte Gerbe der mittels P(L,m), [L;, : Ly, |v1, [L;,2 : Ly, |ve und
L' definierten isomorph ist. Infolgedessen gibt es auch einen kanonischen Homomorphismus
¢ = ¢L,L : P(L’,m) — P(L,m)

Als Vorbereitung auf den nichsten Abschnitt, in dem wir einen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen der pseudomotivischen Galoisgruppe

P = @P(L,m)
Lm

und der echten motivischen Galoisgruppe aus den Standardvermutungen und der Tatever-
mutung ableiten, miissen wir einige kohomologische Eigenschaften des inversen Systems
der P(L,m) zeigen. Vorher fiilhren wir eine zweite etwas kiinstliche Gerbe ein, die wir
mangels Erfindungsgabe die quasimotivische Galoisgruppe nennen. Sie wird mittels der
quasi-Weilzahlen definiert.

Definition 3.3. Die Gruppe Y (L, m) der L und m zugeordneten quasi-Weilzahlen besteht
aus denjenigen 7 aus L mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl v, = v4(), so dafB fiir alle archimedischen Primstellen v von

L gilt
[Lyv:R]

H o = q”l[L:Q}.

ceGal(L/Q)
(b) Fiir jede Primstelle v € L iiber p gibt es ein v5(v) = vo(m,v) € Z mit

mo=| I  or| ==

o€Gal(L,/Qp) »

(c) In allen endlichen Primstellen auBerhalb p ist 7 eine Einheit.

Wie die X (L, m) bilden auch die Y (L, m) ein inverses System. Um Y*(L, m) zu bekommen,
dividiert man Y (L, m) nach der i.a. unendlichen Gruppe aller Einheiten aus, nicht nur der
Einheitswurzeln. Wir erhalten ein inverses System von Gerben Q(L,m), dessen Limes Q
wir die quasimotivische Galoisgruppe nennen.

Die Gruppe P(L,m) enthélt eine Reihe {4, }, m|n, n genligend hoch, von ausgezeichneten
rationalen Punkten, die durch die Gleichungen

X (0a) = 7/
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definiert werden. Dabei muf§ n/m durch die Ordnung der Torsion von X (L, m) teilbar sein.
Die Rationalitdat von 4,, folgt aus

U(Xﬂ(én)) = (Uﬂ)n/m = Xaw(én)-
Die Gleichungen
¢m,m’(§n) = (5n> ¢L,L’(5n) == 6n

priifen sich leicht nach. In Q(L, m), dem Kern von Q(L, m), gibt es kein eindeutig bestimmtes
0. Wir koénnen etliche definieren, und die fehlende Eindeutigkeit werden wir meistens

iibersehen. Wenn k geniigend hoch ist, dann gibt es ein kommutatives Diagramm von
Gal(L/Q)-Moduln

Y(L,m)

/

k-Y*(L,m)

.

Y*(L,m)
Wir definieren 9,, durch die Gleichungen

n

X (0n) = U(Wk)m-
Es ist also fiir jedes 7 die Zahl 7", (d,) eine Einheit.

Es seien T ein Torus iiber Q und p € X, (7). Wenn T iiber L zerféllt, und wenn m
gentigend hoch ist, ordnen wir dem Paar (T, ) einen iiber Q definierten Homomorphismus
Y, Q(L,m) — T zu. Falls
(3.0) (0= 1)+ D= (4 1)(o — g =0,
wird v, durch P(L, m) faktorisiert werden koénnen, und ist als ein Homomorphismus von
P(L,m) nach T zu betrachten. Dabei ist zu bemerken, dafl die einbettung

X(L.m) € Y(Lm)

einen Homomorphismus Q(L, m) — P(L, m) definiert.
Der Homomorphismus ¢, wird durch einen Homomorphismus von Galoismoduln X*(7") —
Y*(L,m) definiert werden, und zwar durch X*(T') — Y (L, m), A — m,, wobei gelten mufl

Tox = 0(my).
Wenn die Gleichungen (3.€) gelten, wird auch gelten

U(L(WA) : 7T>\) = Todtor = T(4+1)or = T(+1)A = L(mx) - T
und
L) = Toagx = Tuaaa = U (ma) T, ' =ow
Damit ist ¢(m )7y eine rationale Zahl, und 7, € X (L, m).
Um A — 7y zu definieren, wihlen wir ein zweckméfiges v € T(Q) und setzen

T = A7)
Fiir die Gruppe P ist dann ¢, (6,,,) = 7. Fiir die Gruppe Q ist A(7~',(d,,,)) eine Einheit fiir
jedes A. Wir werden also v durch ,,(6,,) ersetzen kénnen und annehmen, da8 ¢,,(,,) = 7.
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Von 9, werden die Bedingungen
Yulvi) = =(=1)" Y on
Gal(L’UZ/Q’UZ)
verlangt, was auf ~ iibertragen bedeutet, dafl

_(_1)i<>‘720€Gal(Lvi/Qv/>Uu>

[I 0=« Co
o€Gal(Ly, /Q,1)

SchlieBlich ist A(7) eine Einheit auerhalb des Unendlichen und p.

Wir wihlen m so grof}, daf§ es eine Zahl a aus L gibt derart, dafl das Ideal (a) eine
Potenz p” des der Stelle vy entsprechenden Primideals p ist, und dafl

|Nva2/Qv2 a|p = q
Das Element v wird durch die Gleichungen

YOREE | IEIORG

o€Gal(L/Q)
definiert. Dann ist ~ rational und

I a0 = I I ew@

o€Gal(Lyy/Quy) 0€Gal(Lyy /Quy) 0€Gal(L/Q)

ST e

Q:OeGal(ng /Qvg )
— q<)"za 0-“> .

Dem vorigen Abschnitt zufolge 148t sich v, kanonisch in einen Homomorphismus von
Gerben v, : Q(L,m) — Gr oder v, : P(L,m) — Gr erweitern.

Von jetzt ab in diesem Abschnitt widmen wir uns ausschliellich den Gerben P (L, m) und
fangen mit einer einfachen Bemerkung an.

Lemma 3.4. Es sei K der mazimale CM-Unterkérper von L. Dann ist X (L,m) = X (K, m).

Wir erinnern uns daran, dafl die Galoiserweiterung K ein CM-Korper ist, falls die
komplexe Konjugation ¢ im Zentrum von Gal(K/F) liegt. Wir miissen also zeigen, daf

o) = (),
wenn 7 € X(L,m), und /' = owo™!, 0 € Gal(L/F). Wenn L ein reeller Korper ist, ist das
klar. Sonst gilt
Ym)m = ¢ = (m),
und folglich /() = «(m).
Wir nehmen also im folgenden ohne Beschriankung der Allgemeinheit immer an, dafl L
ein CM-Korper ist. Es sei Lg sein total reeller Unterkorper.

Lemma 3.5. H? (Q,P(L,m)) erfillt das Hasseprinzip.
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Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl der Homomorphismus
H'(Gal(L'/Q), P(Ar)) — H' (Gal(L'/Q), X, ® Cr)

surjektiv ist, wenn P = P(L,m) und L C L’. Also mit Tate-Nakayama miissen wir die
Surjektivitdt von

P ' (Gal(L,/Q.), X.) — H ' (Gal(L'/Q), X.)
veQ
einsehen.
Es gibt eine exakte Sequenz von Galoismoduln
1 — X! s X, s 7 > 1,

wobei ¢ als —1 auf X/ wirkt. Ein Element aus H~!(Gal(L'/Q), X.) wird durch A € X,
dargestellt mit
Z oA = 0.

ceGal(L'/Q)

Z oA =0,

o€Cal(L}, /R)

so daB A ein Element aus H~!(Gal(L], /R), X,) darstellt. Somit ist das Lemma bewiesen.

Es gibt noch weitere kohomologische Eigenschaften der Gruppen P(L,m) zu behandeln.
Vorher machen wir einige Bemerkungen iiber die Moduln X, (L, m). Die Serregruppe %S ist
ein Torus iiber Q, der durch seinen Gewichtmodul X*(%S) definiert wird:

Folglich liegt A in X, und

X*(") =S A= > nyla] | ny+n, =k(N), k()) € Z

0:L—Q

Die Gruppe S ist mit einem ausgezeichneten Kogewicht i ausgestattet,

i nglel = m,

wobei 1 die vorgegebene Einbettung L — Q bezeichnet. Das Kogewicht y definiert Py,
P(L,m) — S und ¢ : X*(*S) — X*(L,m).

Lemma 3.6. Fir geniigend hohes m ist der Homomorphismus v, surjektiv und folglich
P(L,m) — S injektiv.
Jedem p € Gal(L/Q) ist eine p teilende Primstelle v, zugeordnet
2], = 0™ 2 o,

Wenn o € Gal(L,,/Q,,), ist v, = v,. Der Modul X, (L, m) enthélt die ausgezeichneten
Elemente vy = 11 und v, = —ovs. Es gelten die Relationen

Voo = Uy, o € Gal(L,,/Q.,)
und
Vp+ Vyp = Usok, k=2[L,, : Q[L: Lo)™*
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Die erste Relation ist klar. Die zweite folgt aus

qllg(ﬂ-)+VLQ(7T) — H Qilo’(ﬂb(ﬂ)) _ |7TL(7T) LLUQ:QP]'

o€Gal(Lu,/Qp)

p
Lemma 3.7.

(a) Wenn die p teilenden Primstellen von Lo in L nicht zerfallen, und es zerfallen
entweder keine oder alle, dann gilt

k
Vo = 5”00
und fiir geniigend hohes m ist {vs} eine Z-Basis von X,.(L,m).
(b) Wenn die Primstellen von Lo in L zerfallen, sei o1, ..., o, eine Reprisentantensystem
fiir die Doppelklassen Gal(L,, /R)\ Gal(L/Q)/ Gal(L.,/Q,). Dann ist fiir geniigend

hohes m die Menge {Voo, Vg, , .- .,V,.} €ine Z-Basis von X.(L,m).

Im Fall (a) ist v, = v,, und die gegebene Relation klar. In beiden Féllen ist es klar, da8
die Elemente, die eine Basis bilden sollen, einen Untermodul von endlichem Index erzeugen,
denn aus

Voo () = 15(m) =0
fiir jedes g, schlieflen wir, dafl 7 eine Einheitswurzel ist. Wir miissen nur zeigen, dafl im
Fall (a) Vs und im Fall (b) vy und v,,,. .., v, willkiirlich vorgeschrieben werden kénnen.
Diese Aussage werden wir gleichzeitig mit Lemma 3.6 beweisen.

Die Abbildung X*(1S) — X*(L,m) ist zu der Abbildung ¢, : X.(L,m) — X.(%S) dual,
und diese ist durch

Vu(Voo) = p4tpt, Lo # L, Yu(veo) =p, Lo=1L,
und

w/i(VQi) = Z Qo[

o€Gal(Ly, /Qyp)

00 (Y alel) = Y g

w“@‘”)(Z %[@]) = {al ta Lo#L

definiert. Folglich

aq LO = L.
Da a; und a, beliebig sein koénnen, ist es klar, dal wir ein x im Bild von X*(LS) mit
vorgegebenem (Vo, x) finden koénnen. Im Fall (b) kénnen wir a,,,...,a,, und a,, beliebig

wéhlen, und gleichzeitig verlangen, dafl a,,, = a,p,, = 0, wenn o # 1, 0 € Gal(L,,/Q,).
Somit sind beide Lemmata bewiesen.

Korollar 3.8. Fir genigend hohes m und m|m’ ist ¢pmm @ Xo(L,m') — X.(L,m) ein
Isomorphismus.

Wir kénnen die Bezeichnungen etwas entlasten, wenn wir statt P(L, m) oder X*(L,m)
die Symbole P(L), mitunter Py, oder X*(L) verwenden, wobei stillschweigend vorausgesetzt
ist, dafl m hinreichend hoch ist.
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Die néichsten Aussagen betreffen die erste Kohomologiegruppe von Py. Da sie im Fall (a)
von Lemma 3.7 trivial sind, kénnen wir uns in den Beweisen auf Fall (b) beschréanken. Wir
betrachten die exakte Sequenz von Gal(L/Q)-Moduln.

(3.9) 0 — Zvp — Xu(L) — Xu(N) — 0.

Dabei ist N ein Torus, und X, (N) durch diese Sequenz definiert. Es sei 7, das Bild von v,
in X, (N).

Die Struktur des Galoismoduls X, (V) ist sofort aus Lemma 3.7 ablesbar. Es sei H =
Gal(L,,/Q,) und Hy = H U Hi. Wir erhalten eine exakte Sequenz von Gal(L/Q)-Moduln.

(3.) 0 —— Indf 1 —— Indf1 —— X, (N) —— 1.

Lemma 3.9. H(Q, Pp) erfiillt das Hasseprinzip.

Nach (3.7) und dem Satz 90 geniigt es, das Hasseprinzip fiir H'(Q, N) zu zeigen. Das
folgt aus (3.g), dem Satz 90, dem Shapirolemma und dem Hasseprinzip fiir H*(H,, K{),
wobei K den Fixkorper von Hj bedeutet.

Lemma 3.10. FEs sei L ein vorgegebener CM-Kérper. Dann gibt es eine CM-Erweiterung
L' von L, so daf$ fiir jede Primstelle v von Q der Transitionshomomorphismus

Hl(Q’w PL’) — HI(QQMPL)
Null ist.

Wir verwenden die Tate-Nakayama-Theorie und beweisen, dafl
H ' (Gal(L, /Q.), X.(L)) = H ' (Gal(L,/Q,), X.(L))

Null ist, wobei v und v" Erweiterungen von v auf L und L’ bedeuten. Offensichtlich geniigt
es zu zeigen, dafl

H(Gal(Ly/Qu), X.(N')) = H™(Gal(L,/Q), X.(N)
Null ist, wobei X,(N’) durch
0 — Zv,, — X, (L)) — X,(N)) —— 0
definiert wird. Ein Element aus H~!(Gal(L,/Q.), X.(N)) wird durch
v = Z AoV, a, € 7,
Gal(L/Q)/ Gal(Lvy /Qp)

dargestellt. Es sei s = [L : QJ; dann stellt v die triviale Klasse dar, wenn s|a, fiir jedes p.
Ein Element aus H~'(Gal(L,,/Q,), X.(N")) wird gleichermafien durch

l/, = Z agfﬁg/
Gal(L'/Q)/ Gal(L, /Q)
dargestellt, und das Bild ¢, 1/ (v,) ist rv,, wenn p das Bild von ¢’ in Gal(L/Q) ist, und
r = [qué : LU2]'

Es geht also darum, L’ so zu wéhlen, daf s|r. Das konnen wir erreichen, indem wir L/ = KL
setzen, wobei K eine zweckméflig gewéhlte abelsche Erweiterung von Q ist.
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Wenn wir die globale Tate-Nakayama-Theorie anwenden, bekommen wir auf dieselbe
Weise folgende Aussage.

Lemma 3.11. Es sei L ein vorgegebener CM-Korper mit Ideleklassengruppe Cp. Dann
gibt es eine CM-FErweiterung L' von L, so dafi der Transitionshomomorphismus

Hl(Gal(L’/Q),X*(L’) ® CL/) — Hl(Gal(L/Q), Xi(L)® CL)
Null ist.
Der néchste Satz folgt sofort aus Lemmas 3.9 und 3.10.

Korollar 3.12. Es sei L ein vorgegebener CM-Korper. Dann gibt es eine CM-Erweiterung
L' von L, so dafl der Transitionshomomorphismus

Hl(QapL'> — Hl(vaL)
Null ist.

Nach Lemma 3.6 gibt es eine Einbettung
Y =Y, : P — Gug.

Aus der Definition von v, und aus Lemma 3.7 folgt die Kommutativitit des folgenden
Diagramms bis auf Aquivalenz

Py
PL’ ;L) gL’

(3.h) l l :

PL‘LQL

in dem Gy, = Grg, Gy = Grrg. Nach den Definitionen des vorigen Abschnitts gelten weiter:

(31) l/Ju o Cv1 = 5,1“ w/.t © C’UQ = g—pv
(3.9) Wenn v weder oo noch p teilt, dann ist ¢, o ¢, zur kanonischen
) Neutralisierung von G, dquivalent.

Daf die lokalen Homomorphismen bis auf Aquivalenz vertriglich mit der Abénderung
von L sind, folgt allerdings aus den Ergebnissen des vorigen Abschnitts.
Zwei lokale Homomorphismen unterscheiden sich um ein Element in

H'(Gal@,/Q.),"S(@,)).

Das folgende Lemma besagt somit, daf} fiir eine nicht-archimedische Stelle v von Q zwei
beliebige kompatible Familien von lokalen Homomorphismen automatisch dquivalent sind.
Insbesondere ist die Bedingung (3.]) sowie die zweite Hélfte von automatisch erfiillt.

Lemma 3.13. Es sei v eine nichtarchimedische Stelle von Q. Zu jedem CM-Kérper L gibt
es einen CM-Korper L', der L erhdlt und so daf

' (Gal(@,/Qu). ¥S(Qy) ) = 0.
Beweis. Wir betrachten die exakte Folge von algebraischen Tori iiber Q, (|De2]):
1 —— RL{)/QGm E— Gm X RL’/QGm > L/S > 1
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Die zugehorige lange exakte Kohomologiesequenz liefert
0 —— HY(Q,,"S) — @,, Br(Lj,,) — (D, Br(L;,)) ®Br(Q.)

Die Summen gehen iiber die Stellen iiber v in den entsprechenden Korpern. Die Behauptung
folgt, weil wir eine Galoiserweiterung vom CM-Typ L' O L finden koénnen, so dafl alle
Stellen in Lj {iber v in L’ zerfallen. Man wahlt ndmlich eine total-reelle Galoiserweiterung
K von Ly, die L an jeder v teilenden Stelle zerféllt, und setzt

L, =KL,, L =KL.

Im folgenden Abschnitt werden wir einem Inverssystem von Gerben M mit dhnlichen
Eigenschaften wie Pr begegnen, erstens Einbettungen

(b#:ML(_)gLv

und zweitens lokalen Homomorphismen ¢/, fiir die die Analoga von (3.h)), und
gelten. Es wird weiter gelten

(3'k) ¢M(ML> - wu(PL>‘
Wir identifizieren deshalb M; und P;.

Lemma 3.14. FEs sei angenommen, daf$ es fiir jede Primstelle v von Q und jedes L einen
Isomorphismus

nL(v) : Mp(v) = Pr(v)
gibt, der auf dem Kern My, die Identitit ist. Dann gibt es einen Isomorphismus ng : My —
Pr, so daff ny(v) fir jedes v zur Lokalisierung von ny, dquivalent ist. Die Familie {n.} ist
bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt und die Diagramme

ML’ E— ML

(3.0) nL/l J/"]L

PL’ —_— PL

sind bis auf dquivalenz kommutativ.

Es sei M, durch den Kozyklus { Moo ‘ 0,0 € Gal(Q/Q) } definiert, und Py, durch {p,,}.

Dann sind {m,,} und {p,.,} lokal d4quivalent. Nach dem Hasseprinzip von Lemma 3.5
konnen wir annehmen, dafl m,, = p,.,-

Zwei bis auf Aquivalenz gegebene Isomorphismen 7y, 1, : My — P, unterscheiden sich
um eine Klasse aus H'(Q, P). Infolgedessen konnen wir aus Lemma 3.9 schliefien, dafl zwei
lokal dquivalente Isomorphismen auch global dquivalent sind. Somit ist die Eindeutigkeit
von 77, bewiesen.

Die Kommutativitit des Diagramms wird &hnlich bewiesen. Es seien néimlich p;,

aus Prs. Reprisentanten der Elemente aus der Gruppe Gal(Q/Q) mit PPy = Dy Py, und

. . p . . . p . .
es sei byp,, b, € Pr(Q) das Bild von P, In der gleichen Weise seien m/, Représentanten mit

/ ! !/ !/ : s !/ _ / s s !/ s
m,m, = m, ,m,,, wobei allerdings m;, , = p, ,, und es sei a,m, das Bild von m/,. Es sei

schliefllich

nw(my) = cpy, ¢ € Pu,
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und es sei ¢, das Bild von ¢, in Pr. Wir hétten 7, durch die Kommutativitit von (3.£)
definieren konnen, ndmlich

(3.m) nL(mg) = aglbgcgpe'
Somit folgt die Kommutativitdt aus der Eindeutigkeit.

Um 7, iberhaupt zu definieren, niitzen wir Lemma 3.10 aus und wahlen L’ derart, dafi die
Transitionshomomorphismen H'(Q,, Pr/) — H'(Q,, Pp) fiir alle v Null sind. Ein méglicher
Isomorphismus § : My — Pp wird durch m) — p/, definiert, denn mj, = p,,. Die
Lokalisierung &(v) unterscheidet sich von 7y, (v) um ein «,, aus H'(Q,, Pr). Wir definieren
ng durch (3.m)), indem wir ¢, und folglich ¢, nicht mittels 7/, das noch nicht vorhanden
ist, definieren, sondern mittels £. Dann unterscheiden sich 7, (v) und die Lokalisierung von
nr um das Bild von «,, in H'(Q,, P1), das nach Voraussetzung Null ist.

Wir benétigen im néchsten Abschnitt eine Aussage, die uns garantiert, dafl wir die
Gerben M und Py, als Untergerben von G;, identifizieren kénnen.

Lemma 3.15. Mit den Bezeichnungen des vorigen Lemmas sei aufSerdem angenommen,
daf$ die lokalen Homomorphismen in der unendlichen Stelle

Yuoly und ¢o(,
von W nach Gy, fir alle L zueinander dquivalent sind. Dann ist das folgende Diagramm bis
auf Aquivalenz kommutativ.

My \%)

Pr

gr

Beweis. Nach Voraussetzung bilden die lokalen Homomorphismen ¢, und ¢, fiir jede Stelle
eine fiir variables L kompatible Familie. Daher ist dies auch fiir die lokalen Homomorphismen
Y, 0 ¢, und ¢, o (;, von Gy, richtig. Fiir eine nichtarchimedische Stelle sind diese lokalen
Homomorphismen somit nach Lemma 3.13 dquivalent, wiahrend dies fiir die unendliche
Stelle nach Voraussetzung richtig ist. Nach Identifikation von M mit Py unterscheiden
sich die Einbettungen ¢, und ¢, um eine Klasse aus H'(Q,%S), die folglich lokal trivial ist.
Die Behauptung folgt aus dem Hasseprinzip fiir H1(Q, £S) (|[De2, C.1]).

Wir bemerken, daf§ wir im §2 die Gerbe 7, ,, und den Homomorphismus 7, explizit
konstruiert haben, ohne jedoch eine eindeutige Charakterisierung gegeben zu haben. Fiir
die Gerbe P und den Homomorphismus 7, der einem Kocharakter eines Torus, der die
Serre-Bedingung erfiillt, zugeordnet ist, folgt eine solche Charakterisierung unmittelbar aus
den Lemmata 3.14 und 3.15. Wir iiberlassen die Formulierung dem Leser (man benutze die
Universaleigenschaft der Serre-Gruppe).

4. DIE MOTIVISCHE GALOISGRUPPE

In diesem Abschnitt fithren wir die motivische Galoisgruppe ein, indem wir die zugehorige
Tannakakategorie definieren und beschreiben. Zunéchst erinnern wir an die Beziehung
zwischen Gerben und Tannakakategorien in einer Form, die wir verstandlich finden, und
zeigen, wie sich die Terminologie des §2 mit der in [DM] und [Sa] vergleicht.
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Der Begriff einer Galoisgerbe iiber einem Korper k der Charakteristik Null, mit zugehori-
gen Kern GG, wurde bereits zu Anfang des §2 definiert. Dort wurde auch der Begriff eines
Homomorphismus zwischen Galoisgerbe erklart. In jenem Abschnitt hatten wir neben der zu
einer iiber k£ definierten linearen algebraischen Gruppe G assoziierten neutralen Galoisgerbe
G auch Beispiele kennengelernt. Wenn V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber der
algebraisch abgeschlossenen Hiille k& von k ist, konnen wir eine Galoisgerbe Gy einfiihren.
Sie besteht aus allen Isomorphismen ¢ : V — V', die additiv und o-linear beziiglich eines
o = o(g) € Gal(k/k) sind. Der Homomorphismus g — o(g) definiert eine exakte Sequenz

1 —— GL(V) > Gy » Gal(k/k) —— 1

Der Schnittkeim ist durch die Wahl einer K-Basis von V fiir eine endliche Erweiterung K
von k gegeben. Eine Darstellung der Galoisgerbe G ist ein Homomorphismus G — Gy . Die
Kategorie aller Darstellungen einer gegebenen Galoisgerbe G ist mit einer offensichtlichen
k-linearen Struktur, einem Tensorprodukt und einem Einsobjekt 1 , der Darstellung, die
durch die natiirliche Projektion nach Gal(k/k) definiert wird, versehen.

Obgleich diese Begriffe einer Gerbe und der ihr zugeordneten Tannakakategorie nicht
die {iblichen sind, héngen sie fiir die uns interessierenden Fille eng mit denen von [DM]
und [Sa] zusammen. Aus [DM) §3.10] folgt, daf jede Gerbe im Sinne von Giraud, die einer
Tannakakategorie iiber k entspricht, ein inverser Limes von algebraischen Gerben ist. Es
sei G eine algebraische Gerbe im Sinne von Giraud (der besseren Unterscheidung von den
Galoisgerben wegen unterstreichen wir das Symbol), und es sei ) € ob QSpecE ein Objekt.
Wir werden dem Paar (G, @)) eine Galoisgerbe G zuordnen und zeigen, dafl diese Zuordnung
eine Aquivalenz von Kategorien darstellt. Dabei ist ein Homomorphismus (G, Q) — (X, R)
in der ersten Kategorie ein Paar bestehend aus einem cartesischen Funktor ® : G — H und
einem [somorphismus in Hg ..,

7:9(Q) = R.

Bei dem Worterbuch zwischen algebraischen Tannakakategorien und algebraischen Gerben
miissen beim Ersetzen der Giraudgerben durch Galoisgerben die Tannakakategorien ersetzt
werden durch algebraische Tannakakategorien, zusammen mit einem Faserfunktor iiber k.

Nach der letzten Proposition im Anhang zu [DM] existiert eine endliche Erweiterung &’ von
k und ein Objekt Qs aus gspeCE, dessen inverses Bild in QspecE> mit einem Isomorphismus mit
@ versehen ist. Anders gesagt (siche Anhang zu [DM]) ist () mit einem Abstiegsdatum iiber
k' ausgestattet. Es sei @) € ob QspecE das Objekt, das durch Zuriickziehen mittels o : & — &

entsteht. Dann ist das Abstiegsdatum nichts anderes als ein System von Isomorphismen
¢y Q — °Q fiir 0 € Gal(k/k), das die iibliche Kozykelbedingung erfiillt. Wir definieren

G = {¢:Q—>"Q aeGal(E/k)}.
WEeil es einen offensichtlichen Isomorphismus

o : Isom(Q,°Q) — Isom(°Q, 7°Q)

gibt, sowie eine Paarung

Isom(Q, Q) x Isom(°Q, Q) — Isom(Q, °Q),
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bildet G eine Gruppe, und zwar eine Erweiterung von Gal(k/k) durch G (k) mit G = Aut(Q).

Nach Voraussetzung ist G eine algebraische Gruppe iiber k. Das Abstiegsdatum definiert eine
Zerfillung der Erweiterung iiber Gal(k/k’). Auf diese Weise erhalten wir eine Galoisgerbe G.

Ein Quasi-Inverses ist leicht zu definieren. Es sei G eine Galoisgerbe. Dann ist die
Tannakakategorie Rep G mit einem Faserfunktor iiber k ausgestattet, der einer Darstellung
den zugehorigen Vektorraum iiber k zuordnet. Wir erhalten also die zu der Tannakakategorie
Rep G zugeordnete Giraudgerbe § samt einem Element () aus ob QspecE’ des Faserfunktors.
Da fiir beliebiges G zwei Objekte aus ob QspecE isomorph sind, ist G bis auf Isomorphismus
eindeutig bestimmt. Der Isomorphismus zwischen zwei méglichen G ist bis auf Konjugation
mit einem Element aus G(k) eindeutig bestimmt. Folglich unterscheiden wir nicht allzusehr
zwischen G und G.

Die Kategorie der Motiv iiber einem beliebigen Kérper kann konstruiert werden, wenn die
Standardvermutungen vorausgesetzt werden, und wir werden die Konstruktion weiter unten
skizzieren. Diese Kategorie ist eine rigide abelsche Tensorkategorie iiber Q mit End(1) = Q.
Falls der Korper von positiver Charakteristik ist, besitzt die Kategorie keinen Faserfunktor
iiber Q, obwohl die Etalkohomologie einen Faserfunktor iiber Q, liefert. Das bereitet
unerwartet Schwierigkeiten, denn der Beweis des Satzes 111, 3.2.2 in [Sa] ist liickenhaft, wie
in [DM] hervorgehoben wird. Infolgedessen ist die Kategorie der Motive nicht ohne weiteres
eine Tannakakategorie im Sinne von [DM]. Der Anmerkung am Ende von [DM] zufolge ist
diese Liicke vielleicht nicht ernst. Es stellt sich aber heraus, dafl fiir uns hier das Problem
belanglos ist, denn es wird von den (sehr starken) Standardvermutungen sowieso behoben.

Um die spatere Darlegung nicht unterbrechen zu miissen, fithren wir die notwendigen
Betrachtungen an dieser Stelle aus.

Es sei C eine rigide abelsche Tensorkategorie tiber k& mit End(1) = k, und es sei k" eine
Erweiterung von k ohne sonstige Eigenschaften. Wie in [DM, p. 156] fithren wir die zu C'
dquivalente Unterkategorie der im wesentlichen konstanten Ind-Objekte C¢ von Ind(C') ein
(siehe [Sa), II.2.3.4]). Der Funktor i : C* — Ind(C) @ wird formal durch dieselben Formeln
wie in [DM]| definiert. Es gilt

Hom (i(X),i(Y)) = k' ®; Hom(X,Y).

Es sei Cy die von i(X), X in C°, erzeugte abelsche Tensor-Unterkategorie von Ind(C')
(IDM,, 1.14]). Wir betrachten i als einen Funktor von C nach Cy. Wenn w ein k’-wertiger
Faserfunktor auf C' ist, kénnen wir w’ wie in [DM] einfiihren und dasselbe kommutative
Diagramm bekommen.

C —— Cyp
<4d) x lw/
Vecy

Wir setzen voraus, dafl es ein w gibt, fiir das w’ exakt und treu ist, und zeigen, dal C' dann
eine Tannakakategorie ist.
Es gibt wenig zu zeigen. Aus (4.d) folgt

Aut®? w = Aut® W',
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Dann schlieflen wir aus [DM|, Th. 2.11|, da8 FIB(C') (|JDM,, §3.6]) eine affine Giraudgerbe G
ist. Es mufl weiter gezeigt werden, dafl

C 2 Rep, G

eine Aquivalenz von Kategorien ist. Wenn Cy C C, gibt es einen Funktor FIB(C) — FIB(Cp).
Da jedes @ aus Rep, G sich durch FIB(Cy) faktorisiert mit Cy endlich erzeugt, kénnen
wir ohne Einschréankung der Allgemeinheit annehmen, dafl C' endlich erzeugt ist ([DM,
§1.14]), denn C ist eine gefilterte Vereinigung seiner endlich erzeugten Unterkategorien. In
diesem Fall kénnen wir wegen der Proposition am Ende von [DM]| &’ durch eine endliche
Galoiserweiterung ersetzen, ohne dafi die Exaktheit und Treuheit von w’ verloren geht. Es
sei also £’ endlich und galois’sch.

Da koénnen wir Cj mit Cyy identifizieren, indem wir ¢(x) im obigen Sinne mit dem
i(z) von [DM, p. 156] identifizieren. Mittels des Morphismus id — ij wird X in Cy ein
Unterobjekt von 7j(X). Wenn wir zu dualen Objekten iibergehen, wird jedes X von Cj
Quotient eines Objekts aus i(C').

Es sei ' = FIB(Cy), i* der induzierte Funktor ¢* : FIB(Cy) — FIB(C), und i** :
Rep, G — Rep,, G'. Das Diagramm

C—2— Rep, G

Chr T) Repk/ Ql

ist kommutativ.
Der Funktor 7 ist exakt und treu, und

dimy Hom(X,Y") = dimy Hom (¢(X), i(Y)).
Wenn ®; und ®, in Rep,, G liegen, dann ist die Abbildung
(4.e) Hom(®;, ®5) ®j k' — Hom (P4 (w), Po(w))

eine Einbettung. Wir stellen unsere Naivitdt unten bloff, indem wir den Grund dafiir geben.
Daraus folgt, daf3

(4.1) dim; Hom(®;, ®5) < dimyy (Hom (i @4, 7" ®,)).

Da )\ eine Aquivalenz von Kategorien ist, ist A folglich volltreu und die Ungleichung
eine Gleichung.

Weil i**®; ein Unterobjekt von einem Ni(X) = ¢**A\(X) ist, ist ®; ein Unterobjekt
von A(X). Der Quotient @5 ist ein Unterobjekt von A\(Y), und ®; der Kern von einem
Morphismus A(X) — A(Y). Weil A volltreu ist, liegt ®; im wesentlichen Bild von A.

Nach der Definition ([DM, p. 153]) gibt es fiir jeden Automorphismus o von k' iiber k
lineare Isomorphismen

(673 (I)Z((.U) — (I)Z(W) Ry k/, 1= 1,2
die mit Hom(®, ®5) vertraglich sind. Es sei ¢ € Hom(®q, ®5). Dann gilt
a2 = (¢ ® D)o,

(4.8) wa = (1®a)ay = (o'_l(a,) ® 1)041, a€ k.
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Wenn (4.€) keine Einbettung wére, gébe es ein minimales 7 und
¢1,...,¢TGHOH1((I)1,(I>2), al,...,arek',
so dal {¢1,..., .} iiber k linear unabhéngig ist, wihrend

Z a;ip; =0
i=1
in Hom (®; (w), ®2(w)). Es ist notwendigerweise r > 2. Aus (4.g) folgern wir fiir jedes o,

Z o a;)pi =

woraus wir sofort einen Widerspruch bekommen.

Wir kommen jetzt zur Konstruktion der Kategorie der Motive. Es sei Vg die Kategorie
der glatten projektiven, nicht notwendig zusammenhingenden Varietiten iiber F. Falls
X € ob Vg, so bezeichne C*(X) den graduierten Q-Vektorraum der algebraischen Zykel
(graduiert nach Kodimension) modulo numerischer Aquivalenz. Wir bilden aus Vi eine neue
Kategorie C'VF mit denselben Objekten, die wir der Klarheit halber mit h(X) bezeichnen,

und mit Morphismen die algebraischen Korrespondenzen vom Grad Null von X nach Y,
([Sal, A.0.3.3])

Homey, (R(X),h(Y)) = CVO(X,Y).
Falls also X irreduzibel von der Dimension n ist, so ist CV?(X,Y) = C"(X x Y). Die
Kategorie C'Vf ist eine Q-lineare Kategorie mit einer direkten Summe & (die der disjunk-
ten Vereinigung entspricht) und einem Tensorprodukt ® (das dem kartesischen Produkt
entspricht) mit Einselement 1 = h(Spec F'), das mit natiirlichen Assoziativitats- und Kommu-
tativitiatsgesetzen [DM, §1.1| versehen ist. Die Zuordnung X — h(X) ist ein kontravarianter
Funktor (Graph eines Morphismus)

h: VPP 5 C'Vp.

Die ,falsche Kategorie der effektiven Motive M;{ ist die pseudoabelsche (Karoubi-)Hiille
von C'Vg, die aus C'Vg durch formales Hinzufiigen der Bilder und Kerne von Projektoren
entsteht ([DM, p. 201]). In My zerfillt h(P1),

h(PY)=1a L.
Dabei ist Hom(M, N) = Hom(M ® L, N ® L) fiir zwei effektive Motive M und N ([Sa, VI,

4.1.2.5]). Die ,falsche* Kategorle der Motive Mg entsteht aus M + durch formales Invertieren
des Objekts L. Es sei T'= L' das ,,Tate-Motiv* und M (n) = M ® T™. Dann ist

Hom (M(m), N(n)) = Hom(M @ LN™™ N ® LN™™), N > m,n.

Wir wollen aus der so konstruierten ®-Kategorie eine (Z-)graduierte polarisierte Tannaka-
kategorie machen. Dazu miissen wir die Standardvermutungen iiber algebraische Zyklen
annehmen. Wir fixieren im weiteren ein ¢ # p und arbeiten mit der graduierten ¢-adischen
Kohomologie H;(X) = @ H'(X, Q). Sie ist mit der Zykelabbildung
7' CU(X) — H (X)(3)
und der Spurabbildung
Trx : H™(X)(n) — Qq, n = dim X
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versehen. Es gelten die Kiinnethformel, die Poincarédualitdt und der starke Lefschetzsatz.
Die Standardvermutungen besagen:

1. Die Zykelabbildungen ~* sind injektiv.
2. Die durch einen ampeln Divisor definierte Abbildung
T OP(X) = C"P(X)

ist bijektiv fiir 0 < 2p < n = dim X.

3. Auf den primitiven algebraischen Zyklen
Ch.(X) = Ker ("2 = CP(X) N H;f(X)
ist die symmetrische Bilinearform
CP(X) x Cp(X) = Q. (z,y) = (=1)P - Trx (" *ay)

positiv definit fiir 0 < 2p < n. Mittels Zerlegung in primitive Komponenten und
passende Zeichensetzung ([Sa, VI. A.2.2.2.3]) erhdlt man auf ganz CP(X) eine
positiv-definite symmetrische Bilinearform

(z,y) = Trx(x - xy).

(Diese Vermutungen sind nicht voreinander unabhéngig [K].)
Aus diesen Vermutungen folgt, dafl es Elemente

e C™X xX), n=dimX

gibt, die die Zerlegung in Kiinnethkomponenten der Diagonale in der /-adischen Kohomologie
geben:

Ax =) = e @H"(X)® H)X).
(Diese letzte Tatsache ist in Wirklichkeit iiber F bewiesen [KM].)
Somit erhalten wir eine Zerlegung von idjx) in paarweise orthogonale Idempotente

idh(X) :WOEB"‘EBWH
und entsprechend eine Zerlegung in Mg
MX)=h (X))@ &h(X).
Diese Graduierung der Objekte in C'V erweitert sich in offensichtlicher Weise in eine
Graduierung der Objekte aus Mg, so dafl die Kiinnethformel gilt. .
Um die Kategorie der echten Motive My aus der Kategorie der falschen Motive Mg zu
erhalten, dndern wir das Kommutativitatsgesetz ¢» und den homogenen Objekten ab durch

Yp=(-1)"Y)p: Ma&N S NQM, degM =r,degN = s

und setzen es linear fort. Wir wollen zeigen, dal wir auf diese Weise eine halbeinfache
Tannakakategorie iiber Q erhalten haben. Dazu {iberzeugen wir uns zunéchst davon, dafl
die Standardvermutungen zur Folge haben, dafl die /-adische Kohomologie einen treuen
exakten Funktor Hy : ]\/[FQ2 — Vecq, definiert. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus der
Injektivitat der kanonischen Abbildung

(4.h) Hom(M, N) ® Q, — Hom(H; (M), H; (N)).

Es sei X eine Varietét. Die Bilinearform Trx (z-y) auf C*(X) nimmt Werte in Q und ist wegen
der Standardvermutungen nicht-ausgeartet. Sie ist die Einschrinkung der entsprechenden
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Bilinearform mit Werten in Q, auf der /-adischen Kohomologie. Folglich ist der Kern der
natiirlichen Abbildung

CH(X) © Qu— H/(X)
im Kern der Bilinearform auf C*(X) ® Qy, die durch Q-lineare Erweiterung aus der
Bilinearform auf C*(X) entsteht, enthalten. Er ist folglich Null. Die obige Behauptung
ist somit bewiesen, falls M und N die zu Varietaten assoziierten Motive sind. Dann aber
folgt die Behauptung leicht auch fiir effektive Motive und schliellich auch fiir alle Motive.
Als néchstes bemerken wir, dafl der Beweis von Prop. 6.5 in [DM] (vgl. [Sa, VI.4.2.2])
zeigt, daB jedes unzerlegbare Motiv einfach ist. (In loc. cit. wird nicht benutzt, daf der
dort verwendete treue Funktor Werte in Vecq hat; ein treuer Q-linearer Funktor nach
Vecy: fiir eine beliebige Erweiterung k&’ von Q leistet dieselben Dienste.) Wir kénnen also
(mit derselben Bemerkung) das Lemma 6.6 in [DM]| anwenden und schlieflen, dafi Mg
eine halbeinfache Q-lineare abelsche Tensorkategorie ist. Offenbar ist End(1) = Q, so daf
lediglich die Rigiditdt der Kategorie noch nachzuweisen ist. Diese folgt wie in [DM| p. 204]
unten. Man erhalt

h(X)" = h(X)(n),

falls X eine irreduzible Varietdt der Dimension n ist. Dafl My eine Tannakakategorie ist,
folgt jetzt aus der Injektivitét von (4.1h)), die das treue exakte w’ in ergibt.

Die Kategorie der Motive hat zuséatzliche Strukturen. Genauer gesagt, ist Mg mit seiner
Z-Graduierung w und dem Tate-Motiv T" ein Tate-Tripel iiber Q [DM,, §5]. Es existiert eine
Polarisierung 7,, dieses Tate-Triples, die durch die Eigenschaft, dafl fiir eine Varietdt X die
Polarisierungsmenge m;(h"(X)) die Form Trx (z - *y) enthélt, charakterisiert ist.

Falls wir als Grundkérper an Stelle von F den Korper Q der algebraischen Zahlen nehmen,
so wurde in [DM] eine Kategorie der Motive Mg konstruiert. Dabei werden in der eben skiz-

zierten Konstruktion die algebraischen Korrespondenzen (modulo numerischer Aquivalenz)
durch die von den absoluten Hodgezykeln vermittelten kohomologischen Korrespondenzen
ersetzt. Ein Vorteil dieses Vorgehens ist, dafl keine unbewiesenen Vermutungen verwendet
werden miissen. Ein Nachteil ist, dal die Reduktion modulo p eines absoluten Hodgezykels
nicht definiert ist. Im folgenden interessiert uns nur die von den abelschen Varietiten vom
CM-Typ und P! erzeugte Unter-Tannakakategorie ([DM, 1.14.]) C'Mg von Mg. Damit die
Konstruktionen von C'Mg und My vertriglich sind, miissen wir fiir das weitere die Hod-
gevermutung fiir abelsche Varietiten vom CM-Typ annehmen. Die Standardvermutungen
iiber algebraische Zyklen fiir diese Varietédten sind dann iibrigens eine Folgerung aus der
Hodgetheorie. Eine abelsche Varietit vom CM-Typ iiber Q hat gute Reduktion modulo p,
wie auch die projektive Gerade. Genauer gesagt, ist eine solche abelsche Varietat bereits
iiber einer endlichen Erweiterung K von Q definiert. Nach eventueller Vergréflerung von K
besitzt sie gute Reduktion in der von der fixierten Einbettung von Q in Qp ausgezeichneten
Stelle tiber p ([SeTa), Th. 6]).

Dabei ist die Spezialisierungsabbildung auf den Chowringen ein Homomorphismus [Ful,
20.3.1.]:

A(X) = A(Xg).

Aus den Standardvermutungen folgt, dafl sich diese Abbildung iiber die numerischen
Aquivalenzklassen faktorieiert, und dies kompatibel mit den Zykelabbildungen in der
(-adischen Kohomologie, d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.
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C*(X) —— C*(Xp)

| !

HP (X)(x) —— HP*(Xp)(x)

In der Tat, falls x € A(X) numerisch &quivalent zu Null ist, so ist Trx(z - %) = 0, also
auch das Bild von z in A(Xg) numerisch dquivalent zu Null. Man sieht leicht, dal man
auf diese Weise einen Tensor-Funktor erhélt, der die Reduktion modulo p dieser Motive
beschreibt

red : C’Ma — Mp.

Genauer sei L C Q ein CM-Kérper und * C Mg die Unter-Tannakakategorie von C' Mg, die
von den abelschen Varietiten vom CM-Typ durch L und von P! erzeugt wird. Fiir L C L'
erhalten wir
LCMg — PO My.

Dazu fassen wir eine abelsche Varietdt X mit komplexer Multiplikation durch L als direkten
Summanden der abelschen Varietét (bis auf Isogenie) mit komplexer Multiplikation durch
L', X ®p L' (mit offensichtlicher Definition) auf. Die rationale Kohomologie definiert einen
natiirlichen Faserfunktor von “*C'Mg iiber Q:

“CMg — Vecq, h(X)— @ H(X xgC, Q).

Deligne ([De2, (A)]) hat gezeigt, dafl die entsprechende neutralisierte Gerbe iiber Q die
zur Serregruppe gehorige Giraudgerbe G, = G, ist (G4 entspricht der Galoisgerbe G, =
Grg), und daf} der den obigen Funktoren entsprechende Homomorphismus die natiirliche
Projektion ist,
9 — Gr.

Es sei “Mg die Unter-Tannakakategorie von Mg, die durch das Bild von LCMQ unter dem
Reduktionsfunktor erzeugt wird ([DM, 1.14]). Weil “C' Mg eine algebraische Tannakakatego-
rie ist, ist auch “Mp eine algebraische Tannakakategorie (DM, 2.20]). Ihre Gerbe bezeichnen
wir mit M. Falls L C L', so ist der Homomorphismus von Gerben M, — M/ surjektiv,
weil der Funktor “My — “My volltreu ist und jedes Unterobjekt eines Bildes das Bild eines
Unterobjektes ist (DM, 2.21|, siche Anmerkung 1 am Ende des Abschnitts). Wir erhalten
kommutative Diagramme

¢L’
My —— G,

Lo

M, —"= g,
Um die von uns gewiinschten Eigenschaften von M nachzuweisen, miissen wir die Tate-
vermutung fiir die ¢-adische Kohomologie (fiir das von uns fixierte ¢) von algebraischen
Varietéiten iiber endlichen Kérpern [Sa, A.4] annehmen. Es sei Tateg ,, die Tannakaka-
tegorie iiber Q, der stetigen halb-einfachen f-adischen Darstellungen der Galoisgruppe
T,, = Gal(F/F,m), die mit einem natiirlichen Faserfunktor versehen ist

W Taterm — Vecq,.
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Wir bilden den direkten Limes (Restriktion)
Taterp = ligTaterm

und erhalten so eine neutralisierte, halbeinfache Tannakakategorie iiber Q,. Das Frobenius-
element in Gal(F/F,n) definiert einen Isomorphismus 7,, = Z. Die proalgebraische Gruppe
T,, = Aut®(w,,) ist die algebraische Hiille von T}, iiber Q,, und es ist

Rep. cont.q,(T5n) — Repq,(Tn)

(vel. [Sal, V.0.3.1.]). Insbesondere ist T,, abelsch und folglich ([DM, 2.23]), weil Repg,(T,)
eine halbeinfache Tannakakategorie ist, ein projektiver Limes von algebraischen Gruppen
von multiplikativem Typ. Wir wollen die Charaktergruppe von T,, bestimmen. Dazu
erweitern wir die Skalare von Q, nach Q,, so wie dies am Anfang dieses Abschnitts erklirt
wurde.

Rep. cont.q, Tm@ — Repgq, Tm@ = Rep@ T,,.

(Fiir die letzte Identifikation vgl. [DM 3.12].) Man sieht leicht ein, daf§ die Kategorie links
einfach die Kategorie der diagonalisierbaren Darstellungen von 7}, in einem Q,-Vektorraum,
bei denen die Eigenwerte des Frobeniuselements ¢-adische Einheiten sind, ist. Diese bilden

eine halbeinfache Tannakakategorie iiber Q,, in der die einfachen Objekte den Rang 1
(IDM], 1.7.3.]) haben. Weiterhin werden die einfachen Objekte durch die Gruppe O% der

Q,
(-adischen Einheiten parametrisiert. Wir schlieflen ([Sal, VI.3.5.1.]), dafl
X*(T,) = O .
Die Transitionsabbildung X*(T,,) — X*(T,y) fiir m|m’ schickt = nach 7™/™.

Im néchsten Lemma gehen wir zu Galoisgerben tiber. Folglich ist ¢, nur bis auf Konju-
gation mit einem Element aus %S (k) bestimmt.

Lemma 4.1. FEs sei L galois’sch. Der kanonische Homomorphismus

My 5 Gy

ist injektiv. Die Kerne My von My und P von Py, sind als Untertori von ©S identisch.

Beweis. Aus den Definitionen folgt, dafi jedes Objekt aus “My isomorph zu einem
Subquotienten von red(X) fiir ein X € ob*CMg ist. Daher ([DM, 2.21]) ist die erste
Aussage klar (sieche Anm. 1). Wir hatten weiter oben gezeigt, dafl die f-adische Kohomologie
einen treuen Funktor von Tannakakategorien iiber Q, definiert

LMFQZ ey Grad Tater.

Die Tatevermutung iiber F ist dquivalent zur Aussage, dafl dieser Funktor volltreu ist ([Sa)
A.4]). (Diese Vermutung ist eine Folgerung der Tatevermutung iiber endlichen Kérpern.)
Weil die Tannakakategorie Grad Tater halbeinfach ist, ist dann auch jedes Unterobjekt
eines Bildes das Bild eines Unterobjekts. Folglich ist der Homomorphismus auf den Charak-
termoduln der Kerne injektiv ([DM, 2.21|, siche Anmerkung 1)

X*(Mp) - X*(T) = h_l’l;lX*(Tm).
Weil M, eine algebraische Gruppe ist, folgt aus der Definition des direkten Limes auf der

rechten Seite, dal X*(My) torsionfrei ist und somit My ein Torus.
Wir betrachten das Diagramm mit den offensichtlichen Pfeilen
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X*(My)
/ \
“(T) X (1)
\ Am)
X*(Pr)

Dabei ist die Surjektivitat des oberen schriagen Pfeils bereits klar, wihrend sie fiir den unteren
schragen Pfeil aus Lemma 3.6 folgt. Somit geniigt es fiir den Beweis, die Kommutativitit
des Diagramms nachzuweisen. Wir betrachten ein Element xy € X*(£9) der Form

X:Zna'[g]a no+nbazla

n, = 0 oder 1. Sein Bild unter X*(¢;,) ist (sieche Rechnung nach 3.7) die Weilzahl 7, = 7 € L
mit

X

(1) m-T=gq
2)  |oecarr./a) UWL = Zeectu/an ™ fiir y|p.

Hierbei ist ¢ = p™ mit geniigend groflem m. Andererseits entspricht y einer abelschen
Varietét vom CM-Typ (L, ®) bis auf Isogenie mit ® = {o | n, =1}, [Mu2l p. 212|. Diese
abelsche Varietét ist iiber einer endlichen Erweiterung von Q definiert und hat dort gute
Reduktion modulo p iiber einem endlichen Korper F,,. Es sei 7 der Frobeniusendomorphismus
dieser abelschen Varietat iiber F, aufgefait als Element von L. Dies ist eine Einheit auflerhalb
oo und p (Existenz der (-adischen Kohomologie) und erfiillt (1) (Weilvermutungen) und
(2) (Formel von Shimura-Taniyama). Folglich sind die Bilder von x unter den beiden
Homomorphismen von X*(%S) nach X*(T) identisch. Die Behauptung folgt, weil solche
Elemente X*(£S) erzeugen ([De2, A.2.]).

Korollar 4.2. Es sei L galois’sch. "My ist die Unter-Tannakakategorie der Motive, deren

Frobeniusendomorphismen bzgl. eines hinreichend groffen endlichen Korpers alle Eigenwerte
in L haben.

Die Tannakakategorie “My ist mit dem Faserfunktor iiber Q, ausgestattet, der durch die
(-adische Kohomologie definiert wird, fiir jedes ¢ # p:

H
LMF —é> Vech.

Dieser definiert eine Trivialisierung (; von M/, iiber Q,. Die kristalline Kohomologie
(tensorisiert mit Q) ordnet jedem Motiv ein (F-)Isokristall {iber dem Quotientenkorper
k = K(F) der Wittvektoren iiber F zu (sieche Anmerkung 2 am Ende des Abschnitts). Die
zur Tannakakategorie der Isokristalle iiber k gehorige Gerbe ist die Dieudonnégerbe D.
Genauer gesagt ist diese Tannakakategorie zu dem gefilterten inversen System der Gerben
DIn gehorig, wobei L, die unverzweigte Erweiterung vom Grade n von Q,, bezeichnet. Dies
folgt aus [Sal, VI.3.3.2] (siehe auch die Anmerkung zum néchsten Abschnitt). Die kristalline
Kohomologie definiert somit einen Homomorphismus von Gerben

C;D—)ML

Die so konstruierten lokalen Homomorphismen sind offensichtlich kompatibel beziiglich
der Abédnderung von L. Fiir v = ¢ # p sind die lokalisierten Gerben Pp(v) und M (v)
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als neutrale Gerben mit demselben Kern isomorph. Fiir v = p sind die Isomorphieklassen
von Pr(v) bzw. My (v) als Gerben iiber Q, mit M = P;, eindeutig bestimmt durch die
Einschrinkungen der lokalen Homomorphismen ¢, bzw. ¢, auf den Kern. Um zu zeigen,
daB diese Einschrinkungen identisch sind, geniigt es, die Einschrinkungen v bzw. v/%"
von ¢, 0(, : DX — Gp bzw. ¢ 0 G DE» — G, zu vergleichen. Die erste ist gegeben durch
die Formel

H omy| = g, x € X*(59).

GalLa/Q0) |,

Der Homomorphismus ¢, o ¢, : Din — G;, definiert ein Element b aus Kottwitz’s Menge
B(%S) (vgl. Anmerkung zum §5). Der Homomorphismus v/*" ist durch die Folge der Anstiege
des Newtonpolygons der zu ¢, o ¢, gehorigen Isokristallstruktur auf den Darstellungen von
LS gegeben (vgl. [K4, §4.2]). Kottwitz hat gezeigt ([K4, 4.3]), daB

(V5 x) = n - val(x(0)),
wobei val die normalisierte Bewertung bezeichnet. Die gewiinschte Gleichheit folgt, weil
im Fall, dal x = xe zu einer abelschen Varietdt vom CM-Typ (L, ®) iiber F, gehort, sein
Frobeniusendomorphismus 7, in folgender Beziehung zum F' des Dieduonnémoduls steht
(IDeml, p. 63]):

T =0b-o(b)--- o™ (b).

Um die lokale Zusatzstruktur von M, in der unendlichen Stelle zu definieren, verwenden
wir die graduierte Polarisierung m; des Tatetripels (LMF,w, 1(1)). Weil es Motive von
ungeradem Grad in ‘Mg gibt, diirfen wir [DM) 5.20] anwenden. Das dort beschriebene
Tatetripel (V,w,T) ist gerade die graduierte Tannakakategorie, die zur R-Gerbe W gehort.
Somit erhalten wir einen bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmten Homomorphismus von
Gerben

C(/)O W ->M L,

der auf den zugehorigen Tate-Triplen einen Funktor definiert
(“Me,w,1(1)) = (V,w,T),

der bis auf Isomorphie durch die Eigenschaft charakterisiert ist, dal er die Polarisierung
7y in die kanonische Polarisierung me,, von (V,w,T) {iberfithrt. Wir wollen zeigen, daf
die Komposition ¢y, o ¢, dquivalent zu &, : W — Gy, ist. Aber gerade wie “My ist auch
L C' Mg in natiirlicher Weise mit einer graduierten Polarisierung mcy, versehen und unter
dem Reduktionsfunktor geht mey, in 7, iiber. Somit ist die Komposition ¢y o ¢/ der durch
die Prop. 5.20 in [DM] zu (*CMq, 7o) assoziierte Homomorphismus von W nach Gj.
Dieser Homomorphismus ist aber leicht zu bestimmen. Auf den Kernen ist er durch die
Graduierung gegeben, also gleich dem Gewichtshomomorphismus

v=rp+uu:G,(C)— LS(C).
Die graduierte Polarisierung 7¢y, auf der neutralen Tannakakategorie LC’MQ ist von der

Form 7 fiir ein wohlbestimmtes Hodgeelement C' € ZS(R) (DM, 4.22 und 4.25(b)]). Aus der
Hodgetheorie folgt, dafl C' = v(i). In der Tat induziert C' auf einer R-rationalen Darstellung
V von LS gerade den zu der auf V induzierten Hodgestruktur gehorigen Weiloperator [W]ﬂ

'Editorial comment: This reference is not listed in the bibliography.
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und die von Weil definierte Bilinearform [W], IV, Cor. zu Th. 7, liegt in mcp (V). Nach
Definition des Homomorphismus ¢, o ¢! ([DM, 5.20]) geht also das gewéahlte Erzeugende
w, € W mit w? = —1 iiber in
v(i) x ¢ € 1S(C) x Gal(C/R).
Es ist klar, da8 dieser Homomorphismus &quivalent zu §, : W — G, ist:

p(@) (v (@) % ) (i)™ = p(=1) e
Zusammenfassend haben wir gezeigt, daf in jeder Stelle v die Gerben Py (v) und My (v)
isomorph sind. Wegen der vorhergehenden Bemerkungen sind iiberdies die Voraussetzungen
des Lemmas 3.15 erfiillt. Wir erhalten somit den folgenden Satz:

Satz 4.4. Es gibt eine Familie von Isomorphismen, ng : My — Pr, so daff n, o = (,,
und so daf$ folgende Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:

ML/ — ML ML o
UL’l ‘/WL l \ gL
/wL
PL/ _— PL PL

Anmerkung 1. Die zitierte Literaturstelle behandelt allerdings nur Tensorfunktoren
w : C" — C zwischen neutralen Tannakakategorien iiber k. Um sie hier anwenden zu
konnen, geniigt es, sich davon zu iiberzeugen, daf, falls w eine der beiden unten stehenden
Voraussetzungen erfiillt, so auch der nach einer endlichen Basiskérpererweiterung k;/k
entstehende Funktor w,) : CEkl) — Ciy)- Die Voraussetzungen lauten:

1. w ist volltreu und jedes Unterobjekt von w(X’), X’ € ob(’, ist isomorph zum Bild

eines Unterobjekts von X'.
2. Jedes Objekt in C ist Subquotient eines Objekts der Form w(X’), X’ € ob (C".

Die Tannakakategorie C(;,) kann identifiziert werden mit der Kategorie der k;-Moduln
(X,ax : ki = End(X)) in C ([DM, p. 156]). Dabei ist der Funktor i = iy, : C' — Cliy)
(8uBeres Tensorprodukt mit k) linksadjungiert zu j = j, /i : C,y — C, der (X, ax) nach
X schickt. Es ist k1 ®; Hom(X,Y) = Hom (i(X),i(Y)). Jetzt mége w die Voraussetzung 1.
erfiillen. Fiir (X', ax/), (Y, ays) € ob (Y, ) ist

Hom ((X', ax), (Y7, ay+)) = Hom((w(X/),w(aX,)), (w(Y’),w(ay/))>

als Untermengen von Hom (w(X’),w(Y”)), weil w nach Voraussetzung volltreu ist. Also
ist w,) volltreu. Entsprechend sei (Y, ay) ein Unterobjekt von (w(X'),w(ax)). Nach
Voraussetzung ist Y isomorph zu einem Objekt der Form w(Y”) fiir ein Unterobjekt Y’ von X”.
Wegen der Volltreuheit von w definiert dann ay eine kj-Modulstruktur ay : k; — End(Y”)
auf Y’ und (Y,ay) ist isomorph zum Bild unter wy,) des Unterobjekts (Y, ay) von
(X', axr). Jetzt moge w die Voraussetzung 2. erfiillen. Es sei X ein Objekt von C(,) und
j(X1) ein Subquotient von w(X’). Der Adjunktionshomomorphismus identifiziert X; mit
einem Unterobjekt von ioj(X1), das seinerseits ein Subquotient von i (w(X")) = w) (i(X"))
ist.
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Anmerkung 2. Einer Mitteilung von L. Illusie zufolge ist das Problem der Definition einer
Zykelklasse in der kristallinen Kohomologie mit den iiblichen formalen Eigenschaften jetzt
gelost. Fiir die rationale kristalline Kohomologie ist eine solche Losung von H. Gillet und
W. Messing angegeben worden (unveréffentlicht); fiir die ,,ganze* kristalline Kohomologie
wurde eine Losung von M. Gros erzielt (Thése de 3*™ cycle, Orsay 1983).

5. FINE VERMUTUNG UBER SHIMURAVARIETATEN UND IHRE FOLGEN

Fiir die Definition einer Shimuravarietét wird der Leser auf [Del| hingewiesen. Eine
Shimuravarietéit ist einer iiber Q definierten algebraischen Gruppe G, einem iiber R
definierten Homomorphismus h von S = Resc/r G, nach G, und einer offenen kompakten
Untergruppe K aus G(Aj) zugeordnet. Es sei G = G die neutrale Gerbe

G(Q) x Gal(Q/Q).

Was gegeben ist, ist nicht tatsidchlich A, sondern die Konjugationsklasse X,, von h
beziiglich G(R). Dieser Klasse ordnen wir eine Aquivalenzklasse von Homomorphismen von
Gerben iiber R zu,

o : W —G.

Die Gruppe S ist mit einem kanonischen Kogewicht p versehen, und (z,w) — zFw#,
7 = (), ist ein Isomorphismus von S mit G,, X G, der iiber C definiert ist. Wir definieren
Eoo(2) = M(2MTF), 2 € C%, Exo(w) = h((=1)*) x ¢, wenn w = w(v).

Da p + 11 zentral ist, definiert &, einen Homomorphismus der Gerbe Gal(C/R) nach
Ga,, = Gaa und folglich eine Klasse a in H'(R, Gaq).

Lemma 5.1. Es sei G’ die der Klasse a entsprechende R-Form von G. Dann ist G 4(R)
kompakt.

Es sei T eine iiber R definierte Cartanuntergruppe, durch die h sich faktorisieren 1&t.
Dann ist h(p) ein Kogewicht von T, das wir gleichfalls mit p bezeichnen. Wenn « eine
Wurzel von T ist, konnen wir die Wurzelvektoren X, X_, so wéhlen, daf3

(X, X o] = Ho, a(Hy) =2, (X)) =xX_.

Wenn das Vorzeichen positiv ist, ist die Wurzel a nicht kompakt, und wenn es negativ ist,
ist o kompakt. Das Vorzeichen ist —(—1)* (siehe [Sh, §4]). Wenn wir zu G’ iibergehen,
wird die Wirkung von ¢ durch die von (—1)#1 = ¢/ ersetzt. Fiir // gilt also

(Xy)=—X 4

fiir jedes o, und G’ 4(R) ist daher kompakt, denn jede Wurzel von G’ ist kompakt.

Wir haben eine Primzahl p ein fiir allemal fixiert. Es wird vorausgesetzt daf§ G iiber einer
unverzweigten Erweiterung von Q, zerféllt. Es wird weiter vorausgesetzt, daf§ die kompakte
Untergruppe, die die Shimuravarietét definiert, ein Produkt ist:

K =K' K,

mit K? C G(A%) und K, C G(Q,). Die Zeit ist sicherlich nicht reif, eine Vermutung iiber
die Reduktion von Shimuravarietdten zu formulieren, ohne K, starke Einschrankungen
aufzuerlegen, obwohl spezielle Fille gewifl zugénglich sind (|C|,[DR]). Wir setzen eine der zwei
folgenden Bedingungen voraus. Entweder (a) K, ist hyperspeziell im Sinne von [T}, §3.1.] oder
(b) Gaa ist iiber Q, anisotrop, und K, ist die maximale kompakte Untergruppe von G(Q,).
Der Leser wird leicht die Betrachtungen dieses Abschnitts ein bifichen verallgemeinern. Da
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aber in dieser Arbeit hauptséichlich der Fall (a) betrachtet wird, und in einer weiteren noch
zu schreibenden Arbeit des zweiten Autors der Fall (b), und da uns der natiirliche Rahmen
fiir die nachstehenden Vermutungen keineswegs klar ist, haben wir es vorgezogen, bei diesen
beiden Fillen zu bleiben.

Wir setzen auch voraus, dafl die derivierte Gruppe Ggo, von G einfach-zusammenhéngend
ist, eine Annahme, die die Allgemeinheit nicht beschrinkt, und deren Grund wir spéter
erkldren werden. Es sei t die Komplettierung der maximal unverzweigten Erweiterung Q"
von Q,. Auf £ operiert Gal(Q,"/Q,). Das Gebéude B(G, £) ist in [T] definiert. In den Fillen
(a) und (b) gibt es Facetten wy, ..., w, minimaler Dimension und Punkte z; € w;, so dafl
die Menge {1,...,7,} unter Gal(Q,;"/Q,) erhalten bleibt, und so daf K, der Stabilisator
in G(Q,) des Mittelpunkts des von {zy,...,z,} aufgespannten Simplex ist.

Wir fithren zunéchst den Begriff eines zuldssigen Homomorphismus ¢ : @ — G ein. Dieser
Homomorphismus 148t sich allerdings durch ein Q, faktorisieren, und wir arbeiten oft mit
Q, statt Q. Es sind vier Bedingungen zu erfiillen. Es sei erstens Gy}, der Quotient G /G ger
und h,;, die Verkettung,

S e >Gab

Wir schreiben h,p(z, w) = z#ab - whab. Da die Gruppe G, ein Torus ist, konnen wir den pi,p
zugeordneten Homomorphismus v, : @ — G., = Gg,, einfiihren.

(5.a) Das Kompositum

Gar: Q —25 G —— Gu
ist 1, dquivalent.
Es sind etliche Homomorphismen nach G vorhanden:

() COO - CU1 W_> g7
ii Cp G : D= G,

i)
)
) Das Komposztum ® 0 (s 15t Eoo dquivalent.
)

(5.b

(5.¢) Das Kompositum ¢ o (, ist der kanonischen Neutralisierung & wvon G tiber Q
aquivalent.

Die Bedingung an der Stelle p ist umsténdlicher zu kliren. Es seien w?, ..., w? und

z) € w) die K, definierenden speziellen Facetten und Punkte und
X ={(z1,...,2,) | 3g € G(£) mit z; = g- 2} Vi }.

Wir definieren o (i), 1 <i < 7, 0 € Gal(Q/Q) mittels der Gleichung

?) :xo(')-

Dem Lemma 2.1 zufolge gibt es eine unverzweigte Erweiterung L von Q,, so dal {, = ¢ o,

als ein Homomorphismus von D* nach G aufgefaBt werden kann, der selbst durch einen
Homomorphismus ¢, der Erweiterung

1 > L » DY — Gal(L;/Q,) — 1

o(x

nach G(L;) x Gal(L1/Q,) definiert wird, wobei L; eine endliche Galoiserweiterung von Q,
ist. Es sei Lo der maximale iiber L unverzweigte Unterkorper von L;. Der Dﬁl definierende
Kozyklus ist eigentlich auf Gal(L/Q,) definiert. Folglich ist Gal(L;/L) und insbesondere
Gal(Ly1/Ls) in D}, eingebettet, und die Einschrénkung von &, auf Gal(L,/Ly) durch einen
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1-Kozyklus dieser Gruppe mit Werten aus G(L;) definiert. Nach einem Satz von Steinberg
(siehe [Se], S. 3) gibt es eine unverzweigte Erweiterung L’ von L, so daf dieser Kozyklus auf-
gefaft als Kozyklus von Gal(L;L'/LyL") mit Werten aus G(L;L’) trivial wird. Infolgedessen
konnen wir L durch LyL' ersetzen und &, durch einen équivalenten Homomorphismus &,
und annehmen, dafl L, = L.

Der Homomorphismus &), schickt dann D nach G(L) x Gal(L/Q,). Die Gruppe Dy ist
der Weilgruppe Wp,q, isomorph, und Wy q, ist auf die natiirliche Weise in Gal(Q,"/Q,)
abgebildet. Es sei £ der durch die Kommutativitdt des folgenden Diagramms definierte
Homomorphismus von Wy ,q, nach G(£) x Gal(Q;"/Q,):

Wi/q,

/ | \

G(L) x Gal(L/Q,) +—— G(L) x Gal(Q,"/Q,) —— Gal(Q,"/Q,)

G(8) @ Gal(Q)"/Qy)

Es sei w ein Urbild des Frobeniuselements o unter dem kanonischen Homomorphismus
Wi/q, — Gal(Q)"/Qp). Das Element w ist bis auf eine Einheit aus L* eindeutig bestimmt.
Es kann daher ein zweites mogliches w’ als z - o(z)™! - w geschrieben werden mit x € £%. Die
Einschrénkung von & auf D} = G, ist algebraisch. Es sei ¢ = &/ (z). Es gilt £(w’) = c€(w)c™!
Folglich ist F' = {(w) bis auf Konjugation mit einem Element aus £, (¢*) durch &, allein
bestimmt.

Wenn wir h durch einen Torus T faktorisieren, definiert es ein Kogewicht u von T.
Obwohl p selbst von h abhéngt und nicht allein von seiner Konjugationsklasse, ist die
Bahn von p unter der Weylgruppe wohldefiniert und unabhéngig von A und in einem
offensichtlichen Sinn von T'. Folglich kénnen wir fiir eine beliebige Cartanuntergruppe T
von G der Shimuravarietédt eine Bahn {u} in X, (7") zuordnen. Andererseits sind je zwei
Punkte y, z aus B(G, £) in einem Apartment enthalten und z = y + a mit a € X, (T) ® R.
Es ist wiederum a nicht eindeutig bestimmt, sondern nur seine Bahn unter der Weylgruppe,
die wir mit inv(z,y) bezeichnen.

Die Gruppe G() x Gal(Q,"/Q,) operiert auf X

gxXo:(ry,...,z.) — (ga(xl), . ,ga(xr))
und auch auf dieselbe Weise auf B(G, ¢). Es sei X, die Menge der = = (21,...,2,) aus X
derart, daf3 fiir jedes 7
inv(zog, Fr;) = {u}
(5.d) Die Menge X, ist nicht leer.
Wir setzen
Xe:{$€G(Qz)‘¢0Ce=ad$0&}, U # p.
Da
G(Qu) = {9 € G(Qy) ) adgo& =& },

operiert G(Qy) von rechts auf X, und ist einfach transitiv. Wir wollen ein beschrianktes

Produkt X? = [], X, einfiihren. Nach [T} §3.9] konnen wir eine endliche Menge S und
fiir ¢ ¢ S einen hyperspeziellen Punkt z, in B(G, Q) bestimmen. Weder S noch die x,
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sind eindeutig bestimmt, aber zwei mogliche Familien von z, sind fast tiberall gleich. Es
wird folglich fiir jede endliche Erweiterung L’ von Q und fast jede Primstelle v von L eine
hyperspezielle Untergruppe K, ausgezeichnet. Es sei ¢ durch ¢, — g, x ¢ definiert. Dann
wird, mit den Bezeichnungen des zweiten Abschnitts, ¢ o (, durch o — ¢(eQ(€)) “go X 0
definiert, o € Gal(Q,/Q). Wir kénnen aber eine endliche Erweiterung L’ von Q wihlen,
so daB ¢(e,) - g, in G(Ap) liegt fiir jedes o. Folglich liegt ¢(e,(¢)) - g, € Hv/z K, fiir fast

alle / und jedes p. Der Kozykel {(b(eg(f)) -gg} kann dann fir fast jedes /¢ in Hu/z K,

berandet werden, was eine ausgezeichnete Untermenge von X, fiir fast jedes ¢ liefert und
dementsprechend ein beschranktes Produkt.
Es sei

I,={9eG@]adgos=0}.
Die Gruppe I operiert auf Xy, ¢ # p und auf X?. Es seien

Jo={9ec@]adgos,~¢}
und
L={9cGw®|adgog ¢}
Die Gruppe J(;) operiert auf X,,. Wenn §, = ad h o ¢, bildet g — hgh~! die Gruppen I und
Jp in Jé) ab. Folglich operiert I, auf X,,. Es sei

Xo(K) = 1\ X, x XP/KP.
Es sei jetzt p eine Primstelle von F, dem Reflexkorper der Shimuravarietét
Sh = Shx = Shx (G, h).

Wir nehmen an, p sei durch die Einbettungen £ C Q C Qp definiert. Die Einbettung

QcC Qp kann ja immer so gewdhlt werden. F ist unverzweigt an der Stelle p. Es sei
r=[Ey: Q| und ®(z1,...,2,) = F"(21,...,x,). Dann operiert ® auf X, und auf X.

Es sei O, der Ring der ganzzahligen Elemente aus E,. Wir suchen ein Modell von Sh
iber O, mit mindestens folgenden Eigenschaften, und wir vermuten, dafl es existiert, wenn
K? geniigend klein ist.

(5.e) Es sei x der Restklassenkérper von O, und K seine algebraisch abgeschlossene
Hiille. Dann ist Sh(g) als Menge mit Wirkung des Frobeniuselements isomorph
der Vereinigung iiber Aquivalenzklassen von zulissigen ¢ der Mengen Xo(K) mit
Wirkung von ®.

(5.f) Wenn Sh dber E eigentlich ist, dann ist das Modell eigentlich iiber Oy.

(5.g) Wenn K, hyperspeziell ist [T], ist das Modell iber O, glatt.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts anwenden,
um diese Vermutung zu begriinden. In diesem Abschnitt versuchen wir, sie anschaulicher
zu machen, und den Ubergang zu weiteren Ergebnissen von Kottwitz vorzubereiten. Wir
werden ohne weiteres von ihm stammende Begriffe und Ergebnisse benutzen.

Wir fangen mit einem einfachen Beispiel an, das uns erlaubt, die Vorzeichen nachzupriifen.
G sei Gy, so daB X, (G) = Z, und h sei der Homomorphismus (z,w) — zw,soda p =1 € Z.
Die entsprechende Varietéat Sh ist von der Dimension Null und ihre Punktmenge ist

(5.h) Sh(Q) = Q*\I;/K? - K, Iy =Aj.
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Wir betrachten nur den Fall, dai K, = Z7. In der Definition von Deligne, die wir benutzen,
treten zwei Inverse auf (siehe [Dell §2.2.3]), ndmlich das Inverse des Reziprozitétsisomor-
phismus der Klassenkorpertheorie, der selbst das Inverse des herkémmlichen ist. Folglich
wirkt das Frobeniuselement auf Sh(Q) als a € I f — pa, wobei p als Element aus Q)
aufzufassen ist.

Andererseits nach stellt ¢ = 1, die einzige zuléssige Klasse dar. Wenn wir z € X?
wéhlen, konnen wir die Abbildung ¢ — xt verwenden, um X? mit IJI? zu identifizieren.
Es ist ferner I, = Q*. Es sei O der Ring der ganzzahligen Elemente aus €. Dann ist
X =¢/0"=Q) /7.

Der Homomorphismus v, o ¢, ist {_,, dquivalent. Da G iiber Q zerfallt, ist {_, auf Dgi
definiert als

z—= 27
Weil wir das Inverse des herkémmlichen Reziprozitatsisomorphismus nehmen, entspricht
p~' dem Frobeniuselement, und p~' wird auf p x 1 € G(Q,) x Gal(Q}"/Q,) abgebildet.
Folglich schickt F' das Element a € £ (mod O*) nach pa. Nach dem Vorzeichen, das in [T
Gl. 1.2(1)] vorkommt, ist
inv(a,pa) = —w(p ') =1=p.
Folglich ist X}, = X = Q) /K, und

(5.) I\X, x X?/K? = Q\I;/K" - K,
Die Abbildungen (j5.h)) und definieren eine Identifizierung von I,\ X, x X?/K? und

Sh(Q), unter der F' = ® der Wirkung des Frobeniuselements entspricht. Wir heben hervor,
dafl diese Identifizierung keineswegs kanonisch ist.

Es ist klar, dafl Sh ein Modell iiber Z, mit guter Reduktion besitzt, und die Vermutung
ist daher in diesem Fall trivial giiltig. Im allgemeinen, wenn G ein Torus ist, kann die
Vermutung leicht nachgepriift werden.

X ist dann T'(8)/7(O). Wenn T iiber der unverzweigten Erweiterung L von Q,, zerféllt,
sei k = [L: Q] und o sei ein Frobeniuselement aus Gal(L/Q,). Die Fundamentalklasse ist
aij=1,0<6,j<ki+j<k,a;=p'0<4j<k i+j>kundlxo € DF entspricht
dem Urbild in Wy,q, eines Frobeniuselements. Folglich ist F' = p* x 0.

Es ist, wenn v wie in [T}, §1.2] definiert wird,

inv(z, Fz) — p = inv(z, o(z) + v(p")) — p = inv(z, o (z)),

woraus leicht folgt, daf
X, =T(Qp)/T(Zy).
Es sei r die kleinste Potenz von o, die p fixiert. Der Korper E ist liber Q, unverzweigt und
r=[E : Q). Folglich ist
d=p " xo",
wo rechts o jetzt den Frobeniusautomorphismus von £/Q, bedeutet, und
—Uy :/JL_I_O-IU/_I_”'_FO-T_lM'

Daher wirkt ® auf X, als Verschiebung durch p~> € T(Q,), und p~*? ist nichts als das Bild
von p € E* unter dem in [Dell §2.2.3] definierten Homomorphismus NR(u) : E* — T.

Diese Bemerkungen ermdoglichen es, T'(Q)\T'(Af)/K? - K, mit 1,\X, x X?/K? zu iden-
tifizieren, so dafl ® der Frobeniussubstitution in p entspricht, und somit die Vermutung
nachzupriifen.
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Es sei T' eine Cartanuntergruppe von G, die tiber Q definiert ist. 7" sei fundamental, d.h.
die Gruppe T,q(R) sei kompakt, wobei T,q das Bild von T in der adjungierten Gruppe Ga.q
ist. Dann konnen wir h so wahlen, dafl es durch T faktorisiert und folglich ein Kogewicht p
von T definiert: B

h(z,w) = 2"wh.
Es sei 97, das Kompositum
P
Q™ GrC G =0
Lemma 5.2. ¢, ist zuldssig.

Die Bedingungen |(5.a)| und |(5.c)|sind klar, sowie auch denn die Fundamentalklasse
im Unendlichen ist durch a,, = —1 definiert, und folglich ., nach Definition zu v, o {
dquivalent.

Es sei

Up =Vy = — Z ol
o€Gal(Lyy /Qp)
Es sei P die liber Q, definierte parabolische Untergruppe, die 7" enthélt, und deren Wurzeln
durch (v, a) < 0 definiert wird. Die Gruppe P enthélt den Levifaktor J, dessen Wurzeln
durch (v, @) = 0 definiert sind. Der Kérper Q" zerféllt J.
Wir kénnen annehmen, daff der X, definierende Homomorphismus durch &, = adh o &,

definiert wird mit h € 7(Q,). Dann ist J, C J(Q,) bzw. J, C J(¢). In der Tat ist J der
Zentralisator des Bildes des Kerns von D, so daf} §, bzw. { eine getwistete Form J, bzw.
\7¢’) von J definiert, und Jy bzw. J; ist die Gruppe der Q,-rationalen Punkte auf dieser
getwisteten Form.

Die Bruhat-Tits-Gebédude B(G,¢), B(J. ) sowie B(G,Q,), B(J,Q,) werden in [T §2.1]
gekennzeichnet. Da J einen maximalen zerfallenden Torus von G enthélt, ergibt diese
Charakterisierung ein kommutatives Diagramm von Einbettungen (siehe auch [T\, §2.6]):

B(J,Q,) < B(G, Q)
N IN
B(Jt) C  B(G,¢¥)

Wir brauchen auch eine {iber Q,, definierte elliptische Cartanuntergruppe 7" von J, die iiber
¢ zerfallt, und so, dafl die maximale kompakte Untergruppe von 77(Q,) in K, enthalten
ist. Im Fall (b) ist die zweite Bedingung automatisch erfiillt, und fiir die Existenz von 7"
konnen wir auf [Knl, S.271| verweisen. Im Fall (a) weisen wir auch darauf hin, sowie auch
auf [T}, §3.4] und auf [SGAD]|. Es liegen dann z9,...,2" im Apartment von 7" (siehe [T},
§3.6]).

Es sei ¢/ ein beziiglich J zu u konjugiertes Kogewicht von 7”. Wir zeigen zunéchst, dafl
wenn F’ mittels {_, statt £, oder des dquivalenten £_,,, aber wie F' definiert wird, dann gilt

(5.J) inv (2, F'eg) = {1/} = {u}.
Die Gruppe 1" ist iiber einer unverzweigten Erweiterung zerfallend. Folglich nach dem,
was wir schon im abelschen Fall ausgerechnet haben, ist F' = p* x ¢ und
F'od =o(2?) — .

Somit ware ([5.j|) bewiesen.
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Unser Ziel war aber zu zeigen, daf§ X, nicht leer ist, und dazu geniigt es zu zeigen, dafl
¢, und ¢, als Homomorphismen von D nach G; dquivalent sind, wenn das Bild von 7"
in der adjungierten Gruppe von J anisotrop ist, wie wir annehmen kénnen. Das folgt sofort
aus den Ergebnissen von Kottwitz [K4] (siche Anmerkung am Ende des Abschnitts). Wir
bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen dieser Homomorphismen mit C(.J). Weil das
Bild 7" in J,q anisotrop ist, ist

o€Gal(Ly/Qp)

zentral. Dabei wird angenommen, dafl L geniigend grof} ist, damit L,, den Torus 7"
zerfallt. Infolgedessen liegen die Klassen von ¢_, und {_,, in C(J), = B(J), (siehe An-

merkung) und werden nach Kottwitz durch Elemente aus X* (Z (J )F(p)> gekennzeichnet,

wobei I'(p) = Gal(Q,"/Q,) und Z(J) das Zentrum der Zusammenhangskomponente der
L-Gruppe bedeutet. Nach der Definition entspricht {_, dem Charakter z — z* und §_
dem Charakter z — 2z, und diese sind auf Z (j ) gleich. Genauer gesagt, in der von Kottwitz
definierten Bijektion steht ein Vorzeichen zur Verfiigung. Wir wéhlen es so, dafl {_,, dem
Charakter z — z* entspricht.

Wir kénnen jetzt erkldren, warum wir angenommen haben, dal G4, einfach zusammen-
héngend ist. Es sei zunéichst G beliebig. Dann kénnen wir eine z-Erweiterung G’ im Sinne
von Kottwitz [KI] finden und eine Faktorisierung

s @
G

Wir kénnen auch annehmen ([MS2, §3.4]), dal der Reflexkérper E(G’,h’) der Korper
E = E(G, h) ist. Es sei A der Kern von a.
Es sei K’ eine offene kompakte Untergruppe von G'(Ay) mit a(K’) C K. Die Abbildung

G(Q\G'(A)/K' = GQ\G(A)/K

ist die Einschrankung eines iiber E definierten Morphismus von Shg/(G’, h’) nach Shg (G, h)
auf die Menge der komplexwertigen Punkte. Sie ist surjektiv, denn G'(Q,) — G(Q,) ist
surjektiv fiir jede Primstelle von Q. Es folgt aus [T}, §3.9.1], dal a(K”’) eine Untergruppe von
endlichem Index in K ist, und dafl wir sogar annehmen kénnen, dafl a(K”) ein Normalteiler
von K ist.

Dann operiert die endliche Gruppe

B =A(Q)\o (K)/K'

von rechts auf Shy/ (G, h') und der Quotient ist Shx (G, h), weil G'(Q) — G(Q) surjektiv
ist.

Wir interessieren uns letztendlich fiir die Kohomologiegruppen gewisser Garben auf
Shx (G, h) (siehe [L1]), die einer Darstellung £ von G zugeordnet sind. Diese kénnen als
die Fixpunkte von B in der Kohomologie der zuriickgezogenen durch £ o v = &’ definierten
Garben auf Shy/ (G’ 1) erhalten werden. Folglich kénnen wir ohne Beschréankung der
Allgemeinheit G’ statt G behandeln.

Nichtsdestoweniger kénnen wir den Begriff eines zuléssigen Homomorphismus ¢ : Q —
G = G¢ einfithren. Wir werden spéter anhand eines Beispiels zeigen, dafl die Vermutung,
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wie sie oben ausgedriickt wurde, in gewissen Féllen nicht gleichzeitig fiir G und G’ gelten
kann. Dafiir brauchen wir einen Satz, den wir zundchst beweisen und der ohnehin fiir den
Ubergang zur Spurformel wichtig ist.

Satz 5.3. Es gelte das Hasseprinzip fir Gs.. Wenn G iber Q, quasi-zerfallend ist, und
wenn K, hyperspeziell ist, dann ist jedes zuldssige ¢ einem Y, dquivalent.

Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 5.4. Es gelte das Hasseprinzip fir Gs.. Es sei G iber Q, quasi-zerfallend, und
¢ sei zuldssig. Dann ist ¢ einem ¢’ dquivalent derart, daf$ ¢'(0,) fiir geniigend hohes n in
G(Q) liegt.

Wir betrachten ¢ als ¢ : Q(L,m) — G. Es sei v, = ¢(0,,) und es sei g, X ¢ das Bild von
qo- Es gilt

T = (6n) = D(4e0na, ) = go0(m)g, -
Folglich ist die Konjugationsklasse von =, rational.

Es sei G* die quasi-zerfallende Form von G und ¢ : G — G* ein Isomorphismus iiber Q
derart, dafl ¢y ~'o(v)) inner ist fiir jedes o € Gal(Q/Q). Es sei 7 = ¢(7,). Seine Konjuga-
tionsklasse ist auch rational. Notfalls ersetzen wir n durch ein Vielfaches von sich selbst,
damit die Gruppe C,, die in Th. 4.7 von [K1] auftritt, trivial ist. Dann erlaubt uns dieser
Satz, ¢ durch ad g o ¢ zu ersetzen, so dal 4 rational wird.

Lemma 5.5. Die Zariski-abgeschlossene Hiille von { 6% | k € Z '} in Q(L,m) ist Q(L,m).

Diese abgeschlossene Hiille ist eine algebraische Untergruppe von (L, m). Wenn es nicht
Q(L,m) selbst wire, gébe es einen nicht-trivialen Charakter x, von Q(L, m) mit

1= xx(0,) = 7™,

Folglich ist 7 eine Einheitswurzel, und y, = 1, was ein Widerspruch ist.
Der Einfachheit halber benutzen wir ¢/, um G und G* zu identifizieren. Dann ist die
Wirkung der Galoisgruppe auf G* durch

*(9) = bso(9)b;"
definiert, wobei b, € G(Q) und boo(bo )b,y € Z (Q), wenn Z das Zentrum von G bedeutet.

Es sei I* der Zentralisator von v in G*. Es ist auch der Zentralisator von ¢(Q(L, m))
Wir setzen
Go = hoby.
Dann ist

*_

Tn
und h, € I*.
Wir zeigen zunéchst, daf8 h,0*(h,)h,, im Zentrum von I* liegt, so daB {h,} eine Form I’
von [* definiert, auf der die Galoisgruppe geméafl den Gleichungen

o'(h) = heo*(h)h;*

Yo = 900(1n)g, " = hoboo(yn)b, byt = hoo" (vi)h, " = hoyih,'

wirkt. Es gilt ndmlich
hoo* (ho) gy = hoboo(he)by hioy = go0(95)0(b5 )by gy -
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Da -
Zz = bgag(bgl)bgl S Z(Q)7
ist das letzte Glied dieser Gleichung gleich

900(90)b g hgo 2 = 950(95) 900 2 = D(9.0) 7,
und folglich liegt es im Zentrum von [*.

Nach |[K1, Lemma 3.3| kénnen wir annehmen, da I* quasi-zerfallend ist. Da I’ eine
Cartanuntergruppe iiber Q enthélt, gibt es eine iiber Q definierte Cartanuntergruppe 1
von [* und ein h € I*, so dafl hh,o*(h™') € T* fiir jedes o. Wir ersetzen ¢ durch ad h o ¢
und nehmen an, dafl h, € T™.

Wir zeigen zunéchst, dafl 7™, das auch eine Cartanuntergruppe von G* ist, in der Gruppe

G vorkommt (im Sinne von [L3]). Das bedeutet, daf§ es ein g € G(Q) gibt, so dafl

o (t) =g '(olgtg™"))g, teT"
Dann ist ¢g7*g~! eine iiber Q definierte Cartanuntergruppe 7' von G. Wir ersetzen ¢ durch
ad g o ¢ und folglich v, durch gv,¢g™!, das in T(Q) liegt, weil 7, in T*(Q) liegt. Somit wire
Lemma 5.4 bewiesen.

Um zu zeigen, dal T* in G vorkommt, brauchen wir eine Folge der Betrachtungen
von [L3].

Lemma 5.6. Es gelte das Hasseprinzip fir Gs.. Wenn die Cartanuntergruppe T™ tiberall
lokal in G vorkommt, und wenn T} in mindestens einer Stelle von Q anisotrop ist, dann
kommt T in G global vor.

In [L3| (sieche Lemma 7.15) ist ein Hindernis eingefiihrt, dessen Verschwinden notwendig
und hinreichend ist, damit 7™ in G vorkommt. Das Hindernis liegt in

H™'(Gal(L/Q), X.(T%))

modulo

D& (1 (Gal(L./Q), X.(T)) ).

wobei &, die natiirliche Abbildung von
H*I(Gal(Lv/Qv), X*(TS*C))

nach

H'(Gal(L/Q), X.(Ty))
bezeichnet. Wenn aber 7, in der Stelle v anisotrop ist, dann ist &, offensichtlich surjektiv,
und das Hindernis ohne weiteres Null.

Wir wenden Lemma 5.6 auf unser 7 an. Daf es iiber Q, vorkommt, ist klar, denn G ist
nach Voraussetzung iiber Q, quasi-zerfallend. Im Unendlichen erhélt man die Twistung /',
indem man &, auf I* einschrankt. Folglich ist I’ in der Gruppe G’ von Lemma 5.1 enthalten.
Weil T™ eine Cartanuntergruppe von I’ ist, folgt es aus jenem Lemma, dal T, anisotrop
iiber R ist. Somit kommt es in G vor.

Nach Voraussetzung ist ¢ — e,({)g, X 0 = a, X 0, 0 € Gal(Ly/Qy) zu der kanonischen
Neutralisierung von G dquivalent. Folglich definiert oy : ¢ — a,0(g)a,; ! eine Form von G,
die zu G isomorph ist. Aber e, (/) liegt in ¢(Q(L, m)), das im Zentrum von I* enthalten ist.
Fiir t € T gilt also
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und 7™ kommt iiber Q, in G vor.

Wir kehren jetzt zum Satz 5.3 zuriick, dabei weiter annehmend, dafi v, = ¢(4,) ra-
tional ist fiir geniigend hohes n. Der Zentralisator von =, sei Z. Wenn wir n durch ein
zweckmifBiges Vielfaches ersetzen, konnen wir annehmen, daf§ Z zusammenhéngend ist. Der
Homomorphismus ¢ definiert eine Twistung Z, von Z und Z,(Q) = 4.

Es ist ¢(q,) = g, @ 0, wo g, jetzt in Z liegt, weil ~,, rational ist. Wir brauchen einen
{iber Q definierten Torus T aus Z und ein a € I(Q) derart, daf ag,0(a)™! € T fiir jedes p.
Dann kénnen wir ¢ durch ad a o ¢ ersetzen und annehmen, dafl

(5.k) g00(t)g," = o(t)

fiir jedes p und jedes t € T'(Q)). Somit wird T ein {iber Q definierter Torus auch von Zy.

Die Gruppe Z erfiillt mit G das Hasseprinzip. Wir kénnen daher das folgende Lemma
auf Z anwenden, um 7T zu bekommen. Obwohl das Lemma wohlbekannt sein muf3, haben
wir keinen Hinweis auf die Literatur.

Lemma 5.7. Es gelte das Hasseprinzip fiir G und es sei ), : G — Gy ein iiber Q definierter
Isomorphismus derart, daff 17 'o(¢y) inner ist. Dann existieren Cartanuntergruppen T und

Ty von G und Gy, beide tiber Q definiert, und ein g € G1(Q), so daff ad g oy die Gruppe
T auf Ty abbildet und als Isomorphismus zwischen T und Ty tber Q definiert ist.

Die Gruppe G; ist eine innere Form von G*, und das Lemma besagt die Existenz einer
Cartanuntergruppe 7%, die in G und in G; vorkommt. Es ist eine Folge von Lemma 5.6
und den folgenden drei Lemmata, die wir auf G und G; anwenden.

Lemma 5.8 (|Sh, Corollary 2.9]). Wenn T* fundamental in G* iber R ist, dann kommt
es lokal im Unendlichen in G vor.

Lemma 5.9. Es seien v eine endliche Stelle von Q und T* eine Cartanuntergruppe von
G* dber Q, mit T isotrop. Dann kommt T in G vor.

Es sei N der Kern von G, — G7,;. Das Lemma ist eine wohlbekannte Folge der Existenz
einer Bijektion: H'(Q,, Gf;) — H?*(Q,, N) (siehe |[Knl Satz 2|) und der exakten Sequenz

HY(Qp, Thg) —— HX(Qp, N) —— H?*(Q,,T) =0
Fiir die Existenz derartiger T* verweisen wir auf [Kn, S.271].

Lemma 5.10. Es sei S eine endliche Menge von Primstellen von Q, und es sei fir jedes
v € S eine Cartanuntergruppe Ty von G* uber Q, gegeben. Dann ezistiert eine tiber Q
definierte Cartanuntergruppe T* von G*, die fir jedes v € S diber Q, zu der Gruppe T
konjugiert ist.

Es folgt leicht aus der Bruhat-Zerlegung, dafl die Varietét G7, rational ist. Folglich gilt
fiir G, der schwache Approximationssatz, woraus wir das Lemma sofort schlieflen, indem
wir ein Produkt [], ¢, von reguléren Elementen aus 7,(Q,) approximieren.

Der Torus 7, fiir den gilt, ist auch eine iiber Q definierte Cartanuntergruppe von G.
Aus Lemma 5.1 und Annahme folgt, daf T,q iiber R anisotrop ist. Wir konnen daher
h so wahlen, dafl es sich durch T faktorisieren 1at:

h(z,w) = zMmwkn,
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Lemma 5.11. Es gibt ein p in der Bahn von py, unter der Weylgruppe, so daff auf dem
Kern ¢ und 7, gleich sind, und so dafs

¢(q0) = bﬂﬂm(%)a
wobei {b,} ein 1-Kozyklus mit Werten aus T ist.

Wir heben hervor, dafl 11, moglicherweise nicht zuléssig ist, denn p ist vielleicht kein fy,.
Die Einschrénkung von ¢ auf Q(L,m) bildet Q(L, m) in T" ab und ist iber Q definiert. Wir
kénnen annehmen, indem wir Q(L, m) durch Q(L, n) ersetzen, dal n = m. Es sei v, = ¢(112)
ein Kogewicht von T'. Es geniigt zu zeigen, daf es ein y in der Bahn von p;, gibt, so dafl

(5.0) Nmy, /q, 1t = —1p,

denn

H oAVm)| = H o¢*(A)(dm)

ceGal(Ly/Qp) o€Gal(Lp/Qp)

-l M em

c€Gal(Ly/Qp)

— q<V2aX7T)\>'

Folglich ist nach der Definition ¢y, auf Q(L,m) durch §,, — ~,, definiert.

Die Existenz von ;1 werden wir aus der Tatsache schliefen, dafl X, nicht leer ist. Den
Homomorphismus &, = ¢ o ¢, miissen wir durch £, = adu o §, ersetzen, um F' zu definieren.
Wir kénnen annehmen, dal v € T

Es sei L eine endliche unverzweigte Erweiterung von Q,, so dafl £, auf DE definiert ist,
und es sei

gé(dd) =gs N0,
wobei o das Frobeniuselement aus Gal(L/Q,) ist. Dem Homomorphismus §, haben wir eine
parabolische Untergruppe P und einen Levifaktor J zugeordnet. Es sei M der Zentralisator
eines maximalen zerfallenden Untertorus von 7. Die Gruppe M ist ein Levifaktor einer in
P enthaltenen, iiber Q,, definierten parabolischen Untergruppe () von G. Die Gruppe M ist
quasi-zerfallend.

Wir haben schon gesehen, daf§ wir das Gebaude B(M, ) in B(G,t) einbetten konnen,
und zwar so, da§ der K, definierende Punkt 2° in B(M,€) enthalten ist. Wir konnen sogar
annehmen, daf z° in dem Apartment zu einer tiber Q, definierten und iiber ¢ zerfallenden
Cartanuntergruppe 7" von M enthalten ist. Ein Punkt z € X, kann als = ha geschrieben
werden mit h = nm aus Q(£). Der Punkt m liegt in M (¢) und n im unipotenten Radikal

von (). Dann ist
(5.m) inv(z, Fz) = inv(ha®, g,0(h)2°) = inv(2°, A g,0(h)z"),
denn o(2°) = 2°.

Es sei {y//} die Bahn in X, (7”), die y' entspricht. Es sei ¢,, durch

X(tw) =pr e XH(T),
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definiert, und es sei f,, die charakteristische Funktion der Doppelklasse Kot, Ky, wobei K
den Stabilisator von 2° in G(£) bedeutet. Aus ((5.m)) folgt

f,u’ (m_lgaa(m)n/) =1
mit
n' =a(m) g, 'n" gyo(n)o(m)

im unipotenten Radikal von Q).
Es gibt ein p" € X, (T"), so dafl

m~tg,a(m) € (Ko N M)tm(Ko N M).
Aus Lemmata 2.3.3 und 2.3.9 von [K3] folgt leicht, dafl " in der Bahn von ' liegt, denn
1 ist ein ,winziges Gewicht.
Wenn A der in Lemma 3.3 von [K3| eingefithrte Homomorphismus M (¢) — X* <Z (M )F>
ist, ist A(m~'g,0(m)) daher die Einschrinkung von p” auf Z (M)T.
Die Definition von [K3] ist eigentlich nur fiir endliche Erweiterungen von Q,, eingenfiihrt.

Sie kann aber offensichtlich auf M (¢) erweitert werden.
Die Gleichung (5.4) gilt dann und nur dann, wenn

(5.n) [Lp : Qpl{i, X) = —(Vp, X)

fiir jedes iiber Q, definierte Gewicht x von T'. So ein Gewicht kann als Gewicht von M
aufgefafit werden, und, wenn u ein Gewicht von T ist, das zu p” in M konjugiert ist, gilt

(1 x) = (1", x)-

Es ist ferner p in der Bahn von puy, beziiglich der Weylgruppe von G.
Nach der Definition von \ gilt

)x(m_lgaa(m)) ‘ =p W,
Weil x iiber Q,, definiert ist, ist

x(m 7 geo(m)" = x(m 7 gs0(g0) -0 g)o' (m)),
I=[L,:Q,, und

) = (g (an) o an)o o) )|
Nach der Definition ist

950(go) - - 'Ue_l(ga) = 5;,;(19_1) =p 7,
und
Ix(p™7)| = p¥r.
Da

)

)| = (o)

haben wir (5.n) bewiesen.
Der Satz 5.3 ist noch nicht bewiesen. Als ndchste Anndherung beweisen wir folgendes
Lemma.
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Lemma 5.12. Es gibt ein dber Q definiertes T' mit T, anisotrop dber R und ein I/, das
durch T" faktorisiert, so daf$ ¢ einem ¢’ derart dquivalent ist, dafi ¢’ = wT%, auf dem Kern

von G und
¢,(QJ) = badjT’,uh/ (QJ)v
wobei {b,} ein 1-Kozyklus mit Werten aus T ist.

Es sei p = w - pp, mit w in der Weylgruppe. Dann definiert 1 — 1, ¢ — (—1)“*"* einen
1-Kozyklus a® von Gal(Ls/Qs) mit Werten aus 7..(C), wobei angenommen wird, daf§
L. = C. Es gibt ein w im Normalisator von Ty in G4 (C), daBl w représentiert, und fiir
das gilt
a2 = wo(w™), 0 € Gal(Lo/Qu),

(siehe [Sh, Prop. 4.2]).

Dem Lemma 7.16 von [L3] zufolge gibt es einen globalen Kozyklus o mit Werten aus T,
der im Unendlichen zu o dquivalent ist. Wir kénnen sogar annehmen, indem wir a* und
w zweckméBig abéndern, dal o> die Einschrénkung von « auf Gal(L./Qx) ist. Das Bild
von a® in H'(Qu, Gs) ist trivial. Aus dem Hasseprinzip folgern wir, dal « die triviale
Klasse in H'(Q, Gy.) definiert. Es sei

a, =u"'o(u), u € Goo(Q).

Der Torus 7" = uTu~! und der Homomorphismus ¢t — ¢ = utu~! sind beide iiber Q
definiert. Wir ersetzen ¢ durch ¢’ = adu o ¢ und folglich v, durch 7/, = uy,u™!. Es sei
1 das p entsprechende Kogewicht von 7”. Der Homomorphismus 97, ist definiert und
Yy = ¢ auf dem Kern. Es gilt ferner

¢'(95) = botbrr 0 (d0), Uy €T

Es kommt also darauf an, zu zeigen, dafl 4’ = py,,, wobei A’ noch zu definieren ist.

Es gilt

uto(u) = wo(w™), 0 € Gal(Loo/Quo)-
Folglich ist uw € Gs(R). Es sei A’ = ad uw o h. Dann ist
pr = aduop =y,

Bis jetzt haben wir die Voraussetzung Gg., = G nicht gebraucht. Alle Lemmata gelten
also ohne sie. Im letzten Schritt wird sie gebraucht. Dem vorigen Lemma zufolge ersetzen
wir ¢, T, p durch ¢', T, ' = .

Der Kozyklus {b/} nimmt Werte in 7" und deshalb in G. Da ¢ zuléssig ist, stellt das Bild

von {b,} in G, die triviale Klasse dar. Wir konnen daher annehmen, dafl b, € Ty.(Q).
Das néchste Lemma ist eine Bemerkung aus [Del].

Lemma 5.13. Es sei Gg. = Gaer, und Gy erfiille das Hasseprinzip. Dann gilt das Hasse-
prinzip fir das Bild von HY(Q, Gs.) in HY(Q, G).

Wir haben ein Diagramm mit exakten Folgen
HO<Q7 Gab) — H1<Q7 GSC) — HI(Q’ G)

| ! !

HR,G.) — H'Y(R,Gy.) —— H'(R,G)
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Dariiber hinaus ist das Bild von H(Q,G.p,) in H°(R, G,p,) dicht, und ein 1-Kozykel mit
Werten aus einer kleinen Umgebung des Einselements in G.(C) ein Rand. Somit folgt das
Lemma.

Lemma 5.14. Es sei G’ eine zusammenhdingende reduktive Gruppe iber R mit G4 (R)
kompakt, und es sei T' eine Cartanuntergruppe von G'. Dann ist H'(R,T") — H*(R,G")
ingektiv

Es sei {t,} ein Kozykel mit Werten aus 7", der in G’ ein Rand ist

le = gila(g)'

Dann ist g7”g~! auch eine Cartanuntergruppe iiber R. Da alle Cartanuntergruppen iiber R
unter G(R) konjugiert sind, kénnen wir annehmen, daf§ 7" = g7"¢~'. Dann definiert g ein
Element aus der Weylgruppe, das auch mittels eines Elementes aus G(R) definiert werden
kann. Folglich ist {¢,} ein Rand in T'(C).

Der Satz 5.3 ist noch nicht bewiesen, aber wir sind so weit, daf§ ¢ als ein Produkt des
Kozyklus {b,} und 97, geschrieben ist. Insbesondere

¢(QJ) =gs AN 0,
wT,,u(QU) - hO‘ X o,
Jo = habm

mit h,, b, aus T
Der Voraussetzung |(5.b)| zufolge gilt fiir 0 € Gal(Le/Qoo)

go ¥ 0 =u(hy x o)u!

mit u € G(L). Folglich ist die Einschrankung von {b,} auf Gal(L,/Q) in der getwisteten
Gruppe G’ trivial und daher schon in T trivial. Aus Lemma 5.13 schlieffen wir, daf} es ein
v € G(L) gibt, so daB

by = vo(vt), o€ Gal(L/Q).
Dann ist
(5.0) v gy ¥ 0)v = v (heby X 0)v = v hev X 0.

Aber der Isomorphismus ¢ — v~'tv ist ein iiber Q definierter Isomorphismus zwischen den
zwei iiber Q definierten Tori 7" und 7" = v~'Tw, und wenn y’ das Bild von p ist, folgt aus
69

advto¢p = Y.
Somit ist Satz 5.3 bewiesen.

Noch nicht verdffentliche Ergebnisse von Kottwitz zeigen, wenigstens im Fall einer
anisotropen Gruppe G, wie man die lokale Zetafunktion anhand einer guten Aufzéhlung
der Punkte auf der reduzierten Varietit mittels teils bewiesener, teils unbewiesener Séatze
aus der harmonischen Analyse berechnen kann. Die erwiinschte Aufzédhlung, die in Satz
5.21 und Satz 5.25 steht, ergibt sich aus der oben vermuteten Beschreibung, aber nicht
ohne weitere Miihe, und der Zweck des iibrigen Teils dieses Abschnitts ist es, die dazu
notigen Betrachtungen darzulegen. Wir beginnen mit der Definition einer von Kottwitz
eingefiithrten Invarianten, die wir brauchen werden, und die wir die Kottwitz’sche (oder
kiirzer (K-))Invariante nennen werden.

Die Shimuravarietdt entspricht einer Gruppe G und einer Klasse X,. Es wird immer noch
vorausgesetzt, dafl G g, einfach-zusammenhéngend ist. Es ist der Zweck von [K3| und anderen
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Arbeiten, die alternierende Summe der Spuren auf zweckméafigen Kohomologiegruppen
eines Produkts einer Potenz des Frobenius an der Stelle p von E mit einem Hecke-Operator
zu bestimmen. Die Betrachtungen von [K3| wollen wir nicht wiederholen und weitere
Betrachtungen von Kottwitz wollen wir nicht vorwegnehmen. Wir bemerken nur, der
Verstandlichkeit halber, daff wenn es sich um die m-te Potenz des Frobenius handelt, dann
ist die natiirliche Zahl n, die wir jetzt festlegen, gleich mr, r = [E, : Q,]. Es sei L,, C Qp
die unverzweigte Erweiterung von Q, vom Grad n.

Es seien gegeben ein halb-einfaches Element e aus G(Q), ein v = (y(()), Ly 7(0) € G(Qq),
und ein 0 € G(L,). Die K-Invariante wird dem Tripel (7, d; €) zugeordnet. Es sei G(¢) der
Zentralisator von € in G. Er ist zusammenhéngend, weil Gg., einfachzusammenhéngend ist.
Kottwitz bezeichnet die Zusammenhangskomponenten der L-Gruppen von G und G(¢) mit

G und G(e) und ihre Zentren mit Z(G) und Z(@(e)) Die globale Galoisgruppe Gal(Q/Q)
bezeichnet er mit I" und die lokale Galoisgruppe an der Stelle v mit I'(v). Wir iibernehmen
diese Bezeichnungen und verkiirzen Z (@) bzw. Z (é (e)> zu Z bzw. Z(¢€). Kottwitz betrachtet

auch die Gruppe (Z(€)/Z )F der I'-invarianten Elemente im Quotienten Z(¢)/Z sowie die
Gruppe 7 ((Z (e)/Z )F) ihrer Zusammenhangskomponenten und deren duale Gruppe X. Wir
bemerken, da§ Z(e)/Z = Z(H) und G(e)/Z = H, wobei H = G(€) N Gaer. Fiir jede Stelle v
NU)), die trivial auf 7o ( Z ()™
sind und X, ihr Bild in X. Die dem Tripel zugeordnete Invariante x(v,d;¢€) = k(v,0) wird
in der Gruppe X/[], X, liegen. Das ist die Gruppe K(/y/F)”, die in der Formel (6.5.1)
von [K5| vorkommt.

Um «(7,0) zu definieren, miissen wir (7, d; €) einige Bedingungen auferlegen. Zunéchst
fordern wir:

(i) € ist in G(R) elliptisch.

(ii) Fiir jedes ¢ # p sind v(¢) und € stabil konjugiert. Da G, einfach-zusammenhéngend
ist, bedeutet das, daB e und v(¢) in G(Q,) konjugiert sind. Fiir fast jedes ¢ sollen ¢
und v(¢) in G(Qy) konjugiert sein.

(iii) Wenn o das Frobeniuselement aus Gal(Q,"/Q,) bezeichnet und

NLn/Qp(S = (50’((5) ce O'nil((S),
so soll Ny, /q,0 in G(Q,) zu dem Element ¢ konjugiert sein.

sei Y, die Gruppe derjenigen Charaktere von 7T0((Z (e)/Z)

Jedes h € X, kann geschrieben werden als
h(z,w) = 2 whn = 2wk,

Es sei M¢ die p enthaltende Konjugationsklasse von Homomorphismen von G,, nach G.
Sie héingt nur von X, ab und nicht von £, und definiert auch Mg sowie Mg , denn wir
haben Q in C und Qp eingebettet.

Alle Elemente aus Mg (oder M) definieren ein und denselben Homomorphismus g5 in

Hom(G,,, Gap) = X*(2).

Andererseits definiert § offensichtlich ein Element der in [K4] eingefithrten Menge B(G.,p)
und folglich nach dem dort bewiesenen Satz ein Element aus X*(Z()), wobei hervorzuheben



62 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

ist, dal Z = éab. An ¢ stellen wir folgende Bedingung.
(+(5)) Das von § definierte Element aus X*(Z"®) ist die Einschrinkung
von Us.

Die zweite Bedingung ist eine Forderung an €. Es sei M = M (¢) der Zentralisator in G
des maximalen {iber Q, zerfallenen Torus im Zentrum von G(e). Wenn p : G,,, — M, dann
18t sich p durch wenigstens eine Cartanuntergruppe 7' faktorisieren und definiert daher
ein Element aus X, (T ), dessen Konjugationsklasse wohlbestimmt ist. Fiir eine beliebige

Cartanuntergruppe T von M definiert i also eine Bahn unter der Weylgruppe von M in
X*(T) und schlieBlich ein wohlbestimmtes Element p; € X* (Z (]\/4\ )), das weder von 7" noch

von T abhéngt. Da G iiber einer unverzweigten Erweiterung von Q, zerfallt, so auch M,

—\ ')
und der in [K3| §3] definierte Homomorphismus A = Ay, : M(Q,,) — X* (Z(M)) " steht

zur Verfiigung.
Die zweite Bedingung lautet:

Es existiert ein p : G,, — M, das iiber L,, definiert ist, das mittels
der Einbettung M C G ein Element aus MQP definiert, und so dafl

(x(€)) die Gleichung
gilt.
Die Invariante r(7,d;€) wird als ein Charakter auf dem Urbild U von (Z(€)/Z )F in Z(e)
definiert und zwar als ein Produkt

(5.p) K(7,0; €) H B(v

Dabei ist f(v) die Einschrankung auf U eines Charakters '(v) des Urbilds U, von
(Z(e) /Z)F(v). Fast alle §'(v) sind trivial, und das Produkt ist auf Z trivial.
Fiir v = ¢ # p sind € und ~, stabil konjugiert. Folglich gibt es ein ¢ € G(Q,), so da8
Ve = cec” !,
und {b,} = {¢'o(c)} ist ein 1-Kozykel von I'(v) mit Werten aus G(e). Nach [K2, Prop.
6.4] definiert er ein Element aus 7 ((Z (e))r(v)>D. Da das Bild des Kozykels in G,q trivial

ist, ist dieses Element trivial auf WO(@;EU)) = 7o(Z"™), und definiert daher einen Cha-
rakter von 7 (Z( ) ”))/W (Z'®)), den wir auf 7T0<(Z(e)/Z)F(U)) erweitern kénnen, wenn

wir bemerken, daf die Zusammenhangskomponente von (Z(¢)/Z )F(v) das Bild der Zusam-
menhangskomponente von Z(e)'®) ist. Indem wir den so erhaltenen Charakter von U,
hochheben, bekommen wir 5'(v). Es ist auf Z trivial.

An der Stelle p gilt

Nmy, /q, § = cec™ ',

wobei ¢ ein Element aus G mit Koeffizienten in Qp ist. Nach dem Satz von Steinberg kénnen
wir annehmen, dafl c € G(Q,"). Es gilt

§tecec 5 =0 () - 0"(0) = o(cec™t) = a(c)ea(c).
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Folglich ist b = ¢~'do(c) mit € vertauschbar und definiert (mit der Bezeichnung von [K4])
ein Element aus B(G(e)), das nur von € und § abhéngt.

Lemma 5.15. b ist wesentlich (basic) im Sinne von [K4].

Es sei n’ durch n teilbar, n’ = kn. Dann ist
bo(b)---o" 1 (b) = ec”a"(c),
so daf erstens ¢'o™(c) € G(¢), und zweitens
bo(b)--- o™ L (b) = €L o™ ().
Nach den Definitionen (|[K4l §4]) muf gezeigt werden, daf fiir n’ geniigend hoch es einen
Homomorphismus v/ von G, nach dem Zentrum von G(¢) gibt, so da8
o™ (¢) =V (p)dto™ (d),
mit d € G(¢,¢€). Es sei T eine Cartanuntergruppe von G(¢) iiber Q,. Es sei
| A(e | —p VN Xe XNT).

Wenn k geniigend hoch ist, ist v/(\) € Z fiir jedes A € X*(T') und folglich v/ € X,.(T). Es
ist klar, daB ¢/ unter der Galoisgruppe invariant ist. Es ist daher v/ :  — 2 ein iiber
Q, definierter Homomorphismus von G,, nach dem Zentrum von G(e). Fir n’ hoch ist
~1.k

¢ 'o™ (c) in einer vorgegebenen Umgebung von 1 enthalten. Da die Eigenwerte von v/(p)

Einheiten sind, kénnen wir k& durch ein hohes Vielfaches ak ersetzen, und v/ durch av/, und

annehmen, dafl

o™ (¢) =1 (p) - e,
wobei e in einer vorgegebenen Umgebung V' von 1 in G(¢,€) liegt. Aber wie bei dem Beweis
von [K3, Lemma 1.4.9] implizit bemerkt wird, gibt es ein V', so daf fiir jede natiirliche Zahl

n gilt V C {xa"'(x)_l z € G(te) }
Es sei a(p) das im Sinne von [K4] b entsprechende Element aus X* (Z (€ )F(p)) Wegen

(+(8)) muB die Einschrinkung von a(p) auf Z'® der Einschrinkung von pu, gleich sein.
Folglich gibt es einen Charakter 8’(p) von U, der auf Z ()" ®) gleich a(p) ist, und auf Z gleich

to. Es ist ferner §'(p) eindeutig bestimmt bis auf einen Charakter von 7ro<(Z (€)/Z )F(p)>,

der trivial ist auf m, Z(e)F(p)>.
Um f'(00) zu definieren, wihlen wir ein h € X, das sich durch G(¢) faktorisiert, was
moglich ist, weil e elliptisch ist. Es sei h(z, w) = zFw*.
Lemma 5.16.
(a) Die Einschrinkung a(oo) von —u auf Z(€)'>) hingt nicht von der Wahl von h ab.
(b) Auf ZV) jst a(o0) gleich —ps.

Das Lemma, dessen zweite Aussage sowieso klar ist, erlaubt uns f’(co) zu definieren,
genau wie wir 3’'(p) definiert haben, nur daf es auf Z glelch — 2 sein soll. Die erste Aussage

ist folgenderweise aufzufassen. Wenn T eine Cartanuntergruppe von G (€) ist, dann definiert
1 eine Bahn unter der Weylgruppe Q(T,G( )) in X*(T). Alle Elemente aus der Bahn
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haben dieselbe Einschrinkung auf Z(e) und folglich auf Z(¢)'(*). Es handelt sich um diese
Einschrankung.

Es seien hy, hy zwei Elemente aus X, die sich durch G(e) faktorisieren. Wir wollen
beweisen, daf die entsprechenden sy, po dieselbe Einschriankung auf Z(e)"(*) haben. Das ist
allerdings klar, wenn hy, hy unter G(¢, R) konjugiert sind. Wir kénnen deshalb annehmen,
dafl sie auch durch eine gemeinsame elliptische Cartanuntergruppe 7' C G/(€) faktorisieren.
Es sei hy = h{ =adg ' ohy, g € G(R). Dann ist Ky = K{, wenn K; der Zentralisator von
h; in G(R) ist. Folglich sind 7" und 79 Cartanuntergruppen von K. Wir kénnen daher g
durch gk ersetzen, k € K5, und annehmen, dafl 7" = TY. Das Element g stellt ein Element
der Weylgruppe dar, dem wir in der iiblichen Weise ([Sh]) eine Klasse in H!(R,T') zuordnen.
Sie ist durch

L — (_1)971#1—% — (_1)#2—#1
definiert (|[MS2, Prop. 4.2]). Andererseits ist sie trivial. Folglich definiert uo — p; die triviale
Klasse in H*! (R, X (T )), woraus sofort folgt, dafl uy — py trivial auf TT() ist. Um so mehr

ist es auf Z(€)7() trivial, denn Z(¢) C T und die Wirkungen von I'(co) auf den beiden
Gruppen sind vertraglich.

0
Es bleibt zu zeigen, dafi das Produkt [] 5(v) auf der Einskomponente [(Z (e)/z) F} trivial

ist, d.h. dal G(c0) - B(p) auf [Z(E)F}O trivial ist. Wir betrachten das Bild von a(p) unter
der Verkettung von Abbildungen

—~ —~

X (2(e70) — x*(2()"0) — x*(2(D)"0) 0 Q

X (2(00)'P) 2 Q= x"(2() " ©Q - X*(2(9) ® Q.
Das Bild von a(p) in X* (Z(]\/Z)F(p)) ® Q ist gleich

1

1
EAM (Nan/Qp b)‘z(mrm ~n A (€) ‘Z(]/\/[\)F(P)'

Andererseits ist das Bild von p € X* (Z(E)F(OO)) in X* (Z(e))F ® Q gleich dem Bild von

€ X* (Z (]\/4\ )), also gleich + Nmy, /q, jt1. Die Behauptung folgt daher aus der Bedingung

(EGIX

Die Invariante k(7,0) ist jetzt mittels des Produkts (5.p|) definiert. Es seien € und € aus
G(Q) stabil konjugiert. Die Bedingungen (i), (ii), (iii) gelten auch fiir (v, d, €) sowie die

Bedingung (j(0)]).

Lemma 5.17. Es erfille e € G(Q,) die Bedingung (x(¢)) und es sei € € G(Q,) stabil
kongugiert zu €. Dann erfillt € die Bedingung *(€).

Es sei € = €7, g € G(Q,). Dann ist M’ = MY, und die daraus abgeleitete Abbildung

M, — M}, ist iiber Q, definiert. Die Gleichung erlaubt es uns auch Z (]/\/[\ ") mit Z (]\7 )
zu identifizieren. Dann entsprechen p und ad g=! o p derselben Bahn in X*(T'), so da8
w1 = . Da u iiber L, definiert ist, ist die Konjugationsklasse von adg~! o u iiber L,
definiert. Es folgt aus [K3, Lemma 1.1.3|, da8 es ein ¢/ : G,, — M’ gibt, das iiber L,
definiert ist, und das in M’ (Qp) zut dem Homomorphismus ad g~* o p konjugiert ist, denn
G, und folglich auch M’, ist iiber Q,, quasi-zerfallend. Wenn wir zeigen, dafl Mgy, und M},
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einfach-zusammenhéngend sind, dann folgt es sofort aus der Definition, dal Ays(€) = Ay (€).
Somit wire das Lemma bewiesen.

Wir betrachten M allein und zeigen zu einem spéteren Zweck mehr als jetzt eigentlich
notig. M ist ein Levi-Faktor einer iiber Q, definierten quasi-zerfallenden Gruppe G mit
Gger einfach-zusammenhéngend. Da Mg, € M N Gger, nehmen wir augenblicklich an, dafl
G = Gyer- Es sei T' C M eine liber Q, definierte Cartanuntergruppe von G, die in einer
iber Q,, definierten Boreluntergruppe B liegt. Die beziiglich B einfachen Wurzeln o, . . ., o,
von 7" in G koénnen wir in zwei Mengen einteilen, die Wurzel aq, ..., «, von T"in M und die
anderen o1, ..., as. Als Basis fiir X*(7') wahlen wir Ay, ..., A\; mit \;(a;) = §;;, wobei @;
die Kowurzel zu o ist. Da Kowurzeln beziiglich G' auch Kowurzeln beztiglich M sind, ist Me,
einfach-zusammenhéngend. Es ist ferner M das halb-directe Produkt von M., und dem Kern
R C Tvon{\,...,\}. Die Gruppe R ist iiber Q,, definiert, und {\, 41, ..., As} ist eine Basis
fiir X*(R). Weil \41,...,As von der Galoisgruppe permutiert werden, ist H'(Q,, R) = {1}
und H'(Q,, M) = {1}. Im allgemeinen Fall gilt nur H*(Q,, M N Gaer) = {1}.

Lemma 5.18. x(v,6d;¢) = k(7,9 ¢€).

Um diesem Lemma einen Sinn zu geben, miissen wir die Gruppen, in denen die Invarianten
liegen, miteinander identifizieren. Es sei ¢ = g 'eg, g € Gaer(Q). Dann ist u — v’ = g 'ug
ein Isomorphismus von G(€) nach G(€¢'), der es uns erlaubt, G(¢’) als eine innere Twistung
von G(€) zu behandeln, weil fiir jedes o € Gal(Q/Q) das Element a, = go(g~") in G(¢) liegt.
Wir kénnen daher @(e' ) mit G (€) identifizieren sowie Z(€') mit Z(e), und dann X'/, X/
mit X/ [[, X,. Wir identifizieren G(€¢') mit G(e) mittels der Abbildung v — v'. Das ergibt
eine neue Wirkung der Galoisgruppe auf G(¢), die durch die Gleichungen

g 0" (u)g = o(g " ug)

definiert wird. Es ist folglich o’(u) = a,o(u)a;?.

Um Lemma 5.18 zu beweisen, brauchen wir zwei zusétzliche Lemmata, die wir nicht nur fiir
G(€), sondern fiir eine beliebige (reduktive) Gruppe G beweisen. Es sei {a, } ein Kozykel von
Gal(Q/Q) mit Werten aus G, und G’ die entsprechende innere Twistung. Man priift leicht
nach, daf die Abbildung {v,} — {v, = v,a;'} eine Bijektion ¢ : H(Q,G) — HY(Q, &)
definiert sowie lokale Bijektionen

E(v) : H'(Qu, G) = H'(Qu, &).

Wie oben kénnen wir Z' = Z(G) mit Z identifizieren und folglich auch o(Z’"™)? mit
70(Z7 )P, Der Kozykel {a,} definiert eine Klasse o € H'(Q, G) mit Lokalisierungen a/(v).
Es seien §(v) das a(v) entsprechende Element aus mo(Z' )P (siehe [K2, §6.4] fiir eine
endliche Stelle und [K5| §1.2] fiir den allgemeinen Fall) und 7n(v) der durch Multiplikation
mit d(v)~! entstandene Isomorphismus

7T_O(Zl“(fu))D _ 7T_O(ZI“(U))D _ 7T0(Z/F(v)>D.
Lemma 5.19. Das Diagramm
H(Q,.G) % H(Q,.G)

| |

7rO(Zl“(o))z) = 7rO(Z/F(v))D
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ist kommutativ.

Wir brauchen eine zentrale Erweiterung
1 >y Z > H > G > 1

mit Hge, einfach-zusammenhéngend, fiir die H'(Q,,, H) — H'(Q,, G) surjektiv ist. Fiir eine
nicht-archimedische Stelle ist eine Erweiterung dieser Art in |[K2, §6.4] konstruiert. Fiir eine
archimedische Stelle hat eine beliebige z-Erweiterung (siehe [K1, §1]), fiir die Z eine von C
induzierter Torus ist, die erwiinschte Eigenschaft. Es geniigt, das Lemma fiir H statt G zu
beweisen. Dann konnen wir nach den Definitionen H durch H,, ersetzen, und fiir H,, ist
die Behauptung klar.

Das zweite Lemma betrifft ein a € G(¥) derart, daB fiir ein geniigend hohes n, das Produkt
ac(a)---0™ 1(a) zentral in G ist. Dabei ist o das Frobeniuselement. Dann definiert a eine
Twistung G’ von G, fiir die

Q) ={geG®)|as(gla”’ =g}
Es definiert b — o' = ba™! eine Bijektion &, zwischen B(G) und B(G').
Es gilt

Vo'(t)--- o™ () = bo(b) - o™ 1 (b)o" Ha) - o(a) tat
Es folgt dann leicht aus [K4, Prop. 4.3.3], da$ §, auch eine Bijektion zwischen B(G), und

B(G"), ist. Das a zugeordnete Element §(p) liegt in X*(Z'®)). Durch Multiplikation mit
d(p)~! erhalten wir einen Isomorphismus 7(p),

X*(ZEW)) = X*(Z50)) = X+ (2" W),

Lemma 5.20. Das Diagramm

B(G)y — s By,

! !

( 7T(p) x( r711'(p)
X*(Z )W Xz

ist kommutativ.

Das Lemma wird genau wie das vorherige bewiesen. Man wahlt wie in [K2|, §6.4| eine
zentrale Erweiterung

1 > Z >y H >y G

mit Hyer = Hye und verwendet die Definition von [K4].

Um Lemma 5.17 zu beweisen, wenden wir die zwei Lemmata auf G(¢) N Gge an. Nach

Prop. 2.6 von [K5| wére das Lemma bewiesen, wenn wir zeigen kénnten, dafl; wenn wir e

durch ¢ ersetzen, dann 3'(v) durch §~'(v)3'(v) ersetzt werden kann. Dabei ist erstens zu

bemerken, dafl wir g € Gye,(Q) gewéhlt hatten, damit der Kozykel {a,} in G(€) N Gge liegt,

und zweitens zu erinnern, dafl Z(e)/Z = Z(H), wobei H = G(€) N Gger-
Wenn v =0 # p, ist

~
—_

1 -1

v=cec b =cgdgre
und

g e to(e)olg) = g7 (bya, ' )g.
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Folglich wird die Klasse a(v) von {b,} durch &(v)(a(v)) ersetzt. Wir kénnen daher §'(v)
durch 671(v)3'(v) ersetzen.

An der Stelle p gilt

1 -1

Nmy,/q,0 =cge'g ¢ .
Leider liegt g vielleicht nicht in G (Q,"). Es 18t sich aber als Produkt schreiben, g = kg,

mit g; € Gder(Q;n), ke Gder(Qp) N G(G)
Folglich gilt
go(9)™" = kgio(g1) " e(k) ™,
so daB ¢ und g; dieselbe Klasse in H* (QP,G(E) N Gder) liefern. Die durch g definierte
Identifizierung von G(¢') und G(e) ist auch die durch g, definierte. Wir kénnen daher g
durch g, ersetzen, wenn wir zeigen wollen, dafl #'(v) durch §~*(v)3'(v) zu ersetzen ist.
Es gilt
Nmyz,/q,d = cgr€gytet
Wir ersetzen also b durch
b =g, (bo(g1)g1 ") gn,
so daf} die erwiinschte Ersetzung aus Lemma 5.19 und der Vertriglichkeit der zwei Bijektio-
nen B(G), — X*(Z'P) und HY(Q,, G) — mo(ZF®)P folgt (JK4]).

Im Unendlichen ist die Behauptung, dafi 5'(co) durch §~!(c0)f’(00) ersetzt werden kann,
lokal und transitiv. Sie gilt, wenn € und € innerhalb Gg.(R) konjugiert sind. Folglich
konnen wir annehmen, dafl es eine iiber R definierte Cartanuntergruppe 7" von G(¢) gibt,
so dal 79 = T. Wir konnen weiter annehmen, daf§ h : S — T. Wenn wir mittels ¢ die
zwei Gruppen Z(e) und Z(¢') identifizieren, dann ist o/(c0) die Einschrankung von —gu
auf Z (€)', d.h. das Produkt von a(occ) mit dem Inversen der Einschrinkung von gu — .
Nach [K5, Th. 1.2] und [MS, Prop. 4.2] ist diese Einschrankung gerade §(00).

Wir kehren jetzt zu unserer vermuteten Beschreibung der Punkte auf einer reduzierten
Shimuravarietdt zuriick. Es sollen die Voraussetzungen von Satz 5.3 gelten. Es sei m eine
vorgegebene natiirliche Zahl. Wir betrachten Paare (¢, €) mit folgenden Eigenschaften:

(i) ¢ : Q@ — Gg ist zuléssig.
(ii) € € 1Iy.
(iii) Es gibt v = (v({)) € G(A%), y € X”, und x in der G(£)-Bahn des Punkts °, so daB

ey=yy und ex=Pd"x.

Solche Paare nennen wir zuldssig. Es wird iibrigens nicht verlangt, dal = in X, liegt.
Wenn wir y durch yh ersetzen, h € G(A’}), dann geht « iiber in h~'vh. Folglich ist die
Konjugationsklasse von v durch das Paar (¢, ¢) eindeutig bestimmt. Da Z4 eine getwistete
Form einer Untergruppe von G ist, ist es sowohl global als auch lokal sinnvoll zu behaupten,
daB € zu einem Element aus G stabil konjugiert ist. Insbesondere ist es zu jedem ~(¢) stabil
konjugiert. Es folgt ferner aus Lemma 5.23 weiter unten, dafl € zu einem Element ¢, aus
G(Q) stabil konjugiert ist. Dann ist ¢y zu jedem v(¢) stabil konjugiert. Es folgt leicht aus
der Definition von X? und dem Lemma von Greenberg [G], daB ¢y und ~(¢) fast iiberall
konjugiert sind.

Um X, zu definieren, haben wir &, durch & ersetzt und F' = {(w) = b x o eingefiihrt,
b e G(t). Wenn ¢, = adu o &, ist, dann miissen wir € durch € = ueu™" ersetzen, um seine
Wirkung auf X, und zwecks der Bedingung ex = ®™x auch auf B(G,€) zu bekommen.
Die Bedingung soll deshalb eher ¢’z = ®™x lauten. Nach Lemma 1.4.9 von [K3| hat die
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Bedingung (ii) zur Folge, daf es ein ¢ € G(£) und ein § € G(L,,) gibt, so daf choc™ = jo
und Nmy,, /q, 0 = ce'c™! = cueu e = cugepgu"tet, wenn € = gegg~!. Das Tripel v, 6,
€y erfiillt also die Bedingungen (ii) und (iii) (in denen man e durch ¢, ersetze), die zur
Definition der K-Invariante gebraucht wurden. Dafl die Bedingung (i) auch erfiillt ist, folgt
sofort aus . Die Bedingung folgt aus , denn b und 0 definieren die gleiche
Klasse in B(G).p. Die Bedingung ist auch erfiillt, wie aus Satz 5.21 folgt. Wir konnen
also die Invariante (7, J;¢€y) einfithren. Wir heben sofort hervor, da§ das b, das in der
Definition der Invarianten auftritt, auch das in F' = b x ¢ vorkommende ist.

Satz 5.21 weiter unten beschreibt diejenigen e, fiir die es ein zulédssiges Paar (¢, €) gibt
mit € und €, stabil konjugiert. Zwei zuléssige Paare (¢, €) und (¢', €') heiflen dquivalent, falls
es ein g € G(Q) gibt mit ¢’ = adgo ¢, € = ad g(¢). Satz 5.25 zihlt die Klassen (¢, €) mit ¢
zu einem gegebenen ¢, stabil konjugiert auf. Fiir die Bedeutung dieser Aufzéhlung weisen
wir auf [K3| und weitere noch nicht geschriebene Arbeiten von Kottwitz hin.

Satz 5.21. Es existiert dann und nur dann ein zuldssiges Paar (¢, €) mit € stabil konjugiert
zu €y, wenn €y im Unendlichen elliptisch ist und die Bedingung ((¢)|) erfillt mit n = rm.

Dafl ¢y im Unendlichen elliptisch sein mu8, folgt aus den Bedingungen (i) und (ii) an
die Zulassigkeit. Um die Notwendigkeit der zweiten Bedingung zu beweisen, brauchen wir
einige Vorbereitungen, die sich auch beim Beweis von Satz 5.25 als niitzlich erweisen wird.

Die Abbildung ¢ heifit giinstig gelegen, falls v, = ¢(d,,) fiir hohes n in G(Q) liegt. Dem
Lemma 5.4 zur Folge kénnen wir annehmen, dafl ¢ giinstig liegt. Dann ist 1, = Z,(Q),
wobel Z,, eine getwistete Form des Zentralisators Z von 7, ist (n geniigend hoch). Wenn
#(q,) = b, X o, dann liegt b, in Z und {b,} definiert die Twistung. Das Paar (¢, €) heifit
giinstig gelegen, falls ¢ giinstig gelegen ist und € € I, C Z,(Q) = Z(Q) € G(Q) auch in
G(Q) liegt. Dann liegt b, in G(¢), das notwendigerweise zusammenhéngend ist, weil Gge,
einfach-zusammenhéngend ist.

Lemma 5.22. Jedes Paar (¢,€), € € I, ist zu einem giinstig gelegenen Paar (¢',€)
aquivalent.

Es ist niitzlich, ein starkeres Lemma zu beweisen. Es sei T eine iiber Q definierte elliptische
Cartanuntergruppe und h € X, faktorisiere sich durch 7'. Es sei u = u;,. Wir sagen, dafl
(¢,€) in (T, h) eingeschachtelt ist, falls ¢ = 1), und € € T(Q).

Lemma 5.23. Fir jedes Paar (¢,€), € € 1, kénnen wir ein dquivalentes Paar (¢, €') finden
sowie T" und I, so daf$ (¢',€') in (T",h') eingeschachtelt ist.

Es ist klar, dal Lemma 5.22 aus Lemma 5.23 folgt. Der Beweis von Lemma 5.23 wiederholt
zum Teil den von Satz 5.3. Wir konnen annehmen, dafl ¢ giinstig liegt. Es sei ¢; ein
Element aus I, dessen Zentralisatoren in Zy, Z oder G Cartanuntergruppen sind, die €
enthalten. Diese Zentralisatoren sind dann alle gleich und werden mit 7' bezeichnet. Als
Untergruppe von Zy ist T' iiber Q definiert, aber vielleicht nicht als Untergruppe von G.
Die Konjugationsklasse von ¢, in G(Q) ist rational, weil Z eine innere Twistung von Z,
ist. Wir hatten ¢ : G — G* bis auf inneren Automorphismus fixiert. Nach dem Satz von
Steinberg (siche [K1|) kénnen wir annehmen, daf €; = v¢(¢;) rational ist. Es sei T = ¢(T)
der Zentralisator von €f. Wir verwenden Lemma 5.6, um zu beweisen, dafl 7* in G vorkommt.
Wir zeigen, daff es lokal vorkommt, und dafl 7 im Unendlichen elliptisch ist.

Dafl T* an der Stelle p in G vorkommt, ist ohne weiteres klar, weil G iiber Q, quasi-

zerfallend ist. An einer Stelle ¢ # p ist b, = c,d,, 0 € Gal(Q,/Q,) mit ¢, im Bild von @
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und folglich im Zentrum von Z und mit d, = up(u™"), u € G(Q,). Dann ist dyo(e;)d," = e
und v~ te;u = o(uteyu). Folglich ist der Zentralisator T, von u~'e;u iiber Q, definiert und

Y oadu(Ty) = T*. Im Unendlichen ist b, = ¢,d, mit ¢, im Bild von ) und mit
d, x 1 = ués (w(L))ufl,

wobei &, am Anfang des Abschnitts definiert ist. Es ist daher ¢ — w~'gu eine iiber R
definierte Einbettung von Z, in die durch &, definierte Gruppe G'. Insbesondere liegt ™ 'e;u
in G'(R). Andererseits, wenn £ durch h € X, definiert ist und h sich durch 7; faktorisiert,
dann liegt 71(R) in G'(R). Es ist folglich €; = v 'e;v mit €5 € T1(R). Da € = ¢ o ad v(e),
kommt 7™ iiber R vor und zwar als T}, das elliptisch ist.

Es existiert daher ein g € G(Q), so daf ad g(z/ﬁl(T*)) iber Q definiert ist, und so dafl der
Homomorphismus t* — ¢ = ad (¢~ (t*)) € ad g(T') auch iiber Q definiert ist. Folglich ist
adg(e;) € G(Q). Da € und =, in T(Q) liegen, sind ad g(¢) und ad g(v,) in ad g(T") enthalten.
Wir ersetzen €, ¢ und 7" durch ad g(¢), ad g o ¢ und ad g(T"). Dann sind wir da, wo wir beim
Beweis des Satzes 5.3 waren, bevor wir Lemma 5.11 bewiesen hatten, nur dafl uns jetzt
ein zusétzliches Datum vorgegeben ist, ndmlich € € 7(Q). Wenn wir Lemma 5.11 und 5.12
sowie die letzte Betrachtung des Beweises von Satz 5.3 anwenden, um ¢ und 7' schrittweise
abzuéndern, dann konnen wir e mitschleppen, um am Ende die erwiinschten ¢, ¢, T}, h' zu
bekommen.

Wir kommen jetzt zu der Notwendigkeit der Bedingung (x(e)]). Wir konnen annehmen, daf
es T und h gibt, so daB (¢, €) in (T, h) eingeschachtelt ist. Wir kénnen ferner annehmen, daf
€o = €. Wir wollen zeigen, dal unter diesen Umstanden M C J. Das gilt auch allgemeiner,
wenn (¢, €) giinstig liegt und ¢y = €. Die allgemeine Behauptung folgt sofort aus der
speziellen.

Wie beim Beweis des Lemma 5.2 kénnen wir annehmen, da§ §, = £/, wobei y' ein

Kogewicht einer iiber € zerfallenden Cartanuntergruppe 7" von J ist. Dann ist F' = p* X o,
wie in dem Lemma 5.2 vorangehenden Beispiel. Es sei £, = adv(§,), € = adv(e), v € J(Q,).
Es ist
q)tm _ Ftn _ p—t’ug % O_tn
wobei fiir ein hinreichend hohes s
vo=—p o —--- =", tn =t's.

Das Element ¢ ist mit ®'™ vertauschbar. Wenn aber ¢ so hoch ist, dafl 7" {iber L,, zerfillt,
dann folgt leicht aus der Bruhat-Zerlegung, dafl ¢ nur dann mit ®' vertauschbar sein
kann, wenn es auch mit ¢ und p~*2 vertauschbar ist.

Aus der Gleichung ¢’z = ®™x folgt allgemein

(€)lw = ", teZ.

Sei ¢ so hoch, da8 ¢*(x) = x. Dann hat &' = p'”? - ¢ einen Fixpunkt und seine Eigenwerte
sind alle vom Absolutbetrag 1.
Die Zerlegung
<€/>t _ pft/llgk;/
ist eine Art polarer Zerlegung von (¢')! und ist eindeutig bestimmt. Aus der Eindeutigkeit
folgt, daB p~*2 im Zentrum von G(e) liegt. Da J der Zentralisator von p~"? ist und p~**2
offensichtlich einen ein-dimensionalen zerfallenden Torus erzeugt, ist M in J enthalten.
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Aus [K3| §3] folgt leicht, dafl

1 t 1 —t'v t' /
Au(€) = - Au(€) = 2 Au(p™ ") = =14,
t t t
und —%VQ eingeschrankt auf 7 (]\/4\ ) C T ist gleich Nmy,, /q, 7. Obwohl p’ selbst vielleicht
nicht iiber L, definiert ist, gibt es nach der Definition von £ und dem Lemma 1.1.3 von [K3]
ein u: G,, — M, das zu y’ konjugiert ist und das iiber L,, definiert ist. Es ist offensichtlich
p = fiy.

Wir nehmen jetzt an, dal ¢y die zwei Bedingungen von Satz 5.21 erfiillt, und beweisen
die Existenz eines zuléssigen Paares (¢, €) mit e stabil konjugiert zu €. In G(¢y) kénnen
wir eine Cartanuntergruppe 7' von G(¢g) iiber Q und ein Kogewicht 1 von T finden, so
dafl T elliptisch im Unendlichen und in p ist, und so dafl x, wenn schon nicht der von
Voraussetzung (b) verlangte Homomorphismus von G,, nach M ist, doch wenigstens in M
zu ihm konjugiert ist. Es kann sein, dafl 1)1, nicht zuldssig ist. Dann verwenden wir den
Beweis von Lemma 5.12, um ein u € G(Q) zu finden, so daB 7" = uTu~" und t — t' = utu™"
beide iiber Q definiert sind, wiahrend p' = adu o = py, h € X . Notfalls ersetzen wir ¢
durch €, = ad u(e) und 7', pv durch 77, yi/, damit 97, zuléssig wird. Dann enthélt X? einen
Punkt y aus [, T(Q,), der notwendigerweise mit ¢, vertauschbar ist, so dal ey = yeo.
Folglich erfiillt (¢, €) = (¥1,4, €0) die Bedingungen (i), (ii) und einen Teil von (iii), ndmlich
die Existenz vom Punkt y.

Um den zweiten Teil von (iii) nachzupriifen, kénnen wir annehmen, dafl £, das X,

und @ definiert, gleich adu o &, = &, ist, wobei u € M(Q,), und wobei £, einer iiber
t zerfallenden elliptischen Cartanuntergruppe 77 von M und einem zu p konjugierten

Kogewicht ' entspricht. Es sei ¢ = ad u(e). Dann ist
@m — pl/ X O_Tl

mit

Nach Voraussetzung ist

Au(€') = Ar(e) = Au(p”).
Da das von p’ definierte Kogewicht von My, {iber Q, definiert ist, schliefen wir, da8 das
Bild von (¢/)7!p” in der maximalen kompakten Untergruppe von M, (€) liegt. Folglich gibt
es ein ¢ € T'(¢), so daB ¢~ (e/)"1d™c € M. (&) x o™.

Um die Existenz von z zu beweisen, miissen wir (siche [K3, Lemma 1.4.9]) die Existenz
cines u € G(¢) zeigen mit u~'¢'~'®™u = ¢”. Wir suchen eher, was offensichtlich stéirker ist,
ein d € My (€), so daB d~'c e '®"cd = o™.

Dafiir geniigt es zu zeigen, daB ¢ '¢ '®"co™™ € M, (¢) wesentlich ist, denn die Prop.
5.4 von [K4] besagt, dal B(Mj.), iiber einer beliebigen endlichen Erweiterung von Q,,
insbesondere iiber L,, trivial ist. Nach der Bedingung (4.3.3) von [K4] ist ¢ ‘¢ ' ®™co™
wesentlich, falls fiir ein hinreichend hohes ¢

(5.9) cHET DM e = et
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. . . / .
Fiir ein hohes r ist ™" = p” X ¢" mit

Il
o

und ¢ ist mit p und o™ vertauschbar. Es ist ferner v/ zentral, und (¢')” hat eine polare
Zerlegung (€')" = p”'k. Es ist daher

(61—1(1)771)37“ — k5 x o™
und
C—l(elflqu)src =c 1]{? s srn( ) X O_srn — (C—lk—sc> (C lo_srn<c)) X O_srn
Fiir s und 7 hoch sind k7% und ¢ 'o*"(c) in einer beliebig vorgegebenen Umgebung von 1
erhalten. Somit ist die Existenz von einer Losung von bewiesen und damit der Satz 5.21.

In dem Satz 5.25 weiter unten tritt eine Invariante i(¢g) auf, ndmlich die Ordnung des
Kerns von

H'(Q,G(e0)) = H'(Q,Gan) x [[ H'(Qu. Gleo)).

Wenn €, durch ein stabil konjugiertes €, ersetzt wird, wird G(¢y) durch G(e}), eine getwistete
Form von G(ep), ersetzt. Um uns zu vergewissern, daf} i(ey) wohldefiniert ist, beweisen wir
folgendes einfache Lemma.

Lemma 5.24. Es secien G eine vorgegebene reduktive Gruppe tiber Q ohne FEg-Faktor,
A ein Torus tiber Q und G — A ein tber Q definierter surjektiver Homomorphismus.
Es sei G' eine innere Twistung von G. Dann sind die Ordnungen der Kerne der beiden
Homomorphismen

und

HY(Q,G") — H'(Q, A) x HH1 (Q., G
gleich.

Wie beim Beweis von Lemma 4.3.2 von [K2] kénnen wir G durch eine z-Erweiterung
ersetzen und annehmen, dafl Gy, einfach-zusammenhéngend ist. Dem Lemma 4.3.1 derselben
Arbeit zur Folge konnen wir dann GG durch G,y ersetzen, und fiir Gy, ist die Aussage klar.

Wir haben schon bemerkt, dafl die Konjugationsklasse des v, das einem zuléssigen Paar
entspricht, wohlbestimmt ist. Die getwistete Konjugationsklasse von § € G(L,,) ist auch
wohlbestimmt. Wenn z.B. cboc™' = do und ucboc v = §'c wihrend Nmy,/q, d = ce'c™?
und Nmy,, /q, 0" = uce’c”'u™", dann ist ¢ = udo(u)~' und

uce'c o™ (u)"' = uNmyg, q, 00" (u) " = uce'cTu

Folglich liegt u in G(Ly,).

Satz 5.25. Es sei gegeben ein Element €y aus G(Q), das die Voraussetzungen von Satz 5.21
erfiullt, sowie fiir jedes ¢ eine Konjugationsklasse {7y} in G(Qy) und weiter eine getwistete
Konjugationsklasse {0} in G(L,). Es seien v, und €y stabil konjugiert fir jedes ¢ und
konjugiert fiir fast jedes . Es seien auch Nmyp, q,0 und ey stabil konjugiert. Schlieflich
mage ¢ die Bedingung erfilllen. Es entsprechen ~v = () und 6 dann und nur dann
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einem zuldssigen Paar (¢, €) mit € stabil konjugiert zu ey, wenn k(7,0d;¢y) = 1. In diesem
Fall entsprechen (,) und 6 genau i(ey) nicht dquivalenten Paaren.

Wir beweisen als erstes: Wenn (¢, €) vorhanden ist, dann ist die K-Invariante (7, ; €y) =
1. Wir kénnen annehmen, da8 es ein Paar (T, u) gibt, so da8 (¢, ¢€) in (T, h) eingeschachtelt
ist. Wir kénnen auch annehmen dafl ¢y = €. Dann sind ~, und € fiir jedes ¢ konjugiert. Wir
konnen deshalb das 5(v), das in (5.p)) vorkommt, gleich 1 wéhlen.

An der Stelle p ist das durch 0 und e definierte b dasselbe, das in F' = b x ¢ vorkommt.

Da ¢ = 9r,, ist das b entsprechende Element aus X* (Z (E)F(p)) nichts anderes als die

Einschriankung von p auf Z(e)'® | wie schon beim Beweis des Satz 5.21 erwithnt wurde.
Dementsprechend wéhlen wir 5'(p) als die Einschrénkung von p auf U,. Andererseits ist
p = pp, mit einem h € X, das sich durch 7" C G(e) faktorisiert. Folglich kénnen wir /'(c0)
als die Einschrénkung von —u auf U,, wahlen. Es folgt sofort, dafl

k(7,05 €) = B(o0)B(p) = 1.

Jede Klasse von zuléssigen Paaren (¢, €) mit e stabil konjugiert zu €y enthélt ein Paar
(¢, €0). Wir wollen weiter zeigen, daf§ die Einschréankung von ¢ auf den Kern von Q von ¢
allein bestimmt ist, und daf ihr Bild im Zentrum von G(¢p) liegt. Es seien ¢ und ¢’ zwei
zuldssige Homomorphismen von Q nach Gg mit ¢ € I, N G(Q), € € Iy N G(Q). Es seien
e = &(0k), V. = ¢ (0x). Es mufl gezeigt werden, daf fiir k£ geniigend hoch ~, und ;. zentral
in G(¢y) und gleich sind. Auf jeden Fall liegen v, und v}, in G(¢). Es ist auch klar, da8
Y& =7, (mod Gyer). Infolgedessen konnen wir G durch G,q ersetzen und ¢ und ¢’ durch die
entsprechenden Verkettungen. Es sei also fiir den Augenblick G eine adjungierte Gruppe.

Es sei T eine tiber Q definierte Cartanuntergruppe von G(¢), die im Unendlichen elliptisch
ist und die v, enthélt. Da ¢y im Zentrum von G(¢p) liegt, ist das durch die Gleichungen

Meo)|, =p"®,  xe X(T)

definierte Element " aus X, (7) ® Q zentral, d.h. unter der Weylgruppe von G(¢g) invariant.
Es existiert eine natiirliche Zahl ¢ und ein n = p=®' € T(Q), das auBerhalb p eine Einheit
ist, so daf

Ml =™, AeXH(T).

Das Element 1 kann zentral in G(ey) gewéhlt werden. Es sei s = . Wir zeigen, daB fiir k
geniigend hoch v, = n®. Es mufl nur nachgewiesen werden, dafl n~*v, eine Einheit in jeder
endlichen Stelle ist, denn 7, ist im Unendlichen notwendigerweise elliptisch, und wir kénnen
k durch ein Vielfaches ersetzen. Auflerhalb p ist die Behauptung klar.

An der Stelle p betrachtet man den Homomorphismus &, = ¢ o (, und das entsprechende
v. Einerseits ist v durch

Ao, =™, a=p" e XH(T)
definiert (sieche Anmerkung). Andererseits ist, weil (¢, ¢y) zuléssig ist,
Meo)|, = p
und
A, =)
Somit ist die Behauptung auch in p bewiesen, wie auch die Gleichung v = 7.
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Wir fixieren ein zuléssiges und giinstig gelegenes (¢,, €g). Wenn (¢, €g) auch zuléissig ist,
ist ¢ = ¢y auf dem Kern. Es sei G'(¢y) die durch ¢y definierte Twistung von G(¢p). Wir
betrachten einen Homomorphismus ¢, der mit ¢, auf dem Kern iibereinstimmt. Dann ist
?#(¢s) = asp0(qs), wobei a = {a,} ein Kozykel von Gal(Q/Q) mit Werten aus G'() ist.
Wir schreiben ¢ = a - ¢y.

Lemma 5.26. (¢, ¢) ist dann und nur dann zuldssig, wenn das Bild von a in H'(Q, Ga)
und in H' (R, G'(€)) trivial ist.

Wir nehmen dieses Lemma zunéchst an und beenden den Beweis von Satz 5.25. Es seien
(70, 00) und (7, 6) die zu zuléssigen (¢, €0) und (¢, €) gehdrenden Paare. Um (7, do; €9) (bzw.
k(7, d;€)) zu definieren, haben wir fiir jedes v einen Charakter f{(v) (bzw. f'(v)) eingefiihrt.
Es ist '(v)(8)(v)) " ein Charakter auf (Z(e0)/2 )F(v), obwohl nur seine Einschrénkung auf

Z(€9)'® eindeutig bestimmt ist. Andererseits wird in [K2, Prop. 6.4] fiir jedes v der Klasse
a ein Charakter a(v) von

Z(@’(€0)>F(v) _ Z<é(€0)>l“(’u) _ Z(eo)r(”)

zugeordnet.

Lemma 5.27. «a(v) ist die Einschrinkung von '(v)(8;(v))  auf Z(e)").

Den Beweis stellen wir ebenfalls zuriick. Hieraus folgt erstens, daf§ v und ~, dann und
nur dann tiberall (allerdings auflerhalb des Unendlichen und p) konjugiert sind, wenn «a
auBerhalb co und p lokal trivial ist. Wenn §' = udo(u)™!, v € G(L,) und Nmy, /q, § = ceoc™ !,
dann ist Nmy, /q, 8" = ucepe 'u™! und b = ¢ 'u""'6'uc = b, oder wenigstens b’ = vbo(v)~!,
v € G(ep), denn c ist nur modulo G(¢) bestimmt. Umgekehrt wenn o' = vbo(v)~!, kénnen
wir ¢’ = § wihlen. Es sind folglich § und dy dann und nur dann getwistet konjugiert in
G(L,), wenn a an der Stelle p trivial ist. Daher folgt die letzte Aussage von Satz 5.25 aus
den beiden vorhergehenden Lemmata. Es sei jetzt (7, §) mit (7, d;€0) = 1 und es sei (a(v))
die zugehorige adelische Kohomologieklasse mit trivialer Komponente im Unendlichen. Aus
Lemma 5.27 folgt leicht, daf§ wir (a(v)) in eine Kohomologieklasse (a(v)) mit Werten in

G'(€9) N Gyer liften konnen, die im Kern der natiirlichen Abbildung
D
@ Hl (Qv; Gl(e(]) N Gder) — <7T() (Z(€0)/Z)F>

liegt. Wir schliefen aus [KB|, Prop. 2.6], daB (a(v)) die Lokalisierung einer globalen Koho-
mologieklasse ist. Thr Bild a € H* (Q, G’ (60)) definiert nach Lemma 5.26 ein zuléssiges Paar
(¢, €0). Damit ist der Beweis von Satz 5.25 beendet.

Es bleibt der Beweis der Lemmata 5.26 und 5.27. Die Notwendigkeit der ersten Bedingung
von Lemma 5.26 ist klar. Die Notwendigkeit der zweiten Bedingung folgt aus der Injektivitat
von H'(R,G'(€)) — H'(R,G’), die selbst eine Folge von Lemma 5.14 und dem néchsten
Lemma ist.

Lemma 5.28. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.14. Dann ist H'(R,T") —
H'(R,G") surjektiv.

Das Lemma 148t sich sofort auf den Fall einer adjugierten Gruppe zuriickfiihren, fiir die
es besagt, daf} jede innere Twistung von G’ eine elliptische Cartanuntergruppe enthélt. Das
ist aber Lemma 5.8.



74 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

Jetzt erfiille a die Bedingungen von Lemma 5.26. Wir zeigen gleichzeitig, dal (¢, €)
zuléssig ist, und dafl Lemma 5.27 gilt. Die Bedingungen |(5.a)| und |(5.b)|sind sicherlich erfiillt.
Um die anderen Bedingungen nachzupriifen, konnen wir annehmen, daff a, € G(eg) N Gaer
fiir jedes o.

Es sei

gooC=adyols, ey =y, 7 € G(Qo).
Dann ist {y‘lagy ‘ 0 € Gal(Q,/Qy) } ein Kozykel mit Werten aus Gg4., und folglich trivial,
yta,y = cto(c). Es sei y = yc!. Es gilt
¢po =ady o,
so dafl die Bedingung erfiillt ist. Es gilt auch

oy = coyc t =yyiet = yleyie!

und

o(cy)e™) = oley egye™) = ey tegye = ey,

weil a,yo(y~t) mit € vertauschbar ist. Es ist also 7, = ¢y)c™!, und £ (¢) ist durch den
Kozykel {yo(y)~"} definiert und 5'(¢) durch {y/o(y')*} = {ayo(y)~'}. Die Gruppe G'(¢)
ist durch den Kozykel {yo(y)~'} definiert und wir bekommen G(ey) aus G'(ey) mittels
des Kozykels {Q(y)y_l}. Wir wenden Lemma 5.18 auf G'(¢j), G(eo) statt G, G' an, um
Lemma 5.27 an der Stelle ¢ zu folgern.

Die dem Satz 5.21 vorangehenden Bemerkungen kénnen auf J angewendet werden.
Infolgedessen ist H'(Q,, J N Gaer) = {1} und HY(Q,, Ty, N Gaer) = {1}. Es ist klar, daB ¢y
und ¢ dasselbe J definieren. Da a die triviale Klasse in Jy, definiert, definieren ¢y und ¢
dasselbe Element in B(J),. Hieraus folgt, dafl mit ¢y auch ¢ ein zuldssiger Homomorphismus
ist. Bis auf die Existenz von z in der Bedingung (iii) ist es auch klar, daf§ das Paar (¢, €)
zuléssig ist. Die Existenz von x wird wie beim Beweis von Satz 5.21 nachgepriift. Somit ist
Lemma 5.26 bewiesen.

¢o und ¢ sind Abbildungen von Q nach Gg(,) € G- Um die Behauptung von Lemma 5.27
an der Stelle p nachzupriifen, kénnen wir &, = ¢ o ¢, durch { = adu o §, mit u € G(e)
ersetzen, Wir konnen auch weiter annehmen, daf§ die Lokalisierung von a mittels eines
Kozykels von Gal(Q)"/Q,) gegeben ist. Es sei o das Frobeniuselement. Dann ist b = a, - ;.
Somit folgt die Behauptung in p sofort aus Lemma 5.19, angewendet auf G(ey), G'(¢y) und

-1
a, .

Anmerkung. Es seien D = D;" und D" (bzw. Dy) die durch Vorwirtsschieben mittels
L, € Q)" (bzw. L, C &) und Zuriickziehen mittels Gal(Q,"/Q,) — Gal(L,/Q,) erhaltenen
Gruppen. Wir definieren D], mittels des fundamentalen Kozykels a,i,; =1, 0 <4,j <n,
i+j <My Qg =p,0<i,j <n, i+j > n Wenn o das Frobeniuselement in
Gal(Q}"/Q,) ist, dann ist in D" und Dy die n-te Potenz von d, gleich p~!. Es bilden also
die Homomorphismen D™ — D" (bzw. Dy"" — DY), die durch x — 2™, x € (Q)*)* (bzw.
t*), d, — d, eine vertrédgliche Familie. In Dy ist jedes Element zd, mit x € £, |x| =1 zu
d, konjugiert.

Jeder Homomorphismus &, : D — G ist nach dem Satz von Steinberg (siehe [Se|, S. 3)
zu einem Homomorphismus £, dquivalent, der aus

£ D" = G(Q)") x Gal(Q,"/Q,)
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abgeleitet werden kann. Nehmen wir an, daBl £, selbst so definiert werden kann.

Das Element &(w), das in der Definition von X, auftritt, ist dann nichts anderes als
&y(dy). Allgemein ist &,(d,) = b x o, und b definiert eine Klasse in B(G), die nur von der
Klasse von &, abhéngt. Wenn wir n noch genug wéhlen, ist das nv, das in [K4, Gl. (4.3.3)]
vorkommt, die Einschrénkung von ¢ L auf (Qy")* € D", die ein Homomorphismus von
algebraischen Gruppen ist. Wir bekommen auf diese Weise eine Abbildung von C(G), den
Klassen in Hom(D, G¢) nach B(G). Es sei C(G), das Urbild um B(G),. Wir wissen nicht,
ob C(G) — B(G), bijektiv ist. Aber es folgt leicht aus [K4], dal C(G), — B(G), bijektiv
ist.

Fiir Tori hat man den Funktor C(T") — B(T') sowie den Funktor p — &_,, von X, (T')
nach C(T). Da (_,(d,) = p* x o, bildet die Verkettung 1 € X,(G,,) auf b = p ab. Es
folgt daher aus Lemma 2.2 von [K4|, dal die Verkettung ein Isomorphismus ist. Folglich
ist C(T') — B(T) surjektiv. Sie ist injektiv, weil die Anzahl der Klassen aus C(T") (bzw.
B(T)) mit einem gegebenen v gleich |H'(Q,, T)| ist. Fiir eine allgemeine Gruppe wird die
Injektivitdt auch auf diese Weise bewiesen. Die Surjektivitat folgt aus [K4, Prop. 5.3].

6. DIE VERMUTUNG ALS FOLGE DER STANDARDVERMUTUNGEN IN EINIGEN FALLEN

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf fiir gewisse Shimuravarietdten die Vermutung
im §5 eine Folge der Identifizierung der pseudomotivischen Galoisgruppe und der motivischen
Galoisgruppe ist, die im §4 unter Annahme der Standardvermutungen und der Tate-
Vermutung sowie der Hodge-Vermutung vorgenommen wurde. Dabei lehnen wir uns ziemlich
stark an Zinks Arbeit [Z2] an, so dafl vom Leser eine wenigstens oberflachliche Kenntnis dieser
Arbeit verlangt wird. Wir beginnen mit der Definition der betreffenden Shimuravarietaten
und erinnern an einige gruppentheoretische Tatsachen, fiir deren Beweise wir auf [De3| und
[Z2] verweisen.

Es sei D eine einfache endlichdimensionale Q-Algebra vom Grad d? iiber ihrem Zentrum
L, die mit einer positiven Involution x — x* versehen ist. Es sei Ly der Invariantenkorper
der Involution in L. Es sei (V%) ein symplektischer D-Modul, d.h. ein D-Modul, der mit
einer nichtausgearteten alternierenden Q-Bilinearform versehen ist, fiir die

Y(zu,v) = P(u, z*v), xe€D, wuvelV.

Es sei dim, V = d-m und [Lg : Q] = n. Wir nehmen an, daf8 (D, %) von einem der folgenden
beiden Typen ist.

(A) Die Involution ist von zweiter Art, d.h. induziert einen nichttrivialen Automorphis-
mus von L. Dann ist Ly ein total-reeller Zahlkorper.

(C) Die Involution ist von erster Art, d.h. induziert den trivialen Automorphismus auf L.
Falls K D L ein Zerfallungskorper von D ist, so finden wir einen Isomorphismus D®;,
K = My(K) und eine K-lineare Fortsetzung der Involution. In Matrixschreibweise
soll gelten: z* = cfzc™! mit ‘c = c. In diesem Fall ist L ein total-reeller Zahlkorper.

Es sei G die Gruppe der symplektischen Lo-Ahnlichkeiten, aufgefaBt als algebraische
Gruppe iiber Q.

G ={ g€ GLo(V) | p(gu,gv) = ¥ (clg)u,v), c(g) € L }.

Dies ist eine zusammenhéngende reduktive Gruppe iiber Q, deren derivierte Gruppe einfach-
zusammenhéngend ist ([De3, 5.8]). (Im Fall (A) ist Gger ein Produkt von speziellen unitéren
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Gruppen, im Fall (C) ein Produkt von symplektischen Gruppen). Die Gruppen G und Gge
erfiillen das Hasseprinzip (|[De3}, 5.11]). Weiterhin gibt es einen Homomorphismus

hl§—>GR,

der bis auf Konjugation dadurch charakterisiert ist, dafy die auf V' induzierte Hodgestruktur
vom Typ (+1,0) + (0,41) ist und daB ¢ (u, h(i)v) symmetrisch und positiv-definit ist
(|Z2, 3.1]). Das Paar (G,h) definiert eine Shimuravarietiat, wobei zu bemerken ist, daf
der Gewichtshomomorphismus u + 7 : G,, — G iiber Q definiert ist und X,(G,,) die
Serre-Bedingung erfiillt. Durch

t(x) = Tr(z | V;"°), reD,
wird der D-Modul V' bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (|[De3, 5.10]). Es sei
E = E(G,h) = Q(t(z)), z€D.
Dies ist der Shimurakorper. (Im Fall (C) ist £ = Q.) Es sei K C G/(Ay) eine offene kompakte
Untergruppe. Die Shimuravarietat Shy (G, h) besitzt ein kanonisches Modell iiber £ und
ist ein grobes Modulschema fiir das Modulproblem auf (Sch/F), das einem E-Schema S
folgende Daten zuordnet.

(i) Ein abelsches D-Schema bis auf Isogenie A, 1 : D — End A,
so daf

Tr(x | Lie* A) = t(z), z € D.

Hier bezeichnet Lie* A den Kotangentialraum von A.
(i) Fine Lo-homogene Polarisierung A, die auf D die Involution
(6.a)  induziert.
(#ii) Fine Klasse von D-Modulisomorphismen von Garben fir die
Etaltopologie

n:HY(AA) S V®A; mod K,
die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Kon-
stante aus Lo @ Ay erhalten.

Hier wird mit H'(A,A;) = [ H'(A, Q) die (-adische Kohomologie mit Koeffizienten
aus A bezeichnet.

Wir fixieren jetzt wieder unsere Primzahl p. Es seien eine Ordnung Op in D und ein
Op-invariantes Gitter Vz in V' gewahlt, so dafl

(a) p ist unverzweigt in D,
(b) D ® Q, ist ein Produkt von Matrixalgebren und Op ® Z, ist
eine Maximalordnung,
(c) ¥ : Vg, x Vg, = Z, ist eine perfekte Paarung.
Dann ist *(Op ® Z,,) = Op @ Z,. Es sei
K, =G(Qp) NEndp, Vz,.

Dann ist G iiber Q, quasizerfallend und iiber einer unverzweigten Erweiterung zerfallend,
und K, C G(Q,) ist die Gruppe der ganzwertigen Punkte, also ([T} 3.8]) eine hyperspezielle
Untergruppe. Es sei K = K?- K,. Um ein Modell von Sh iiber Spec Op ® Z, zu definieren,

(6.1)
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formulieren wir das Modulproblem um. Ein Punkt dieses Modulproblems mit Werten
in einem Op ® Z,)-Schema S besteht aus:

(i) Ein abelsches Op-Schema A bis auf zu p prime Isogenie, so
daf
Tr(x | Lie* A) = t(z), x € Op.
(ii) Eine Lo-homogene Polarisierung A, die auf D gegebene Invo-
lution x induziert, so daff ein A € A existiert, dessen Grad
(6.b) prim zu p ist.
(iii) Eine Klasse von Op ® A"-Modulisomorphismen von Garben
fur die Etaltopologie

m:H' (A AY) =V eAL mod K7,
die die beiden Bilinearformen bis auf eine Konstante aus
Lo® A’]’c erhalten.

Wir verweisen auf [Z2], 3.5] fiir einen Beweis der Tatsache, dal die Modulprobleme
und tiber Spec E {ibereinstimmen. Wie im §5 bezeichne O, den Ring der ganzen
Zahlen in E,.

Satz 6.2. Das Modulproblem besitzt ein grobes Modulschema dber Spec(O,). Falls
K? genitigend klein ist, so ist das Modulschema glatt und im Fall, daff Ly = Q, auch ein
feines Modulschema.

Wir begniigen uns mit einer Skizze des Beweises, der dhnlich dem Beweis des entspre-
chenden Satzes 1.7 von [Z2] ist. Das Op-Gitter n~'(Vz ® Z") € H'(A, A") ist unabhéngig
von der Wahl von n € 77 und definiert ein abelsches Op-Schema B aus der Isogenieklasse A,
das mit einem Op-Modulisomorphismus 7 : H!(B, ZP) >V, R Z? mod K? ausgestattet ist.
Man iiberzeugt sich auf diese Weise, dal das Modulproblem daquivalent zu folgendem
Modulproblem ist.

(i) Ein abelsches Op-Schema B, so dafs
Tr(x | Lie* B) = t(x), x € Op.
(it) Wie in (6.D), ().
(6.c) (#ii) Fine Klasse von Op-Modulisomorphismen
7:HY(B,Z") 5 V; ®Z” mod K?,
die die beiden Bilinearformen bis auf eine Konstante aus
Ly® AI} erhalten.

Aus der Methoden von Mumford [Mu2] (oder denen von Artin [A], wenn man sich mit
der Konstruktion eines algebraischen Raumes zufrieden gibt) erhalten wir die Existenz
eines feinen Modulschemas, falls wir in (ii) die Vorgabe einer effektiven involutionstreuen
Polarisierung fordern und falls K? geniigend klein genommen wird. Falls (B, A,7) ein T-
wertiger Punkt des Modulproblems ist und A € A prim zu p und n € 7, so ist, falls £
die zugehorige Riemannform bezeichnet,

D(n(x),n(y)) = ENte,y),  x,y € H(B,Z?)
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fiir ein ¢ € Ly (A%). Die Restklasse 7(B, ¢, A\, i) von t in dem Gal(Q,/E,)-Modul
(L (AR fe(B7)) (+1)

ist von der Wahl von n € 7 unabhingig und kann als Schnitt dieser Garbe iiber T
aufgefalt werden. Dabei unterscheiden sich zwei Polarisierungen A und X' um ein totales
positives Element aus Ly, das eine Einheit in p ist. Wir erhalten somit einen nur von
(B, A,7) abhingigen Schnitt von LI\LJ(Af)/c(K)(+1). Es seien 7,...,7. Schnitte von
Ly (A%)/c(K,)(+1) iiber einer endlichen unverzweigten Erweiterung R von Oy, die ein
Représentantensystem darstellen. Wir betrachten das folgende Modulproblem auf (Sch/R):
(i) wie in (6.¢) (i).
(ii) Fine involutionstreue Polarisierung X\, die in p prinzipal ist.
(6.d) (iii) Fine Klasse von Op-Modulisomorphismen

7:HYB,Z") — V; ® Z° mod K?,
so dafs T(B,c,\\)) =7; flir eini=1,...,r.

Falls wir die 7; so wihlen, dafl sie Reprasentanten ganzer Idele sind, so ist A eine effektive
Polarisierung, deren Grad von 7; bestimmt ist. Folglich ist nach Mumford das Modulproblem

fiir hinreichend kleines KP durch ein quasiprojektives R-Schema M darstellbar. Dabei

operiert die Gruppe L§ Nc¢(K) durch Abénderung der Polarisierung auf My (aufgefafit als
O,-Schema). Man iiberzeugt sich leicht davon, daf diese Action sich {iber den endlichen
Quotienten Lg Ne(K)/e(L* N K) faktorisiert und dafl der Quotient ein grobes Modulschema
fiir das Modulproblem (6.d) iiber Spec O, ist. Falls Ly = Q, so ist Lg N ¢(K) trivial. Wir

zeigen, daf} in allgemeinen fiir hinreichend kleines K? die Aktion von LJ Nc(K) auf My
frei ist. Sei ¢ € Lg Nc(K) und
a: (B, A7) = (B, 1, (A7)

ein Isomorphismus. Wir miissen zeigen, daf ( € ¢(Z* N K). Es sei K’ = K'” - K, eine hin-
reichend kleine offene kompakte Untergruppe. Wir betrachten nur K C K " und bezeichnen
mit 77 die Aquivalenzklasse von 7 mod K’. Dann gibt es hochstens einen Isomorphismus

o (B, \5) = (B, (7).

Es sei K so klein gewihlt, dal L Ne(K) C (LY N K')?. Dann ist ¢ = ¢? und ¢; definiert
einen Isomorphismus zwischen (B, ¢, A\,77') und (B, ¢, (A, 7). Aber dann stimmt ¢; mit «
iiberein und folglich ist ¢(; € K und ¢ = (¢ € ¢(L* N K).

Um uns von der Glattheit von M zu iiberzeugen, miissen wir zeigen, dafl es keine Defor-
mationsobstruktionen gibt. Wir verwenden die Theorie von Grothendieck und Messing [Me].
Dazu sei T' C T” eine Nilimmersion von affinen R-Schemata, auf denen p nilpotent ist und
die dividierte Potenzen besitzt. Es sei (B, (¢, A,7) ein T-wertiger Punkt des Modulproblems
. Wir betrachten den Wert des Dieudonnékristalls in 7",

D<B>(T7T’)7

das mit einer Aktion von Op und einer alternierenden perfekten Bilinearform E* mit Werten
in Op ausgestattet ist, die die Identitat

E*zu,v) = EMu, 2*v)
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erfiillt. Seine Einschriankung auf T' ist mit der Hodge-Filtration ausgestattet, die total
isotrop beziiglich E* ist und fiir die

Tr(z | Fil) = t(x), z € Op.

Es mufl gezeigt werden, dafl sich diese Filtration in eine total isotrope Filtration von
D71y liften 188t. Die Zerlegung Op ® Z, = [ [ Op, liefert eine orthogonale Zerlegung von
(D(T,T’)a E)\) = @(D:n Ezlj)

Im Fall (C) ist Ly = L. Wir wéhlen einen Isomorphismus Op ®¢, Or, = My(Or,). Dann
wird die Involution * durch eine perfekte symmetrische Paarung 3 auf O% induziert, vgl.
172, 2.9]. Wir fiihren die Bilinearform E/, mit Werten in Oy, ® Oz ein:

Ter/Qp f : E;;(uaw) = E:)(u> f ' ’LU), f € OLv'

Dann zerlegt sich der My(Or,) ® Or-Modul (D, E}) in D, = Of @ V', Bl = @ @', wobei
@' eine alternierende perfekte Bilinearform auf dem Op-Modul V' ist. Entsprechendes
gilt fir D¢z, 1. Dabei ist Fil, C D, durch einen total isotropen (bzgl. ®) Teil einer Basis
von V erzeugt. Da man diese Basis in eine ebensolche Basis von V' liften kann, folgt die
Behauptung.

Den Fall (A) behandelt man analog (vgl. [Z2] 3.4]).

Damit ist unsere Skizze des Beweises von Satz 6.2 beendet. Wir haben ein glattes Modell
iber O, gewonnen, dessen Punkte iiber F = % wir analysieren wollen, unter Annahme der
Giiltigkeit der Resultate des §4. Ein spezieller Punkt des Modulproblems ist durch
folgende Daten definiert ([Z2), 4.2]): Ein Punkt (A, ¢, A,77) des Modulproblems, eine CM-
Algebra R (=Produkt von CM-Kérpern) mit dimg R = 2dim A/d, und eine involutionstreue
Einbettung

Yy : R — End), A.

Es sei (4,1, A7, R,¥) ein spezieller Punkt iiber C. Dann ist D ®; R eine Matrixalge-
bra iiber R ([Z2, 2.8]) und wir erhalten eine Zerlegung A = B? wobei B eine abelsche
Mannigfaltigkeit mit komplexer Multiplikation (R, ®) ist. Es sei

p:C* = (ReC)*=J]Cc*x[[C*, z=]]e = ]]1

pED pg®

Es sei T = { re R* | r-T € Ly }, wobei r +— 7 die Rosatiinvolution auf R bezeichnet. Dann
ist T" ein maximaler iiber Q definierter Torus von G, der obige Homomorphismus faktorisiert
sich iiber 7" und ist von der Form p = py, fiir ein h : S — G aus der Konjugationsklasse, die
von uns fixiert wurde. Somit definiert (A, ¢, A, 7, R, 1) einen speziellen Punkt von Shx (C)
im {iblichen Sinne (|Dell, 2.2.4]). Der Modul X, (XS) enthélt ein ausgezeichnetes Element
i = ugs, das ihn erzeugt. Da X,(G,p,) die Serre-Bedingung erfiillt, erfiillt auch X, (7T')
sie, und es gibt fiir geniigend grofle Kérper K einen iiber Q definierten Homomorphismus
Y S — T, der pug nach p schickt. Es sei G¥ = {g eG | c(g) € Q" } Dann ist p ein
Kogewicht von 7° = TNG® und v : XS — T°. Wir bezeichnen auch mit 1) den entsprechenden
Homomorphismus

Gs = Gro ~2% Geo C G
Weil Gg die motivische Galoisgruppe der von den abelschen Varietdten vom CM-Typ
erzeugten Tannakakategorie ist, definiert ¢ ein Motiv mit zusédtzlicher Struktur, und zwar
den homogenen Bestandteil vom Grad 1 von (A, ¢, A, R,¥) mit A € A. Wir fithren den Begriff
der Isogenie zwischen zwei Punkten (Ay, ¢y, A1,7;) und (Asg, 12, Ag,7,) des Modulproblems
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ein: Das ist eine Isogenie a : A; — A, die mit ¢; und A; und ¢, und A, vertréglich ist.
Die Trivialisierung des Tatemoduls geht also nicht ein. Eine Isogenie prim zu p ist nichts
anderes als ein Isomorphismus

(67 (Al,Ll,Al) :> (AQ,LQ,AQ).

In Termen des Modulproblems ist eine Isogenie von abelschen Varietiten, 5 : By — Bs,
die die Aktionen von Op und die Polarisationsklassen respektiert. Man spricht von einer
Isogenie von speziellen Punkten, falls es einen Isomorphismus R; = R, gibt, so dafl die
Isogenie zuséatzlich die Aktion v in die Aktion v, iiberfiihrt.

Satz 6.3. Die Menge der Isogenieklassen von Punkten von Sh(R) steht in eineindeutiger
Beziehung zu den Aquivalenzklassen von zuldssigen Homomorphismen ¢ : P — Gg.

Wir nehmen allerdings an, dal P = M in Gg. Nach Definition von M entspricht
dem einer abelschen Varietéit zugeordneten homogenen Motiv M'(A) vom Grad 1 ein
Homomorphismus ¢ : M — Gy.. Da

Hom(M'(A), M'(A’)) = Homgq(A, A')

ist, wird A als abelsche D-Varietéat definiert durch eine mit ¢ vertragliche Einbettung
(' D — EndV’'. Es wird gleichermafien die duale Varietdt A* durch den kontragredienten
Homomorphismus ¢* auf V'* definiert. Wenn T das Tate-Motiv ist, ist V'* = Hom(V’, T).
Eine Polarisierung entspricht dann einem mit ¢ und ¢* vertraglichen Homomorphismus
P V' — V"™ d.h. einer Bilinearform ¢/ auf V’, fiir die die Gleichung gilt

V' (o(g)u, o(g)v) = 7(g) - ' (u,v),

wenn 7 die T’ entsprechende Wirkung auf Q bezeichnet. Die Isomorphieklasse von (A, ¢, \)
ist offensichtlich durch ( ', 1") bestimmt. Wegen der Existenz einer Normalform kénnen
wir annehmen, dafl (V' ,w) (V,¢,%). Dann liegt das Bild von M in Ggo C Gy. Zwei
Homomorphismen ¢y, gbz : M — Gg, sind dquivalent unter G(Q) genau dann, wenn
(A1, 01, M) = (Ag,19,¢)9), c € LY. Es ist G = Q% C G, = L. Da das Kogewicht ji,,
sich durch GY, faktorisiert, ist jedes zulissige ¢ : @ — Gg durch Ggo faktorisierbar. Weil
X.(Gap) die Serre-Bedingung erfiillt, faktorisiert sich ¢ auch durch P = M.

Um den Beweis zu beenden, geniigt es zu zeigen, dafl wenn (A,:,A) aus (A,:,A,7)
hervorgeht, dann das zugehorige ¢ zuldssig ist und umgekehrt. Das wire wohl nicht schwer.
Wir ziehen aber ein anderes Verfahren vor, das unmittelbar ohne Annahme unbewiesener
Vermutungen schon jedem (A, ¢, A, 7)) ein zuléssiges ¢ und jedem zuléssigen ¢ ein (A, ¢, A, 7))
zuordnet, ohne aber zur Zeit einen Beweis der Bijektivitdt der so erhaltenen Korrespondenz
zuzulassen. Im iibrigen ist es nicht ohne weiteres verwendbar, wenn G iiber Q, nicht
quasi-zerfallend ist (vgl. zweites Beispiel im §7).

Da A bereits iiber einem endlichen Korper definiert ist, ist es eine abelsche Varietdt vom
CM-Typ, und wir kénnen den Punkt (A, ¢, A,7) als speziellen Punkt (A, ¢, A, 7, R, ) auffas-
sen. Nach dem Liftungssatz von Zink [Z2, §4.4| existiert ein diskreter Bewertungsrlng un-

gleicher Charakteristik O mit Restklassenkorper  und ein spezieller Punkt (A L, A 7, R 19)
dessen Reduktion isogen zum Ausgangspunkt ist. Es sei (T, u) der entsprechende Torus
samt Kocharakter in G. Der Homomorphismus 97, : P — Gg — Gr C G ist zuléssig. Da
¢ = Yr, ist ¢ zu1a881g Umgekehrt wenn ¢ zuldssig ist, ist ¢ einem 7, dquivalent. Es

definiert ¢, uns (A, 7, A7, R, V), das durch Reduktion (A, , A,7) liefert.
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Im weiteren fixieren wir eine Isogenieklasse J = (A,t,A)q und den entsprechenden
zuliissigen Homomorphismus ¢ bis auf Aquivalenz. Wir bezeichnen mit Jx die Menge der
Punkte von Shg(F) in J. Es sei r = [E, : Q,], und ¢ = p" die Anzahl der Elemente von x.
Falls (A, ¢, A7) ein Punkt von Shg(F) ist, so ist das inverse Bild (A@ /(@ A@ 7)) unter
der r-ten Potenz des Frobenius wieder ein Punkt von Shy (F). Die Existenz des relativen
Frobenius

Fr": (A, 1, A7) = (AD @ A@ 7)),
zeigt, dafl wir eine Aktion von Gal(F/k) auf Jk erhalten, die zudem in offensichtlicher
Weise vertriglich mit der Abdnderung von K7 ist.

Satz 6.4. Es gibt Bijektionen

Ik = X¢>(K)7
so daf die Wirkung von ® auf der Menge rechts (siehe 5.e) der Wirkung des Frobenius in
Gal(F/k) auf der Menge links entspricht und die vertraglich mit der Abinderung von KP
sind.

Wir fixieren im folgenden einen Punkt (Ao, to, Ao, 7)) von Jk, der die Reduktion modulo
p eines speziellen Punkts (AO, %o, Mo, 7o) ist und der wie im Beweis von 6.2 den Torus (T, y)
definiert.

Fine Isogenie zerlegt sich in die Verkettung einer Isogenie prim zu p und einer Isogenie
vom p-Potenzgrad. Wenn ein Element 7y € 7, fixiert wird, definiert ein Element g € G(A)
eine Isogenie vom Grade prim zu p:

(A(), Lo, Ao, ﬁO) — (Ao, Lo, Ao, g_l o ?70)
Dabei definieren zwei Elemente, die sich um ein Element aus K? unterscheiden, dieselbe
Isogenie. Umgekehrt wird jede Isogenie prim zu p durch ein wohlbestimmtes Element aus
G(A%)/KP vermittelt.
Eine Isogenie « : (Ag,t,Ao) — (4,1, A), deren Grad durch p teilbar ist, definiert
(A, ¢, A7), wobei 77 die Verkettung

HY(A, A7) —= H'(Ag, A7) — V @ A”

ist. Wir betrachten die p-dividierbare Gruppe X, von Ay und ihren kontravarianten
Dieudonnémodul M, (|[Deml]). Der Kotangentialraum von X, identifiziert sich in kano-
nischer Weise mit My/F M, (|[Fol I111.4.3]). Dann ist M, ausgestattet mit einer Aktion von
Op ® Z, und einer Klasse von perfekten alternierenden Bilinearformen v, die sich alle um
eine Einheit aus O, ® O, unterscheiden. Hier bezeichnet O, den Ring der Wittvektoren
von F. Wir erweitern die Aktion von D ® Q, und die Klasse der alternierenden Biline-
arformen auf den rationalen Dieudonnémodul Myq. Es sei Y, die Menge der Untergitter
M C Myq, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) M ist invariant unter der Aktion von Op.
(ii) Es gibt ein Element ¢(M) € (Lo® O¢)*, so daB8 der Dualraum bzgl. einer der Formen
1 gleich ist
M* = (M) - M.
(iii) M ist V- und F-invariant, und es gilt
Tr(z | M/FM) = t(x)

(Gleichheit von Elementen von F).
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Hilfssatz 6.5. Die in (iii) geforderte V-Invarianz ist eine Folgerung der Bedingung (1)
und der F-invarianz.

Beweis. Es gilt
w(Fua FU) =p- %U(Uy U)Ua
wobei 0 : Oy — O, den Frobenius auf den Wittvektoren bezeichnet. Aus F'V = p folgt

W(u, Vo) = (Fu,v)” .
Es folgt

(FM)*=VIM* =V o(M)M =c(M)” - VM.
Aus der Inklusion FM C M folgt somit VM C M.
Es sei a : (Ao, to, Ao, 7y) — (A, 1, A, 7) eine Isogenie. Der Dieudonnémodul von A wird

mittels a zu einem Element von Y),. Indem wir « in seine zu p prime Komponente und seine
p-priméare Komponente zerlegen, erhalten wir also ein Element aus (G (A})/K p> X Y,. Sein
Bild in

Y (K) = Aut (A, LO,AO)\G(A?)/K” XY,
ist nur von (A4, ¢, A,7) € Jk, nicht aber von der Wahl der Isogenie abhéngig. In der Tat,
wenn « eine Verkettung ist,

(A07L07A07ﬁ0> a—p> (A/7L/7A/7ﬁ/> L (Aa LvAaﬁ) )

mit 7 = 7’ o o, erhilt man g, indem man 7' = g~ ong o aP* schreibt. Dann fafit man «, als
eine Isogenie von Ay und A auf, um M(A) in M(Ap) einzubetten. Mittels 7y bildet man
Aut(Ay, o, Ag) in G(A?) ab, und wenn man « durch oo~ ersetzt, v € Aut(Ay, 1o, o), dann
wird g durch 7~ 1g ersetzt. Es wird M (A) durch v~ 'M(A) ersetzt wobei zu bemerken ist,
daB v~ 'M(A) nur von der p-primiren Komponente von + abhéingt.

Wir zeigen zunéchst, daf§ die soeben definierte Abbildung eine Bijektion von Jy auf
Y (K) vermittelt. Die Theorie der Dieudonnémoduln zeigt sofort, dafl jedes Element aus
G(A%)/KP x Y), eine Isogenie o definiert, so dafl die Surjektivitét klar ist. Umgekehrt, falls
a; und s zwei Isogenien mit demselben Bild in Y'(K) sind, so erhalten wir zwei Elemente in
G(A%)/KP xY,, die sich um ein Element a € Aut(Ay, 1o, Ag) unterscheiden. Es sei v = L.,
wobei 74" ein Endomorphismus der abelschen Varietét Ay ist (und n eine p-Potenz). Falls
wir o durch «; 04" und s durch as o n ersetzen, diirfen wir annehmen, dafl die Elemente
aus G(A%)/KP? x Y, die von a; bzw. ay definiert werden, identisch sind. Es seien

-1 -1
o1 =aa; und @y =] Q.

Falls wir zeigen konnen, dafl ¢; und ¢ Morphismen in der Kategorie der abelschen
Varietaten bis auf zu p prime Isogenie und nicht nur Isogenien sind, so definieren sie
zueinander inverse Isomorphismen zwischen (Aj, 1, A1) und (Asg, 2, As), die zudem noch
mit den Niveaustrukturen vertriiglich sind. Es sei (mit einem neuen n) ¢; = < - ¢} mit
¢} € Hom(A;, Ag). Auf den Dieudonnémoduln erhalten wir eine Inklusion

p1(Mz) C M.
Weil aber nach Voraussetzung die von a; und oy definierten Elemente aus Y, identisch
sind, ist ¢ (Ms) C n - My, und somit faktorisiert sich ¢/ {iber den Quotienten von A; nach

seinen n-Teilungspunkten, so dafl ¢; ein Morphismus ist. Entsprechend zeigt man, dafl
2 ein Morphismus ist. In der konstruierten Bijektion entspricht der Wirkung von ¢ auf
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Jk dem Operator auf Y (K), der iiber die Y,-Komponente wirkt und dort das Gitter M
durch das Gitter F"M ersetzt. Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl der relative
Frobenius Fr : A — A® auf den Dieudonnémoduln eine Abbildung definiert, M® — M,
die das Gitter M® mit FM identifiziert (siche [Dem) p. 63]).

Als néchstens wollen wir die Mengen Y (K') und X, (K) vergleichen. Nach Wahl einer D-
linearen Lo-symplektischen Ahnlichkeit Myq = V ®@¢ operiert die Gruppe G/(£) x Gal(Q,/Qy)
auf M,. (V ist hier wieder ein D-Modul.) Die Menge der Gitter M C Myq, die die
Bedingungen (i) und (ii) vor 6.5 erfiillen, bildet einen homogenen Raum unter G(£) und
kann mit X = G() - 2° identifiziert werden (Existenz einer Normalform.) Wegen der Natur
der Identifikation von P mit M bestimmt &, = ¢ o (, den rationalen Dieudonnémodul
(Myq, F) bis auf Isomorphie. Das bedeutet, dafl es ein Element h; € G(¥) gibt, so dafl

F=ad hl(F¢),

wobei Fyy = £'(d,) der Vorkonstruierte. sFrobenius” ist. Hierbei bezeichnet d, € W, /q,
eine Liftung des Frobeniuselements aus Gal(L,/Q,) und &' den aus &, = ad h(&,) : Dy —
Ga zu seiner Konstruktion benutzten Homomorphismus der Weilgruppe Wy, /q, nach
G() x Gal(t/Q,). In der obigen Gleichung ist natiirlich die rechte Seite als der von dem
dort stehenden Element definierte Operator auf Myq zu interpretieren. Wir zeigen, dafl die
Bedingung
inv(z', 2?) = pu,

wobei x; dem Gitter M entspricht, gleichbedeutend ist mit der Inklusion

pM' c M?* c M*,
so dafl Tr(z | M'/M?) = t(x), x € Op.

Offenbar geniigt es dazu iiberhaupt, zwei Gitter M*, M? zu finden, die die obige Bedingung
erfiillen, und so da8 fiir die entsprechenden Punkte z* € X die Invariante gleich y ist. Es
sei T" eine iiber Q,, definierte Cartanuntergruppe von G, die iiber ¢ zerfallt und ' € X,.(T")
ein Kogewicht, das zu p konjugiert ist. Wir wahlen im zu 7" gehorigen Apartment den zu
T'(Z,) gehorigen speziellen Punkt z! ([T}, §3.6.1]), der einem Gitter M' entspricht. Dann
operiert T"(O) auf M und T'(F) auf M'/pM' und die so erhaltene Darstellung ist die
Reduktion modulo p der Darstellung von 7" auf Vg . Wir setzen

M=p-M'+ > F,cM,
(W, z)=0
wobei F, der zu y gehorige Charakterraum ist. Weil p/ zu p konjugiert ist, sind dann die

in M'/M? auftretenden Charaktere gerade diejenigen Charaktere y, die in V¢ auftreten
und fiir die (u, x) = 1 ist. Es gilt somit

Tr(x | M'/M?) = Tr(z | V") (mod p)
fiir x € Op. Es ist auch offenbar 22 = p#'z!, so dafl
inv(z!, 2?) = —inv(2®, 2') = p
(vgl. Beispiel vor 5.2). Wir erhalten, daf fir M € Y (K)
inv(M, FM) = p.

Es folgt, daBl h; : X — X eine Bijektion zwischen X, und Y), herstellt, die den Operator
® in die Aktion des Frobenius iiberfiihrt, und dal ¢ — h; - g - ;' einen Isomorphismus
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zwischen Jy und Aut(Mo,,, ¢, A) definiert. Aus der Definition der motivischen Gerbe folgt,
daB wir 5 mit Aut(Ay, ¢, Ag) identifizieren kénnen, sowie auch die Operation von I, auf
XP/KP x X, mit der Operation von Aut(Ay, to, Ag) auf G(A%)/K? x Y, falls wir den durch
die (-adische Kohomologie von A, bestimmten Grundpunkt von X?/K? wéhlen und X, mit
Y, bzw. J, mit Aut(Myq, Lo, o) auf die oben angegebene Weise miteinander identifizieren.
Wir erhalten die gewiinschte Bijektion zwischen X4(K) und Y (K).

7. ZWEI BEISPIELE

Das erste Beispiel wird eine z-Erweiterung im Sinne von Kottwitz [K1] sein,
1 > A > G > G > 1
so daf} die Vermutung des §5 nicht gleichzeitig fiir G und G’ gelten kann. In diesem Beispiel
konnen die derivierten Gruppen von G’ und G nicht gleichzeitig einfachzusammenhéngend

sein. Weiter unten werden wir eine Gruppe G” iiber Q konstruieren und ein A" : S — G%
mit folgenden Eigenschaften.

(7.a) (G”,h") definiert eine Shimuravarietét.
(7.b) Es sei Z” das Zentrum von G”. Dann ist

H'(Q,Z")y=0 und HY(Q,,Z2")=0

fiir jede Primstelle v von Q.
(7.c) Es sei Z],, das Zentrum von G%,,. Dann ist

Hz(Qﬂ Z(/i/er) — H HZ(QW chiler)

injektiv.
(7.d) Es existiert eine endliche algebraische Gruppe U iiber Q und eine Einbettung
u U — ZY,., so da

H(Q,U) = | [ #(Q,, V)

nicht injektiv ist.
Wir betten U in einen induzierten Torus A ein
u:U— A
und setzen
G =AxG"/(uxu")(U), G=G"/u"(U).
Dann ist G’ eine z-Erweiterung von G mit A wie oben und
G/der = Glcier’ Gder = Gger/u”(U)'

Es sei G eine innere Twistung von G und G und G die entsprechenden Twistungen von
G' und G”. _ o

Als néchstes definieren wir einen Kozyklus g/ mit Werten in G, dessen Bild in G lokal

tiberall trivial ist und in G,y global trivial, dessen Bild in G7, aber nichttrivial ist. Weil A
ein induzierter Torus ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
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0 —— HY(Q,A/U) —— H*(Q,U) —— H?*(Q, A)

| | I

0 — [[, H(Qu, A/U) — [I, B*(Q,.U) — [[, H*(Q., 4)

Der Pfeil in der letzten Spalte ist injektiv. Folglich ist die Klasse {a,,} € H*(Q,U), die
lokal tiberall trivial ist und deren Existenz wir in verlangt haben, das Bild einer Klasse
aus H'(Q, A/U). Es sei 0 — a/, € A eine Hochhebung eines Repriisentanten dieser Klasse.
Der Rand dieser Kette ist ein 2-Kozykel mit Werten in Z7, , der lokal {iberall trivial ist und
somit, wegen trivial ist. Es sei {2,} eine Kokette, deren Rand gleich dem Inversen
des Rands von {a]} ist. Dann ist

o= g =a -z,

cin Kozykel mit Werten in A - Z/../U C G . Sein Bild ¢, in G = G /U ist das Bild von z,.
Weil G, =G /éger, ist seine Klasse in G,y offensichtlich trivial. Lokal ist
Zo = Vg * Ug,
wobei v, ein Kozykel mit Werten in Z7, ist und u, € U. Folglich ist g, auch das Bild von v,
und somit wegen |(7.b)| ein trivialer Kozykel. Somit stellt {g,} lokal iiberall die triviale
Klasse in G dar.
Wir definieren A’ als 1 x h” und h als Verkettung von A’ und der Projektion von G’ nach G.

Dann definieren (G’, h') und (G, h) Shimuravarietéten. Die natiirliche Abbildung Gor — Gg
ordnet jedem Homomorphismus ¢’ : @ — G einen Homomorphismus ¢ : @ — G zu.

Lemma 7.1. Zwei Homomorphismen ¢ und ¢,, die auf dem Kern denselben Homomor-
phismus nach G, induzieren, und die dquivalente Homomorphismen ¢, und ¢y liefern,
sind dquivalent.

Die Homomorphismen ¢; und ¢, seien gleich. Die folgende Sequenz ist exakt:
1 > U > G » Gh, X G

Aus den Voraussetzungen folgt somit leicht, dal ¢; und ¢y identische Homomorphismen
auf dem Kern definierten. Die Behauptung folgt daher aus H'(Q, A) = 0.

Wir hatten bereits gesehen (Bemerkung vor 5.3), dal Shy/(G’, h') eine surjektive Uberla-
gerung von Shx (G, h) mit der Faser

AQ)\a H(K)/K’
ist. Wir wollen als néchstens zeigen, daf falls ¢’ und ¢ zuléssig sind, wobei ¢ durch ¢’
geliefert wird, die Menge

Y¢/ = [¢/\X; X X/p/K/p
eine surjektive Uberlagerung der entsprechenden Menge X, ist mit derselben Faser. Somit
kann die Vermutung des §5 nur dann fiir G’ und G gleichzeitig gelten, zumindest in kompati-
bler Weise, wenn jeder zulédssige Homomorphismus ¢ von einem zul&ssigen Homomorphismus
¢’ kommt. Wir werden weiter unten ein zuléssiges ¢’ finden, so dafl ¢’ auf dem Kern rational
ist und I = G’. Dann sind Zy = G und 7, = G innere Twistungen von G’ und G. Es sei
{g’} der oben konstruierte Kozykel und {g,} sein Bild in G. Dann ist

g-¢:9—=Ga
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zuldssig. In der Tat, weil das Bild von {¢,} in G, trivial ist, bleibt die Giiltigkeit der
Bedingung beim Ubergang von ¢ zu g- ¢ erhalten und weil {g, } lokal iiberall trivial ist,
bleiben die Bedingungen b)-d) erhalten. Der Homomorphismus ¢’ ¢’ liefert ¢g- ¢ und ist nicht
zuldssig, da das Bild von g, in G, nicht trivial ist. Falls es einen zuléssigen Homomorphismus

¢' gébe, der ¢ liefert, so miifite er auf dem Kern denselben Homomorphismus wie ¢’ - ¢/
induzieren und somit wegen Lemma 7.1 mit ¢’ - ¢’ iibereinstimmen, was unmoglich ist.
Fiir den Beweis der obigen Behauptung prézisieren wir, dafl wir G’ und G quasizerfallend
iiber Q, nehmen und daf§ K, und K, hyperspeziell genommen sind. Der Torus A zerfillt
iber einer unverzweigten Erweiterung. Wir diirfen annehmen, dafl die Einschrénkung von ¢’
auf den Kern {iber Q definiert ist. Dann ist I,y = Z»(Q) und Iy = Z4(Q), und die Sequenz

1 > A > Ly > Ly > 1

ist exakt. Folglich ist

[¢/ — [¢
surjektiv. Genauso schliet man, daf X"? — X7 surjektiv ist. Weil auch G'(¢) — G(¢)
surjektiv ist, ist X’ — X surjektiv. Dabei ist

X' C B(G',¢) = B(A, ) x B(G",¢).
Es sei 2/ = (¢'y°, ¢/'2°) € X’ mit Bild in X,
inv(ga°, F(g2°)) = 1" = p.
Dann ist
inv((g'y", g'2"), F(g'y’, g'a")) = inv ((g’yo, g2°), (e(d)y’, F g’x°)>
=0+ u"

falls ¢’y rational iiber Q, ist. Weil wir ein solches ¢’ immer finden konnen, ist X, = X,
surjektiv. Wir betrachten die Abbildung

X, x X" — X, x XP.
Wenn 2, x 2™ und 7, x 7" dasselbe Bild in Y haben, so ist fiir die Bilder in X, x X?
T, X T = y(x, x 2P)KP, vely, kPeKP.

Da Iy — I4 surjektiv ist, konnen wir nach Abénderung von 7, x ¥ mit 7" annehmen, daf
v =1 ist. Dann ist

T,=a-, a € AQ,),
78 ="y g€ a'(KP).
Das heifit, da8 Yy — Y, eine surjektive Uberlagerung ist mit Faser
AQ\a H(E?) - A(Q,) /K™ - V.,

wobei V' der Stabilisator von 3° in A(Q,) ist. Die Behauptung folgt, weil K, — K, surjektiv
ist und

a_l(Kp)/Kzl; = A(Qp)/v-
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Es bleibt die Konstruktion eines Beispiels. Es sei L eine total imaginidre quadratische
Erweiterung eines total reellen Zahlkorpers Ly. Es sei J eine 4-dimensionale hermitesche
Form mit Koeffizienten aus L und H; die entsprechende Gruppe der unitdren Ahnlichkeiten

H;(Q)={AcGLMA,L) | A JA=X-J}.
Das Zentrum von Hj ist L*. Die Gruppe G" wird ein Produkt der Form
= ] #H»
(Li,LE,J7)

sein und h” wird wie iiblich gew#hlt, so daB[(7.a)] gilt. Die Eigenschaft ist offensichtlich.
Um |(7.c)| zu tiberpriifen, gentligt es G” = H; zu betrachten. Dann ist Z,. der induzierte
Modul

"o Gal(Q/Q)
Ly = In dG 21(Q/Lo) Z/4

Es ist zu zeigen, dafl
H*(Lo, Z/4) — | [ H*(Low, Z/4)

injektiv ist oder, was nach dem Satz von Poitou-Tate ([Sell, S.II-49]) dquivalent ist, daB
H'(Lo, pa) — HHl(LOU7ILL4)

injektiv ist. Das ist eine Folge des Satzes von Grunewald-Wang (JAT, Chap. 10, Th. 1]),
weil —1 € Ly kein Quadrat ist.

Angenommen wir konnten eine total reelle Galoiserweiterung Ly von Q finden und einen
Galoismodul U iiber Gal(Ly/Q) mit 4U = 0, und so daB die Lokalisierungsabbildung in
nicht injektiv ist. Dann konnen wir offenbar G” wie oben finden, so dal U in ZJ,,
eingebettet werden kann. Anstelle von U konstruieren wir

V = Hom(U, p4).

Wir verlangen somit, dal 4V = 0, dal V' ein Gal(L/Q)-Modul ist fiir eine galois’sche
CM-Erweiterung L von Q, fiir die die komplexe Konjugation ¢ als —1 operiert, und dafl

7H(Q,V) = [[H'(Q.V)

nicht injektiv ist. Wir imitieren das Verfahren von Serre ([Sell S. I1I-39]). Es sei
L=Q(V=1,V73,v89) = Q(V=1)- Q(V73,v89)
= K - Ly,
mit K = Q(v/—1). Dann ist
Gal(L/Q) = Gal(L/Ly) x Gal(L/K)
~7/2x (Z/2®Z)2).

Man iiberpriift leicht, dafl alle Zerlegungsgruppen iiberall trivial oder zyklisch der Ordnung 2
sind. Dies ist klar in den archimedischen Stellen und den Stellen aulerhalb 2, 73 und 89, weil
dort die Erweiterung L unverzweigt ist. In Qs sind 73 und 89 Quadrate, denn 73 =89 =1

mod 8. Entsprechend ist
it =1, 89 - 16 -1
73 73 73
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-1 =1, ) — —16 —1
89 89 89
Gal(L/Q
M = IndGalgLéLo)) Ha-

Dann ist M die Menge der py-wertigen Funktionen auf Gal(L/K) und ¢ operiert als —1. Es
sei Gal(L/K) = {1, o1, 02, 03}-

und

Es sei

Es sei
Vo =< (&) | €, = *£1, H €, =1
0€Gal(L/K)
und
V=VWuVy v
mit
v = (o, —a, —a, —a), a €y, a# +1.

Dann ist V ein Gal(L/Q)-Modul. Wir haben ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

HY(Q, M) —— H(Q,M/V) ——— H'(Q,V) ——— H'(Q, M)

| | l /

[1, Qv M) — [[, H(Qu, M/V) — [, H(Q,, V) — [[, H'(Qu, M)

Dabei ist nach dem Grunewald’schen Satz der rechte senkrechte Pfeil injektiv, weil —1 € L
kein Quadrat ist. Um zu zeigen, daf3 die Lokalisierungsabbildung fiir V' nicht injektiv ist,
gentigte es also, ein Element y aus M /V zu finden, das fiir jedes o € Gal(L/Q) die Restklasse
eines o-invarianten Elements y, aus M ist, das aber nicht die Restklasse eines Gal(L/Q)-
invarianten Elements ist. Die Restklasse y von (1,—1,—1,—1) ist ein solches Element. In
der Tat ist es nicht Bild eines Gal(L/Q)-invarianten Elements, denn nur +(1,1,1,1) sind
invariant.
(i) 0 = ¢. Dann wéahlen wir y, = (1, —1,—1,—1).
(ii) o € Gal(L/K). Dann wahlen wir y, = (o, a, o, ).
(iii) o =1 0, 0 € Gal(L/K). Dann wahlen wir y = (21, 2,, 27, 2rp) Mmit

=, 2= Q2 =, Zpp = —Q

Wir brauchen schlieflich ein ¢', so da8 Z, eine innere Form von G’ ist. Wir definieren
¢ als g ,» mit zweckméBiger Wahl von (77, y'). Anstelle von 1", ;' geniigt es offenbar
(T", /") zu finden, so dafl das entsprechende Element +/ € G”(Q) zentral ist und dafiir
konnen wir annehmen, daf§i G” von der Form H; ist. Dann definieren wir 7" mittels einer
Erweiterung K vom Grad 4 von L. Es geniigt K so zu wéhlen, daf die iiber p liegenden
Primstellen von K in L trége sind, denn dann ist das Bild von ~,, in G%; elliptisch im p und
somit, weil es sowieso elliptisch im Unendlichen ist, von endlicher Ordnung. Wir haben noch
die Wahl von p, das allerdings unverzweigt in L sein soll, und von K frei. Wir wahlen K
von der Form K = L - Ky, wobei K; eine Erweiterung von Grad 4 von Q ist, so dafl p trige
und total verzweigt in K ist. Namlich, falls p =1 mod 4, so gibt es eine Untergruppe vom
Index 4 in Z7, die eine total verzweigte abelsche Erweiterung von Grad 4 von Q,, definiert,
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und man nimmt einen total-reellen globalen Korper von Grad 4, der in p diese Gestalt hat.
Wir definieren J durch die Gleichung

J(.CE, y) = TrK/L .CEy
Wir wollen jetzt ein Beispiel einer Gruppe geben, bei der es zuldssige Homomorphismen
¢ gibt, die nicht dquivalent zu einem 7, sind. Es sei I eine total-reelle Erweiterung von
Grad n von Q, in der p prim bleibt. Es sei D eine Quaternionenalgebra iiber F, die in
allen unendlichen Stellen unverzweigt ist und die in p verzweigt ist. Die Gruppe G ist die

multiplikative Gruppe D*, aufgefafit als algebraische Gruppe iiber Q. Nach Wahl eines
Isomorphismus Gr = GL(2)k wird h : S — Ggr komponentenweise wie {iblich erklért:

hi:a+by/—1€C* — (_Z 2) € GL(2,R).

Es sei K eine rein imaginédre quadratische Erweiterung von F, die in allen Stellen auflerhalb
p in D eingebettet ist, wahrend p in ihr zerfdllt: p = p; - po. Es sei ¢ = p™. Wie in §3
konstruiert man fiir gentigend hohes m eine Weilzahl v € K fiir die ord,, v/ ordy, ¢ = v;/2n,
wobei v; und v, zwei vorgegebene positive Zahlen sind mit

(7.e) V1 + Vg = 2n.

Falls £ # Q, so konnen wir die r; ungerade (fiir spétere Zwecke) und voneinander
verschieden wéhlen. Dann ist K = E(v). Es sei T = K* ein algebraischer Torus. Wir werden
erstens T(Q) in G(Q) einbetten und dann einen zulissigen Homomorphismus ¢ : P — Gg
konstruieren, wobei die Gruppe K, C G(Q,), die in der Bedingung vorkommt, die
einzige maximale kompakte Untergruppe ist, so dal ¢(8) = v, d.h. ¢(pm) = *. Dieser
liefert das gesuchte Beispiel, da dann offenbar v € I, = K™ ist, das nicht in G(Q) eingebettet
werden kann.

Fiir die Konstruktion von ¢ benétigen wir einige kohomologische Betrachtungen, die
wir vorausschicken. Wir fixieren eine quadratische Erweiterung K’ von F, in der p prim
bleibt und die in D eingebettet ist. Es sei L = K'K. Das folgende Diagramm beschreibt die
Situation und definiert die Elemente der Galoisgruppe.

L
/ VX
K K// K/
E
Es ist v = €-n =1n-e. Wir betrachten zundchst D* und K* als algebraische Gruppen iiber

FE und bezeichnen sie mit G' und T'. Wir betten T" so in GL(2)x ein, daf v nach (** ,)
geht, s; € K, s, = n(s1). Die Operation der Galoisgruppe Gal(L/FE) auf GL(2, L) ist

(" )= (")
()= s)
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Uber K’ wird G* isomorph zu GL(2). Als Twistungskozykel von Gal(K’/E) wihlen wir das
Bild in der adjungierten Gruppe der folgenden Kokette in GL(2):

1 =1, E%j:(?\ (1))

Hier ist A € F* total negativ gewahlt und mit ord, A = 1, so da A nicht Norm eines
Elements aus K ist. Die getwistete Aktion von Gal(K'/FE) ist

(e 0) =30 @)

Fiir die getwistete Aktion von Gal(L/E) auf v kommt

o)) ()

Der zur obigen Kokette gehorige zentrale 2-Kozykel ist
a11 = Q1 = g1 = L, Uee = A
Wir betrachten die folgende Kokette von Gal(L/FE) mit Werten in G'(L):
ge:j:gna glzgv:1~
Sein Korand ist
Ge=09x1=1 Gus=0v =1, Gen=0ne= A.
Es gilt wegen der obigen Formeln (|7.1)
(7.2) 40(MNg,' =7, o e€GalL/E).
Also steht auf der linken Seite dieser Gleichung die iibliche Aktion von Gal(L/E) auf T*(L).

Diese Formel bleibt auch dann richtig, wenn g, durch t, - g, t, € T" ersetzt wird. Wir
betrachten daher {g,,} als einen 2-Kozyklus mit Werten in 7". Seine Klasse in

H*(L/E,T") = H*(L/K,G,,) = ker(Br(K) — Br(L))
ist offenbar das Bild des Twistungskozykels von G' unter der Abbildung von Br(E)
nach Br(K). Weil der Korper K nach Voraussetzung lokal iiberall auBlerhalb p in G!

eingebettet werden kann, ist die Klasse von {g,,} auerhalb p trivial, wihrend sie in p das
Bild des nichttrivialen Elements von Br(E,), ist:

Br(Ep)2 — Br(Ky, )2 © Br(Ky,)2
7,2 28 719 ¢ 7.2,

Um jetzt den Homomorphismus ¢ zu definieren, sei 2l ein Links-Reprisentantensystem von
Gal(Q/Q) modulo Gal(Q/FE), das 1 erhélt. Dann ist

Ge = [ GL2.Q) x Gal@/Q).
TEA
wobei

U(H AT) - HUT(AT’)a TO = 07 - 7—/; T, s Ql, or € Gal(Q/E)
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Auf dem Kern P soll ¢ gegeben sein durch
¢(5k) = (’7k)7 ok € P(L’m)v

mit v, = v fiir alle 7 € 2. Dann ist ¢|P ein iiber Q definierter Homomorphismus von Tori,
weil v € T(Q). Also ist ¢(p,,) ein 2-Kozykel von Gal(Q/Q) mit Werten in 7.
Auf den Erzeugenden p, von P definieren wir ¢ versuchsweise durch

é(py) = [ [ 9-(0) x 0

mit ¢,(0) = g,r- Wegen gilt dann
d(p,) - 6(0) - d(py) " = [ 9-(0) - 0-(7) - g-(0) "

Diese Identitét bleibt auch dann richtig, wenn g, (o) durch ¢,(0) - g,(0) mit ¢, € T ersetzt
wird, und diese Abénderung behalten wir uns vor.
Damit ¢ ein Homomorphismus ist, mufl auch gelten

gT(Q) * Or (gT’(U)> = ¢(pg,0) : gT(QU)‘
Weil (¢0), = 0,0, ist

9-(0) - 0-(9-(0)) - 9-(00) ™" = G, - 0+(90..) * Gpor,-

Wir miissen also diesen 2-Kozykel von Gal(Q/F) mit Werten in 7", den wir bereits wei-
ter oben identifiziert haben, mit dem 2-Kozykel ¢(p,,) von Gal(Q/Q) mit Werten in T
vergleichen. Nach dem Shapirolemma ist ¢(p,,) kohomolog zu einem induzierten Kozykel
mit Werten in T, und zwar dem auf Gal(Q/FE) eingeschriinkten Kozykel ¢!(p, ), wobei
¢! : P — T' das Element § nach « schickt. Nach Konstruktion von P ist dieser Kozykel
trivial auflerhalb p und den archimedischen Stellen. Weil K total imaginér ist, ist die Brau-
ergruppe im Unendlichen trivial, also ist der Kozykel auch in den unendlichen Stellen trivial.
Um die Klasse des Kozykels in der Stelle p zu bestimmen, kénnen wir ¢ durch §, = ¢ o,
ersetzen und dann auf die erste Komponente projizieren. Es sei L’ eine Galoiserweiterung
von Q, die L enthélt. Wir kénnen annehmen, dafi L' in p unverzweigt ist. Es sei p eine
Erweiterung von p; auf L', und es sei [L; : Q,] = r. Dann ist &, auf Df: definiert. Wenn
wir den fundamentalen Kozykel a,: ,i, 0 das Frobeniuselement, auf die gewchnliche Weise
einfithren, dann ist i =1, 0 < 4,5 <7, i+ <7 Qgigs =p +, 0< 0,5 <r,i+j >,
und
&Y = wa(p™),

wobei vy durch

[ o0 =¢®  rexa

oeGal(L,/Qp)
p

definiert ist.
Nach Definition von 7 ist die linke Seite gleich

_ (AqvitAguo)r
2n

q )
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wobei A1 und A\, eine offensichtliche Bedeutung haben. Der Kozykel iiber E, kann daher
auf Gal(K/E,) definiert werden, und zwar durch

€ — p*()\1vl+)\202) )

Da v; und v, ungerade sind, bekommen wir das Bild in H*(K}/E,, T") des nichttrivialen
Kozykels in H*(K,/E,, G,).

Damit sehen wir, daf§ die beiden zu vergleichenden Kozyklen iiberall lokal dquivalent
sind und folglich &quivalent. Nach Korrektion von g,(¢) mit zweckméBigen ¢,(p) ist der
gesuchte Homomorphismus ¢ definiert. Dabei ist zu bemerken, da8 die Aquivalenzklasse
von ¢ von der Wahl der Korrekturfaktoren (¢,) unabhéngig ist, denn H'(Q,T) = 0.

Wie miissen noch nachweisen, dafi ¢ zuléssig ist. Man iiberpriift sofort, daf§ ¢,, und
VG ey dUE dem Kern iibereinstimmen. (Es ist eine Folge von (7.¢).) Weil H'(Q, G,,) =0,
stimmen sie somit iiberein. Auflerhalb p und oo ist P trivial, also definiert ¢o(, einen Kozykel
mit Werten in G. Weil H*(Qy, G) = 0, ist ¢ o (, dquivalent zur kanonischen Neutralisierung
von Gg.

Das Kompositum ¢o(,, ist auf dem Kern C* von W gleich dem Diagonalhomomorphismus
C' — G(C) =[] GL(2, C). Die entsprechende Kohomologieklasse in

H'(R,Gu) 2 H*(R, Rp/qGn) = (Z/2)"

wurde weiter oben bestimmt. Weil A total negativ genommen wurde, ist es das Diagonalele-
ment (—1,...,—1) der Gruppe auf der rechten Seite. Der Homomorphismus (., bestimmt
dieselbe Kohomologieklasse. Weil das Zentrum von G verschwindendes H' hat, sind somit
¢oo und ¢ o (, Aquivalent.

Die Bedingung in p ist umsténdlicher zu verifizieren. Das Geb&dude von G ist ein Produkt

B(G, E) = B(Gder,f) X X*(Gab) (029 R
und ist gleich dem Gebéude von Rp,/q,GL(2), allerdings mit der getwisteten Aktion. Auf

X.(Gap) ® R stimmt diese Aktion mit der iiblichen iiberein, wihrend auf dem Gebaude
B(RFP /Q,SL(2), E) die getwistete Aktion von o gegeben ist durch
0 nfl)

o(z”,... x = (',...,2a" 15 ol (2")).
Hier sind die z° im Gebdude der SL(2). Es sei
xo = (2,...,207 ") € B(G, ¥

die Ecke, die der maximalen kompakten Gruppe der ganzzahligen Elemente von GL(2, F')
entspricht. Dann ist offenbar 02"(zy) = z, und falls wir mit z; = o%(x¢) die Translate
von zo unter der Galoisgruppe bezeichnen, so bilden die z; fiir i € Z/2n Ecken eines
Polysimplex, das unter Gal(t/Q,) invariant ist. Wir betrachten seinen Faktor in B(G e, £).
Man sieht leicht, dafl dessen Schwerpunkt der einzige Fixpunkt der Galoisaktion auf dem
Gebaude von Gy, ist. Nach dem Fixpunktsatz von Bruhat und Tits besteht das Geb&aude
von B(Gger, Qp) aus diesem einzigen Punkt. Weil wir K, als die wohlbestimmte maximale
kompakte Untergruppe von G(Q,) gewahlt hatten, d.h. K,NGaer(Qp) = Gaer(Q,), und weil
der Stabilisator einer Kammer in einer einfachzusammenhéngenden Gruppe alle Punkte
der Kammer festlaflt, ist

K, = {ge G(Qyp) ’ g-x; =m0 € Z/Qn}.
Damit haben wir K, in der Form dargestellt, wie sie im §5 fiir die Formulierung der
Bedingungen der Zuléssigkeit gebraucht wird. Als néchstes berechnen wir den Operator F.
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Es sei v1 =2a+ 1 und v, = 2b+ 1, so dafl a + b = n — 1. Wir wéhlen die fundamentale
Klasse fiir die unverzweigte Erweiterung Lo, = L,, vom Grad 2n wie im Beispiel vor 5.2.
Wir schicken das Element d, =1 x o € ng: nach

() () () ) e

Hier tritt die Matrix (?;)a mal auf und (',)b mal. Auf dem Kern nehmen wir den
Homomorphismus

Vi— )\12)1 + )\2’02.
Um zu iiberpriifen, daf auf diese Weise ein Homomorphismus ¢ : D*2» — G definiert ist,
geniigt es zu zeigen, daB F** = v(p~!) in G(Q,) = G'(E,). Indem man ausnutzt, dal sowohl
o™ als auch das Element j durch Vertauschen der Eingange einer Diagonalmatrix wirken,

O_n S1 o S2 . S1 1
S - S1 =] S9 J )

erhilt man F" = (p“ r ) j % o™ € GV(F,) x 0. Folglich ist

2a+1 V1
n p p _
F2 — p2n+1 = < pv2> = V(p 1).

Der lokalisierte Homomorphismus ¢ o ¢, stimmt mit { auf dem Kern {iberein. Somit
unterscheiden sie sich um einen 1-Kozykel mit Werten in 7', und weil H'(Q,,,T) = 0 ist,
sind sie dquivalent. Es folgt, dal das Bild von d, der in Abschnitt 5 definierte Operator F
ist. Offenbar gilt

) . 1 .
inv(ox;, Fa;) = inv | 21, (p 1),...,( p),j S Tigq

:(M7,M>

Folglich enthélt X, den Punkt (xo,...,23,-1) und ist nicht leer. Also erfiillt ¢ auch die
Bedingung [(5.d)| an die Zulassigkeit.
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