KONFORM DEGISMEZ ALAN TEORISINDE ORTAYA CIKAN BAZI
TEMEL MATEMATIK SORUNLAR

ROBERT P. LANGLANDS

Bu konugmada genel istatistik mekanik cercevesinde temel ama hi¢ ¢oziilmemis baz mate-
matik sorunlar1 anlatmak istiyorum. Bence hem fizikgiler hem matematikgiler bu sorunlari
haksizca ihmal ediyorlar. Goriiglerimi baghigi “The renormalization fixed-point as a mathe-
matical object” olan yakinda bastirilan bir makalede anlattim. Orada anlattigim yaklagimi
heniiz bagariyla uygulamadim. Hakikaten tasvir ettigim yaklagim eksik idi. Hatta varsayim
olarak, aradigim kurami heniiz tam kavrayamadim. Coziimlere gerek olan her kavram ve her
yapiy1 heniiz bulmadigimdan, onlar1 meydana koyamadim. Aslinda maksatim hirsh degil. Tam
bir kuramin olugturulmasini yalniz en sonunda, yillarca ¢aligtiktan sonra beklerim. Arada
kavramlar ile yapilar1 tek tek ve yavag yavag kesfedip kismen kuramsal, kismen sayisal yonden
deniyorum. Heniiz bitirilmemis bu gelismeyi size bugiin anlatmak istiyorum. Fakat genel
sorunlara dokunmamdan 6nce, iki somut sorun anlatayim. Birincisi perkolasyonda meydana
gelen bir problemdir. Ikincisi Ising modelinde meydana gelir.

Iki model iki boyutlu bir diizlem orgiisii tarafindan tanimlanir. Modeller ilk tanimlandiginda
kare orgiisii kullaniliyormus, ama simdi bagka ¢rgiiler kullanilir, neredeyse her boyuttan olan
herhangi bir 6rgii kullanilabilir. Fakat baglarken iki boyutlu kare 6rgii modelleri kullanalim.

Perkolasyon modeli Ising modelinden daha kolay oldugundan onunla baglayalim. Her ikisini
tanmimlamak icin bir olasilik uzay II ile ortaya ¢ikariz. Bunun bir noktasina durum denilir. Bir
durum belirlemek i¢in o6rgiiniin her noktasinin halini belirlemek lazim. Her nokta acgik veya
kapali olabilir. Sistemin bir durumu o zaman birinci sekilde goriilen bir nesnedir. Orgiiniin
her kara olan noktasi agiktir ve her beyaz olan noktasi kapahdir. Belli ki IT uzay1 bir ¢carpim
uzayidir

II= H{O, 1}, acik: 0, kapali: 1.
72

Bu uzayda bir carpim oOlgiisii olarak bir olasilik 6l¢iisii ortaya ¢ikar. p bir olasilik olsun,
0 < p < 1. Biz bu sayiy1 kullanarak {0, 1} kiimesinde bir olasilik dl¢iisti belirleriz.

p0)=p, pl)=1-p,
yani orgiide her nokta p olasihigiyla aciktir. IT uzayimndaki olasilik

V:Hu
72

formiiliiyle tanimlanir.

Biz simdi baz1 olaylar ve olasiliklarini inceleyebiliriz. Mesela bir durum verilirse, biz onu
sinirth —n < 2,y < n karesine sinirlayabiliriz. O zaman onun bir yatay gegisi kabul edip
etmedigini sorabiliriz. Bu soruyu agiklikla anlatmak icin gekilde iki basit durum gosterilir.
Birisi i¢in yatay gecis var, digeri i¢in yatay gecis yok. Bir durumun en azindan bir yatay gegisi
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kabul etmesi olasihgl 7, (p) olsun. Amerikali matematik¢i Kesten temel bir teorem ispatladi.
Kritik olasilik denilen bir p. sayis1 var ki 0 < p. < 1 ve ilk olarak, p < p. ise,

2, e{P) =0

Pe < p ise,
lim 7, (p) = 1,

n—oo
ve en Onemli olarak, p = p, ise,

0 < mn—woﬂ-n(p) < h_H%Lﬁooﬂ-n(p> < L

Bu kritik olasiiga sayisal yaklasabiliriz. Yaklagik 0.5927 ... dir. Istatik mekanikte biz olagan
olarak yalniz ¢ok nokta iceren sistemlerle ilgileniyoruz. Kesten'in teoremine gore kare biiyiik
ise, yani n biiyiik ise, kritik olasilik p. baz1 acilardan tek bir incelenecek olasilik olur. Fakat
cevaplanmamig soru var.

(1) Tt (p) = lim, o (p) = 5
mi? Gergekten bu iddiada iki denklem oldugundan iki soru var. Perkolasyon kuraminda
yakinda ¢ok yeni giizel teorem kanitlanmasina ragmen, bu somut sorun ¢oziilmemistir.

Her yanhs anlamadan kaginmak icin, baz1 orgiiler i¢in, mesela iicgen veya altigen orgiileri
i¢in, iki denklem basit kanitlarla oldukca kolay kanitlanabilir, ama genel bir kanit heniiz
yok. Anlatacagimiz gibi bu alanda kapsamli ve adeta her énemli iddia igeren ana bir ilke var.
Bence bu ilkenin kanitlanmasi matematik agisindan alanin en 6nemli sorunudur. Denklemlerin
neredeyse her 6rgii i¢in dogru oldugu ilkenin en sade ifadesidir.

Simdi Ising modeline dénerek ikinci somut sorunu agiklamak isterim. Hem perkolasyon
hem de Ising modeli her boyutta ve adeta her orgiide tanimlanabilmesine ragmen biz gene iki
boyutlu kare 6rgiisii modelini inceliyoruz. Gene sistemin durumu kiimesi basit bir ¢carpimdir,

[T{(-11}

{0,1} kiimesinin yerine {—1, 1} kiimesini koyduk. Durum verilirse, érgiintin her noktasinda
bir miknatis koyulur ama bu miknatisin tek bir giicii ve yalniz iki yonii miimkiindiir.

Ising modeli i¢in durumlar kiimesinde bir olasilik 6l¢giisii tanimlamak daha zor. Ilk olarak
sonlu olan bir kareye sinirlanmig durumlar kiimesinde bir olasilik 6l¢iisii tanimlayalim. Her
duruma bir Boltzmann agirligi verelim. Bir durum bir fonksiyona esdegerdir. Fonksiyon o
olsun, her durum sonlu kareye sinirlanmig oldugundan dolay1

U($7y> ::i:la —néx,ygn.
Durumun Boltzmann agirlig:
k(o) = Z Z eBo(@y)o(@y')
x,y x/’y/

Toplamda (z,y) ile (2, y') ¢iftleri bitisiktir, (z’,y) = (x,y)£(1,0) veya (z/,y') = (z,y)£(0, 1).
(z,y) ile (2/,y") iki noktas1 karede bulunmali. Durumun ¢ok bitigik ¢iftinde iki miknatisin
yonleri ayni ise, agirligi biiyiiktiir. Halbuki bitisik ¢iftlerdeki miknatisin yonleri sik sik farkl ise,
agirhg kiiciiktiir. Olanag: belirlemek icin, Z ile gosterilen boliigiim fonksiyonu kullaniyoruz,

Z = ZK,(U).
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O zaman ¢ durumunun olasihg1 £(o)/Z bolimidiir. Karelerin biiyiikligii sonsuza giderken
biz limitini alip bir 6l¢li v elde ederek biitiin diizlemde Ising modelini tanimliyoruz.

Ama dikkat etmemiz lazim. Modelin sicakliga ait parametresi § var. Bu parametre biiyiik
ise, karelerin biiyiikliigii sonsuza giderken limit yok. En azindan limit simirdaki sartlara
baghdir ve her miimkiin limitten ibaret olan digbiikey bir kiime hésil olur. Kritik bir sicaklik
veya kritik bir . sayisi var. § < [, ise, limit var. § > [, ise, limit yok. En zor sorular f.
parametresi i¢in ortaya c¢ikar. Daha dogrusu bugiin ilgilendigim sorular bu parametre i¢in
ortaya cikar.

Bazi agilardan cx x/(0) = 0(X)o(X') rastsal degiskeni 6nemlidir. X = (z,y), X' = (2/,v')
olsun. # < f. ise ve

E(exx) = /O’(X)J(X/) dv(o)

beklenen degeri ise,

(2) ‘E(CX,X’M < Che” X=X C1,Cy >0
fakat 5 > [, ise, tek bir 6l¢ii v olmamasina ragmen olgiilerin ¢cogunlugu igin

Ozellikle limit var. 8 = f3, ise, iinlii bir varsayim var,

C
(4) E(CX,X’) NMX—X'|=o0 |X _ X/’1/4'

X — X' vektoriniin sekli (a,0), (0,a) veya (a,a) ise, dérdiincii denklem kanitlanmigtir.
Ama genel denklem heniiz kanitlanmamisdurumda. Bu problem ikinci dikkatiniza ¢ekmek
istedigim ¢oziillmemis somut problemdir. Bu iki problem fizik¢iler tarafindan gelistirilmis
olan ama gelecekteki gelismesi i¢in matematikcilerin sorumlu olduklar: bir kurama baghdir.
Elbette falc1 degil matematikgi isek gelecegi onceden géormemiz imkéani yok. Buna ragmen
bu iki sorum bu kuramin diginda ¢oziiliirse ¢ok hayret ederim. Kuramin ii¢ ana kavrami var:
evrensellik, konform degismezlik, ve konform degigsmez kuantum alan teorisi. Her boyut i¢in
gecerli olan evrensellik en 6nemli kavramdir. Anlagilan konform degizmezlik de her boyutta
gecerlidir, ama boyut ikiden daha biiyiik ise, konform degismezlik ¢ok giiclii degil, neredeyse
dongiisel degigmezlige esdegerdir. Halbuki konform degismez alan teorisi aslinda iki boyutlu
bir kavramdir.

Evrensellik hem laboratuvarda hem de modellerde incelenen faz gecislerine ait 6nemli
bir fenomendir. Modellere veya donma ile buharlagma gibi dogal siireclere ait kritik iisler
evrenseldir, yani kapsamli gekilde modelden veya 6zel kimyasal maddeden bagimsizdir. Cok
abartmadan bu kesifin matematik agisindan yirmi yiizyilin ortasinin fizik ile kimyada en
onemli kesiflerden birisi oldugunu diyebilirizﬂ Bu fenomenin dinamik sistemlerin ¢ergevesinde
glizel ve inandirici bir yorumu var.

Dordiincii denklemi anlatirken, inceledigimiz bolgeyi daima biiyttiirdiik, yani X ile X”’i
arasindaki uzunlugu sonsuza gotirdiik. Ama bu isleme esdeger olarak biz orgiiniin goz-
enegini kugultiirsek, X ile X " degigtirmeden hep aym bolgede kaliyoruz. Bu degismeyi dogru
yorumlamaliyiz. Olcek degismesin, model degissin diye, yorumluyoruz. Orgiiniin gézenegi
kiigiilerek ne kadar ufak olsa olsun herhangi bir bolgede nihayet ¢ok gozii olur. Dolayisiyla
degisme Olcegi degistirmeyerek bir modeli bagka bir modele yollayan bir déniigiim bulunur. Bu

IKesifin tarihi Cyril Domb’un yazdigi The critical point adl giizel bir kitapta tarif edilir.
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doniigiimii R, isaretiyle gosterelim. Orgiiniin gozeneginin kiiciildiigii oran 1/ sayisidir. Belli
ki Ry o R, = R),. Hatta bagladigimiz model basit ise, doniigiimiin verdigi model karmagik
olabilir. Islem tekrarlanarak modelin karmagikligi daima artar ki Ry déniigiimler yalniz sonsuz
boyutlu uzayda tanimlanabilir.

Bu doniigtimler, ger¢ekten ihtimamla heniiz tanimlanmig olmamalarina ragmen, evrensel-
ligi inandirici hale getirirler. Evrensellik, parametrenin kritik oldugunda meydana gelen bir
fenomendir. Anlattigimiz nedenle doniigiimleri ihtimamla tanimlamak istersek sonsuz boyutlu
bir uzayda caligmaliyiz. Istersek uzayin modellerden ibaret oldugunu tasavvur edebiliriz.
Evrenselligin genel anlatimina gére, modeller uzayinda kargt boyutu (codimension) sonlu olan
altuzay bulunur. Bu uzayda bulunan modellere kritik denilir. En basit hallerde A\ sonsuza
giderken doniigtimler kritik altuzayda bulunan her noktay1 veya istersek her modeli bir sabit
noktaya siirerler, ama kritik altuzayda bulunmayan noktalar1 altuzaydan uzaklagtirirlar. Bagka
dinamik sistemlerde olagan olarak bir¢ok sabit nokta mevcut olabilir, ama birinin civarinda
doniigiimler tasvir ettigim gibi davranirlar. Dolayisiyla her modelin kritik tiglar1 doniigiimlerin
bir sabit noktanin civarindaki davranis tarafindan belirlenmistir ve bu noktaya bagl olan
altuzayin yakindaki her model veya her parametre i¢in aynidir.

Fizik¢iler bu aciklamaya kanidir. Cok yonden, mesela hesaplarin sonuglarin acgiklamasi
nedeniyle, fakat hele dogal fenomenlerin birlegtirilmis sekilde anlatilmasi nedeniyle, haklari
var, ama ayni zamanda matematik acisindan agiklama o kadar giizel ki onu ispatlamak
isteriz. Ispatina engel olan zorluk bellidir. Kritik altuzaymn karsi boyutu sifir olsa sabit noktasi
¢ekici olur, ve o zaman Newton'un yonteminde kullanilan yéntemlerle biz kugskusuz bir kanit
bulabiliriz. Fakat orgiintin boyutu birden daha biiyiik ise, problemdeki karsi boyut sifir degil.
Dolayisiyla problem olagan sabit nokta teorisinin ¢ergevesine sokulamiyor.

Perkolasyon i¢in evrensellik ispatlanmais ise, birinci denklem derhal elde ettigimiz sonucudur.
O zaman en azindan iki kanit olacakti. Mesela evrensellige gore gecis olasiliklar1 perkolasyon
modellerin hepsine ortak oldugundan, birinci denklem de iiggen 6rgiisii veya altigen Orgiisii
icin dogru oldugundan, her 6rgii igin, ozellikle kare orgiisii i¢in, dogrudur. Bagka kanit olarak,
model ve dual model ayni evrensellik sinifinda bulunduklarindan yatay gecis olasiliklar:
birbirine esittir. Ayn1 zamanda toplamlar1 1 sayisina esittir. Ising modelinde ise, dongiisel
degigsmezlik konform degizmezligin agik bir sonucudur, ve déngiisel degismezlige gore E(cx x+)
sayist yalniz | X — X’| sayisina baghdir. Dolayisiyla genel olarak dordiincii denklem anlattigimiz
0zel hallerin sonucudur.

Genel olarak dongiisel degismezlik evrenselligin bir sonucudur. Verilmig modele donersek
evrensellik simifin1 degigtirmeyiz. Bence her evrenselligi ispatlamaya yeten fikirler takimi
konform degismezligi ispatlamaya da yeter.

R, isaretiyle iddia edilen renormalizasyon doniigtimlerin igledigi uzay:1 tanimlamak igin,
koordinatlar ortaya koyup onlarin geometrik anlaminin anlatilmasi lazim. Perkolasyon icin
Montréal’daki meslektaglar ile 6grencilerle beraber dort makalede uygun koordinatlar éner-
ip ozellikleri belirtmeye ugragmk.ﬂ Biz bu kooordinatlarin istedigimiz her niteligin sahibi
oldugunu ispatlayamayiz, fakat en azindan 6nerdigimiz koordinatlara ve gerekli niteliklere
sahip bir sabit noktasinin var olduguna kendimizi hesap yaparak inandirmak istiyorduk.

Perkolasyon i¢in aktardigim makalelerde gecis olasiliklar1 kullanarak uygun sandigimiz
koordinatlar1 6nerip incelemigtik. Deneylerimize gore kare orgiisii modeli veya herhangi

2Bu makalelerin bagliklar: ile bastig1 yerleri Twenty Years of Bialowieza: A Mathematical Anthology adl
kitabinda yeni yayimlanmig bagligi The renormalization fixed-point as a mathematical object olan bir makalede
verilmigtir. Bu makaleyi RFPMO kisaltmasiyla aktaririm.
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bir 6rgli modeli i¢in her karenin iki diisey kenarindan birisinden digerine gegen ve birinci
denklemde meydana gelen yatay gecisin mevcut olmasi olasiligi belirlenmistir. Biz bu olasilig
modelin koordinatlarindan birisi olarak, kullandik. Orgiiniin goézenegi sifira giderken onun
limitinin var oldugundan, bu limit renormalizasyon doniigiimiin sabit noktasinin bir koordinati
olabilir. Ama ¢ok benzer koordinatlar1 var. Mesela sinir1 basit kapali bir egri olan herhangi bir
diizlem bolgenin simirinda bulunan iki birbirini kesismeyen araliktan birisinden digerine gecen
gecis olasiligl da bir koordinat olabilir. Bu sekilde sayisi sonsuz olan koordinatlar elde ederiz.
Her gerekli limitin var oldugunu ve limit noktasi kargi boyutu sonlu olan kasilan (contracting)
altuzayda buldugunu hesapca dogruladik. Fazladan Michael Aizenman’la konustugumuzdan
sonra bu koordinatlarin konform degismez oldugunu sayisal dogruladik. RFPMO makalesinde
koordinatlarin mevcut olup her gerekli nitelige sahib olmasinin ispatinin olanagini tasvir
ettim. Fakat bu taslagin gergekten bir ispata yol gostereceginden emin degilim.

Mamafih ispatlar1 veremememize ragmen gegis olasiliklariyla ifade eden konform degigmezlik
birka¢ gen¢ matematikgiyi etkiledi. Konform degismezligi kabul edip ondan baslayarak ya
da bir iki 6zel perkolasyon modeli i¢in konform degigsmezlik ispatlayarak Oded Schramm,
Wendelin Werner, Stanislav Smirnov gibi matemakgiler stokastik siirecler teorisi ile stokastik
diferansiyel denklemlerin temellerinde fizik¢ilerin birgok sorusunu yanitlayan giizel bir kuram
yarattilar. Kuramlarinin ¢ok giizel, ¢cok derin olmasina ragmen evrensellige dokunmamig
ve genel anlamda konform degismezligi ispatlamamislardir. Ozellikle birinci denklem heniiz
kurulmamigtir. Bence RFPMO’da kabataslak kanita benzer bir kanit hala lazimdir.

Bu yetenekli matematikgilerin yaptiklari ile meslektaglarimla yaptigimiz ele alarak onerdi-
gim koordinatlar hakkinda tekrar diigiindiim. Sabit noktanin koordinatlarinin verilmis bir
teoriye ait her yapiy1 ifade edebilmesini bekleriz. Mesela fizik¢ilere gore her iki boyutlu istatis-
tik mekanik modele bagh konform degismez bir kuantum alan teorisi var. Onerdikleri tanitlar
inandiric1 oldugu halde fizikgiler teorinin gergekten mevcut oldugunu kurmamislardir. Mesela
fizikgiler verilmis bir 6rgii modeline hangi alan teorisinin ait oldugunu biitiin ayrintilariyla
hic anlatmazlar. Ozellikle matematik anlamda teorinin modelden nasil olusturuldugunu hig
anlatmazlar. Ising modeli vesilesiyle bir yaklagim agiklamak isterim.

Baglamamdan evvel bir alan teorisinin her sey 6nce bir cebirsel yap1 oldugunu vurgulayayim.
Her cebirsel yapi, mesela her cebir veya her halka, sayisi sonlu veya sonsuz olarak bir
parametreler takimi tarafindan verilir. Perkolasyona ait alan teorisinin parametreleri gegis
olasiligi tarafindan belirlenmis degilse, tamamlayan koordinatlara ihtiyacimiz var. Gegis
olasiliginin tanimladigi teorinin hangi anlamda eksik oldugunu anlatmak zordur. Bence
tartigilacak bir geydir ve bu noktada birkag¢ sorun olmasi herkes igin belli degil.

Fazla tekrarlama tehlikesine ragmen, bir defa daha asil bir zorlugu vurgulayim. R renor-
malizasyon doniigiimlerini tanimladigimizda {izerinde ¢alistigimiz uzay fazla kiigiik olarak
almak istemeyiz. Hem perkolasyon hem de Ising modeli igin gegig olasiliklarin tanimladiklar
uzay yeteri kadar biiyiik degil.

Elbette miikemmel teori heniiz elde olmadigindan her sorunu kesinlikle ifade edemeyiz.
Aslinda iki farkli soruyu yamtlayip birbirine benzeyen teori var. Birbirlerine nasil bagh
olduklar1 heniiz tam anlagilmamasina ragmen sik sik ayirt edilmezler. Miikemmel teori
bu iki birbirine benzeyen teoriyi igerecekti ve R, doniistimlerinin igledikleri uzaya uygun
tanimlanma iki teoriyi birlegtirip belirleyebilen koordinatlardan ibaret olacakti. Bence SLE
teorisine yakindan bagh gecis olasiliklar: iki teoriden birisini verir ama digerini vermez.ﬁ] Bu

3Hatta bu goriis fazla basittir. Konugmanm son satirlarma bakin!
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nedenle diger teoriye uygun RFPMO’da gegis olasiliklarina ait anlattigim siirece benzer olan
bir stireci bulmaliyiz.

Iki teoride Virasoro cebiri 2 meydana geliyor. Bildiginiz gibi, Virasoro cebiri bir sonsuz
boyutlu Lie cebiridir. Cebirin tabani { X | k € Z } U{Z} kiimesidir ve cebirdeki garpma

[Xi, Xo] = (k — 0)Xpse + gk(k;? ~1)Z, [X,Z]=0

denklemleriyle belirlenir.

Birinci teorinin ilk meydana konmasindan birkag yil sonra, Graeme Segal onu daha geometrik
bir gekilde ifade etti. Teorinin kisaca tarif edecegimiz bu geometrik seklinden daha yaygin
olan cebirsel ifadesinde U & Y cebiri meydana geliyor. Bildigim kadar John Cardy tarafindan
sonra meydana konulan ikinci teoride iki 6rnegi degil, *U cebirinin tek bir 6rnegi kullanilir.
Oded Schramm’in kegfettigi gecis olasiliklarina ait tinlii SLE teorisi baz1 anlamlarda Cardy nin
geligtirdigi teoriye giivenilir matematik temelleri saglar. Daha dogrusu baz anlamda matematik
temelleri saglar fakat fazladan fizik¢ilerin hesaplayamadigi kritik tisleri hesaplamaya bagarir.
Onsager’in iinlii katkisindan sonra fizikgiler kritik iislerin her yeni hesabina ¢ok hayran kaliyor.

Baz fizik agilarindan Schramm, Werner ve bagkalarin gelistirdigi SLE teorisinin biiyiik bir
kusuru yok gibi geliyor, ama gercekten kavrayigimizin énemli bir eksigini agiklayan noksani
var. Smirnov’un ispatladigi bir istisna bir yana genel olarak bugiine kadar teorileri 6rgii
modellerine heniiz uygulanamaz ¢iinkii mikyas limitinin mevcut oldugu heniiz ispatlanmamigtir.
RFPMO’da mikyas limitinin var olmasi1 kanitina bir yaklagimin taslagini verdim. Gelecekte
ya tek bagima ya meslektaglarimla bu yaklagimi gelistirmek umudundayim. Bu konugmada
makalemde anlattigimi kismen ve kisaca tekrarlamak istiyorum.

Ik 6nce kisa bir sekilde konform degismez alan teorisinin ne oldugunu size hatirlatmak
istiyorum. Biz diizlemdeki 6rgii modelleri inceledik, ama neredeyse herhangi bir konform
yapisi verilmig olan yiizeyde, hele bir Riemann yiizeyinde 6rgii modelleri veya 6rgii modellerine
benzer modelleri ortaya cikarabiliriz. Orgii yogunlagirken limiti alarak biz yiizeyde modele
bagl bir konform yapi1 elde ederiz. Tabii bu limitte meydana gelen konform yap: yiizeyin
verilmig yapisi olmali. Genel teorinin heniiz var olmamasindan dolay1 bu iddiay1 bilingli olarak
belirsiz sekilde ifade ediyorum.

Basit bir 6érnek vereyim. Kare orgiisiindeki Ising modelinde her noktanin dort etkiledigi
komsusu var. Diisey etkisi yatay etkisinden daha siddetli ise, modele ait konform yap: yatay
yonde uzatilir.

Bagka bir sizi belki hayrette birakacak modeli vereyim. Diizleme sonsuzda bir nokta eklersek,
Riemann kiiresini elde ederiz. Dolayisiyla kare 6rgiisii modeli kiiredeki modeli olarak diisii
nebiliriz. Orgiiniin gézenegi sifira giderken en azindan hesapca 6rgii modelinin limiti Riemann
kiiresine olagan olan konform yapiya bagl konform alan teorisidir.

Tabii ylizeyde her noktanin civarinda farkli olup ama ayni evrensellik sinifinda kalan model
kullanilmasi olanag1 ortaya gikarsa ¢ok tehlikeye diigeriz. Tehlikelere ragmen konform alan
teorisi kavramlarindan yararlanmak istersek bu cergevede diistinmeliyiz.

Segal’in geometrik geklini kullanmak istersek, konform dégismez teoriyi belirlemek igin
her seyden once bir Hilbert uzayina ihtiyacimiz var. Bu H isaretiyle gosterilen Hilbert uzay1
parametrize edilmis bir cembere takilmistir, mesela kompleks diizlemdeki z = €, 0 < 2 < 2,
gemberine. Bu ¢emberi ' harfiyla isaret ederiz. Parametrizasyon sayesinde her parametrize
edilmis egri bu ¢embere egdegerdir ve her parametrize edilmis egriye ayni1 Hilbert uzayini
takariz. Bir Riemann yiizeyinde yalniz analitik parametrizasyonlar: kabul ederiz. Yiizeyde
Ch,...,C, bir takim birbiri ile kesismeyen basit, kapali ve parametrize edilmis egriler ise biz
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bu takima .
QR H
1
Hilbert uzayim takariz.
Fazladan simir1 Cy U---UC,, UCTU---UC), olan siirh bir Riemann yiizeyi S verilsin. Hem
Cy,...,Cp hem CF, ..., C/ basit, kapali ve parametrize edilmig egriler olsunlar. Parametrenin

belirledigi yonelimle C; egrisi boyunca gegersek S yiizeyi sagimizda kalsin, fakat C’} boyunca
gegersek solumuzda kalsin. Su halde teoriyi geometrik sekilde ifade edersek konform degigsmez

teori bir . .
I's: ® H— ® H
1 1
dontistimiinii belirler.

RFPMO’da aktardigim makalelerden birisinde 6rgii modelinin diizlemdeki veya yiizeydeki
basit kapali parametrize edilmis egri veya sayisi sonlu olup birbirini kesmeyen parametrize
edilmis egrilerin bilesimine bir Hilbert uzay1 takariz. Uzayin boyutu bagta sonludur, ama
orgiiniin gozenegi sifira giderken boyutu sonsuza gider. Kare veya doértgen modelini alabiriz
ama her noktasinin alt1 komsusu olan iiggen Orgiisii i¢in bunu yapmak daha kolaydir.

Orgii, bulundugu yiizeyi veya diizlemi iicgenlere béliiyor. Elbette bu iicgenler 6rgiiniin
gozenektir. Zirveleri tiggenlerin veya altigenin merkezleri olan eg (dual) 6rgiiyii ¢izebiliriz. Ik
orgii ticgen orgiisii ise, es orgii altigen olur. Iki érgiiniin kenarlar1 birer birer kesisiyor. Iki
orgiide her kenar bir bitisik ¢ifte bagl oldugundan, ilk 6rgiintin bitisik ¢iftlerini eg 6rgiiniin
kenarlarina gonderen birebir fonksiyon var. Ciftin génderildigi kenara egkenari denilirf_f]

Ising modelinin bir durumu verilmis ise, her iki bitisik noktada miknatislanma ya ayni ya
da farkhidir. Farkl ise ikisini birlegtiren kenari kesen es kenarimi ¢izeriz, ayni ise ¢izmeyiz.
(izilmis kenarlarin bilegimi bir seviye hatlarin takimi olur.E] (izilmis kenarlar izleyerek biz
yiizeyde bir takim basit kapali seviye hatlar1 elde ederiz. Hatlar basit oldugundan her birine
bir yonelim verebiliriz. Modelin her durumu ile ona baglh basit kapali hatlar kiimesine bir
olasaligi vererek, yeni bir olasilik uzay1 tamimlhiyoruz. Hatlarin sayis: ¢ ise, 2¢ farkl yonelim
var. Durumun olasilig1 v ise, ondan olugturulan her hatlar kiimesinin olasihgi v/2¢ olur. Tabii
orgii sonsuz ise ¢ sayisi da sonsuz olabilir. Fakat ¢ sayisi sonsuz ise, formiiller anlamsizdir. Bu
nedenle biz ya kapali, sinir1 bog olan bir Riemann yiizeyinde, ya sinirli ama sinir1 bog olmayan
bir Riemann yiizeyinde bulunan ¢rgiiyle, ya da 6rgiiniin sinirhi bolgesinde ¢alisiyoruz. Sinirh
bolgede calisirsak sonunda ayni Riemann yiizeyinde kalarak sinir1 sonsuza genigletiriz. Mesela
diizlemdeki sayisal deneylerimizde biiyiik bir ¢emberin igerdigi orgiiniin noktalarini inceleriz.

Su halde Ising modelinin tanimladigi durumlar kiimesi ve 6l¢iisii vasitasiyla yeni bir olasilik
kiimesi tanimliyoruz. Orgiiniin gézenegini kisalttigimizdan, €'u vurguluyup bu kiimeyi M,
adlandiriyoruz. C' egrisi yiizeyde basit bir parametrelenmig egri ise, M, kiimesinin her § 6gesi
bir Schwartz dagilimini belirliyor. Yani T3, ..., 7T, yonelmis seviye hatlar olarak bu 6ge Ising
modelinin durumundan ile ona bagh {T},...,T;} hatlarindan ibaret olsun. Basitlik ugruna
farzedelim ki her 7; hattiC' egrisini enine keser. C' egrisinin parametrizasyon sayesinde C'
de yonelmistir. Dolayisiyla 7; ile C' birbirini kestigi her x; ; noktasinda yonelmis 7; hatti ile

“kinci gekilde diizlemdeki diizensiz bir iicgen 6rgiisii cizilir. Orgiiniin diizlemi béldiigii ticgenler érgiiniin
gozenekleridir. Orgii yesil olarak cizilir. Eg 6rgiis kirmizidir.

E’I"J(;ﬁncii sekilde Ising modelinin durumlaridan bir 6érnegi gosteriliyor. +1 veya —1 olarak zirvedeki miknatis
da gosteriliyor. Seviye hatlar1 kirmizidir. Bu gekilde dort basit kapali seviye hatlari olarak, ¢ sayisi 4 dir.
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yonelmis C' egrisi arasindaki aginin positif veya negatif yonelmis olduguna gore bu noktaya
0;; = %1 isareti verilir. O zaman biz ¢ 6gesini

(5) A=As:f— Z Z 0if (i z)

ifadesinin belirledigi dagilima yolluyoruz. M, kumesinin bir olasilik uzayiolmasi sayesinde A
doniigimii kullanarak 6l¢iistinii dagilimlar kiimesine yollabiliriz. Tabii boyle elde ettigimiz p,
Sl¢iisiiniin destegi sonludur. Dolayisiyla tammladigy Hilbert uzayr L? (. (C)) sonlu boyutludur.
Bizim deneylerimize gore 6z olgiisii sifira . (C') 6lgiisti bir limit 6lgiisiine p(C') yaklagir. Tabii
yiizey diizlem gibi sinirsiz ise, anlattigimiz gibi sonlu olan 6rgiiniin sinir1 da sonsuza gider.
1(C) élgiisiiniin tanmmladigy L?(p(C)) Hilbert uzay1 sonlu boyutlu olmaz.

w(C) olglisii parametrize edilmig bir egrideki dagilimlarin kiimesinde tanimlanmigtir. Pa-
rametrizasyonu kullanarak biz C’yi olagan (' gemberiyle bir tutabiliriz. Bu nedenle C"deki
fonksiyonlar kiimesini veya dagilimlar kiimesini C"”deki fonksiyonlarla veya dagilimlarla bir
tutabiliriz. Dolayisiyla elde ettigimiz 6lgiilerin hepsini birbirine benzetebiliriz. Elbette p(C')
olgiisii C' egrisinin bulundugu Riemann yiizeyine baghdir. Bu nedenle ;(C) yerinde p®(C')
yazariz. Tabii 6l¢ii parametrize eden fonksiyona da baghdir, fakat fonksiyon sayesinde 1 (C')
Olciisiiniin ' ¢emberindeki dagilimlar kiimesinde de bir 6l¢ii oldugu sayesinde fonksiyon
kendisi ifadede dikkate alinmamigtir.

Sayilarin yeteri kadar kesin degil olmadiklar: halde elde ettigimiz deneysel bilgiyi inceleyerek
beni hayrette birakan bir fenomen farkettim. Anlagilan kapali S yiizeylerinin hepsi icin 1%(C')
oOlciileri birbirine gére mutlak siireklidir. Elbette eninde sonunda bu iddiay1 ispatlamak veya
en azindan sayisal olsa dikkatla saglamak isteyecegiz. Fakat gecici olarak iddiayr kabul
ederek bagka benzer iddialari ile muhtemel neticelerini inceleyebiliriz. Bu konugmanin son
dakikalarinda evvelce yaptigimi degil, gelecekte ya sayisal yolla ya da kuramsal yapabilmek
umudunda oldugumu tasvir edecegim.

Tabii herhangi iki 6lgii, p ile v birbirine gore mutlak siirekli ise, L*(u) ile L?(v) Hilbert
uzaylarini bir tutabiliriz. Yani,

1 Olciistine gore v Olglisiinlin Radon-Nikodym tiirevi ise, o zaman

feL*(v) = g=fVEe L (p)
bir eglemedir. Dolayisiyla L2 (,us (C )) Hilbert uzay1 C' — S gommesine bagh degil ve tanimlama
olarak H = L*(p%(C)) alabiliriz.

Simdiye kadar C' basit kapali egriydi. Fakat C1, ..., C} egrilerinin hepsi basit kapali birbirini
kesmeyen egri ise, o zaman C' = U,;C; bilesiminde benzer 1°(C') élgiisii meydana koyabiliriz.
Biz bir daha bu 6l¢iintin mutlak stirekli sinifinin gémmeye bagl olmadiginmi kabul edersek,
gomme olarak bagimsiz gommeleri C; — S; alip

k
MS(C) = "i(gbla S 7¢k) HMSl(CZ)
i=1
denklemini gosterebiliriz. °(C) dagilimlar kiimesinde bir 6l¢ii oldugundan ¢, . . ., ¢, dagi-
limlardir. Biz {C4,...,Cy} yerine {C1,...,C,,,C1,...,C!} alip  gekirdegini kullanarak T's
dogrusal doniigiimiinii tanimlamaya tegebbiis edebiliriz. Fakat RFPMO’da anlattigim gibi, bu
tanimlama tam dogru olmadigindan degistirilmesi lazimdair.
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Fakat olciilerin temel bir niteligini ispatlamadan tanimlamanin degistirilmesi miimkiin
degil. Hatta niimerik olarak bu niteligi heniiz dogrulamadik. Onu anlatayim. Basit kapali C
egrisi iki kapali Riemann yiizeyinde gomiilsiin. Bu iki yiizey S ile S’ ise, ikisinin C' tarafindan
ikiye boliindiigiinii kabul ederiz. C' egrisinin yonelimden dolay1 hem S yiizeyinde hem S’
yiizeyinde C' egrisinin sag tarafi ve sol tarafi var. Sag taraflar1 S, ile S.. olsun, sol taraflar1 Sy
ile S} olsun. Radon-Nikodym tiirevi

dp® (C) — 58

dpS(C)
olsun. Lazim olan niteliki bu fonksiyonun ¢arpma sekilde ifade edilmesidir,
(6) 55”,5 _ 552,5455’;,5%'

Sy ile Sy siirlar1 bir tutulmus Riemann yiizeyleridir. Ortak sinir C' egrisidir. €505 yalmz Sy,

Sy ile C ortak egrisine baghdir. €55 fonksiyonu icin benzer bir sart kosulur. Tabii C' egrisi
her dort yiizeyin simurdir fakat bir tarafta Sy ve S ylzeyine gore yonelmesi, diger tarafta S,
ve S gore yonelmesi farklidir.

Bir limit almak suretiyle p°(C) él¢iilerini tanimlamak istedigimizden érgii modeli diizeyinde
bu nitelige benzer bir niteligi bulmak isteriz.

Orgii modelinin diizeyinde &l¢iiniin § — Ay déniisiimii kullanilarak tanimlanmasini hatir-
latiyorum. Besinci denklemde bulunan x; ; birbirinden farkhidir. X = {21, ..., x,} her tekabiil
edilen e; ; sayist 1’e esit olan x; ; iceren kiime olsun, Y = {y,...,y,} her tekabiil edilen e; ;
say1s1 —1’e egit olan z; ; iceren kiime olsun. X ile Y 'nin igerdigi noktalarin sayis1 birbirine
esittir. Yani bir seviye hat C' egrisinden sagdan sola gegerse, ayni hat egriden soldan saga
gecmeli. X ile Y kiimeler verilmis ise, A = As; dagilimi belirlenmigtir. Dolayisiyla A = Ax y
ama ayni zamanda A belirlenmig ise, X ile Y belirlenmigtir.

Sonlu diizeyde, p°(C) élgiisu, p(Axy) = p(X,Y) sayilan tarafindan belirlenmistir.
Tabii 4¥(X,Y) # 0 denklemin tammladigr (X,Y) kiimesi sonludur. Sonlu diizeyinde altinc
denklem

(7) p(XY) = p (XY )™ (X, Y)
denkleminin bir sonucu olacakti. Maalesef bu denklem dogru degil. Anlatalim. Basitlik ugruna
C egrisinin orgiiniin bitigik noktalarini birlestiren kenarlardan ibaret oldugunu kabul ederiz.

O zaman z; ile y; noktalar1 C' egrisinin i¢erdigi kenarlarin orta noktarlari arasinda bulunur.
Tanima gore

() Py = L3S

Bu toplamda o her (X, Y") kiimesine uygun durumlardan degerler aliyor ve A her o durumuna
uygun yoneltilmis seviye hatlar kiimeleri tizerinden toplaniyor. ¢ sayisi hatlar kiimesinin
sayisidir.

k(o)
ol
boliimii birkag ¢arpani igeren bir ¢arpma sekilde ifade edilebilir. Bagta orgiiniin C' egrisinin
icerdigi her kenarinin ¢arpima katkida bulunan bir ¢arpan var. Kenarin orta noktasi ne X ne
Y kiimesinde bulunmazsa carpan 1 sayisidir, fakat bu kiimede bulunursa carpan e=” sayisidir.
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a kenarmin belirledigi ¢carpan 7, olsun. Su halde sekizinci denklemde bulunan ifadenin bir

garpant
Y= H Ya
aCC

olur. Bu carpan S yiizeyine bagh olmadigindan hem ¢ hem de p°" sayisina, /7 garpanini
verebiliriz.

Her A takimi iki doniisiimii belirliyor. Yani her x; noktasinda bir A takiminin igerdigi
hat S, ylizeyinden S, yiizeyine giriyor. Sonra bu hat Y igerdigi y; noktasindan gegerek S,
ylzeyini terkedip S, yiizeyine giriyor. Her X icerdigi noktanin A kiimesinden bir hattinda
igerildiginden dolay1 biz boylece X kiimesini Y’e gonderen bir esleme p = pp @ x; — yi
elde ederiz. Aym gekilde S,.’den Sy’e giren hatlarin kavislerini kullanarak Y kiimesini X'e
génderen 0! = ¢! isaretiyle ifade edilen bir esleme belirliyoruz. O zaman 7 = o~ !p eslemesi
X kiimesinin bir permutasyonudur. ¢ dogal sayis1 bir toplamdir, ¢ = ¢, + ¢, + ¢,.. 1lk 6nce
T=Ty= aXl pa olarak, ¢, sayist 7 permutasyonunun ¢evrimi kiimesinin sayisidir. ¢, sayisi ise,
Sy'in tamamen igerdigi, C' egrisini kesmeyen ve A’da bulunan hatlarin sayisidir. S, yiizeyi Sy
yiizeyinin yerine alinarak ¢, sayisi ayni gekilde tanimlanir. Tabii (X, Y") ¢iftlerini belirleyen A
hatlarinin hem S,’deki kisimlarimin kiimesi Ay, hem S, ’deki kisimlariin kiimesi A, tarafindan
belirlenir. A,’daki hatlarin iki gesiti var. Bir tarafta S,’in igerisinde tamamen bulunan kapal
hatlar, diger tarafta C' egrisindeki y; noktasinda baslayip z;; = leyj noktasina donen hatlar.
A, kiimesi benzer gekilde belirleniyor. A, ile A, iki kiimesi bagimsiz belirlenebilir. Belli ki
PA = PA, VE Op = 04, Orgiiniin bir hatt: kesen her kenarmm e~? sayisia esit olan Boltzmann
agirligina bir katkisi var. Dolayisiyla k¢ = kp,, kr = ka, olarak, agirhk k(o) = Kk, garpim
seklinde yazilabilir.

Su halde 7 = 0~ !p olarak sekizinci denklemi soyle yazabiliriz,

1S(X,Y) = % Yoot 3 (k27 K, 270

{ Ag,Ar | PAR=P, TN, =0 }

{Ae=00} {Ar=pr}
i
= E gp XO'AO',po'

Bu denklemlerde

matrisdir ve

Biz herhangi bir sekilde X ile Y’yi bir tutarsak, hem p hem o eglemesi X kiimesinin bir
permutasyondur. Fazladan {x,} = x*(X,Y) yalmz X, Y ve S, yiizeyine bagh bir sayidir ve
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{Xo} = x(X,Y) vektor yalmz X, Y ve Sjye baghdir. Dolayisiyla
Y
HXY) =2 ) XY )ede X T (XY,

a,p
simetrik A matrisinin rangi 1 ise, o zaman bir vektor a,, var ki

Asp = aga,

Su halde

s _ WZ S

1% E(X,Y) - E . X Z(X7Y>Ua07
T ’y T

,uS (X,Y): \/E Ep XS (Xay)POéP

ise, yedinci denklem dogru olur.

Tabii simetrik olan A matrisinin rang1 1 degil, fakat orgiiniin gézenegi sifira giderken biiyiik
olasilikla X kiimesinin sayisi ¢ok biiyiik olur. Bu sartla en biiyiik 6zdegere gore digerleri kiigiik
iseler, o zaman sifira egitmisler gibi onlara aldirmayarak problemi belki ¢ozebiliriz. Fakat biz
problemi heniiz ¢6zmemistik. Buna ragmen, permutasyon grubu hakkinda temsil teorisini
kullanarak Montréal’daki aragtiricilar Yvan Saint-Aubin ile Dominique Chassé X kiimesinin
sayisi sonsuza giderken A matrisinin en biiyiik 6zdegerine gore digerlerinin sifira gittiklerini
ispatladilar. Bu iddia en azindan kanitlamak istedigimiz sonuca yonelik bir adimdir.

Su ana kadar inceledigimiz sorunlar1 anlatmamdan sonra, benim bakimimdan kalan prob-
lemleri kisaca tarif etmek istiyorum. Analitik acidan en zor olan problemler, hem genel
perkolasyon modeli icin, hem Ising modeli i¢in, hem de bagka fizikte meydana gelen modeller
i¢cin mikyas limiti alarak 6rgii modellerden siirekli (continuum) modellere gegistir. RFPMO
makalesinde onerdigim yonteme gore, meydana gelen sonsuz boyutlu dinamik sisteminin
niteliklerini paylasan sonlu boyutlu yaklagtirimlara benzetmeliyiz. Bunun i¢in siirh karede,
soyut anlamda ama sayisi sonlu olan gegis olasiliklarini kullaniyoruz. Sonlu modelin dinamigini
tanimlamak ic¢in dort kiigiik kare birbirine yapistirip biiyiik bir kare yapariz. Perkolasyon
siirecini taklit ederek kiiciik karedeki gecis olasiliklarini kullanip biiyiik karedeki gecis olasi-
liklarimi belirliyoruz. Bu yontem perkolasyona mahsustur zira perkolasyonda iki yan yana
bulunan bélgedeki durumlar bagimsizdir.

Bagka modeller i¢in, mesela Ising modeli i¢in, bu bagimsizlik mevcut degil. Dolayisiyla
sonlu boyutlu yaklagimlar1 yalniz sinirli bir karedeki durumlara ait olasiliklarla degil, biitiin
diizlemdeki durumlara ait olasiliklarla tanimlanmalilar. Mesela C' bir karenin sinir1 ise, dort
kareyi gene yapigtirarak temel nesne olarak p(C') dl¢iistintin bir yaklagtirimini kullanabiliriz.
Bu 06l¢ii sonsuz boyutlu dagilimlar uzayinda tanimlanmig oldugundan, énceden bu sonsuz
boyutlu uzayin yerine sonlu boyutlu bir uzay almaliyiz. Bence dagilimlarin yerine onlara
yaklagtirilan dalgaciklar: kullanmaliy1z. Bu nedenle bu yone ilerlemeden evvel dalgacik teorisini
ogrenmeliyiz.

Bagka ogrenecegimiz seyler var. Onerdigim sonlu boyutlu yaklagimlar: kullanirsak, hemen
biitiin diizlemde ¢alismaliyiz. O zaman perkolasyona karsit, cabalarimizdan sonra Virasoro
cebirin bir 6rneginin meydana geldigi degismez alan teorisini degil iki 6rneginin meydana
geldigi teoriyi elde ederiz. Ote yanda Schramm ile bagkalarin gelistirdigi siirekli teorinin asil
6gesi sinirdaki gsartlar oldugundan, bu teori Cardy’nin énerdigi fiziksel teoriye aittir. Anladigim
kadar Schramm’in teorisine benzer, Virasoro cebirinin iki 6rnegini kullanan siirekli teorinin
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geligtirilmesi ¢oziilmemis problemdir. Ozellikle Schramm’in teorisinden heniiz ¢ikarilmamigtir.
Dolayisiyla miikemmel, her bakimdan tam olan teoriyi gelistirmek istersek, iki degismez
alan teorisinin iligkilerini anlayip Cardy’nin teorisini Schramm’in yarattigi matematik gekilde
Belavin-Polyakov-Zamalodcikov fiziksel teorisine genigletmeliyiz.

Eninde sonunda genellenmis Schramm’in teorisinin 6rgii modellerinin siirekli limitlerini
icerdigini ispatlamaliyiz. Daha ¢ok igimiz var.
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