Exposé V
LE LEMME DE GABBER

Pierre DELIGNE

Le résultat principal de cet exposé, le théoréme 1.4, est di 2 0. Gabber.

1.- ENONCES

1.1.- Dans cet exposé, nous travaillerons systématiquement avec des espaces algé-
briques({1] ou [6]), plutdt qu'avec des schémas. Ceci pose un probléme de réfé-
rences. Nous nous permettrons de renvoyer 2 un article oft un théordme est démontré
pour les schémas, et de 1'appliquer aux espaces algébriques, lorsque la méme
preuve permet de le démontrer. Une preuve pose probléme lorsqu'elle utilise que
tout point & un voisinage affine, et que 'voisinage" ne veut pas étre remplacé
par 'voisinage étale",

Ceci nous améne & parler d'espace algébrique abéfien A sur S, 13 oll on par-
lerait d'ordinaire de schéma abélien sur S : c'est un S-espace algébrique en
groupes commutatifs £ : A + S, avec f propre et plat de présentation finie, de
fibres géométriques des variétés abéliennes. Nous appellercons espace afgébrigue
demi-abélien A sur 5 un S-espace algébrique en groupes conmutatifs f : A~ S
avec f séparé plat de présentation finie, de fibres géométriques des extensions
de variétés abéliennes par des tores. Noter toutefois que

(a) Pour S le spectre d'un corps, tout espace algébrique en groupes sur S est
un schéma ([2] n° 4), d'ailleurs quasi-projectif ([4]).

(b) Pour S un trait, tout espace algébrique en groupes G sur S, localement
de type fini et séparé sur S, est un schéma. Voir [9] 3.3.1, ol est traité le
cas ot G est lisse sur S.

(c) Pour S nomal intégre de point générique n et A un espace algébrique
abélien sur S, des arguments de Grothendieck montrent que toute polarisation de
An {(vue comme morphisme symétrique de A dans sa duale) se prolonge de facon
unique en une polarisation de A sur S, de sorte que A est projectif sur S et
en particulier que A est un schéma si S en est un. Cf [7], ou [10} XI 1.4,
rédigés pour des schémas mais valables en général.

Un espace algébrique f : X + S plat de présentation finie séparé sur S et 3
fibres géométriques propres et conmnexes est propre sur S : par localisation sur S

et passage a la limite on se raméne & supposer S spectre d'un amneau noethérien lo-
cal, gqu'on peut supposer complet par descente fidelement plate, et on applique
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P. DELIGNE

EGA IT1 (1°7€ partie} 5.5. En particulier, un espace algébrique semi-abélien sur
S de fibres des variétés abéliemnes est abélien sur S.

Sauf mention expresse du contraire, les schémas et espaces algébriques consi-
dérés sont quasi-compacts et quasi-séparés.

1.2.- Seient U wn ouvert dense d'un espace algébrigque normal S et A un espace
algébrique abé&lien sur U. Un paolfongement semi-abéfien de A sur S est un espa-
ce algébrique semi-abélien P sur S, muni d'un isomorphisme A > P|U.

THEOREME (Raynaud [10] XI 1.15): Sous Les hypothises ci-dessus, si A admet un
profongement semi-abélien, ce dennien est unique (& isomorphisme unigue prds).

Localisation et passage & la limite raménent & supposer que S est un schéma
noethérien. Si S est un trait, et U son point générique, tout prolongement
semi-abélien P de A coincide avec la composanteneutre N°  du modzle de Néron
([8]) Nde A : parce que P est lisse & fibres connexes, on dispose de ¢ : pN°
avec ¢n = Id et SGA 7 IX 3.1 montre que ¢ est un isomorphisme (cf SGA 7 IX 3.2)
Pour S normal noethérien, il en résulte que deux prolongements P',P'" coincident
sur un ouvert VoU de complément de codimension 2 2. D'aprés [10] IX 1.5, P' et
P coincident (cf [10] XI 1.15). Correction : voir note (1).

1.3.- Remarque 1 : Si P et Q sont deux espaces algébriques semi-abélien sur S
normal et intégre, de fibres génériques Pn et Qn des variétés abéliennes sur
k{n), la méme démonstration donne que

Homg (P,Q) = Hom (P _,0 ).

Remarque 2 : L'hypothése de normalité faite sur S est indispensable, comme le
montre 1'exemple suivant : S = cubique & point double sur k algébriquement

clos =P avec O et » identifiés en un peint p, U =35 - {p},

A = courbe elliptique constante E sur U (A = E x ).

Se donner un prolongement P de A revient 2 se donner un prolongement sur Pl,
plus un isomorphisme de recollement entre les fibres de ce prolongement en O et .
Le prolongement 3 IP1 est wnique : c'est E x Eﬂ, mais 1'isomorphisme de recol-
lement peut &tre choisi d'au moins deux manigres : Aut(E) = {#1}. Le théoréme
devrait toutefois &tre vrai pour U schématiquement dense dans S et S seule-
ment supposé géométriquement unibranche et, pour S quelconque, deux prolongements

donnant lieu aux mémes prolongements P des A = devraient &tre isomorphes
2 £
[2 premier fixe, n variablel.
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1.4.- Pour éviter d'aveir a faire des références fantOmes, et parce que ce cas
nous suffira, nous n'énoncerons le lemme de Gabber que sous des hypothéses sans
doute inutilement restrictives.

THEQREME (Lemme de Gabber) : Soient U un ouvent dense d'un schéma intéghe non-
mal excelfent S ef A un espace algébrique abdfien sun U. 1L existe un monphis-
me propre sunjectif f : ' » S tel que £'image invense de A sur £ (U) e
profonge en un espace algébaigue semi-abélien sun S'.

1.5.- 5'il existait un espace de modules pour les espaces algébriques semi-
abéliens, le théorgme de réduction semi-stable (SGA 7 IX 3.6), joint au critére
valuatif de propreté, montrerait que cet espace est propre sur Spec(Z), et

le lenme de Gabber en serait une conséquence immédiate. On est toutefois loin

du compte : non seulement les objets considérés ont des automorphismes, méme
parfois en nombre infini, mais, pire, un espace algébrique semi-abélien A sur
un anneau de valuation discr2te complet V n'est pas déterminé par 1'espace al-
gébrique formel correspondant. Si la fibre spéciale est isomorphe & G;, la ré-
duction mod m* est isomorphe 2 GE quelque soit k (rigidité des tores), sans

pour autant que A soit nécessairement un tore.

Le mauvais comportement des espaces semi-abéliens, vis 3 vis de la complétion
formelle, tient au fait que ceux-ci ne sont pas nécessairement propres. Pour les
courbes, la situation est meilleure, car on dispose de la notion de courbe stable
de gentre g ([5] 1.1). Ces courbes sont propres et, pour g 2 2, n'ont qu'un
nombre fini d'automorphismes. A cause des groupes finis d'automorphismes, les
courbes stables de genre g 2 2 ne donnent pas lieu 3 un espace fin de modules
mais donnent du moins lieu 2 un champ algébrique propre sur Spec{Z (d'aprés le
critére valuatif de propreté et le théor2me de réduction stable pour les courbes

([51 2.7 ou [3])).0n a :

1.6.- LEMME : Soient U un ouvert (quasi-compact] dense d'un espace algébrique S
u:X+S une famille de courbes stables de genre gz 2 paramétnée parn U. 1L existe
£:8" >S5 propre surfectid fel que £'image invernse de X sun f'1(U) se prolon-
ge en une famille de counbes stables paramétrée par S'.

Preuve : Fixons g z 2. Pour abréger, nous dirons coutbe stfabfe pour courbe
stable de genre g. Le champ algébrique J{ classifiant les courbes stables est
propre sur Spec(Z). I1 existe donc ([5] 4.11, 4.12) SO , propre sur Spec(7)
et un morphisme surjectif de S, dans il . En d'autrestermes : S, est propre sur
Spec(Z), muni d'une famille de courbes stables ugy : Xg + S telle que toute
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courbe stable de genre g sur k algébriquement clos soit la fibre de XO/So en

un  k-point de S .

* *
Sur U x 5, on dispose des deux courbes stables PYyX et proX . Soit 1'es-
pace algébrique sur U, * SO
I:= Isom(pr?)(,pr;)()
(c'est U0 o S ). Il est fini sur U x S0 et s'envoie sun U. Seit T son

o
image dans %x%,? 1'adhérence de r@meSyethm@mstw-

phisme fini I + T en un morphisme €ini T + T

[ — T & [ x S0

[ 7 [
T—T > 8 x5

L'espace I, muni du morphisme propre I + T e § x S0 + 5, est le S' cherché.

L'image inverse sur T de X./S, prolenge 1'image inverse sur I de X/U.

Au n® 3, nous tacherons de démystifier 1l'usage fait dans cette preuve des
cham.. algébriques.

1.7.- Le principe de la démonstration du lemme de Gabber sera de se ramener au
cas des courbes en utilisant les jacobiennes. Quelques remarques préliminaires.

(a) Comme expliqué en 1.1 (b), A/U est automatiquement un 4chéma abélien.

(b} Etant donnés U e S, A/U et f : S' = S comme dans le théoréme, tout

f1 : 8" » § propre surjectif, avec 5" au-dessus de S' (i.e. tel qu'existe un
S-morphisme de S dans S$'), vérifie encore la conclusion. Appliquant le lemme de
Chow ([61IV 3.1) et nommalisant, on voit que si la conclusion du théorgme vaut pour
U=S et A/U, elle vaut aussi avec un £ : §' > § projectif et surjectif, S'
€tant intégre et normal.

(c) 11 suffit de vérifier le théoreme localement sur S : si S est recou-
vert par une famille finie d'ouverts Si’ et que pour chaqu'un d'eux on dispose
de fi 18]~ Si’ on peut trouver f : S' » 5 projectif et surjectif tel que
S'ISi soit au-dessus de S, que f-1(U) soit dense dans S' et que S$' soit
normal. Les prolongements de A sur les S'|Si se recollent en un prolongement

sur S, grice a 1.2.
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(@) Il suffit de vérifier le théoréme avec U remplacé par un ouvert non vide
VeU : pour S' integre et normal un prolongement de la restriction de A et V
sera automatiquement un prolongement de A (1.2).

2, - DEMONSTRATION

Soient U<S et A/U comme en 1.4, et d la dimension relative de A sur U.
On peut supposer, et on suppose, que d 2 1. On cherche S5' intégre et normal, et
un morphisme surjectif projectif £ :5'+Stel que 1'image inverse de A sur f”l(U)
se prolonge en un espace semi-abélien sur S'. Pour ce faire, il est loisible de
rapetisser U (1.7(d)), et de remplacer S par 5; intégre normal s'envoyant par
un morphisme surjectif projectif sur S, U par son image inverse Uy dans S1 et
An par son image inverse sur Us.

Soient n = Spec(K) le point générique de U et An la variété abélienne sur
K fibre de A/U en n. On peut supposer, et on suppose, K infini (sans quoi
S = Spec(K) = U). Choisissons un plongement projectif A‘1 « >P de A . Dans 1a
grassmanienne des sous-espaces linéaires H de de codimension d-1, les H dont
1'intersection avec An est une courbe lisse sont les points d'un ouvert dense,
donc ayant des K-points. La densité se déduit, par itération, de ce qu'une sec-
tion hyperplane générale est transverse - voir par exemple SGA 7 XVII 3.1.4.
Choisissons un tel sous-espace linéaire H et soit rn = AnnH° Sur la cl8ture
algébrique K de K, on a

~ O
W,z ) = Wz )
et
1 e ]
11 (A;,ZE L} e—: [] (r‘ﬁ,ﬂ. 2)
(théorgme de Lefschetz faible - ou de Bertini - une référence moderne est

SGA 2 XIV 4.6 + 1.10) de sorte que PF est comnexe et que le morphisme
Alb(l‘;) = PicO(I‘;) -+ A; de la jacobienne de Iy dans A estun épimorphisme. En

particulier, F; est de genre ggzd. Excluons provisoirement le cas d = 1. On a
alors g 2 2.

Ce qui est vrai sur n = Spec(K) 1'est aussi dans un voisinage assez petit
V de n : 11 existe au-dessus de Vc<U convenable une courbe lisse Ty de genre
g z 2, plongée dans AV, avec Picf}(rv) — Av Rapetissant U, on peut supposer

et on suppose que U =V,

Appliquons le lemme 1.6 2 la courbe Iy sur UcS, et remplagons S par le S
fournit par le lemme (ou plutdt par le normalisé d'une composante irréductible) :
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on se ramene 3 supposer que Ty Se prolonge en wune famille de courbes stables
sur S. D'apres (2] 7.3, Picg(r) existe comme espace algébrique sur S. Soit

P= Picg(r) le sous-espace algébrique en groupes ouvert qui paramétre les
faisceaux inversibles sur T dont la restriction & chaque composante irréductible
de chaque fibre péométrique est de degré O. Cet espace algébrique est séparé et
lisse de type fini sur §S. Ses fibres géométriques sont des extensions de variétés
abéliennes par des tores : c'est un espace algébrique semi-abélien sur S.

On a ainsi obtenu (rappelons-le, aprés changement de 5, et de U) un espace
algébrique semi-abélien P sur S, dont la restriction P a U est un espace al-
gébrique abélien sur U muni d'un épimorphisme u : Py —>=> A, Soit K= Ker(u).

C'est un sous-espace algébrique en groupes de PU. Quitte & rapetisser U

(ce n'est d'ailleurs pas nécessaire), on peut le supposer plat sur U. D'aprés
[11] 5.7.9, une nouvelle modification de S permet de supposer que 1'adhérence
schématique KU de K, dans P° est un sous-espace algébrique pfat de PU.

Lorsque Rﬁ est S-plat, c'est automatiquement un sous-espace algébrique en
groupes de .

Pour les espaces algébriques en groupessur une base S, le passage au quotient
par un sous-espace en groupes plat et fermé se fait sans probléme. I1 est compa-
tible au changement de base et fournit un quotient séparé sur S, plat si 1'espace

de départ 1'est. Voir [1] 7 (les prewves ne sont pas domées). Soient X 1'adhérence

schématique de KU’ supposée plate sur §, et N = P/K. Les fibres géométriques de
N sont des quotients d'extensions de variété abéliennes par des tores, donc encore
des extensions de variétés abéliennes par des tores. L'espace algébrique en grou-
pes N est donc semi-abélien. Puisque A = PU/KU, il prolonge A et répond au
probléme posé.

11 reste & traiter le cas d = 1 qui avait été exclus. La méme preuve conti-
nue 3 s'appliquer si on définit wme courbe stable de genre un comme une courbe
pointée : X —> 5, avec = dans 1'ouvert de lissité de fibres géométriques des

€
courbes elliptiques ou des cubiques nodales.

Autre possibilité : définir 1‘n comme une section hyperplane de An x An'
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3~ EXORCISER LES CHAMPS

3.1.- Rappelons la définition d'un groupoide en schémas (SGA 3 VI). C'est un

diagramme
_— R
(3.1.1) SZ :‘; 51 —_— SO

(fleches di’ i =0,1 et 0,1,2 respectivement), avec

[»]
S2 — Sl
|
dZ v L f.‘l1
o]
S.] —> SO

cartésien tel que, pour tout schéma T, si cm appelle objets les éléments de
Hom(T,So), fleches ceux de Hom(T,S1), source (resp but) de f 1'objet d1(f)
(resp do(f)) et si pour f de but la source de g {(de sorte qu'il existe un et
un seul <g,f> € Hom(T,S,) avec d2<g,f> =fet docg,f> = g), on définit la com-

position par gof = d1<g,f>, on obtient un groupoide, i.e une catégorie dont
toutes les fléches sont inversibles. On la note S,(T). Pour T variable, les
5,(T) forment un préchamp en groupoides.

Les champs algébriques quasi-compacts et séparés sont les champs en groupoides
obtenus comme champ associé 3 un préchamp S,(T) (pour la topologie étale) pour
lequel S, est quasi-compact, (do,d1) : §; » 5, x 5, est un morphisme

fini et ol les di S 51 + S0 sont éfafes,

Les espaces algébriques quasi-compacts et s$éparés correspondent au cas par-
ticulier oi (do’di) : S1 > S0 x So est un plongement fermé. Le sous-schéma S1

de S, x S, est alors une relation d'équivalence étale et 1'espace algébrique

"est" le quotient 80/81.

3.2.- Soient g un entier 22 et disons simplement courbe sfabfe pour une courbe
stable de genre g. Expliquons comment on peut construire un diagramme (3.1.1)
dans le cas du champ ! des courbes stables, Etant donné T (i =1,2), muni

d'une courbe stable u; - Xi > Ti’ on note T1 5% T2 le schéma Isom(x1,xz) qui

représente le foncteur'rr——>{(a1,a2,¢)|ai est un morphisme de T dans T, (i=1,2)
et ¢ est un isomorphisme de ajX; avec azxz}.
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Ce "produit fibré' est fini sur ’l‘1 x TZ' On dit que S, mmi d'une courbe stable

X (i.e de S + M) est étale sur vif (resp lisse, resp s'envoie surdf} si pour tout
T, muni d'une courbe stable Y, S ) T est étale sur T (resp lisse, Tesp
s'envoie sur T). Si S est €tale sur i et s'envoie sur JH., le champ i
correspond au diagramme (3.1.1) suivant :

—_—

L'espace de modules H des courbes stables X mumies d'un plongement tri-
canonique X <—> ]PSg-G est lisse sur 47 et s'envoie sur J . Le groupe
PGL(5g-5) agit sur H avec des stabilisateurs finis et réduits. 5i $ est ume
somme disjointe de sous-schémas lisses de H, transverses aux orbites de PGL, de
dimension complémentaire et les rencontrant toutes, $ est étale sur o et s'en-
voie sur 41 , donc fournit un diagramme (3.1.1). Le champ /M est séparé de type
fini sur Spec(Z) ([S) 5.1). Les déformations des courbes n'étant pas obstruées,
il est lisse. On peut aussi le déduire de ce que H, lisse sur 44, est lisse est
Spec(Z).

3.3.- Soient nz1 un entier et thﬁ[!/n] le champ a2lgébrique classifiant les cour-

bes propres et lisses de genre g, X, sur des bases S ol n est inversible,
mmies d'un isomorphisme (la structwre de niveaw n) o @ 1='icg()()1_l = (Z?/nZE}}Zg.

Si (/iio est 1'ouvert de i correspondant aux courbes lisses, le morphisme
"oubli de la structure de niveau n" : m‘,g[i/n] -n%o[I/n} fait de u?fl,gﬂ/n]

un revétement fini étale de . °[1/n).
3.4.- DEFINITION : g, est Le noamalisé de M, dans M 211/n).

Dans le langage 3.1., cette définition signifie ceci,
(a) On choisit So étale sur M et s'envoyant sur 4 , d'ol comme en 3.2 un
diagrame (3.1.1) S,.

(b) Sur chaque Si’ on dispose par construction d'une courbe stable Xi (i=0,1,2),
et elles donnent lieu 3 un diagramme cartésien

—_— —
L= X — X
NS
SZ — 51 —5 SO'

{c) Soit 52 1'ouvert de Si au-dessus duquel Xi est lisse, et Sg n[1/1f1]

revétement fini étale Isom(Pico(Xi)n,(ZUnJZg) de Sci)[Hn].
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. . - 0 0

Soit enfin Si,n le normalisé de Si dans Si,n[1/rﬂ' Parce que Si,n[1/rﬂ est

lisse sur Spec(#), donc normal, c'est encore la somme disjointe, sur les compo-

santes irréductibles T de Sg all /nj  du normalisé de la composante image de Si
b

dans le corps des fonctions rationnelles de T.

La normalisation commutent aux changements de base étale, les Si n forment
»
& nouveau un diagramme (3.1.1}. Le champ “”‘n est le champ défini par ce diagram-

me.
Le diagramme

P —

S 5 R So,n

} ¢ |
e, —_— >

s, —§ S, —> S,

est cartésien. Dans le langage des champs, cela fournit So,n = So M M a €t la
représentabilité relative de M n Sur WM . Nous aurons seulement & utiliser la
conséquence, formelle sur les définitions, que pour t€ So n(T) d'image s dans

E]

SO(T), on & dans les groupoides S n(T) et 5,(T) (3.%)

(3.4.1) Aut(t) e——> Aut{s).
3.5, ~PROPOSITION : S4 n 2 3, JPtn[Un] est un espace algébrigue.

En d'autres termes, avec les notations de 3.4, le morphisme (do'd1) identi-
fie §, n[1/n] a un sous-schéma fermé de Se rl[1/n] chO n[1/n]. Le point essentiel
est le ’

LEMME 3,5,7.- Soit X une counbe stabfe sur k afgébriquement clos et M 23
invensible dans k. Tout automonphisme de X, agissant trivialement sur Pico(X)n s
est B'identite,

Preuve : Ecrivons Pic®(X) comme extension d'une variété abélienne par un tore :

0-+T»Pic°() +A+0

et soit L le groupe des caractéres de T. On sait que tout automorphisme u de X’
est d'ordre fini. 5'il agit trivialement sur Pico(X)n, il agit trivialement sur
A etsur T, donc sur L/n L. ParSerre [12], pour A, et un argument direct
analogue pour L, il agit trivialement sur A et sur L, donc sur T.
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L'endomorphisme u-1 de Pic® X envoie donc A sur T, donc est trivial : u agit
trivialement sur Pico()(), et on conclut par [5] 1.13.

LEMME 3.5.2.- Sodent S un schéma nommal, j : Ue— S un cuvent dense de S,
A un espace algébrique abdlien sun U, prolongé en N semi-abélien sur S« ef
n wn entien fnversible sun S

{£) Le faisceau &tale N sun S des points de division par nde N 4'dnjecte
dans Je 3N =3 AL
2
(id) Tout isomomphisme o , sur U,de A avec Le faisceau constant (EY/HR)Sg,
2
se prolonge en un monomonphisme N e—o> (Z/nﬂ)sg.
L'assertion (i) résulte de ce que Nn est séparé sur S. Parce que S5 est
normal, on a j, (E/nZZ)]%g = (angg , et
- . ~ 2 2
N o= Ju § Ny = 3. A = j.@nD 8 - (@nDgk

est le prolongement cherché.

Preuve de la proposition : Posons T, = Si,n[”n]' Puisque T, est fini et net
sur To % TO (net car étale, donc net, sur TO), i1 suffit de vérifier que pour
tout corps algébriquement clos k, T1 (k) s'injecte dans To(k) x To(k). On peut sup-
poser n inversible dans k, sans quoi T1(k)=w. Parce que T,(k) est un groupoide,
il suffit de vérifier que pour tETo(k), il existe exactement un objet de T1(k)

au dessus de (t,t) i.e que Aut(t) est réduit & 1'identité.

Notons encore X, la courbe stable sur T, image inverse de X, sur S,
de 3.4 (b). Sur les Tg 1= S?,n{I/n], on dispose par définition d'un systéme car-
tésien d'isomorphismes Pico()(i)n —> (E/__n_Z-Z)zg. D'aprés 3.5.2, il se prolonge sur
Ti en un monomorphisme de faisceaux étales
Pic®(X,) e (DL
I1 en résulte que le morphisme du champ défini par T, dans celui, M , défini

par S, se factorise par le champ (non algébrique, celui-13) des courbes stables
X, munies de PicO(X)n e—> (Z/nZ) 28,
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Pour tETO(k], dtimage s dans (So(k), le monomorphisme (3.4.1)
At (t) e—Aut(s) = Aut(fibre de Xo en s) a donc une image consistant d'automor-
phismes de (XO)S agissant trivialement sur Pico(Xos)n. Dtaprés 3.5.1, un tel

automorphisme est trivial,

3.6.- COROLLAIRE : S{ n est divisible par deux entiens ny(i = 1,2)  premiers

entre eux et 23, alors M, est un espace algébrique.

11 suffit de vérifier que chaque wﬁn[l/ni] est un espace algébrique, i.e

que les objets du champ correspondant n'ont pas d'automorphisme. On le déduit de
(3.4.1) et de sa factorisation %n[Uni] -»J'Ln [I/ni] + i, compte tenu de 3.5.
i

3.7.-Dans 3.6, le langage des champs a permis de construire, a partir d'une famil-
le S de courbes stables comme en 3.2, un atlas, au sens de la topologie étale,
définissant un espace algébrique dnn. Les critéres valuatifs de séparation et

de propreté montrent, grice au théorzme de réduction semi-stable, que cet espace
algébrique est propre sur Spec(Z). On peut utiliser ce 4 comme S dans la

preuve du lemme 1.6. Si on préfére que S0 y soit projectif sur Spec(Z), il suf-
fit d'appliquer le lemme de Chow a .ﬂﬂn. En fait,.ﬁtn est projectif (Mumford).

4.- OBTENIR DES SCHEMAS

Dans ce n®, nous montrons comment modifier et compléter la preuve du lemme de
Gabber pour obtenir des schémas, plutdt que des espaces algébrigues. Une autre
approche m'a €té signalée par Michel Raynaud : il me dit savoir prouver que si
X est un S-espace algébrique en groupes, lisse et séparé sur S, & fibres con-
nexes, alers X devient représentable aprés changement de base 3 un éclaté con-
venable S'/S,

Soit g un entier z 2. Pour abréger, nous dirons courbe stabfe pour une
courbe stable de genre g.

4.1.- Pour X/S5 une courbe lisse de genre g, 1'autodualité de la jacobienne
*
£ : Picg(X) > Picg(X) fournit un faisceau inversible relativement ample canoni-

que sur Pic?(x) :

(1d,e )" (faisceau de Poincaré).
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I1 est symétrique, et trivialisé le long de la section nulle, Sa formation est
compatible & towt changement de base. Notons le £ (X/9).

4.2,- LEMME : TE est possible, de fagon unique a isomoaphisme unique prds, d'at-
tacher @ chaque cowrbe stable X/S un faisceau inversible  L(X/S), sun

Picg(x) , tnivialisé Le Long de La section nutle, de formation compatible & foutl
changement de base, et redonnant & (X/S) de 4.1 poun X Lisse.

I1 suffit de traiter le cas "universel" que voici : on prend X,./S, comme
en 3.4, et on cherche des faisceaux inversibles :E(Xi/Si) sur les Picg_(xi),
i

trivialisés le long de la section nulle, prolongeant les faisceaux inversibles 4.1
au-dessus de 1'ouvert Sg de S5 ol X; est lisse et formant un systéme cartésien

sur S, (compatibilité aux changements de base 5, - Sj). Pour chaque i, S; est

lisse sur Spec@®@), donc régulier. De méme pour Picg (Xi)’ lisse sur §;. I1
i

existe donc un prolongement £'(X./S;) du faisceau inversible ;B((X.]S9)/89) dc
i i™MiAi

4.1 (prendre le déterminant d'un quelconque prolongement cohérent). Le corrigeant
par 1'image inverse de sa restriction & la section nulle, on obtient un prolonge-
ment ;B"(Xi/Si), trivialisé le long de 1a section nulle (la trivialisation prolon-
geant celle de 4.1 sur Sg). Parce que Picg_(xi) est & fibres géométriques

i

jrréductibles, un tel prolongement est unique a isomorphisme unique prés. Grace 2
cette unicité, les ae"(xi/si) sont compatibles aux changements de base 5; -+ Sj

et répondent au probléme pose.

4.3.- PROPOSITION : Pour X/S une coutbe stable, fe faiscean {nversible £(X/S)
de 4.2 est nelativement ample. En parnticulien, Picg(x) est quasi-profectif
sun S, et est un schéma AL S en est un,

A nouveau, il suffit de le vérifier dans un cas universel, par exemple, avec
les notations précédentes, pour XO/SO. En particulier, on peut supposer que S

est un schéma régulier et que 1'ouvert s® de 5 au-dessus duguel X est lisse

est dense. On le suppose. Si on savait a priori que Picg(x) est un schéma, 1'as-
sertion résulterait de {10] XI 1.13. Malheureusement, la preuve de loc cit
utilise de facon essentielle qu'on ait affaire & unschéma, pour construire a prio-
ri, localement sur S, des diviseurs relativement amples comme compléments d'ouverts
affines (cf [10] V 3.10).
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4.4,- LEMME : Soit X une counbe géoméiniquement néduite connexe sun k sépara-
bLement clos., 1L existe un diviseur D, contenu dans £'ouvert de Lissité de X, de
degné g := dim H' X, 3, tet que

X, M) =k et H,Bm) -o0.

Preuve : L'assersion HO(X,&(D)) = k résulte des autres et de Riemann Roch.

Si w est le faisceau dvalisant, on a
dim Ho(X,uw) = g

et H UMD = 0 équivaut par dualité 3 HO(X,w(-D)) = O.

Le faisceau » n'a pas de composante immergée. Ceci permet de construire par
récurrence sur i, 0 s1i 5 g, une suite croissante de diviseurs Di de degré i

contenusdans 1'ouvert de lissité avec dim HO(X,m(-Di)) =g-1:

prendre D, = @ et D.1 . D; + P, avec Pi un k-point lisse ou les sections de

HO(X,N(-Di)) ne s'annulent pas toutes. On prend D = Dg'
4.5.- LEMME : Soif f : X+ S avec f paojectif plat, de §ibres géométrniques
des counbes néduites ef connexes. Localement poun Lo topofogie étale sun S, 4L
existe un ouvent V=Picg()() qud rencontre chaque §ibre et soit un schéma.

Preuve : On se raméne a supposer S strictement local, de point fermé s, et il
suffit de construire un ouvert Ve Picg()() qui soit un schéma et rencontre Xs.

Soit D, un diviseur de degré g := dim H! (Xs ) sur X;, contenu dans 1'ouvert de

limité X° vérifiant H‘(xS,D'(DS))

0 (4.4). Prolongeons-le en un diviseur de

Cartier relatif D sur X. C'est possible car S est local hensélien. On a

£80 « Fet R'e,0m -o.
Soit V' 1'ouvert de Picg(x) correspondant aux faisceaux inversibles &

tel que R'f, (D) = O. Pour un tel of , £, JF(D) est libre de rang un, de
formation compatible & tout changement de base. Soit V< V' 1'ouvert de V'
correspondant aux f tels que si la section s est une base de £, ;{? , le sous-
schéma s = 0 de X soit un diviseur de Cartier relatif D({£), contenu dans 1'ou-
vert de lissité X°. Par construction, V contient la section nulle. Le morphisme

,f - D(i) identifie V 2 un ouvert de SymZ(X%) et V est donc un schéma.
La projectivité de X sur S a servi & garantir 1'existence de Symg()().
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4.6.- LEMME : Sous Les hypoth2ses de 4.5, Localement poun La fopofogie étale sur
s, Picg(X) est un schéma,

On se raméne encore 2 supposer S strictement local.Poscns P := Picg(x).

C'est un espace algébrique lisse sur S, purement d'une dimension relative g.

Soit V comme en 4.5, I1 suffit de montrer que P est la réunion des g V pour

g P(8). On se raméne 2 supposer S essentiellement de type fini sur Z, ce qui
permet de “'compter les dimensions' sans crainte. Soit n un entier, ot P! 1a puis-

-uple

sance fibrée n de P sur S. Pour t un point géométrique de S et

g = {g1,...,gn) un point géométrique de P" au-dessus de t, disons que g est
pemis si les giV recowrent P,. Les points géométriques permis sont les points

géométriquesd'une partie constructible Y de p" (EGA 1V 3*™ Lartie 9.6.1 (1),

Soit Z son complément. On vérifie que Z est fibre a fibre de codimension z n-g.
Si n-g > dim S, il en Tésulte que 1'adhérence Z~ de Z ne contient pas toute la
fibre spéciale et on peut trouver une section g de P' -2 : P est la réunion
des g;Vv-

4.7.- Remarque : Dans 4.5 et 4.6, I'hypothése que f est projectif peut &tre rem-
placée par celle que f soit propre : localement sur S pour la topologie étale,
f sera automatiquement projectif.

4.8.- Preuve de 4.3 (sous les hypothéses auxquelles cn s'est réduit, voir 4.3).
Le probléme est local pour S pour la topologie étale. Grice 3 4.6, on peut donc

appliquer [8] XI 1.13.

4.9.- Remarque : La démonstration de [8] XI 1.13 ne fait, me semble t-il, usage
de 1'hypothése qu'on ait affaire a des schémas que via la conclusion de 4.5. Ceci
permettrait d'éviter 4.6.

4.10.- PROPOSITION : Le Lemme de Gabber [théonsme 1.4) neste vhai avee, dans La
conclusion, espace algébrique semi-abélien nemplacéd pan schéma semi-abélien.

Preuve : Procédant comme dens la démonstration dormée au § 2, on se raméne & sup-

poser l'existence d'une courbe stable X sur S, lisse sur U, et, sur U, d'un
épimorphisme u : Picg(x) + A dont le noyau KU se prolonge en un sous-espace

algébrique en groupes plat K de PlCS(X) Montrons que 1'espace algébrique semi-
abélien P := Plcs(X)/K prolongeant A, est un schéma.
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Sur U, le théoréme de compldte réductibilité de Poincaré assure l'existence
de v: A~ Picg(x) tel que w seoit 1'endomorphisme de multiplication par un

entier n z 1 de A. Notons encore u le morphisme de passage au quotient de
Picg(X) dans P. D'aprés 1.3 remarque 1, v se prolonge en un morphisme encore

noté v de P dans Picg(X). Par densité de Udans S, on a encore uv =n.

La multiplication par n : P » P étant quasi-finie, v est quasi-fini, donc
quasi-affine. ([6] I1-6.15). Puisque Picg{X) est un schéma, P en est un aussi.

Je remercie M. Raynaud et 0. Gabber d'ume lecture critique d'une premiére

version de ce texte.
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Note (1)

{1) 0. Gabber m'a fait observer que la preuve de [10] XI 1.15 fait usage de ce
qu'on travaille avec des schémas. Ci-dessous, nous donnons la preuve d'énoncés
voisins, valables pour les espaces algébrigues et suffisant 2 justifier 1.Z et
1.3 Remarque 1.

(1}.1. Pour § = Spec(A) un schéma affine et U un sous-schéma ouvert de S
réunion finie d'owverts U; = Spec(A[fill), 1'adhénence schématique F dans S

d'un sous-schéma fermé F de U, défini dans chaque carte Ui par un idéal Ii

de A[f;T], est le sous-schéma fermé de S défini par 1'idéal 1 suivant. Pour

e, 1'application canonique de A dans A[f;]], on prend

I

H

n e '),
i

s &
inverse de U (resp F, resp F) dans S {resp U, resp S), F' est encore 1'adhérence
schématique de F' dans §'. En particulier, la construction des adhérences schéma-

Spec(A') est plat sur 5, et si U' (resp F', resp(F)') est 1'image

tiques comute 3 la localisation étale, donc garde un sens pour les espaces alge-

briques.

Généralisation : Pour S comme ci-dessus et f = X —> § quasi-compact,
1'image schématique fermée f£(X)~ est le sous-schéma fermé d'idéal 1'ensemble
des a € A d'image inverse nulle sur X. Pour f 1'inclusion de F comme
ci-dessus, on retrouve la notion d'adhérence schématigue. On a pour foO© 1a
méme compatibilité aux changements de base que pour 1'adhérence schématique.

(1).2. Soient S un espace algébrique noethérien, X et Y deux S-espaces algé-
briques, mmnis de sections e, V um cuvert de X, U= e'1(V) son image réci-
proque dans S et fv un S-morphisme de V dans Y, envoyant e sur e :

£V° (e|]U) = e|U. Pour chaque entier n, fv induit un morphisme du nléme voisi-
nage infinitésimal de e dans V (ou dans Xy 1'image inverse de U dans X, cela

revient au méme) dans le n'*™ voisinage infinitésimal de e dans YU' Le systéme
projectif de ces morphismes est un morphisme f% de X1, complété formel de X le

long de e, dans Y&.

148



LE LEMME DE GABBER

PROPOSITION : On suppose X Lisse sun S et Y sépané de type find.

(<) S{ U contient tous Les points de S de profondeur = 1, alors
1, 1 1
fU g XU —_— YU

fonmed X1 de X fe fong de e dans cefud, YI, de Y.

se profonge, de facon unique en un morphisme £ du complété

(i) Soit 1T Ltladhérence schématique, dans Xxs‘f, du graphe

N
Ty < V ox S Y de fV' Si fU : XU

e Ya 4se prolonge en £ X1 — Y et
gue U contient tous fes points de S de profondewr 0, alorns T est étale
sun X Le Long e (de complité Le ghaphe de £y,

Preuve : Les problémes sont locaux sur S, pour la topologie étale. Ceci permet
de supposer S affine. Les voisinages infinitésimaux de e dans X et Y sont
alors €galement des schémas affines, et (i)} se prouve comme dans {10] ; 1'hypo-
these de lissité sert a assurer que les voisinages infinitésimaux de e dans X
sont finis et plats sur S.

Quelques préliminaires avant de prouver (ii). Un espace algébrique E a en
chaque point s wun anneau Local - en fait local hensélien - qui, dans le cas
particulier oli E "est" un schéma est 1'hensélisé de 1'anneau local ordinaire. Le

complété de F en s est le spectre du complété de cet anneau local.

LEMME : Sodent § [Le spectre d'un anneau Local noethérien complet A, X Le
specine de A[[T1...Tn]] , e Lo section nulle de X/S , V un ouvent de X el
que U:=etow) contienne tous Les points de S de profondeur O et FeV

un sous-schéma fermé contenant fous Les voisinages infinitésimaux de efU) dans V.
Afors F = V.

Preuve @ 11 suffit de montrer que X est 1'adhérence schématique de F dans X.
En effet, si f = Tay ™ est nul sur F, chaque a; est nul sur U < §, donc

nul, et f = 0.

1
e(s)

(resp U;) pour 1'image inverse de V (resp. U) dans X; (resp S;). Le morphisme

Preuve de (ii) : Soit s wun point de $S. Ecrivons X; pour X et Vl

formel f£' induit £, X —> Y et £ induit £, : V! —> Y. Montrons que £,

est la restriction f1 V; de f1 a V; : ces morphismes coincident sur un sous-schém

147



P. DELIGNE

fermé de Vl contenant tous les voisinages infinitésimaux de e(Ul), et on
applique le lemme précédent. L'image inverse de Ty dans X; % g Y est donc le

graphe de la restriction de f, 2 V;, d'adhérence schématique le graphe de

£, Xl — > Y. La formation de 1'adhérence schématique commutant au changement

de base plat X; * g Y —> X «x S Y, on voit que, aprés le changement de base,

X; —> X, T est étale sur X. Il en résulte que T est étale sur X en e(s).

{1).3. PROPOSITION : Soient S un espace algébrique noethérien, G et H deux
espaces algébriques en groupes swr S, U un ouvent de S ef fU un morphisme
de GU dans Hye On suppose G Lisse & 4ibres connexes, H de type fini et
sépané sur S et que U contient tous Les points de profondewr O de S.

S{ Le compféte f& de fU £e Long des sections neutres se prolonge en

1.6l —s B C el est Lo cas si U contient fous Les points de S de pro-
fondeun £ 1 {proposition (1).2 (L]} - alons £ se prolonge en un moiphisme
unigue) de G dans H.

Preuve : L'unicité provient de ce que U est schématiquement dense dans S, donc
GU schématiquement dense dans G. Prouvons 1'existence. Soient Ty le graphe

de fU’ reG = gH son adhérence schématique et r 1ltouvert de roliT est
étale sur G. Drapres (1).2 (ii), r° contient la section neutre de G x s H
Pour toute section vy de I, la translation & gauche par‘Y|U><pU(y|U) enveie I}, sur

lui-méme. Par transport de structure, la translation a gauche par vy envoie donc
r° sur lui-méme. Ceci reste vrai aprés tout changement de base plat. Prenant
pour changement de base FO/S, on trouve que r° est un sQusS-espace en groupes

de G x 5 H. Son image dans G est un sous-schéma en groupes ouvert de G, donc
est G puisque G/S est a fibres connexes. Puisque r°/G est étale et séparé,

la fonction sur G "nombres de points de la fibre géométrique de r°/G en x€ |G]"
est semi-continue inférieurement. Etant partout z 1 et égale 2 1 sur G, elle
est constante €gale & 1 : le morphisme r® —> G est étale, surjectif et radi-
¢iel, donc un isomorphisme (SGA 1 I 5.1). Le prolongement cherché est le composé
G < ° — H, de graphe r°.

(1).4. Remarque : La proposition devrait rester vraie avec 1'hypothése G/5 lisse
affaiblie en G/S plat de type fini, et en omettant 1'hypothése que H est
séparé sur S.
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