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O. Introduction. 

Une somme de Gauss est le produit scalaire d'un caract~re additif et d'un 

caract~re multiplicatif d'un corps fini. Si • est un corps fini ~ q ~l~ments, 
q 

X un caract~re de F ~ , et ~ un caract~re du groupe additif de • , on pose 
q q 

g(X,~) = Z X(x) ~(x). 
x E ~  ~ q 

On s u p p o s e  e n  p r i n c i p e  X e t  { non  t r i v i a u x ;  l a  somme g ( X , } )  e s t  a l o r s  de  v a I e u r  
q ~ 2  

• On parle de sonmle n-ique si X est d'ordre n Pour a E ]Fq ~ absolue • ~ on a 

(O.i) g(x,~(ax)) = x(a) -I g(x,~) 

En particulier, si X est d'ordre n, g(x,@) nest ind4pendant de 

A chaque nombre premier p # 2 , on peut attacher la somme de Gauss quadratique 

(~) e x p ( 2 ~ i  x / p )  
gp = x E ~  ~ 

P 

off (~) e s t  l e  symbo le  de L e g e n d r e  : +1 s i  x e s t  un c a r r ~  mod p e t  -1 s i n o n .  

Cette somme a ~t~ ealcul~e par Gauss : c'est /p ou ifp selon que p ~ I ou -i mod 4. 

Si on veut, de m~me~attacher une somme de Gauss n-ique gun ideal premier p 
= 

de l'anneau des entiers @ d'un corps de nombres F , il s'agit de d4finir un carac- 

t~re multiplicatif, et d'un caract~re additif du corps r~siduel ¢/p . 
= 

Supposons que F contienne une racine primitive n i~me de l'unit4, et posons 

:= ~n (~ Si ~ est premier ~ n , on a M ~ ~n(@/2). 

Notons t l'isomorphisme r~cipro~ue,et posons q =N~._ On note (x/E) n ,ou simplement 

(x/__p) , le caract~re t(x (q-l)/n)) de (@/__p)~ valeurs dans ~ . Plus g~n~ralement, 

a i pour ~ un ideal de @ premier g x, de factorisation en id~aux premiers ~ = ~ 2i ' 

on note (x/a) n ou simplement (x/a) le produit ~ (x/p=) ai (pour x premier ~ a) 

Pour ~ = (a) , on ~crit aussi (x/a). Le lien avec le symbole de Hilbert (§2) est la 

formule 

(x/a) = ~ (x,a) v 
via 

La loi de r~ciproeit~ pour le symbole de Hilbert fournit une loi de r~eiprocit~ 

pour ces symboles. 

(~) texte remani~ en juillet 1979. 
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Le symbole (x/a) est un caract~re de (@/~)* (et d~j~ de (@/~=pi)¢~) valeurs dans 

. Pour en d~duire un caract~re g valeurs complexes, ii suffit de le composer avec 

un isomorphisme e de ~ avec le groupe des racines n i~mes de l'unit~ de ¢ 

Nous noterons e le caract~re exp(2~ix) de ~ /~, le caract~re induit sur 
= 

~/~ , ceux qui s'en d~duisent sur les ~/~p• , via l'isomorphisme ~/~ ~@~p/2g , 

et ceux qui s'en d~duisent par des traces : par exemple le caract~re 

exp (2~i Tr x) de F. 
F/~ 

Pour construire des caract~res additifs des corps r~siduels, on dispoce 

de deux m~thodes. 

l~re m~thode : Pour ~ un ideal de @ , de corps r~siduel ~/~ de caract~ristique 

p , on d~finit le caract~re additif ~ comme compos~ de la trace : ¢/p ~ ~-/p~ , 
= 

et du caract~re ~ (x/p) de ~ /p~ . 

2~me m~thode : Nous ne l'expliciterons que dans le cas particulier suivant : n = 3, 

et F est le corps ~(~-3) des racines cubiques de l'unit~. Dans toute l'introduction, 

sauf mention expresse du contraire nous ne consid~rerons plus que ce cas. Chaque 

id@al ~ premier ~ 3 a un unique g~n~rateur a congru ~ Imod 3 et on prend comme 

caract~re additif de @/~ le caract~re ~(a'Ix). 

Pour p premier, les sommes de Gauss cubiques obtenues en utilisant les 
= 

caract~res additifs de l'une ou l'autre m@thode coXncident : pour p = (~) , avec 
= 

~ 1(3), un calcul facile (cf(0.1)) montre que l'une est le produit de l'autre par 

(-I/w) si ~ est de degr6 2, et par (~/~) si pest de degr6 i. Ces racimes 

= (-I)2 cubiques de l'unit~ sont triviales : (-I/T) parce que = i, et (~/~) pour ~tre 

r~elle : on a g la fois (~/~)" = (~/~) (par transport de structure) et (~/~)-= (~/~) 

(r~ciprocit~ cubique). 

La seconde m~thode permet d'attacher une somme, encore dite"de Gauss", 

un id@al a non n~cessairement premier : 

Pour a = (a)~ avec a--1(3), on pose 

(0.2) g(a) = ~ (x/=a)e (a'ix) ° 

x E (C/a) ~'~ 

Ona : 
4 

(0.3) Si a est sans facteur carrY, g(=a) =(Na) ~7 . Sinon, g(a) = 0. 
(0°4) Multiplicativit6 tordue : Si a = a'. a", avec a' et a" premiers entre eux, 

de g6n6rateurs a' et a" congrus ~ Imod3, on a 

g(a)= (a'/a")(a"/a') g(a') g(a") 

. . . . .  a' 'a"/a') La reclproczte cubzque assure que p( /a") = . On peut donc remplacer le 

facteur (a'/a")(a"/a') par (a'/a")-. 
igme 

Pour F et n quelconques, d'apr~s Weil [22], la puissance n de la 
somme de Gauss g(p), comme fonction de p , est un caract~re de Hecke alg6brique. On 
notera que cette ~uissance n ieme ne d6p~nd pas du choix du caract~re additif. Si on 

consid~re ce caraet~re de Hecke comme connu, il s'agit, pour calculer la somme g!_p__) 

elle-m~me , de d~terminer quelle racine n i6me de g(p)n 
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C'est ce que fait Gauss darts le cas quadratique, et, pour n pair, n = 2m, 

son r~sultat ramgne le calcul de g(p)m ~ celui d'un caract~re de Hecke alg~brique. 
= 

On dispose aussi de r~sultats p-adiques(Stickelberger, r~cemment pr~cis~ par Gross- 

Koblitz [4]~, et, pour n = 3,4 et F = ~(n/l), d'une expression en terme de produit 

de valeurs de division de fonctions elliptiques(Matthews [13~). 

Darts [19] , Patterson montre que l'argument g(~)/Ig(~)l de g(~), pour 

premier ~ 3 et sans facteur carrY, est ~quidistribu~ sur le cercle unit~. II utilise 

le crit~re de Weyl, et doit donc prouver que pour T entier non nul, on a 

(0.5) 1 ~ (g(~)/Ig(~)l)T i ~ o(X). 
Na<x 

Le th~or~me taub~rien de Wiener-ikehara permet de d~duire une telle estimation de 

l'holomorphie pour Rs ~ 1 de la s~rie de Dirichlet 

. _S 

(0.6) ~ (g(~)/Ig(~)l) T N(~) , 

L'~tude de ces s~ries est le coeur du probl~me. 

En principe, les m~mes arguments s'appliquent au produit g(~)X(~), pour 

X un caract~re de Hecke. La conclusion devient la suivante° Ne consid~rons que les 

id~aux sans facteur carr~ ~ = (a), avec a ~ 1(3), tels que l'argument de a soit 

dans un intervalle I du cercle unit~. L'argument de g($)3= _a2~ est alors dans 

l'intervalle oppos~ (-i) I, et celui de g(~) dans {zlz 3 E (-I) I], ie dans la r~union 

de 3 intervalles disjoints Ii(i= 1,2,3). On trouve que l'argument de g(~) est une 

fois sur trois dans chacun d'eux : pour N~ < X, le nombre de fois qu'il est dans l'un 
1 

d'eux est ~(nombre de ~) + ~X). La m~me conclusion vaut si impose de plus ~ a 

une condition de congruence . On peut interpreter ce r~sultat comme signifiant qu'il 

n'y a pas de r~gle "simple", m~me statist ique~ pour d~terminer l'argument de la somme 

de Gauss. 

Dans [5], Heath-Brown et Patterson prouvent des r~sultats analogues pour 

la somme de Gauss eubique g(p) (p premier) ; ceci contredit une suggestion de Kummer, 
= 

imprudemment ~lev~e au rang d~ conjecture par Hasse. Un r~le essentiel est encore jou~ 

par la s~rie de Dirichlet (0.6) pour T = i. Apr~s un d~calage en s , elle se r~crit 

(0.7) ~ g(~) N(~)-s; 

c'est d'elle que nous parlerons. 

La s~rie de Dirichlet (0.7) n~est pas multiplieative. Nous allons donner ~ la 

multiplicativit~ tordue (0.4) une ~criture ad~lique . Notations : voir 0.0 et le §2 

Soient ~f l'anneau des addles ~ distance finie de F et ( , ) le symbole de 

Hilbert cubique sur ~f~. On d~finit une extension centrale ~f~ de ~f~ par ~, 

munie d'une section a ~ [a] = (a,l), en posant (a,~')(b,~") = (ab~(a,b)~'~").On a 

(0.8) Is] [b] = [ab] . (a,b). 

C'est l'extension d~finie par le 2-cocycle (a,b). La loi de r~ciprocit~ pour les 

symboles de Hilbert assure que [~] [~] = [~] pour ~,~ E F~" : [ ] scinde 
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l'extension au-dessus de F ~¢'. Pour chaque place finie ~) de F, on d6finit de m~me 

une extension F {~ de F {~ par ~ ; si ~) { 3 on a [a] [b] = [ab] pour 

a,b E @~ ; si V13 il faut supposer a,b E +- 1 (3) . Le produit restreint des F{~ 

rel. aux [<j] , est une extension de /A f'~ par ~(~) (~ l'ensemble des places 

finies). Poussant par l'application "produit" : ~(~) -~ ~, on trouve l'extension 

/Af~ ~. 

Pour c un caract~re de U , une fonction f sur F ~(resp. ~f {¢~) sera 
~) 

appel~e une e-fonction si f({x) = e({) f (x) pour ~ E U" Une e-fonction est uni- 

quement d6termin~e par sa restriction ~ [F~] (resp. [Af{~]), et on l'identifiera 

souvent ~ sa restriction : on d6crira son support conrne une partie de F~(resp./Af~)... 

Soit, pour chaque ~ , une ¢ -fonction f sur F ~ , invariante 

droite par un sous-groupe ouvert de F ~''~ . On suppose qu% pour presque tout V , 

fv est invariante ~ droite par [ ~@~] , et vaut 1 sur ~[(9{~]V -~' Sous ces hypotheses, 

le produit des f --une fonetion sur le produit restreint des F {'~ --provient d'une 

-fonction f sur /A f{~ , invariante A droite par un sous-groupe ouvert. On appelera 

multiplicative une ¢ -fonction ainsi obtenue, et on 6crira f = [f~). 

(0.9) Exemple : Prenons pour e le prolongement identique de ~ . Pour ~3 , soit 

f~ is ¢ -fonetion sur F ~'~ de support Ix I v(x) = 0 ou i] , valant 1 sur [%] 

et donn6e sur les uniformisantes par 

f([a]) = ~ (x,a) e (a-lx) 
((9,,,,,/(a) )~" 

Pour a une uniformisante, et u ~ @~ , on a f) ([au]) = (u,a) f ([a]) : la fonction 

f est invariante A droite sous [@~]. Pour ~)I 3 , on prend f~;([a]) = i si 

a --1 (3) et fv([a]) = 0 sinon. Soit f = Zfv " La s6rie de Dirichlet (0.7) est 

Z f([]l]) N k's. 

XEF ~'~ 

Les propri~t~s analytiques de la s~rle de Dirichlet (0.7) sont d~duites de 

liens avec certaines fonctions "automorphes" sur GL(2,~). Identifions l'espace 

homog~ne PGL(2,~) / U(2) au demi-espace sup~rieur H = {(z,v) I z E ¢ , v E ~,v>O] 

par la d~composition d'Iwasawa : 

(z,v)~-~ O O i = O I " 

Dans ce module, le groupe unipotent sup6rieur agit par les (z,v) ~.~ (z+t,v), et 

Soit I~(3) le sous-groupe de GL(2,(9) form~ des matrices -~ I (mod 3). 

Kubota a d6couvert que l'on obtenait un caract~re de ce grQupe en posant, pour 
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~( = C 

Si on pose 

de r 2 trivial sur GL(2,2g ), qu'on notera encore 

pas un sous-groupe de congruence. Toutefois 

(0.i0) Quel que soit 6 ~ GL(2,F), les caract~res 

un sous-groupe de congruence de I~2 ~ ~i~2 6-I. 

Notons encore e le plongement identique de ~ et introduisons la 

fonction multiplicative T = ~ T caract~ris~e par les propri~t~s suivantes 

(cf [18] I , Th 8.1 p. 152). 

(a) Pour V~3, T~ est ~ support dans ~ et invariante ~ droite par [~]. 

(b) Pour ~13, % est ~ support dans IxI~p(x) • -3] et invariante ~ droit~ par 

[{XlX~i i'(3)] 

X(y) = (c/a) 3 sic ~ 0, et ~(y) = I sinon. 

F 2 = F(3).GL(2,~ ), Patterson v~rifie que ~ se prolonge en un caract~re 

X • Le noyau de X n'est visiblement 

X(Y) et X(6 "I ?6 ) co'incident sur 

2 

(c) Pour d dans ~ , et x respectivement au-dessus de @~) , pour ~3, et de 

[XI~(x)>_-3], pour ~13, on a T (x[d3]) = ~ (x)IIdl] . 

(d) Si ~13, T vaut 1 sur [@ ], IIaI~ f (a)- sum les uniformisantes (f 

0.I0), et 0 sur les ~16ments de valuation 2. 

+ OJ ~k avec 60 (e) Si ~13, et que x =- = exp(2~i/3) et ~ = ~-3 on a 

comme en 

T (x) = I six = ~ ~-3 ; 

I + ~-I j -I, 0 ou i; T (X) = ~ exp(-j 2~i/ 9) si x = - , = 

(x) = 0 si (j,k) n'est pas congru mod 3 ~ (0,0) (0,2) (1,2) 

ou (2,2). 

Posons par ailleurs, pour w = (z,v) E H 

~(w) = v K~3 (4nv) ~ (z) , 

o~ K~3 est la "fonction de Bessel de seconde esp~ce usuelle" ([18] I p. 129,134) 

Un des r~sultats principaux de [18] est que la s~rie 

(0.Ii) @(w) = O~ 2/3 + E T([~]) K (( ~ ~) w) 
~F ~ = o 

= 2-13"3/2 

-1 
v~rifie @(yw) = X(y)@(w) pour Y E ~ ( et en particulier @(0,v) = @(O,v )), et 
est le r~sidu (en s) d'une s~rie d Elsensteln E -d~finie par prolongement 
analytique en un param~tre s - en une valeur de s s oO apparait un p~le simple. 
A un facteur pros, la s~rie d'Eisenstein s'obtient en partant de la fonction 

(w) = v s , et en prenant la somme des ~--~ (yw) pour y E F2/~ 2 ~B÷(nota - 

tlon : volr 0.0.i) . Le pDle est en s =4/ 3. 
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A des facteurs ~l~mentaires , ~ et ~ pros, la s~rie de Dirichlet (0.7) se 

d~duit de @(w) par transformation de Mellin. Ceci fournit son comportement analytique, 

et une ~quation fonctionnelle. 

Patterson appelle @ une "s~rie @ - cubique" par analogie avec le cas clas- 

E n2 sique des formes modulaires holomorphes de poids 1/2, oO la s~rie @(z) = q 

(q = e 2~iz) admet une description analogue comme r~sidu de s~ries d'Eisenstein. 

Une partie de ces r~sultats peut ~tre pr~dite par la th@orie des reprdsentations 

de rev~tements de groupes GL(2,F ). Voici la m~thode. Posons comme plus haut 

~s(W) = v s, et, pour C un sous-groupe de congruence, consid~rons la s~rie d'Eisens- 

tein. 

= 

E s ' F ( w )  yEF~Fn B+ ~s(YW)' 

E l l e  conve rge  pou r  Rs g r a n d ,  e t  admet un p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e  comme f o n c t i o n  mgro-  

morphe de s .  L ' ~ t u d e  des  " t e r m e s  c o n s t a n t s "  mon t r e  que pou r  Rs ~ 4 /3  , e l l e  e s t  

m~romorphe en s ,  s a u f  au p i s  un p ~ I e  s i m p l e  en s = 4 / 3 .  No tons  E l e  r ~ s i d u  

en s = 4 / 3 ,  e t  g l ' e s p a c e  des  c o m b i n a i s o n s  l i n ~ a i r e s  des  f o n c t i o n s  E ( y w )  p o u r  ~ 

de c o n g r u e n c e  e t  y E GL(2 ,F ) .  

Le g roupe  GL(2,F)  a g i t  su r  g , p a r  ( y ~ f ) ( w )  = f ( y ' l w ) ,  e t  pou r  t o u t  f dans 

g , i l  e x i s t e  un s o u s - g r o u p e  de c o n g r u e n c e  F c ~ (3 )  t e l  que Y ~ f  = X ( Y ) f  pou r  

Y ~ F. Ceei r~sulte de (0.I0). En particulier , y ~ f = f pour y E ~ N Ker(x)' ce qui 

permet de prolonger par continuit~ l'action de GL(2,F) sur g en une action du com- 

pl~t~ GL(2,F)A de GL(2,F) pour la topologie des sous-groupes F A Ker(x)(F C F(3) 

de congruence ). L'@tude des "terrnes constants" jointe ~ une ~tude "locale" permet 

de montrer que la representation g est irr~ductible, et de d@terminer sa classe 

d'isomorphie. 

Pour f ~ g, v~rifiant f(z,v) = f(z + ~,v) pour ~ dans un r~seau L ~ @, 

d@finissons la fonction W~(f) sur H par 

W~(f) (z,v) 1 I f(z + Zl,V) $(-z I) dz 1 vol(¢/L) 
J¢/L 

Cette fonction est ind~pendante du choix de L. De ce que ~s ~ et donc les Es, ~ 

sont des fonctions propres du laplacien, on d~duit que W~(f) est le produit de ~(w) 

par une constante W(f). Par ailleurs, la formule d'inversion de Fourier sur ¢/L,et 

une ~tude des termes constants, fournissent un d~veloppement 

~ F~ ~ 0 = 

Pour une constante o(f) convenable. 

La fonctionnelle W est une forme lin~aire sur g . Elle v~rifie 

W( 0 1 ~ f) = $ (~) W(f). 
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b) pour tout 

Pour chaque 

fonction 

pour ~ E F. Ceci, pour l'essentiel ( = A un enn~i pros d5 & la place divisent 3), 

la determine & un facteur pros - d'o& une determination des termes non cons.ants des 

d6veloppements de Fourier des f dans g. 

Ces m6thodes fournissent le rEsultat suivant. Soit T l'ensemble des com- 

2 Af~ binaisons lin~aires des ¢ -fonctions multiplicatives ~' = ~ T' sur , o~ 

a) pour presque tout v , on a T' = T ; 

, T' est ~ support compact, ou un translate & droite de T • 

T' ~ T , il existe alors une unique constante q(T'), telle que la 

e(T';w) = g(T') v 2/3 + E ~,([#]) K (I M ° 1 w) 

/ 

v6rifie @(T',Y w) = X(Y) G(T',w), pour y dans un sous-groupe de congruence conve- 

nable. L'espace g est l'ensemble des £(T';w). 

Le groupe GL(2,F) A n'est pas un produit restreint de groupes locaux. On peut 

toutefois le comparer ~ un tel produit, et ramener la d~monstration des r~sultats qui 

pr6c~dent ~ l'~tude de groupes locaux, et de la "s~rie principale" de leurs represen- 

tations. C'est & cette Atude qu'est consacrE l'essentiel de l'expos~. 

La m~thode suivie par Patterson [18] est diff~rente. II commence par prouver 

des ~quations fonctionnelles pour des s~ries de Dirichlet telles que (0.7), et en 

d~duit le caraet~re automorphe de @ par une variante ( [18] 7.1) de la m6thode 

de Weil [23]. Ii d~duit les 6quations fonctionnelles requises de l'~quation fonction- 

nelle (pour s---~ 2 - s) des s6ries d'Eisenstein ([11],[12]), en voyant ce qu'elle 

implique sur les coefficients de Fourier : chacun d'eux, comme fonction de s , est 

une s~rie de Dirichlet rEminiscente de (0.7). II esp&re que cette m6thode lui four- 

nira encore les propri~tEs analytiques requises de s6ries de Dirichlet analogues 

(0.7) , pour g~nEraliser [5] & des cas oN n > 3. La m~thode expos&e ici, par contre, 
n-I 

d~pend de fa£on cruciale de ce que n est impair et que T = I. 

Dans le texte, nous nous appesantirons sur la th~orie locale, et ne ferons 

qu'esquisser comment elle s'applique aux r~sidus de s6ries d'Eisensteln. Nous ne 

parlerons ni du double r~le, indiqu~ ci-dessus, de la s~rie (0.7), pour moi un des 

grands myst&res de la th~orie~ ni de la d~termination du terme constant, ni de la 

m~thode ingEnieuse par laquelle Patterson [18] identifie ~ , prouv~ automorphe, 

au r6sidu de la s~rie d'Eisenstein. 
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O.O Notations : 

O.O.i Nous d~signerons comme suit des sous-groupes de GL(2) : 

Z : le centre (matrices scalaires) . 

()0 d a O  T : m a t r i c e s  d i a g o n a l e s .  On p o s e  i a g  ( a , b )  = . 

B , U  : s o u s - g r o u p e  de B o r e l  ; s o n  r a d i c a l  u n i p o t e n t . b g n  p a r t i c u l i e r  : 

B + ~ B-: ; : "O-: . 
: O ~ ' O ' 

~ 0 . 2  A p a r t i r  du § 2 o n d ~ s i g n e  p a r  F s o i t  un  c o r p s  l o c a l  (= l o c a l e m e n t  c o m p a c t  n o n  

d i s c r e t ) ,  s o i t  un  c o r p s  g l o b a l  (= e x t e n s i o n  f i n i e  de  Q on d ' u n  c o r p s  ~ p ( t ) )  . 

On s u p p o s e  c h o i s i  u n  e n t i e r  n , n o n  d i v i s i b l e  p a r  l a  c a r a c t ~ r i s t i q u e  de  F , e t  

t e l  que  F c o n t i e n n e  une  r a c i n e  p r i m i t i v e  n i~me de  l ' u n i t ~ .  On n o t e  ~ n ( F )  , ou 

s i m p l e m e n t  ~ , l e  g r o u p e  d e s  r a c i n e s  n i ~ m e s  de  l ' u n i t ~  de  F . 

P o u r  F g l o b a l ,  e t  ~ une  p l a c e  de  F , l ' i n c l u s i o n  de  F d a n s  s o n  c o m p l ~ -  

t~ F induit un isomorphisme de ~n(F) avec ~n(Fv) , ~ l'aide duq~el nous iden- 

tifierons ces deux groupes. 

0.0.3 Pour F un corps global, on note ~ l'anneau de ses addles, F le pro- 

duit des F pour ~ place r~elle ou complexe, et ~ f l'am~eaudes addles finis: 

~ =F X~ f 
Si F est un corps de hombres on note ~ l'anneau de ses de ses entiers. 

Si F est un corps local non archim~dien, on note ~ i'anneau de sa valuation. 
Variante : notations F , ~ . 

0.0.4 Pour F un corps local (resp. global), nous aurons, g partir du § 3, ~ con- 

sid~rer une extension eentrale de G(F) (resp. G(~)) par ~ . On note par un 

l'image inverse d'un sous-groupe dans cette extension. Par exemple : T(F) ~ , T(A)~, 

G(~f) ~ , .... 

0.0.5 A partir du § 4, on fixe un earact~re fiddle ¢ : ~,; ) ~ . Une represen- 

tation d'une extension centrale d'un groupe par ~ sera appel~e une ¢-repr~senta- 

tion si chaque ~ E ~ agit par multiplication par ¢(~) . Une fonction sur l'ex- 

tension sera appel~e une ¢-fonction si f(~x) = c(~) f(x) pour ~ ~ ~ o 

0.0.6 Une representation ~ d'un groupe localement compact totalement discontinu 

est dire alg~brique si le fixateur d'un vecteur est toujours un sous-groupe ouvert, 

et admissible si de plus le sous-espace fix~ par un sous-groupe ouvert est de dimen- 

sion finie. Pour l'extension de la terminologie ~ d'autres groupes, tels 

GL(2,A) ~, je renvoie ~ [6] . 

0.0.7 A partir du § 5, il nous sera parfois utile de noter additivement la multi- 

plication des caract~res, et de noter s le caract~re llxll s ; par exemple, d'~crire 

(~2 - ~I - i)(~) pour ~2(%) ~l(k) -I IIkll -I. On appelle partie r~elle d'un carac- 

tgre ~ le hombre r~el s tel que ~(x)IIxll -s soit unitaire. 
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I. Extensions centrales de SL(2) 

Soit F un corps. Rappelons la 

D~finition i.I : (i) U_n symbole est une app%%cation s de F ~ F ~ X dans un ~roupe 

ab~lien (not~ multip_~ativement), qui est b Smultiplicative, et v~rifie s(a,b) = i 

pour a + b = I . 

(ii) On note K2(F) le quotient de F ~ F ~ par le sousjgroupe en e~dr~ par les 

a ~ b , pour a,b E F ~ e t a + b = I , e_!t {x,y I !'image dans K2(F) de x ~ y ; 

c'est le symbole universe!. 

Exemple 1.2 Soit n un entier ~ I , premier ~ l'exposant caract~ristique de F , 

et tel que F contienne les racines ni~mes de l'unit~. Soit ~ une cloture s~para- 

ble de F . La suite exacte longue de GaI(F/F) - cohomologie d~duite de la suite 

exacte de Kunmmer I ---+ ~n ) ~ ) F -~ ~ I fournit des isomorphiSmes 

F~/F ~ ~ > HI(Hn ) et H2(~n ) ~ ~ Br(F)n ' et le cup-produit 

Hl(~n) ~ Hl(~n)-----+ H2(~n ~ ~n ) = H2(~n ) ~ ~n 

fournit une application bimultiplicative de F ~ F ~ × dans Br(F)n ® ~n " C~est un 

symbole ([2[ ] XIV 2) . 

1.3 Soit G un groupe alg~brique sur F , isomorphe ~ SL(2) . On dispose alors 

d'une extension centrale canonique G(F) A de G(F) par K2(F) . Pour tout symbole 

s; F ~ X F~----> A , on en d~duit une extension centrale G(F) s de G(F) par A . 

Je n'ai pas pris d'embl~e G = SL(2) pour pouvoir dire que le groupe adjoint 

PGL(2~F) agit sur SL(2,F) s par transport de structures. Cette action rel~ve l'ac- 

tion par automorphismes "int@rieurs" de PGL(2,F) sur SL(2,F) (plut6t que "int~- 

rieuF',il faudrait dire : induit par un automorphisme int~rieur de GL(2,F)) . Elle 

est triviale sur A . 

Remar~ue 1.4 ~Inutile pour la suite). Excluons les cas o~ F est un corps ~ 2 ou 

3 ~l~ments. Le groupe SL(2,F) est alors parfait, et d'apr~s Moore [17] et Matsu- 

moto [14] , l'extension centrale universelle de SL(2,F) est une extension centrale 

par l'ana!ogue symplectique _IL2(F) de K2(F) . Le groupe PGL(2,F) agit sur 

_IL2(F) (via son quotient par PSL(2,F)) , et K2(F) est le groupe des coinvariants 

(le plus grand quotient h~ritant d'une action triviale). D'apr~s Karoubi ~24]Illp. 78, 

si F n'est pas de caract~ristique 2 , le groupe _IL2 := Ker(_IL2(F) ~ K2(F)) 

est coinc~ dans une suite exacte 

F ~ {-l'xl ' ---~ W r K2(F)/2K2(F) ----~ O , ............ ~ (2-torsion de K2(F))---->_IL 2 > 

o~ W est le groupe des formes quadratiques virtuelles de dimension 0 et discrimi- 

nant 1 . J'imagine que r coincide avec la classe de S~efel-Withney d~finie par 

Milnor [ ~ ; d'apr~s Milnor, Ker(r) serait alors le cube de l'id~al d'augmentation 

(dim = O) dans l'anneau des formes quadratiques virtuelles. 
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1.5 Le groupe GL(2,F) est le produit semi-direct du sous-groupe des matrices dia- 

gonales diag(a,l) par le sous-groupe distingu~ SL(2,F) . Prenons de m~me le pro- 

duit semi-dlrect de F ~ par SL(2,F) s, l'action de a E F ~ ~tant celle de la matri- 

ce diagonale diag(a,l) de PGL(2,F) . C'est une extension centrale GL(2,F) s de 

GL(2,F) par A . Pour s le symbole universel, on la notera GL(2,F) A . 

Apr~s les pr~liminaires 1.6, nous donnerons en 1.7-1.9, quelques propri~t~s 

de ces extensions centrales. Elles suffisent ~ les caract~risero 

1.6 Pr~liminaires : (a) Si H ~ est une extension centrale d'un groupe H , et que 

a,b E H , le commutateur (~,~) de rel~vements ~ et ~ de a et b ne d~pend 

que de a et b . On le note simplement (a,b) . De m~me, l'automorphisme int~rieur 

int~ de H ne d~pend que de a . On le note simplement int 
a a 

(b) Si U est un sous-groupe de H , normalis~ par B c H , et engendr~ par les 

commutateurs (b,u) (b E B, u E U) , il existe au plus un rel~vement u > ~ de 

U dans H ~ , normalls~ par B . Si l'homomorphisme u ~ u ~ commute ~ int b 

(b E B) , le rel~vement d'un commutateur (b,u) est en effet n~cessairement comme 

en (a) ci-dessus : 

(b,u)~ = intb(u)~-i = intb(~) • ~-i = (~,~) 

1.7 Excluant les cas o', F est un corps ~ 2 ou 3 ~l~ments, 1.6 (b) s'applique 

un sous-groupe de Borel B de SL(2,F) , et ~ son radical unipotent U , i.e. au 

F 2 stabilisateur B d'une droite (homog~ne) D C , et ~ son fixateur U . On montre 

ais~ment que, pour toute extension centrale de SL(2,F) , U admet un rel~vement 

normalis~ par B (unique par 1.3) . On le note u~ ~ u . On a e = e , et, si 

u ~ e fixe une droite, celle-ci est uniquement d~termin~e. L'application u~--~ ~ 

est donc bien d~finie sur la r~union des conjugu~s de U (~l~ments unipotents). 

Elle est invariante par conjugaison. Dans le cas de l'extension 1.3, elle commute 

l'action de PGL(2,F) . 

1.8 Le groupe GL(2,F) s a ~t~ d~fini comme un produit semi-direct F ~ × SL(2,F) s 

Nous noterons d I l'inclusion correspondante de F ~ , et d 2 son conjugu~ par 

w = i-i o!O llt (cf. 1.9 ) . Pour a,b E F ~ , dl(a) et d2(b) sont respectivement des 

rel~vements de diag(a,l) et diag(l~b) E GL(2,F) . Ces matrices commutent. Le 

commutateur de dl(a) et d2(b) est donc dans A . On a 

(dl(a),d2(b)) = s(a,b) , 

et cette formule d~termine uniquement l'extension consid~r~e de SL(2,F) . 

Voici un formulaire plus complet. 

1.9 Formulaire : On pose 

e+(a) := rel~vement 17 de (~ ~I 

e-(a) := rel~vement 17 de (~ ~I 
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w(a) := e+(a)e-(-I/a)e+(a) , rel~vement de [ 0 al 
\ a-i 0 / 

d2(a) := w(1) dl(a) w(1) -I 

h(a) := dl(a) d2(a-l) 

Quel que soit a E F ~+ les images dans SL(2,F) de e + -- e+(a) 

e- = eq(-I/a) et w = w(a) sont darts la trijection de Tits. On a dans 

SL(2,F) A les identit~s 

(1.9.1) e ± = int (e $) 
W 

- + - e + - (1.9.2) w = e + e e = e e 

(exprimer que int (w) = w) . Chacun des ~16ments 
W 

autres. On en d~duit que w(a) = dl(a) w(1) dl(a)-I , et 

(1.9.3) w(a) w(1) -I = dl(a) d2(a-l) =: h(a) 

En terme de h , on peut r~crire la formule 

w , e , e determine les deux 

( 1 , 9 . 4 )  (dl(a),d2(b)) = s(a,b) 

c o n m l e  

( 1 . 9 . 5 )  h(ab) = s(a,b) h(a) h(b) 

Exemple I.I0 Prenons F = IR, A = {-+i I et s(a,b) = 1 pour a ou b > O , -I 

sinon. L'extension SL(2,]R) s est alors le rev~tement double non trivial SL(2,1R) ~ 

de SL(2,1R) . II admet la description suivante : 

(a) Soit (~ - IO1) ~ un rev~temen~ double non trivial de IR 2 - {O} . Puisque 

rrl(~ - {O}) = 7z , il est unique ~ isomorphisme pr~s. 

(b) Le groupe SL(2,IR) ~ est le groupe des 414ments de SL(2,]R) , munis d'un rel~- 

_ ]R 2 vement ~ (JR 2 {O}) ~ de leur action sur 

La m~me description vaut pour le rev~tement GL(2,~) sde GL(2,]R) 

i.II Une description analogue vaut sur un corps quelconque, et,sans ~tre indispensable 

est commode pour calculer. Elle requiert une partie de la th6orie g6n4rale des fais- 

ceaux zariskiens aK sur un schema S , associ~ aux pr~faisceaux U ~ K (I~(U,~))). 
= q q 

Sp4cifiquement : nous utiliserons des cas particuliers de l'isomorphisme suivant, 

d4duit de la r4solution de Quillen de a K (conjecture de Gersten) : pour T = q 

lisse purement de codimension d dans un sch4ma S lisse sur F , on a 

i 
(I.II.I) _HT(S,a= Kq) = f =a Kq_ d pour i = d 

0 pour i ~ d (et si 

Cas particulier : (a) pour A 2 = Spec F (X,Y] le plan affine , 

(1.11.2) H°(A 2 - {O 1 , ~ K 2) = K2(F) 

d > q )  . 
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(1.11.3) HI(A 2 - {01 , =m K 2) = ~ ( = Ko(F)) . 

(bY pour T de codimension I dans S , le cas i = i de (I.II.I) fournit un 

morphisme r~sidu Res : H°(S-T~ K2) -- ~ H°(T,~ K I) = H°(T,f~) . Supposons T 

connexe, et notons v la valuation correspondante ; on a 

-v(f) Res{f,g} = (-I) v(f)v(g) fv(g) g restraint & T . 

Le morphisme r~sidu s'annulle sur l'im~ge de H°(S,~ K 2) . Pour P sur S un tor- 

seur sous ~ K 2 et e une section de P sur S - T , ceci permet encore de d4- 

finir Res e E H°(T,@$ ) , nul si et seulement si e se prolonge & travers T . 

Ceci dit, soit P sur A 2 - IOl un torseur sous ~ K 2 . l'isomorphisme 

(1.11.3) ~tant canonique, il est isomorphe & son transform4 par un quelconque ~l~- 

ment de GL(2,F) , et, d'apr&s (1.11.25 , le groupe des ~l~ments de GL(2,F) , munis 

A 2 d'un rel&vement au torseur P de leur action sur - {01 , est une extension 

centrale de GL(2,F) par K2(F) . Nous allons v4rifier qua, pour P de classe un 

g~n~rateur de HI(A 2 - {O},~ K 2) = ~ , c'est l'extension GL(2,F) A. 

1.12 Relativement au reeouvrement de A 2 - IOl par les ouverts Y ~ O et X 40 , 

le g~n~rateur du H I est repr~sent~ par le cocycle de Cech {X,Y 1 . On prend pour 

P le torseur muni d'une section e X sur X 40 et d'une section ey sur Y ~ O , 

avec 

e x - ey = {X,Y} 

On notera qua ey - e X = {Y,X 1 , de sorte qua cette description de P est sym4tri- 

queen les coordonn~es X et Y . On a 

Res e X = Res{X,Y 1 = y-I (sur X = 05 

et sym4triquement. Pour identifier l'extension centrale de GL(2,F) d~finie par P 

& l'extension GL(2,F) A , on pose 

dl(a) = le rel~vement & P de diag(a,l) qui soit t'identit~ 

au point fixe (O.t), 

d'oN puisque w transforme le point (O,I) en (I,O) • 

d2(a) = de m~me pour diag(l,a) et (I,O) . 

Pour v~rifier (1.9.4 ) , on note que d.(a) transforme ey en ey + {a,Y} (de 

r4sidu le transform4 aX -I du r~sidu X !l de ey) , tandis que d2(a) transforme 

ay en lui-mame. 

1.13 Soit A 2V le sch4ma affine Spec F[a,b] , correspond au dual de la represen- 

tation naturelle de GL(2,F) . A 6 E A 2V - {O1 , associons le groupe des triviali- 

sations de P sur 6 = 1 . C'est un espace principal homog&ne sous K2(F) et, 

faisceautisant cette construction, on obtient un torseur pV sous ~ K 2 sur 

~2V {O 1 . Par construction, P et pV deviennent isomorphe sur le lieu 6(x) = i 
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de A2V X A2 , et GL(2,F) agit sur P et pV en respectant cet isomorphisme. 

Voici un formulaire plus complet 

1.14 Formulaire : 

P : torseur sur A 2 - {0} , oR A 2 est le plan de coordonn4es X, Y . 

: torseur sur A 2 - {01 , oh A 2 est le plan dual, de coordonn4es a,b . 

ex,e Y : sections de P sur X ~ 0 , Y ~ 0 . 

V 
ea,e b : sections de P sur a ~ 0 , b 4 0 . 

ees formules de d4finition sont (a) e X - ~ = {X,YI, (b) Pet ~ devien- 

V Via cet isomorphisme, e nent isomorphe sur le l%eu aX + bY = I de A2 × a 

en (a,b) coincide avec e X en (I/a,O) , et e b en (a,b) coincide avec ey 

en (O,i/b) . 

On v~rifie que le formulaire obtenu est sym~trique en P et ~ , e~ en les 

coordonn4es : il est respect~ par les substitutions (X,Y;a,b)~-----~ (a,b;X,Y) et 

(Y,X;b,a) . On a 

(1.14.1) e x ey {X,Y I et e a , - = - e b = la,bl ° 

(1.14.2) e a - ey = -la,Yl sur le lleu aX + bY = i , et de m~me 

e b - e X = -Ib,X} 

(1.14.3) dl(X)~ et e-(y) fixent e X et ea ' 

et de m~me 

d2(x) ~ et e+(y)~ fixent ey et e b 
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2. Rappels : le symbole de Hilbert 

Les notations 0.O.2 sont en vigueur . 

2.1 Soit F un corps local. Pour F non complexe, on a Br(F)n= ~ /nZZ , et le 

symbole 1.2 eat le symbole de Hilbert 

{, I : F* X F95 ~ H 

Pour F complexe, on d~finit le symbole de Hilbert comme ~tant trivial. Pour n 

variable, ces symboles, notes { , In , v~rifient la,bln = {a,blnmm • 

Rappel 2,2 : L'accouplement induit par le symbole de Hilbert : 

{ , } : F~/F 9en X F*/F ~n- ~ 

eat non d~n~r~ : il identifie chaque facteur F%~/F ~n au dual de Pon~a~in 

Hom(F~+/F~kn,Un(F) ) de I' autre. 

Dana la d~finition de I ' }n ' nous adoptons lea signes de Serre [217 , i.e. ceux 

pour lesquels (2.4.1) ci-dessous eat vrai. 

Exemple 2.3 : F = IR , n = 2 : c'est le symbole I.IO 

Exemple 2.4 : Le cas mod~r~ eat celui o.', F eat non archim~dien, et o'% n eat pre- 

mier ~ sa caract4ristique r~siduelle. Plaqons nous dana ce cas, et soient f9 l'anneau 

de la valuation v de F , k = ~/m le corps r~siduel, q = Ikl et r l'application 

de r~duction mod m . On a n I q-i , r induit un isomorphisme Un(F ) ~ ~in(k) , et 

(q-l),n 
(2.4.1) r{a,b}n = r((-l) v(a)v(b) a v(b) bY(a)) 

2.5 Soit F un corps global. On note { , }~) le symbole de Hilbert pour le com- 

p14t4 F V de Fen une place v . II eat ~ valeurs dana Un(F V) , identifi4 ~ 

• {x V = I pour presque route (0.0.2). Pour x et y deux id~les de F on a ,y~}) 

place V (cf 2.4) . Ceci permet de d~finir {x,y} comme le produit des {xV,yv} , 
v 

produit ~tendu ~ toutes lea places. 

Rappel 2.6 : L'aecouplement induit 

{ , } : A * /  /A~n× ./A*.//A ~n > 

eat  non d4g~n4r~. I1 i d e n t i f i e  l e . ~ l o c a l e m e n t  compact ~%~//A ~n ~_son propre 

dual de Pontr~a~in Hom(/A~+/A~,~) . 

R4sulte de 2.2 etdeeequedanslecasmod~r~2.4,donepourpresque chaque v , l'image 

de ~ dana F~/F ~n eat totalement isotrope maximale pour { , I~) . ~2 v 

La loi de r~ciprocit~ des symboles de Hilbert dit que si lea id~les x et y 

sont principaux (x~y 6 F ~) , alors {x,y} = 1 . Plus pr~cis~ment : 

Rappel 2.7 : (~) F @n = F*O A *n . 

(ii) L'image F* / F *n d_~e F* dana /A*/ ~n eat totalement isotrope maxima le. C'est 

un sous-$roupe discret & quotient com~act, et [ , I identifie le dual de Pontrjagin 
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~ ~n "F du groupe discret F / F au quotient ~ / ~n 

(ii) L'Image F~/ F ~n d__~e F dans ~ / ~ est totalement is otrope maximale . 

C'est u n sous-groupe discret ~ ~uotient compact, e__tt [ , 1 identifie le dual de 

Pontr]agin de Eroupe discret F / F au ~uotieDt ~ / ~n-F 

Exemple 2.8 Prenons pour F le corps Q(VX~) des racines cubiques de l'unit~, et 

n = 3 . Soit K le sous-groupe compact ouvert de ~ / ~3 = ~f~ / ~f~3 image du 

<,pour V t produit des ~ c 3 , et de {x E F V ~ x ~ I(3) I pour ~ I 3 . Le 

groupe /A~/ /A ~3 est le produit du groupe discret F / F ~3 par le groupe compact 

K , chacun de ces deux sous-groupes est isotrope maximal, et { , 1 identifie 

l'un au dual de Pontrjagin de l'autre. 
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3. Le groupe m~taplectique 

3.1 Soit F un corps local. On note par un les extensions centrales de 

SL(2~F) et GL(2,F) par ~ d~duites du symbole de Hilbert. 

3.2 Darts le cas mod~r~ (2.4) , l'extension centrale SL(2,F) ~ de SL(2,F) est 

triviale au-dessus des sous-groupes compacts maximaux. La trivialisation est d'ail-- 

leurs unique : si le corps r~siduel n'a pas 2 ou 3 ~l~ments, SL(2,@) est parfait 

et, dans tousles cas, son plus grand quotient ab~lien est d'ordre premier ~ n . Au 

(a E 0)  , e t l e  coYncide avec l a  t r i v i a l i s a -  d e s s u s  des  m a t r i c e s  O e t  a 1 

t i o n  1 .7 .  

De m e g  l ' e x t e n s i o n  c e n t r a l e  GL(2,F)~ de GL(2,F)  e s t  t r i v i a I i s ~ e  a u - d e s s u s  

de GL(2,~) , p o u r  une u n i q u e  t r i v i a I i s a t i o n  p r o I o n g e a n t  d i a g ( a , 1 ) ~  ~ d l ( a )  (a E N ~ .  

3 .3  P renons  m a i n t e n a n t  F g l o b a l .  Pour p r e s q u e  chaque p l a c e  v , on e s t  dans  l e  ca s  

mod~rg, e t  3 .2  pe rme t  de d ~ f i n i r  l e  p r o d u i t  r e s t r e i n t  S L ( 2 , A ) ~  des S L ( 2 , F v ) ~  , 

r e l .  aux s o u s - g r o u p e s  compac ts  r e l e v a n t  l e s  S L ( 2 , ~ )  . C ' e s t  une e x t e n s i o n  de 

S L ( 2 , A )  p a r  I a  somme des  Un(F ~) . P o u s s a n t  p a r  l ' a p p l i c a t i o n  p r o d u i t  

g :  G ~n (Fv )  ) ~n(F)  =: ~ , on o b t i e n t  une e x t e n s i o n  c e n t r a l e  S L ( 2 , A )  ~ de 

S L ( 2 , A )  p a r  U , e t  l a  I o i  de r g c i p r o c i t ~  des symboles  de H i l b e r t  a s s u r e  que c e t t e  

e x t e n s i o n  s p l i t t e  a u - d e s s u s  de SL(2 ,F)  . Pu i sque  SL(2 ,F)  e s t  p a r f a i t ,  l e  s c i n d a g e  

e s t  u n i q u e .  Sur l e  r a d i c a l  u n i p o t e n t  d ' u n  s o u s - g r o u p e  de B o r e l ,  i l  e s t  i n d u i t  p a r  Ie  

s c i n d a g e  d g d u i t  des s c i n d a g e s  l o c a u x  ( I . 7 )  

1 . > ~ .  ~ SL(2 ,F  ) ~  > SL(2 ,F  v ) ~  ~ 1 

(3.3.1) 

i ......... ~ U , SL(2,A~ ~ SL(2,~) ) 1 

"SL(2 ,F )  

3 
3 . 4  P renons  n = 3 , F = ~(~'1) c ~ e t  e = Id  , On a 

d'o~, avec les notations de l'introduction, 

SL(2,A) ~/ SU(2) × Ii}-~ ~ H × SL(2,Af) ~ ; 

puisque SL(2,~) / SU(2) ~ > PGL(2,~) / U(2) . Par restriction ~ H X {i} , ceci 

permet d'associer ~ chaque fonction f sur SL(2,A) ~ , invariante ~ droite par 

SU(2) , une fonction sur H . 

Scholie 3.5 LlaR~lication de restriction ci-dessus met en correspondance bie nivoqu9 

(a) l'espace des c-fonctions sur SL(2,A) ~, invariantes_~ gauche par [SL(2,F)] et 

droitep~ SU{~ × (un sous-groupe ouvert convenable K de_ SL(2,~f) ~) , 

(b) l'espace des fonctions sur H u~, pour y dans un sous-groupe de congruence 

convenable F de SL(2,@) , v~rifient 

SL(2,/A)~ = SL(2,~) ×SL(2,/A~ ~, 
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f(yw) = ~(y) f(w) . 

Le point est que SL(2,Af) ~ s'identifie ou compl4t4 de SL(2,F) pour la 

topologie des sous-groupes noyau de X dans un sous-groupe de congruence de 

SL(2,~) . Volr [14] 

Le groupe SL(2,Af) ~ agit par translations ~ droite sur l'espace (a) . Du 

point de vue classique (b) , ceci correspond ~, et precise, l'existence d'op~rateurs 

de Hecke. Pour exprimer, et utiliser (O.117, il y a par ailleurs int4r~t ~ passer 

GL(2) . 

3.6 Pour F un corps global, ~ nouveau quelconque, on d~finit GL(2,~) ~ , au choix 

(a) en poussant par ~ : ~ Un(Fv ) ) U le produit restreint des GL(2,F V) ; 

(b) comme produit seml-direct de A W par SL(2,A) ~ 

On dispose encore d'un diagramme (3.3.1) , avec SL remplac~ par GL ; le 

scindage [ 3 coYncide avec d I sur diag(~,l) . 

3.7. On suppose ~ nouveau que F est un corps local. On d4dult du symbole de 

Hilbert un morphlsme de falseeaux zarlsklens sur A2-[o} , de K 2 ! dans le 

faisceau des fonctions localement co17stantes sur F2-[o} , pour la topologie 

usuelle~ ~ valeurs dans ~ . Ceci permet de d4dulre de P (i. ii) un torseur P 
2 n 

sous H, sur F -[o} muni de sa topologle usuelle. Pour chaque droite bomog~ne D, 
on dispose d'un ensemble de trivialisations privil4gi~es de ~ sur F z- D: cellos 
images d'une trivialisation de P sur A 2- D. Si d = 0 est une 4quation de D, deux 
quelconques different par une fonction ~.[a,d(x)}, ~ valeurs dans U- 

La description [.IL de GL(2,F) ~ fournlt icl : le groupe GL(2,F~ est le 

groupe des ~l~ments de GL(2,F), munis d'un rel~vement ~ P de leur action sur F 2, 
n 

ee rel~vement respect~nt le syst~me des trivialisations privil~gi4es ci-dessus. 

3.8 En particuller, Z(F) ~ agit our Pn " L'action se notera comme la multiplica- 

tion par un scalaire : z.p . Pour a,b E F*n , on pose diag~(a,b) =dl(a)d2(b) ; 

diag est un homomorphlsme F ~nX Fan~ T(F) ~ . Pour a E F~n et P E P , on pose 
n 

a.p = diag~(a,a)p. Cette formule rel~ve ~ P l'homoth4tie de rapport a de F 2 
n • 

3.9 On dispose comme en 1.13 d'un torseur pV sur le dual, et d'un Isomorphisme 
n 

entre Pn et pV sur le lleu 6(x) = i le tout GL(2,F)~-4quivarlant. Le formu- n 
laire 1.14 reste valable. 

v 
Pour a E F*n , on notera a.p l'action de dlag(a-l,a -l) sur P ; elle 

n 
re1~ve ~ P 1'homoth4tie v~--~ av de F 2v 

n 

v 
3.10 Dans la suite de 1'expos4, on notera simplement P et P los torseurs 

P et 
n n 
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3.ll Pour F global, et presque chaque place v , on dispose d'une trlvlallsa- 

tlon de Pv sur (A2-[o})(@v) = (@* X @v ) U (@ X @*) : pour v modern, 
v v v 

e X sur ~ X ~v et ey sur ~v X ~*v coTncident sur ~* Xv ~v* " Cecl permet 

d'ad~tiser 3.7 et d'obtenlr un torseur P sous U sur (A2-[o})(~). L'actlon de 

GL(2,~) sur ~2 se rel&ve en une action de GL(2,~ "~ sur ce torseur. Ce 

torseur est trlvialis~ sur (A2-[o]XF) = F2-[o} , par e X et ey , et [GL(2,F)] 

respecte cette trlvlallsatlon. 
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4. Le groupe des matrices diagonales. 

4.1 Groupes de Heisenber~ : Soit H~ un groupe localement compact e~tension d'un 

groupe localement compact totalement discontinu commutatif H par son centre Z. 

On fixe un caract~re ~ de Z. On suppose que W est unitaire sur les commutateurs, 

et que le bicaract~re w((x,y)) de H identifie H ~ son propre dual de Pontrjagin. 

Ceci implique que Z / Ker(w) soit le centre de H~/ Ker(w) . 

Pour tout sous-groupe ferm~ L de H , nous noterons L son image inverse 

dans H ~. Nous dirons que L est totalement isotrope si ~((x,y)) est trivial 

sur L ,i.e. si L~/ Ker(~) est commutatif. 

Nous nous int~ressons aux representations de H ~ , de caract~re central 

~. Une telle repr@sentation sera dite admissible si, pour K ~ H un sous-groupe 

compact ouvert totalement isotrope, sa restriction ~ K est somme de representa- 

tions de dimension i, chaeune apparaissant avec multiplicit~ finie. 

Une fonction f sur H sera dite ~ -localement constante si pour tout 

x dans H ~ , il existe K comme ci-dessus, et un caract~re X de K ~ prolongeant 

, tel que f(kx) = x(k) f(x) pour k ~ K ~ 

Fixons enfin un sous-groupe totalement isotrope maximal L de H, et un 

caract~re ~' de L ~ prolongeant ~ . Ii est connu que, sous les hypotheses 

pr~c~dentes : 

(4.1.1) Le groupe 

caract~re central 

H ~ admet une representation admissible irr~ductible V de 

. Elle est unique g isomorphisme pr~s. 

(4.1.2) II existe sur V une forme lin~aire a ~ 0 telle que a(~v) = W~(£)a(v) 

~ouc £ E L . Elle est unique ~ un fac~eur pr~s. 

(4.1.3) L'application v~ >la fonction a(gv) sur I~ est un isomorphisme de V avec I' 

l'espace des fonctions w-loealement constantes sur H ~, v@rifiant f(gg) =w'(~)f(g) pour 

E L ~ ~ et ~ support compact modulo L ~ . 

En particulier, si H est fini, V est de dimension l'indice d'un 

sous-groupe totalement isotrope maximal de H, i.~ la racine carrie de l'ordre de H. 

(4.2) Soit F un corps local, et ~crivons simplement T ~ pour T(F) ~ . D'apr~s 

1.8.1 et 2.2, le centre de T ~ est le sous-groupe diag(F ~n X F~n) ~. Le quotient 

de Ttv par son centre est fini et co~nutatif, et l'application commutateur est 

valeurs dans ~. La th~orie des groupes d'Heinsenberg fournit la 

Proposition 4.3 (i) La classe d'isomorphie d'une E -representation admissible 

irr~ductible du groupe -~ est uniquement d~term~:D#e Far son caract~re central. 

(ii) Soient ~ u n e -caract~re du centre de T ~, T' un sous-groupe de T tel qu@ 

T'~ soit un groupe commutatif maximal de T Net ~' une extension de ~ ~T '~ 
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La representation induite IndT~,, ~ (~') est irr~ductible , de caract~re central ~. 

4.4 Le centre de T est (F ~n X F ~)~. II est l'indice [F~: F~n] 2 dans T "~ , et 

les e -repr4sentations admissibles irr4ductibles de T ~ sont donc de dimension 

IF ~ : F ~n] . L'extension (F ~n × F~n) ~ de F~n X F ~ par ~ est splitt4e par 

diag~(3.8). Ceci permet d'identifier e -caract~res ~O du centre de T~ et 

couples (~1'62) de caract~res de F ~n , par 

(4.4.1) " ~ ~ = ~(d~ag (a,b~ ~l(a) ~2(b). 

Nous le ferons. D'apr~s 4.3 les C -repr4sentations admissibles irr4ductibles 

de T ~ sont param4tr4es par ces couples (61,~2). II est parfois plus commode de les 

param4trer par les couples (XI,X 2) de caract~res de F ~, triviaux sur ~n(f) C F ~, 

en posant 

(4.4.2) ~(x) = O~.(xn) (i = 1,2). 
I 

Pour r4aliser les e -representations de T ~ , deux choix de T' comme en 4.3(ii) 

sont commodes. Pour chacun d'eux, on dispose d'un splittage naturel de l'extension 

T'~ de T' par ~ , de sorte que la donn4e d'un prolongement 00' de 60 ~ T '~ 

revient ~ celui d'un prolongement de (C~1,62) de F ~n X F "~'~n g T' 

a) Sous-groupe F ~ F ~n X ; splittage (a,b)~ ~. dl(a) d2(b). 

b) Dans le cas mod4r4 : sous-groupe @ ~F~n X @ ~F~'='n ; splittage (a,b)l , d I (a) d2(b). 

Dans le cas (b), avec ~(I et X2 non ramifi4s, on dispose d'une unique 

extension 60' de 60 triviale sur dl(@ ) d2(@ ). 

4.5 Supposons maintenant F global. Le groupe T(/A) N a pour centre l'image inverse 

de T(/A) diag (/A ~n X et l'image inverse de T(F) T(/A) n en est un 

sous-groupe commutatif maximal. D'apr~s 4.1, on a 

Th4oreme 4. 6 . Soient 61 e t ~2 deux caract~res de ~n/ F~n , et soit V 
61,62 

l'espace des e -fonctions sur [T(F)]\T(~)~ , invariantes ~ droite par un 

sous-groupe ouvert de T( ~f>'~ et tel!es que 

f(g.diag (al,a2)) = f(g) l(al)(12(a2) s__!i a I , a 2 6 /A -~n. 

Alors v est une e -repr4sentation admissible irr4ductible de T~A) ~ . 

Ces repr4sentations sont les repr4sentations automorphes de T~A) . Ii est 

parfois plus commode de les indexer par les couples (XI,X2) de caract~res de Hecke, 

triviaux sur les racines n i~mes de l'unit4 locales : on pose : 7i(a) = 6i(an). 
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5. La sgrie principale 

5.0. Soit F un corps local. On ~crit G pour GL(2,F) , et on simplifie les nota- 

tions en omettant F : on ~crira T "~ pour T(F)~ , .... 

Pour F = ¢ , on a G ~ = G x p, et la th~orie des representations de G ~ 

se r~duit & celle de G . Pour F =IR , on a n = 1 ou 2 . Nous ne nous attarderons 

pas ~ ces cas bien connus: dans la suite de ce § , sauf 5.12 , on suppose F non 

archim~dien. 

5.1. De la th&orie des representations des groupes rgductifs sur F , certains argu- 

ments se g~ngralisent tels quels ~ des extensions centrals telles que SL(2,F) ou 

GL(2,F) ~ . D'autres non. Se g~n~ralisent ceux bas~s sur : la d~composition de Bruhat; 

la structure du radical unipotent U d'un parabolique P (sous-groupes radiciels,_.), 

la d~composition de Levi P = MU et l'aspect contractant/dilatant de l'action de M 

sur U ; la relation entre le groupe et son alg~bre de Lie . Par exemple : r~sultats 

g~n~raux sur les modules de Jacquet, les representations supercuspidales, .... Posent 

probl~mes : la commutativit~ des tores, la structure d'alg~bres de Hecke, .... 

5.2. Ecrivons simplement B et U pour B + + et U . Le groupe B ~ est le pro- 

duit semi-direct T~.U de T~ par le rel~vement (1.7) de U . Si p est une 

representation de T ~ , on note encore p la representation de B ~ triviale sur 

U qui s'en d~duit : p(tu) = p(t) . 

Le module de B ~ se d~duit ainsi du quasi-caract&re ~ de T ~ , donn~ par 

6(t) = Ilab-iIl pour t au-dessus de diag(a,b) 6 T . Sip : T~---+ GL(V) est une 

representation alg~brique de T~ , la representation induite IndG~(v,p), ou simple- 

ment Ind(V), est la representation par translations ~ droite de B G ,~ sur l'espace 

des fonctions localement constantes f : G~--+ V telles que 

(5.2.1) f(utg) = 6(t) I/2 p(t) f(g) 

5.3. Interpr~tons cette d~finition en terme du dictionnaire entre : 

(a) faisceaux localement constan~d'espaces vectoriels complexes sur ~I , munis 

d'une action ("alg~brique") de G ~ ; 

(b) representations alg~briques (V,p) de B ; 

donn4par l'4quivalence de cat4gories ~--*fibre de ~ en lepoint (i,0) de ~i, de stabili- 

sateur B ~ , 

Si, & une section f de ~ on associe la fonction f(g) = germe en (I,O) 

de g'f , on identifie F(3~ ~ l'espace des fonction localement constantes 

f : G~-+ V telles que f(bg) = p(b)f(g) . Pour V = ¢ , et la representation don- 

n~e par le caract~re ut + ~(t) , on trouve le faisceau des mesures localement cons- 

tantes, i.e. localement de la forme II~II , pour m une forme diff~rentielle. Finale- 
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ment, l'espace des fonctions 2.2.1 s'interpr~te comme celui des densit~s localement 

Constantes de poids 1/2 ~ valeurs dans le faisceau ~quivariant d~fini par V . 

5.4. Explicitons, pour le groupe G ~ , ce que donne la th~orie g~n~rale des modules 

de Jacquet. Pour un expos~ trgs clair, je renvoie ~ [1] (on y parle de GL(n) , mais 

les arguments sont g~ngraux). 

(A) Sur la cat~gorie des repr@sentations alg@briques de U , le foncteur des coinva- 

riants : W ÷ W U est exact. 

Cette exactitude permet un calcul facile, ~ une extension pros, de 

Ind(V,p) U . Nous noterons proj la projection sur les coinvariants. Comme en 2.3, 

6crivons Ind(V,p) = H°0pI,~) , pour un faisceau ~quivariant convenable. La suite 

exacte 

0-+ H oc ~s-l- { (i ,O) }, ~)-* H ° e I , %--+ ~'~(1,0)--* O 

est B~-equivariante. On en d~duit une suite exacte analogue par passage aux coinvari- 

ants. En quotlent, ~(] n~+------$(] n% , identifi~ ~ V par proj f~--~f(e) . En sous- 

objet, H 0P -{(i,O)},~. qui s identifie encore ~ V , par integration sur U 
i c u 

(dont ]P -{(I,O)} est esFace ~.rineipal homog~ne) . La fonctorialit@ sera explicit@e 

plus has. 

(B) Le foncteur d'induction, des repr@sentations alg~briques de 

G ~ admet pour adjoint ~ gauche le foncteur r : W ÷ quotient W U 

avec action de T TM donn~e par t proj(w) = 6(t) -I/2 proj(tw) . 

T ~ dans celle de 

des coinvariants, 

Une fois choisis w 6 N(T~)-T N et une mesure de Haar sur U , le calcul 

(A) donne une suite exacte de representations de T~ 

(5.4.1) O-+ (V,pointw)--+ r Ind(V,o) --~ (V,p)-~ O 

oh la projection sur (V,p) est la flgche d'adjonction proj(f)~--+f(e) 

f(e) = O , l'image de proj(f) dans (V,point) est donn~e par 
W 

(5.4.2) proj(f)--+ ff(wu)du (pour f(e) = 0 ) . 

et oh, pour 

L'hypothgse f(e) = 0 assure que la fonction int~gr~e est ~ support compact. 

(C) Soit (V,p) une representation admissible irr~ductible de T ~ . Alors, quel 

que soit le sous-quotient non nul W de Ind(V,p) , on a rW # 0 . 

L'id~e de la d@monstration (cf. [2], 2.9) est que, si rW = 0 , alors W 

est projective, donc aussi une sous-repr~sentation de Ind(V,p) , ce qui contredit : 
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(V,p) comme ci-dessus, et W ~ Ind(V, 0) une sous-repr~sentation non 

s'envoie sur (V,o) . Sinon, en effet, les f E W seraient des fonctions 

(V,p) une E-representation admissible irr~ductible de T~ , de carac- 

(~i,~2) (4.3, 4.4). 

Si ~i # ~2 ' les representations p et pointw ont des caract~res cen- 

traux distincts, et la suite 5.4.1 se scinde, de fa§on unique. Le scindage 

(5.5.1) r Ind(V,p)~ (V,ooint w) 

est une r~gularisation de l'int~grale 5.4.2 pour f ne vgrifiant pas n~cessairement 

f(e) = 0 . Elle est donn~e, pour ~l(a) # ~2(a) , par 

(5.5.2) f ~ (l-~l(a) -I a2(a))-i Sfa(wu) du , avec 

-1 -1/2 
fa(g ) = f(g) - ~l(a) Iiail f(gdl(a)) (nul en g = e) . 

Par adjonction, (5.5.1) fournit un morphisme 

(5.5.3) I : Ind(V,p)--+ Ind(V,point w) , 

donng par l'int~grale d'entrelacement f---~ff(wug)du , r~gularis~e par (5.5.2). On 

notera que 5.5.2 fournit une d6finition inconditionnelle (m~me pour ~I = ~2 ) de 

"(l-~l(a) -I ~2(~))I" . On v~rifie : 

Lemme 5.6. Si ~I = ~2 ' et pour_~_ a de valuation # 0 , on a 

(i) r Ind(V,p ) est une repr6sentation ind6composable de T ; 

(ii) "(l-~l(a)-I a ~2 ()) -I" ci-dessus est un multiple non nul de l'identit~. 

5.7. Soient (V,p) et (~i,~2) comme en 5.5. D'apr~s 5.4 (A) (C), le foncteur r 

injecte le lattis des sous-repr~sentations de Ind(V,p) dans celui des sous-repr~- 

sentations de r Ind(V,p) et, d'apr~s (D) , si W est une sous-repr6sentation pro- 

pre, rW d~finit un scindage de la suite exacte 5.4.1. D~s lors 

a) si ~I = ~2 ' 5.6 assure l'irr~ductibilit~ de Ind(V,p) ; 

b) si ~I # ~2 ' Ind(V,p) admet au plus une sous-repr~sentation propre, donc est 

ind~composable; 
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c) si W est une sous-repr6sentation propre de Ind(V,p) , rW est le noyau de 

5.5.1 et W est dans le noyau de l'op6rateur d'entrelacement I. Le T ~-morphisme 

rI annulle rW ~ (V, 0) , eta pour image un scindage de la suite (5.4.1) pour 

(V,point w) . L'image de I est donc une sous-repr~sentation propre de !nd(V,pointw). 

Si ~ est un caractgre de F ~ , on note eodet le caractgre 

~__+ det F* GL(2,F) > de ~ . On a Ind(V,p) ~ (~odet) = Ind(V,p.~odet) et le ca- 

ract~re central de p.~odet est donn~ par (~i~,~2 ~) . Une telle translation ne mo- 
-I 

difie pas le caract~re r6ductible ou irr6ductible de Ind(V,p) . Si d = ~i~2 est 

unitaire, elle permet de transformer (V,p) ,donc Ind(V,p) en une repr6sentation 

unitaire. Au total 

Proposition 5.8 (i) La representation Ind(V,o) 
-I 

o =~i~2 est unitaire, elle est irr~ductible. 

(ii) Si o # 1 , de deux choses l'une: 

(a) Ind(V,p) est irr~ductible, et I 

(b) lnd(V,p) e t Ind(V,pointw) 

l'unique quotient non trivial de 

triviale de Ind(V,point ) . 
W 

est ind6composable. Si 

est un isomorphisme ; 

sont r6ductibles, et I induit un isomorphisme de 

Ind(V,p) avec l'unique sous-repr~senta~ion non 

5.9. Le module de Jacquet d'une representation contr$1e le comportement asymptoti- 

que des coefficients. Ii est facile d'en d~duire que, lorsque Ind(V,p) est r~duc- 

tible, une et une seule des deux representations dont elle est extension a des coef- 

ficients de carr~ sommable (ie. est de la s6rie discrete). E!le sera appel6e sp~ciale. 

Les repr6sentations Ind(V,p) irr~ductibles, et les constituants non sp6ciaux des 

Ind(V,p) r6ductibles, forment la s6rie principal e. 

5.10. Pour 9o > 1 (notation 0.0.7), l'int6grale d'entrelacement converge. Des pro- 

c6d6s bien connus permettent de consid6rer o comme un param~tre; on peut alors re- 

garder 5.5.2 comme donnant le prolongement analytique de cette int6grale. Une fa~on 

616gante de proc6der m'a ~t~ signal~e par Bernstein. Elle consiste ~ consid~rer des 

repr6sentations ~ coefficients non pas dans ~ , mais dans une alg~bre telle que 

~[T,T -I] . Elle a l'avantage sur le prolongement analytique habituel de montrer que 

l'int6grale d'entrelacement I d6pend rationnellement de ~ et non seulement de fa- 

§on m6romorphe. La formule de r~gularisation 5.5.2 montre que, si on pose L(o) = 1 

pour o(x n) ramifi6, et L(o) = (l-o(~n)) -I pour o non ramifi6 et ~ une unifor- 

misante, l'op~rateur I/L(o) d~pend m~me polynomialement de o 

Si on it~re l'int6grale d'entrelacement, on trouve un endomorphisme de 

Ind(V,p) . Pour Ind(V,p) irr~ductible, c'est la multiplication par un scalaire # O. 
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r~ductible, c'est encore un scalaire (par prolongement ana]ytique); 

5.10. C. Moena d~terminE quand Ind(V,p) est r~ductible. Je pr~f~re exprimer son 

rEsultat en terme des caract~res Xi de F* , dEfinis par Xi(X) = ~i(x n) 

ThEor~me 5.11 (C. Moen). 
-I ±i 

XlX 2 = HxH 

La representation Ind(V,p) est irr6ductible, sauf pour 

Pour XIX21 = ||xll , c'est la sous-repr~sentation de Ind(V,p) qui est de 

la s6rie discrete. Pour XIX21 iixl I -i = , c'est la representation quotient. 

5.12. Ce th~or~me permet la determination de la s~rie complEmentaire : si la repre- 

sentation Ind(V,p) est unitaire, elle est isomorphe g la duale de sa complexe con- 

jugu~e, et soit XI et X 2 sont unitaires (sErie principale proprement dite), soit 
-- -i -- -1 

X 2 = X I . Une translation (5.7) ram~ne le cas o~ X 2 = X I ~ celui o~ 

X 1 ||xll s et X 2 = Ilxll-s , avec s E]R . La representation induite correspondan- 

te ~ est rEelle, de duale ~ , et l'op~rateur d'entrelacement I/L(o) fournit 
s -s 

une forme bilin~aire invariante pour ~s . Pour s = 0 ,elle est d6finie > O . 

Par prolongement analytique, elle le reste tant que I/L(o) est inversible, ie. 

pour Isl < 1 . En s = 1 , on trouve que les deux constituants de ~ sont uni- 
s 

taires (faire s = i pour l'un, s = -i pour l'autre). Au-del~, ~ ne peut ~tre 
s 

unitaire, sans quoi elle serait pour s + ~ , ce qui est absurde : les coefficients 

ne sont pas born6s pour s grand. 

5.13. Y. Flicker [3] a ramen6 la classification des ~ -reprEsentations de G~ 

celle des repr6sentations de G : il ~tablit une correspondance biunivoque, caracr 

t~ris6e en terme de caract~res, entre l'ensemble des classes d'isomorphie de c-re- 

presentations admissibles irr~ductibles de G~ , et l'ensemble des classes d'isomor- 

phie de celles des representations admissibles irr~ductibles ~ de G , telles que 

a) si ~ est de la s~rie principale, ~ = ~(XI,X2 ) , X1 et X2 

sur ~ (F) c F * ; 
n 

sont triviaux 

b) si ~ est de la sErie discrete, le caract~re central 

sur ~n(F) c F ~ 

de ~ est trivial 

Si ~ correspond ~ ~ , le caract~re central de ~ (un caract~re de 

F ~n ) est m (x n) . Si ~ est de la sErie principale d~fini par la repr6senta- 

tion de T ~ de caract~re central (~i,~2) , et que Xi = ~i(x n) , ~ est 

~(XI,X2) . En particulier, si (XI,X2) = (II xll I/2 i[xl I -1/2) , au quotient irr~duc- 

tible de Ind(V,p) correspond la representation triviale de G . 
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5.14. Soit ~ un caractgre non trivial de U , et reprenons le calcul 5.7 de 

(Ind(V,P)) U pour calculer (Ind(V,o) ® ~)U " Avec les notations de 5.7, $(I,0) ne 

contribue rich, car l'action de U y est triviale. Le terme H°~pI-{(I,O)},~) four- 
c 

nit encore par integration, une copie de V : 

Proposition 5.15. Ii existe une et une seule application lin4aire 

¢ : Ind(V,p) ÷ V 

donn~e par ¢(f) = ~f(wu)~(u)du pour f(e) = O , et telle que ¢(uf) = ~(u)¢(f) . 

Elle identifie V g (Ind(V,p) ® ~)U " 

Si ~(u I) # I , on a encore 

(5.15.1) ¢(f) = (l-~(Ul)) -I f(f(wu)-f(wuul))~(u)du 

On peut, comme en 5.10, regarder cette formule comme un prolongement analytique en 

a de l'int~grale ff(wu)du , convergente pour ~ >I . 

5.16 Pour W une repr~sentatlon de G~ , on dispose sur (W ~) U , si pas d'une 

d'une action T ~ , du moins d'une action du centralisateur Z de ~ dans T-; 

on d~finit T~ W comme ~tant la repr4sentation de Z N sur (W ~)U donn4e par 

z. proj(f) = proj(z.f). Le caract~re 6 4rant trivial sur Z, le morphisme 

# : T~ Ind(V,P) 4 V de 5.15 est un morphisme de representations de 

5.17 Cbmme en 4.2, on v~rifie que les e-repr4sentations irr4ductibles de Z TM 

sont ~lassifi4es par leur caract~re central. Si n est impair 

(resp. si n = 2m) , le centre de Z~ est l'image inverse du sous-groupe F ~n 

(resp. F ~m) du centre F ~ de G . En rant que representation de Z~ , la repre- 

sentation V 

(a) pour n impair : est somme de [F~:F~n] I/2 representations irr~ductibles rou- 

tes isomorphes, de caract~re central induit par m 
P 

(b) pour n pair, n = 2m : admet pour sous-repr~sentations irr~ductibles les re- 

presentations irr~ductibles de Z ~ de caract~re central prolongeant m (il yen 
P~ 1/2 

a [F*m:F ~n] non isomorphes). Chacune appara~t avecla multiplicit~ [F :F ~m] 

5.18. Pour calculer le foncteur r~ sur les sous-quotients de la s~rie principale, 

il suffit, d'apr~s 5.8,de calculer le morphisme induit par l'int~grale d'entrelace- 
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(5.1s.1) r~l : r~Ind(V,p)--~ r~Ind(V,point w) 

pour p de caract~re central m d~fini par (XI,X 2) , avec XI X-I-z = i, ,illXll P 
D'aprgs 2.14, ce Z~-morphisme s'identifie ~ un endomorphisme de V . 

Th@or~me 5.19. Soient p une representation de T~ de caract~re central 

(~],~2) = (~.llxll i/n,~) : posant Xi = ~'l (xn) ' on a (XI,X 2) = (x. II xll ,x). Soit w 

le quotient irr@ductible de Ind(p) . Dans le cas mod~r@ et pour n impair, la re- 

n-I representations toutes isomorphes. pr~seqtation (W ®T) U de Z ~ est some de -7- 

n-I S i n = 3 , on a -~-- = i , et c'est ce r~sultat d'unicit~ qui explique 

l'aspect "multiplicatif" des @nonc@s de l'introduction. 
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6. ModUles, et preuves. 

6.1 Soient 61 et ~2 deux caract~res de F ~n . Nous nous proposons de d~crire 

une ~-repr~sentation irreducible @ de T ~, de caract~re central (~[~2) et de 

d~crire l'espace de la representation induite Ind(p) comme un espaee de fonctions 

sur le rev~tement P de F2-{o}. 11 s'agira de l'espace des ¢~l-fonctions 

(f(~p) = ¢(~)-If(p)) , localement constantes, et ayant une homog~n~it~ convenable 

rel. aux "homoth~ties" v~-~v pour ~F ~n (3.8). 

On cholsit une extension, encore notre ~2 ' du caract~re ~2 ~ F , et on 

d~crit 0 par 4.4 (a). La representation Ind(0) est alors obtenue par induction 
4~n ~ 

it~r~e : de dl(F )d2(F )~ ~ T ~, puis de B ~ ~ G ~ , de (~i,~2). C'est l'espace 

des e-fonctions f sur G ~ telles que 

f(ud I (a)d2(b)g) = ~l(a)~2(b)lla/bill/2f(g) 

pour u E U, a E F ~n ~ ~2(b) et b ~ F . Si le caract~re IIbil -~/2 eat trivial, il 

s'identifie ~ un espace de fonctions sur d2(F~e).lh\GL(2,F~). Ce quotient n'est 

autre que le rev~tement P de F2-{o} : ~ g E GL(2,F~ aSsocier g-1((t,o),e x) . 

Se ramenant ~ ce cas en tordant par un caract~re du d~terminant : 

det : GL(2,F]~---0 GL(2,F)---~ F , on obtient [e module suivant. 

a) L'espace de la representation est celui des ¢-~fonctions localement 

constant~ sur P , d'homog~n~it~ (~2-~I-I) : 

f(~v) = (~2-C~ -I)(X) f(v) pour ~ E F ~n , avec la notation 0.0.7. 

b) Le groupe agit par 

(g~f)(v) = f(g-lv).(~2-~)(det_ g) 

6.2 Un autre module de la mGme representation s'obtient en utilisant le plan 

dual. On se donne cette fois une extension de ~I ~ F , et on prend 

a) pour espace : les ¢-~-fonctions localement constantes f sur pV telle 

que 

F~n f(~v) = (~2-~i-I)(~) f(v) pour ~ E (0.7,3.9). 

b) pour action : 

(g~O)(v) = qo(g-~v)(~l+~) (det g) . 
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6.3 Dans ces mod&les, t'op~rateur d'entretacement, de ta representation induite 

de param&tres (~t,~2) dans celte de param&tres (&2,~t) s'Acrit comme une transfor- 
v 

m~e de Radon : & f sur P , d'homog~n~it~ (~2-~t-t), ette associe Rf sur P , 
v 

d'homog~n~it~ (~l-~2-t). L'op~rateur R est te suivant : Un point 6 ~ P d~finit 

a) un point ~ dans A2V-[o], et une droite ~(~) = t dans A 2. 

b) une trivialisation de P au-dessus de cette droite ; on ~crira <6,v>'= l 

ta retation: ~(~) = t et v est dans ta section de P au-dessus de ta droite 

£(V) = t d~finie par £ . 

On pose 

j dxdy 
(Rf)(£) = f(v) dg 

<~,v> = l 

Cette formute suppose te choix d'une menue de Haar sur F . Avec un pardonnabte 

abus de notation, on t'~erit encore 

(Rf)(~) = It f(v) ~(<~,v>-t) dxdy 

v 

La m~me formute d~finit la transform~e de Radon des fonctions sur P dans 

tes fonctions sur P ; c'est encore un mod&le pour t'op~rateur d'entrelaeement. 

La r~gutarisation (5.5.2) de l'int~grale est ta "partie finie" habituelle - 

sauf pour ~t = ~2 ' cas correspondant au p6te de t'op~rateur d'entrelacement. 

6.4 D~terminons t'apptication ~ de 5.15 . Nous noterons f(x,y;p) une 

fonction sur P , p ~tant dans p , au-dessus de (x,y). Pour f une c-l-fonction 

sur p , d'homog~n~it~ (~2-&l-l) , comme en 6.2 , posons 

L(f;y) = f(x,y;ey) ~(x/y) dx . 

~n 
Pour x grand, et ~ dans un sous-groupe ouvert convenabte de @ , on a 

f(x,y,ey) = f(~x,y;ey) . Ceci permet de r~gutariser t'int~graLe comme en 5. t5.1. 

On a 

(6.4. t) L(e+(u) f;y) = ~ (u)L(f;y) et 

(6.4.2) L(f;Xy) = (~2-~t)(X)L(f;y) pour k ~ F ~n 

(6.4.3) L(dt(z)d2(z)f;y ) = !Izlle(z,y)-tL(f;z-ty) ,pour z E F 

L'espace des fonctionnelles v~rifiant 6.4.1 a pour base lea L(f;y) pour y parcourmt 

F~/F ~n . Ce sont tes coordonn~es de ~ (5.15) dans une base eonvenable. 

6.5 Dans te mod&te du plan dual, { a de meme pour coordonn~es tes 

L(f;a) = [ f(a,b;e a) ~(b/a) db . 
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On a 

(6.5.1) L(e+(u)f;a) = ~(u)L(f;a) , 

(6.5.2) L(f;ka) = (c~2-f~l)(k)L(f;a) pour k ~ F ~n , 

(6.5.3) L(dl(z)d2(z)f;a) = llzll¢(z,z-la)-Ie(f;z-la) • 

L'action 5.[8 de ['op~rateur d'entrelacement est donn~e par 

r ~F 

(6.5.4) L(Rf;a) = le(a,y) ~(I/ay) L(f;y) d y , 
J 

= ~ L(f;y) c (a,y) I ~(~, / ay) (~ I -~2) (X) d~. 
yE F~ / F ~ n F~n 

avec une int~grale d~finie par prolongement analytique en (~I-~2) . On a un pSle 

en ~l = ~2 ' comme requis. 

6.6 D'apr~s 5.18, ceci ram&ne la preuve de 5.19 au probl~me suivant : on 

consid~re 

V' : espace des fonctions localement constantes L(y) sur F ~ , telles que (6.4.~ 

sur lequel Z N agit par la formule membre de droite de 6.4.3 ; 

V" : espace des fonctions localement constantes L(a) sur F ~ , telles que (6.5.2), 

sur lequel Z ~" agit par [a formule membre de droite de 6.5.3 ; 

R : V' ~ V" , donn~ par 6.5.4 : 

E e(y) c(a,y) j ~4/ay)(~I-¢¢2)(~) d~ ; (RL) (a) 
y~ F~ / F~n F ~ 

et on cherche ~ d~terminer la representation Im R de Z ~ , lorsque R n'est pas 

un isomorphisme, ie [orsque [e caract~re (~I-~2) est II~I! ~I/n . 

6.7 Sous les hypotheses de 5.19, il suffit de consid4rer la restriction de R 

aux invariants de [dl(a)d2(a)laE@W ] . Prenant pour base de ces espaces les 

fonctions L(y) ou L(a) de support une classe lat~rale sous @~.F4~ n , R est 

par une matrice qui se d4eompose en un bloc i × I , et n_~! repr4sent4 blocs 

2 × 2 , le long de la diagonale (pour un ordre convenable). Le calcul est alors 

facile. 
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7. S~ries d'Eisenstein. 

7.1 L'op~rateur "s~rie d'Eisenstein" E est un op~rateur d'entrelacement, de 

Ind G(~B+(~)~ (V~I,~2) dans i'espace des fonctions sur G(F)\G(~) ~ . L'espace 

de la representation induite s'identifie ~ l'espace des e-fonctions sur 

U(~)T(F)\G(~) ~, invariantesg droite par un sous-groupe compact ouvert de G(~f)~ 

et K -finies, et v~rifiant 

f(diag~(al,a2)g) = ~l(al)~2(a2)llala~l!ll/2 f(g) (al,a2 ~ n  

L'op~rateur est ~ f(yg) , quand cela converge, et est en g~n~ra[ obtenu 
B(F)\G(F) 

n n -I 
par prolongement analytique en O~I,C~ 2 . Posons ~i(x) = C~l(x )C~2(x ) . Des argu- 

ments classiques ([ Ill) fournissent un p0ie en X = l]xql • Si E est le r~sidu de 
G(/A~ 

E , E entre[ace [e quotient irr~ductible de Ind B+(/A)~ (V£[ ,~ 2) , pour 

)i = IIxll ,dans l'espace des fonctions sur G(F)\G(/A ~ . 

7.2 Ceci d~termine [a classe d'isomorphie de la representation de G(~)~ 

image de E . Soit ~ un caract~re additif de ~/F . L'op~rateur "coefficient de 

Fourier" 

I f~---~W(f;g) = U(F)\U(~) f(ug) ~(u) du 

commute aux translations ~ droite, et v~rifie W(f;ug) = ~(u)W(f;g) . On a aussi 

W(f;zg) = W(f;g) pour z E Z(F) • 

7.3 Pour n = 3 , ces propri~t~s, et les r~sultats d'unicit~ 5.19 devraient 

permettre de ['identifier - et d'obtenir [es r~sultats annonc~s dans ['introduction. 

Une autre m~thode consiste ~ changer son fusil d'~paule, et ~ syst~matiquement 

remplacer GL(2,F), GL(2,F ) ou GL(2,~) par le sous-groupe des ~l~ments dont le 

d~terminant est un cube. On gagne que, pour ce nouveau groupe, l'image inverse du 

centre est commutative, ce qui simplifie les r~sultats d'unicit~ : les espaces 

Vu,~pr~c~derm~ent representations irr~ductibles de l'image inverse du centre, 

deviennent de dimension I. Posant fO(g) = (U(F)\U(~) f(ug) du (termecen~anO, 

on a par ailleurs J 

X 2 
f(g) = fO(g) + ~ W(f;(o ~)g) " 

kEF ~ 
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Si f , comme vecteur dans la repr~sentatlon de G(~) ~ dans l'image de E , est 

d~composable, la fonctlon sur ~ W(f;dl(a2)d2(a)) est muttipllcative, au sens 

de l'introduction~ dont on obtlent les r4suttats. 
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