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Abstract. We describe how to de�ne by generators and relations an action of
the braid group on a category. More generally, how to de�ne a functor from
a generalized positive braids monoid, corresponding to a �nite Coxeter group,
to a monoidal category. Applications to constructions of Bondal (exceptional
systems) and of Brou�e–Michel (correspondences on 
ag manifolds) are given.
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0 . Introduction

Une action d’un mono��de M (n’ayant pas n�ecessairement d’unit�e) sur
une cat�egorie C est la donn�ee de foncteurs T (f) (f∈M) et d’iso-
morphismes de foncteurs cf; g :T (f) ◦ T (g)→ T (fg) rendant commutatifs les
diagrammes

T (f) ◦ T (g) ◦ T (h) −−−−→ T (fg) ◦ T (h)y
y

T (f) ◦ T (gh) −−−−→ T (fgh) :

(0.1)
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Les actions d’un mono��de M sur une cat�egorie C forment une cat�egorie: un
morphisme (T; c)→ (T ′; c′) est la donn�ee de morphismes de foncteurs T (f)→
T ′(f) rendant commutatifs les diagrammes

T (f)T (g)
cf; g−−−−→ T (fg)y

y
T ′(f)T ′(g)

c′f; g−−−−→ T ′(fg) :

Supposons M donn�e par g�en�erateurs et relations: M = 〈G|R〉. Si �a chaque
g�en�erateur g ∈ G on fait correspondre T (g) : C→ C, et si chaque relation
r1 = r2 dans R donne lieu �a une �egalit�e de foncteurs compos�es, on obtient
par composition des T (g) (g ∈ G) une action de M sur C pour laquelles les
cf; g sont des isomorphismes identiques. Cette construction est sans int�erêt. La
question utile est la suivante. Consid�erons la cat�egorie des syst�emes du type
suivant (a) des T (g) : C→ C (g ∈ G); (b) des isomorphismes entre fonc-
teurs compos�es pour r1 = r2 dans R; (c) v�eri�ant des compatibilit�es �a la (0.1)
(�a sp�eci�er). Comment sp�eci�er (c) pour que le foncteur de restriction, de la
cat�egorie des actions de M sur C dans celle des syst�emes (a) (b) v�eri�ant (c),
soit une �equivalence de cat�egories? En d’autres termes: pour qu’il “revienne
au même” de se donner une action de M sur C ou de se donner un syst�eme
(a) (b) v�eri�ant (c).
Dans cet article, nous traitons du cas o�u M est le mono��de des tresses

strictement positives B+n (1.2). Nous utilisons un syst�eme de g�en�erateurs index�e
par les �el�ements non triviaux du groupe sym�etrique Sn. Pour b ∈ B+n , soit
E(b) l’ensemble des d�ecompositions de b comme produit de g�en�erateurs. Cet
ensemble admet un ordre naturel et notre outil principal est le th�eor�eme que
la r�ealisation g�eom�etrique de l’ensemble ordonn�e E(b) est contractile. On peut
penser �a ce th�eor�eme comme un r�esultat d’unicit�e “�a homotopie pr�es” de la
d�ecomposition de b en produit de g�en�erateurs. Pour prouver la contractibilit�e
de E(b), nos m�ethodes sont celles de Deligne (1972) et donc, indirectement,
de Garside (1969).
Nos m�ethodes s’appliquent aussi bien au cas de mono��des de tresses stricte-

ment positives g�en�eralis�es (1.4), correspondant aux groupes de Coxeter �nis.
Par ailleurs, f 7→ T (f) peut être pris �a valeurs dans une quelconque cat�egorie
mono��dale M, plutôt qu’�a valeurs dans Hom(C;C).

Dans la �n de cette introduction, nous donnons les deux applications qui
nous ont motiv�es. Le lecteur peut pr�ef�erer les lire apr�es le par. 2.

Application 1. Soient T une cat�egorie triangul�ee et W une �ltration W1 ⊂
· · · ⊂ WN =T de T par des sous-cat�egories triangul�ees, avec Wn �epaisse
(Verdier (1963) p. 13) dans Wn+1 (15n¡N ). On pose W0 := 0.
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Disons avec Bondal–Kapranov (1989) 4.1 que la �ltration W est admissible
�a droite si les conditions �equivalentes suivantes sont v�eri��ees pour 15n¡N :
(i) l’inclusion de Wn dans Wn+1 admet un adjoint �a droite; (ii) le foncteur
de passage au quotient Wn+1 → Wn+1=Wn admet un adjoint �a droite; (iii) tout
objet Y de Wn+1 �gure dans un triangle distingu�e (X; Y; Z) avec X dans Wn
et Z dans l’orthogonal �a droite de Wn dans Wn+1. Pour l’�equivalence de ces
conditions, voir Bondal–Kapranov (1989) par. 1 ou Verdier (1963) Ch. 1 par. 2
no. 6. La �ltration W est admissible �a gauche si elle est admissible �a droite
dans la cat�egorie triangul�ee oppos�ee: remplacer dans (i) (ii) ci-dessus “adjoint
�a droite” par “adjoint �a gauche”. Elle est admissible si elle l’est �a gauche et
�a droite.
Notons GrWn (T) la cat�egorie quotient Wn=Wn−1 (15n5N ). Pour W

admissible �a droite, notons

in∗ :Wn →T : le foncteur d’inclusion

i!n :T→ Wn : son adjoint �a droite

jn∗ : GrWn (T)→T : le compos�e de in∗ et de l’adjoint �a

droite du foncteur de passage au quotient

Wn → Wn=Wn−1 = GWn T

j!n :T→ GrWn : le compos�e du foncteur de passage

au quotient et de i!n.

Comme expliqu�e dans Bondal–Kapranov (1989) 4.3, la donn�ee d’une �ltration
admissible �a droite W �equivaut �a celle d’une suite (Bi)15i5N de sous-
cat�egories triangul�ees strictement pleines de T engendrant T, avec Bj ortho-
gonale �a droite �a Bi pour i ¡ j : Hom(X; Y ) = 0 pour X dans Bi et Y dans
Bj. Passage de W �a (Bi) : Bn est l’image essentielle de GrWn (T) par le fonc-
teur jn!; de (Bi) �a W : Wn est la sous-cat�egorie triangul�ee de T engendr�ee par
les Bi (i 5 n), i.e. la plus petite sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine
de T contenant ces Bi.
Pour � une permutation de {1; : : : ; N}, la mutation �a droite �dW ou simple-

ment �W de W est d�e�nie par (�W )n := sous-cat�egorie triangul�ee engendr�ee
par les Bi (�i 5 n) = cat�egorie des objets K de T avec j!iK = 0 pour �i¿n.
Les �equivalences

GrWn T
∼←−Bn ∼−→Gr�W�n T(0.2)

fournissent une �equivalence de GrWn T avec Gr�W�n T.
Pour W admissible �a gauche, la mutation �a gauche �sW est la mutation

�a droite dans la cat�egorie oppos�ee. Si W est admissible, la mutation �a droite
�dW est encore admissible �a gauche, et (�−1)s�dW = W .

Une �ltration W est ∞-admissible si elle est admissible, ainsi que ses mu-
tations �a gauche ou �a droite it�er�ees. Le lecteur trouvera dans Bondal–Kapranov
(1989) par. 3, 4 des crit�eres commodes pour v�eri�er la ∞-admissibilit�e d’une
�ltration.
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L’exemple suivant explique les notations choisies.

Exemple 1. Soient X un espace topologique et F1 ⊂ · · · ⊂ FN = X une �l-
tration de X par des sous-espaces ferm�es. Posons F0 := ∅ et Sn := Fn − Fn−1
(n ∈ I := {1; : : : ; N}). La �ltration W de T := D+(X ) par les sous-cat�egories
�epaisses D+(Fn) est admissible. Les foncteurs in∗ et i!n (resp. jn∗ et j!n)
s’identi�ent �a ceux de même nom relatifs �a l’inclusion in de Fn dans X (resp.
jn de Sn dans X ).

Factorisons l’inclusion jn de Sn dans X en les morphismes d’inclusion gn; i :
Fn − Fi → Fn − Fi−1 (n¿i¿0) et in. Soit � une permutation de {1; : : : ; N}
et soit �W la mutation �a droite correspondante de W . La sous-cat�egorie (�W )n
de D+(X ) est celle des objets K tels que j!iK = 0 pour �i¿n. La �ltration
�W est admissible �a gauche, l’orthogonal �a droite de (�W )�n−1 dans (�W )�n
�etant l’image essentielle de D+(Sn) par le foncteur compos�e des gn; i! (pour
�i¡�n) ou gn; i∗ (pour �i¿�n) et de in∗ = in!. Le foncteur compos�e induit
l’�equivalence d�ej�a consid�er�ee de D+(Sn) = GrWn (T) avec Gr

�W
�n (T).

Soient T une cat�egorie triangul�ee et (Ti)i∈I une famille �a N �el�ements de
cat�egories triangul�ees. Consid�erons les syst�emes exceptionnels E du type (a)
(b) (c) suivant.

(a) Un ordre total sur I , identi��e �a une bijection � de I dans {1; : : : ; N}
(l’unique bijection croissante).

(b) Une �ltration ∞-admissible W : W1 ⊂ · · · ⊂ WN =T de T.
(c) Des �equivalences de cat�egories triangul�ees ’i : GrW�(i)(T)→Ti (i ∈ I).

Les syst�emes exceptionnels forment une cat�egorie: il n’y a de morphisme
de E dans E′ que si les ordres correspondants co��ncident, et dans ce cas un
morphisme est un syst�eme d’isomorphismes de foncteurs ’i → ’′i .
Soit � une permutation de {1; : : : ; N}. La mutation (�a droite) �E de E =

(�;W; (’i)) est le syst�eme exceptionnel d�e�ni par � ◦ �; �W et les �equivalences

Gr�W��(i)(T)
(0:2)←→GrW�(i)(T)

’i−→Ti

Cette construction E 7→ �E est une auto�equivalence de la cat�egorie des syst�emes
exceptionnels, d’inverse donn�e par une mutation �a gauche.
Notons l(�) le nombre de paires (i; j) telles que i¡j et �(j)¡�(i).

Si l(�1�2) = ‘(�1) + ‘(�2), on v�eri�e que �1�2E est canoniquement isomor-
phe �a �1(�2E), avec une compatibilit�e pour un compos�e triple �1�2�3 si
‘(�2�2�3) = ‘(�1) + ‘(�2) + ‘(�3). Appliquant 1.5 et 1.10, on obtient une
action du groupe des tresses sur la cat�egorie des syst�emes exceptionnels.
Ceci pr�ecise Bondal–Kapranov (1989) 4.10 qui d�e�nit l’action par muta-
tions du groupe des tresses sur l’ensemble des �ltrations ∞-admissibles, et
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prouve l’�equivalence de GrWn (T) avec Gr
bW
�bn
(T) (pour b 7→ �b la projec-

tion du groupe des tresses sur le groupe sym�etrique). Nous obtenons une
�equivalence [b] : GrWn (T)→ GrbW�bn (T) bien d�e�nie �a isomorphisme unique
pr�es, un isomorphisme [b1b2]→∼ [b1] ◦ [b2], et une compatibilit�e pour un com-
pos�e triple.

Variante. Suppons la cat�egorie triangul�ee T k-lin�eaire, pour k un corps com-
mutatif, et que les k-espaces vectoriels Hom∗(X; Y ) := ⊕Hom(X; Y [n]) sont
de dimension �nie. Si chacune des cat�egories Ti est la cat�egorie d�eriv�ee
born�ee de la cat�egorie des espaces vectoriels de dimension �nie sur k, i.e.
si Ti est la cat�egorie des espaces vectoriels gradu�es de dimension �nie, la
notion de syst�eme exceptionnel se r�eduit �a celle de suite exceptionnelle:
une suite X1; : : : ; XN d’objets de T avec Hom∗(Xi; Xj) = 0 pour i ¡ j et
Hom∗(Xi; Xi) = k, qui engendrent T. Plus pr�ecis�ement, il faudrait consid�erer
une famille �nie (Xi)i∈I , un ordre total 5 sur I et exiger que les Xi en-
gendrent T, que Hom∗(Xi; Xj) = 0 pour i ¡ j et que Hom∗(Xi; Xi) = k. Le
syst�eme exceptionnel correspondant est d�e�ni par l’ordre 5, identif�ee �a une
bijection � comme en (a) et par la �ltration W , o�u Wn est engendr�e par les
Xi pour �(i)5 n. L’�equivalence ’i est caract�eris�ee comme envoyant Xi sur k
en degr�e 0. D’apr�es Bondal–Kapranov (1989) 3.2 et 4.11, la �ltration W est
automatiquement ∞-admissible.
L’action du groupe des tresses sur la cat�egorie des syst�emes exceptionnels

en fournit une sur celle des suites exceptionnelles.

Application 2. Soient G un groupe r�eductif d�eploy�e sur un corps k et B la
vari�et�e de ses sous-groupes de Borel. Soit M la cat�egorie des sch�emas sur
B×B, vus comme correspondances de B vers B. La composition des cor-
respondances fait de M une cat�egorie mono��dale. Soit W le groupe de Weyl,
identi��e �a l’ensemble des positions relatives de sous-groupes de Borel, i.e. aux
orbites de G(k) sur B(k)×B(k). Pour w ∈ W, on note X (w) la vari�et�e des
paires (B′; B′′) de sous-groupes de Borel en position relative w. Dans cette
description de W, pour e ∈ W l’�el�ement neutre, l’orbite X (e) est la diago-
nale. Les g�en�erateurs distingu�es si correspondent aux orbites X d’adh�erence
X∪ diagonale et la loi de groupe est caract�eris�ee par

X (w) = X (w′) ◦ X (w′′) si w = w′w′′ et que ‘(w) = ‘(w′) + ‘(w′′) :(0.3)

Les g�en�erateurs distingu�es de W en font un groupe de Coxeter �ni. Soit B+ le
mono��de des tresses positives g�en�eralis�e correspondant. Brou�e et Michel (1995)
d�eduisent de (0.3) qu’on peut �etendre w 7→ X (w) en une construction qui
�a b ∈ B+ attache une classe d’isomorphie de sch�emas X (b) sur B×B, avec
X (b) ' X (b′) ◦ X (b′′) pour b = b′b′′. Nos r�esultats montrent que X (b) est en
fait d�e�ni �a isomorphisme unique pr�es.
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1 . Actions

1.1. Comme expliqu�e dans l’introduction, les actions d’un mono��de M sur
une cat�egorie C forment une cat�egorie. Dire qu’il “revient au même” de se
donner une action de M sur C ou de donner: : : signi�e la construction d’une
�equivalence de la cat�egorie des actions avec celle des: : : .

1.2. Le mono��de (sans unit�e) B+n des tresses strictement positives �a n brins
(n=2) est le mono��de engendr�e par des g�en�erateurs si (15 i5n− 1) soumis
aux relations

si si+1 si = si+1 si si+1(1.2.1)

si sj = sj si pour j = i + 2 :

On sait qu’il s’injecte dans le groupe de tresses Bn, d�e�ni par les mêmes
g�en�erateurs et relations.

1.3. Pour d�e�nir une action T de B+n sur un ensemble E, il su�t de donner
des applications T (si) : E → E v�eri�ant (1.2.1).

Pour d�e�nir une action de B+n sur une cat�egorie C, il ne su�t pas de donner
des foncteurs T (si) : C→ C et des isomorphismes de foncteurs

T (si)T (si+1)T (si)
∼−→ T (si+1)T (si)T (si+1)(1.3.1)

T (si)T (sj)
∼−→ T (sj)T (si) pour j = i + 2 :

Dans le cas de B+4 , il faut de plus que la condition suivante soit v�eri��ee.
Ecrivons a; b; c pour T (s1); T (s2); T (s3). Dans le cycle de 12 foncteurs suivant,
chacun est reli�e au suivant par des isomorphismes (1.3.1) ou leurs inverses,
appliqu�es aux compos�es soulign�es.

acbcab abcbab abcaba abacba(1.3.2)

babcba bacbca bcabac bcbabc

cbcabc cbacbc cbabcb cabacb

Le compos�e de ces isomorphismes doit être l’identit�e.
Voici le sens g�eom�etrique de (1.3.2). On consid�ere la sph�ere S2, d�ecoup�ee

en triangles sph�eriques (chambres) par les hyperplans radiciels du syst�eme
de racines A3. Un t�etra�edre r�egulier inscrit fournit une d�ecomposition de S2

en 4 triangles sph�eriques; ce qu’on consid�ere est sa subdivision barycen-
trique. Appelons un des triangles la chambre fondamentale, et attachons
�a chaque arrête un label a; b ou c, de fa�con invariante par le groupe de
Weyl, les arrêtes d’un triangle ayant des labels distincts et b �etant



Groupe des tresses 165

oppos�e �a l’angle droit. En projection st�er�eographique, envoyant un sommet �a
l’in�ni:

En hachur�e: la chambre fondamentale C0, et son oppos�ee �C0. Chaque mot
(1.3.2) correspond �a une suite G de chambres mitoyennes (galerie) allant de
la chambre fondamentale C0 �a la chambre oppos�ee – C0 et traversant une et
une seule fois chacun des hyperplans radiciels (sur le dessin: les deux droites
et les quatre circonf�erences). Le mot donne la suite des labels des arrêtes
travers�ees. Le cycle de mots (1.3.2) donne un cycle de galeries. On passe
d’une galerie G �a la suivante par une modi�cation de l’un des types suivant,
ou deux modi�cations disjointes du premier type:
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Attachons �a G le chemin du centre de C0 �a celui de �C0 suite des g�eod�esiques
allant du centre d’un triangle au centre du triangle suivant. Quand on passe
d’une galerie �a la suivante, on dispose d’une homotopie entre les chemins
correspondants:

Pour la suite de galeries (1.3.2), ces homotopies successives balaient S2, don-
nant lieu au g�en�erateur de �1
1S2 = �2S2.

La th�eor�eme 1.5 ci-dessous permet de v�eri�er que la condition de com-
patibilit�e (1.3.2) est su�sante. Plus pr�ecis�ement, on dispose d’un foncteur de
restriction, de la cat�egorie des actions de B+4 sur C avec celle des triples de
foncteurs T (s1); T (s2); T (s3) munis d’isomorphismes (1.3.1) v�eri�ant (1.3.2):
�a T attacher les T (si) et les isomorphismes

T (si)T (si+1)T (si)
∼−→ T (si si+1 si) = T (si+1 si si+1)

∼←− T (si+1)T (si)T (si+1)

T (si)T (sj)
∼−→ T (si sj) = T (sj si)

∼←− T (sj)T (si) :
Ce foncteur de restriction est une �equivalence de cat�egories.

1.4. Une description plus commode s’obtient en remplacant (1.2.1) par un
syst�eme redondant de g�en�erateurs et relations. Consid�erons le cas plus g�en�eral
du mono��de des tresses strictement positives g�en�eralis�e B+ correspondant
�a un groupe de Coxeter �ni W d’ensemble g�en�erateur distingu�e R. Les
tresses usuelles correspondent �a W = Sn; R �etant l’ensemble des transposi-
tions (i; i + 1). On note l la fonction longueur W → N d�e�nie par le syst�eme
g�en�erateur R.
Notons prod (m; a; b) un produit de m facteurs abab : : : . Le groupe W est

engendr�e par les i ∈ R, soumis �a des relations

prod(mij; i; j) = prod(mij; j; i) (i; j ∈ R; i-j)(1.4.1)

i2 = e (i ∈ R)(1.4.2)

Le mono��de B+ correspondant est engendr�e par des g�en�erateurs �̃ (i ∈ R)
soumis aux seules relations (1.4.1). Il s’injecte dans le groupe de tresses
g�en�eralis�e B d�e�ni par les mêmes g�en�erateurs et relations (1.4.1) (Deligne
(1972) 4.14 (ii)). La projection �̃ → i de B+ sur W admet, sur le compl�ement
de l’�el�ement neutre e, une section ensembliste canonique �, caract�eris�ee par

�(i) = �̃ (i ∈ R)(1.4.3)

�(w′w′′) = �(w′)�(w′′) si l(w′w′′) = l(w′) + l(w′′)(1.4.4)
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(Bourbaki Lie IV 1.5 proposition 5). Cette section fournit une nouvelle pr�e-
sentation de B+:

g�en�erateurs: �(w) (w ∈ W; w-e)(1.4.5)

relations: (1:4:4)

Noter que (1.4.5), i.e. (1.4.4), permet d’�ecrire chaque �(w) comme produit de
�(i) (i ∈ R) et implique (1.4.1) pour les �(i) : les deux membres de (1.4.1)
sont des d�ecompositions minimales du même �el�ement de W .
Notre r�esultat principal est le

Th�eor�eme 1.5. Il revient au même (1.1) de se donner une action de B+ sur
C; ou de se donner

Pourw ∈ W; w-e; un foncteur T (w) : C→ C ;(1.5.1)

Pourw′; w′′ v�erifiant l(w′w′′) = l(w′) + l(w′′); un(1.5.2)

isomorphisme de foncteurs

(1:5:2)w′ ; w′′ : T (w′)T (w′′)→ T (w′w′′); ces isomorphismes v�erifiant

Pour l(w′w′′w′′′) = l(w′) + l(w′′) + l(w′′′); le diagramme(1.5.3)

T (w′)T (w′′)T (w′′′) −−−−→ T (w′w′′)T (w′′′)y
y

T (w′)T (w′′w′′′) −−−−→ T (w′w′′w′′′)

est commutatif.

Dans cet �enonc�e, “il revient au même” pr�esuppose que les donn�ees (1.5.1)
(1.5.2) v�eri�ant (1.5.3) forment une cat�egorie. Un morphisme T1 → T2 est la
donn�ee de morphismes de foncteurs T1(w)→ T2(w) (w ∈ W − {e}) rendant
commutatifs les diagrammes

T1(w′)T1(w′′) −−−−→ T1(w′w′′)y
y

T2(w′)T2(w′′) −−−−→ T2(w′w′′)

pour w′; w′′ comme en (1.5.2). Nous nous contenterons de construire le fonc-
teur quasi-inverse au foncteur de restriction, et laisserons au lecteur le soin de
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v�eri�er que c’est bien un quasi-inverse. La partie di�cile de la preuve est le
th�eor�eme de contractibilit�e 1.7 qui sera prouv�e au par. 2.
Soient donc des donn�ees (1.5.1) (1.5.2) v�eri�ant (1.5.3) et construisons

une action de B+ sur C qui prolonge (1.5.1) (1.5.2).
Consid�erons l’ensemble E(b) des fa�cons d’�ecrire b ∈ B+ comme produit de

�(w). Plus pr�ecis�ement, soit L(W − {e}) le mono��de libre engendr�e par les
w ∈ (W − {e}). Il s’envoie dans B+ par w 7→ �(w) et E(b) ⊂L(W − {e})
est l’image inverse de b. Une donn�ee (1.5.1) fournit pour chaque A ∈L(W −
{e}) un foncteur compos�e T (A) : A 7→ T (A) qui prolonge (1.5.1) et T (AB) =
T (A)T (B).
Si A1 et A2 sont des types

B:w′ :w′′ :C et B:(w′w′′) :C(1.5.4)

avec l(w′w′′) = l(w′) + l(w′′), une donn�ee (1.5.2) fournit un isomorphisme

T (B) :(1:5:2)w′ ; w′′ :T (C) : T (A1)→ T (A2) :(1.5.5)

Le point essentiel est de v�eri�er le

Lemma 1.6. Les isomorphismes (1.5.5) engendrent un syst�eme transitif d’iso-
morphismes entre les T (A); A ∈ E(b).
Preuve de 1:6⇒ 1:5. On d�e�nit T (b) comme �etant la valeur commune des
T (A); A ∈ E(b). Plus pr�ecis�ement, la limite projective du syst�eme des T (A) :
on dispose d’isomorphismes T (b) ∼−→ T (A) (A ∈ E(b)) rendant commutatifs
les diagrammes

T (A1)

↗
T (b)

y 1:5:5

↘
T (A2) :

Pour b; c ∈ B+; B ∈ E(b) et C ∈ E(c), le mot compos�e BC est dans E(bc).
De plus, si u : T (B1)→ T (B2) est un isomorphisme (1.5.5), u · T (C) est un
isomorphisme 1.5.5 pour bc. De même en permutant les rôles de B et C. Ceci
permet de d�e�nir l’isomorphisme T (b)T (c)→ T (bc) comme �etant celui qui
rend commutatifs les diagrammes

T (b)T (c) −−−−→ T (bc)y
y

T (B)T (C) −−−−→ T (BC) :
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Cette construction, fonctorielle en les donn�ees (1.5.1) (1.5.2) v�eri�ant (1.5.3),
est le quasi-inverse cherch�e au foncteur de restriction.

Preuve de 1.6. Soit 5 la relation d’ordre sur E(b) engendr�ee par “A1 5
A2 pour A1 et A2 comme en (1.5.4)”. En d’autres termes, A5 B si B est
d�eduit de A en factorisant A en A1 : : : Ak , chaque Ai �etant dans L(W − {e})
du type wi;1 : : : wi;m avec l(wi;1 : : : wi;m) =

∑
j l(wi; j), et an rempla�cant Ai par

le produit wi1 : : : wim dans W . Le th�eor�eme suivant sera prouv�e en 2.3 et 2.4.

Th�eor�eme 1.7. La r�ealisation g�eom�etrique |E(b)| de l’ensemble ordonn�e E(b)
est contractile.

La r�ealisation g�eom�etrique de E(b) est celle de la cat�egorie attach�ee de fa�con
usuelle �a E(b): ensemble d’objets E(b), Hom (x; y) r�eduit �a un �el�ement si
x5y, vide sinon. Voir Quillen (1973) par. 1 p. 89.
Montrons que 1.6 r�esulte de ce que |E(b)| est connexe et simplement con-

nexe. La condition (1.5.3) assure que, pour A5 B, les compos�es d’isomorphis-
mes (1.5.5) fournissent un unique isomorphisme

’B;A :T (A)→ T (B)

avec ’C;B’B;A = ’C;A pour A5B5C.
D’apr�es Quillen (1973) par. 1 prop. 1, p. 90, la cat�egorie des revêtements

de |E(b)| est �equivalente �a celle des foncteurs de la cat�egorie E(b) dans celle
(Ens; is) des ensembles et de leurs bijections. Si |E(b)| est connexe et sim-
plement connexe, tout foncteur de E(b) dans (Ens; is) est donc isomorphe
�a un foncteur constant: �etant donn�es des ensembles T (x) (x ∈ E(b)), un
syst�eme de bijections ’y; x :T (x)→ T (y) pour x5y v�eri�ant ’z;y’y; x = ’z; x
engendre un syst�eme transitif de bijections. On en d�eduit le même r�esultat pour
T �a valeur dans une cat�egorie X et les ’x;y des isomorphismes: consid�erer les
Hom(A; T (x)) pour A dans X.

1.8 Variante: unit�es. Une action unitale d’un mono��de �a unit�e (M; e) sur une
cat�egorie C est une action T de M telle que T (e) soit une auto �equivalence.
Il existe alors un unique isomorphisme

T (e) ∼−→ Id(1.8.1)

tel que ce;f : T (e)T (f)→ T (f) et cf; e : T (f)T (e)→ T (f) soient induits par
(1.8.1). Si M+ est d�eduit d’un mono��de M par adjonction d’une unit�e, il revient
au même de se donner une action de M ou une action unitale de M+.
Une action de groupe d’un groupe G est une action unitale de G.

Proposition 1.9. Soient M un mono��de �a unit�e v�erifiant la condition de �Ore
�a gauche ou �a droite et G son groupe de fractions. Il revient au même (1:1)
de se donner une action de G sur une cat�egorie C; ou une action unitale
de M sur C par auto-�equivalences.
Preuve. Pour �xer les id�ees, on supposera la condition de �Ore v�eri��ee �a
gauche.
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Pour f∈G, soit Lf la cat�egorie d’objets les couples (x; y) ∈ M ×M tels
que f = x−1y, une 
�eche a : (x; y)→ (x′; y′) �etant a dans M tel que x′ = ax
et y′ = ay. La condition de �Ore assure que Lf est �ltrante. Pour a : (x; y)→
(x′; y′), on dispose d’un isomorphisme

’a :T (x)−1T (y) = T (x)−1T (a)−1T (a)T (y) = T (x′)−1T (y′)

et ’ba = ’b’a. Les ’a �etant des isomorphismes et Lf �etant �ltrante, la limite
inductive T (f) des T (x)−1T (y) existe, et T (x)−1T (y) ∼−→ T (f).

Pour f; g ∈ G, soit Lf; g la cat�egorie des triples (x; y; z) tels que g = x−1y
et h = y−1z; une 
�eche a : (x; y; z)→ (x′; y′; z′) �etant a dans M tel que x′ =
ax; y′ = ay et z′ = az. la condition de �Ore assure encore que cette cat�egorie
est �ltrante et que les foncteurs (x; y), (y; z); (x; z) de Lf; g dans Lf;Lg et
Lfg sont con�naux. On d�e�nit cf; g : T (f)T (g)→ T (fg) comme �etant la limite
inductive des isomorphismes

T (x)−1T (y)T (y)−1T (z)→ T (x)−1T (z) :

Pour v�eri�er (0.1), on �ecrit f; g; h sous la forme x−1y; y−1z et z−1t.

1.10. D’apr�es Deligne (1972), le mono��de des tresses positives g�en�eralis�e,
d�eduit de B+ (1.4) par adjonction d’un �el�ement neutre, v�eri�e la condition
de �Ore �a gauche et �a droite. Par 1.8, 1.9 et 1.5, il revient au même de se
donner une action sur une cat�egorie du groupe de tresses g�en�eralis�e corre-
spondant, ou de se donner (1.5.1) (1.5.2) (1.5.3) tels que les T (w) soient des
auto-�equivalences.

1.11 Variante. Soit M une cat�egorie mono��dale et consid�erons les cat�egories
(A) et (B) suivantes

(A) la cat�egorie des syst�emes form�es par

(A.1) B+ → ObM : b 7→ T (b);
(A.2) des isomorphismes T (b′)T (b′′) ∼−→ T (b′b′′), v�eri�ant
(A.3) le carr�e

T (b′)T (b′′)T (b′′′) −−−−→ T (b′b′′)T (b′′′)y
y

T (b′)T (b′′b′′′) −−−−→ T (b′b′′b′′′)

est commutatif.

(B) la cat�egorie des syst�emes form�es par
(B.1) W − {e} → Ob(M) : w 7→ T (w);
(B.2) des isomorphismes T (w′)T (w′′) ∼−→ T (w′w′′) pour ‘(w′w′′)=‘(w′)+

‘(w′′); v�eri�ant
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(B.3) le carr�e

T (w′)T (w′′)T (w′′′) −−−−→ T (w′w′′)T (w′′′)y
y

T (w′)T (w′′w′′′) −−−−→ T (w′w′′w′′′)

est commutatif pour ‘(w′w′′w′′′) = ‘(w′) + ‘(w′′) + ‘(w′′′).
Le foncteur de restriction, de la cat�egorie (A) �a la cat�egorie (B), est une

�equivalence. La preuve est la même que celle de 1.5.
La même conclusion vaut si M est cat�egorie de Picard (=mono��dale �a

unit�e o�u tout objet est inversible), et que dans (A) on remplace B+ par le
groupe des tresses g�en�eralis�e B. La preuve est la même qu’en 1.9, 1.10.

2 . Contractibilit�e

2.1. Soient V un espace vectoriel r�eel de dimension �nie etM un ensemble �ni
d’hyperplanes homog�enes de V (les murs). On suppose que les composantes
connexes de V −⋃M∈MM (les chambres) sont des cônes simpliciaux ouverts.
Nous utiliserons la terminologie (murs, chambres, faces, facettes) de

Bourbaki (Lie V par. 1), et celle de Deligne (1972) rappell�ee ci-dessous.
Deux chambres A et B sont dite mitoyennes si A-B et que A et B ont une

face en commun. Une galerie de longueur n (n= 0) de source A et de but
B est une suite de chambres Ci (05 i5n) avec A = C0; Ci+1 mitoyenne de
Ci (05 i¡n) et Cn = B. la compos�ee GG′ de deux galeries G = (C0; : : : ; Cn)
et G′ = (C′0; : : : ; C

′
m), d�e�nie si Cn = C

′
0, est (C0; : : : ; Cn = C

′
0; : : : ; C

′
m). Pour A

et B deux chambres, les galeries minimales de A �a B sont celles de longueur
minimale, i.e. de longueur le nombre d(A; B) de murs s�eparant A de B.
Elles traversent une seule fois chaque mur s�eparant A de B. L’�equivalence
entre galeries est la relation d’�equivalence compatible �a la composition la
plus �ne telle que les galeries minimales d’une chambre A �a une cham-
bre B soient �equivalentes. Deux galeries �equivalentes ont même longueur. Plus
pr�ecis�ement, elles traversent le même nombre de fois chaque mur. Les galeries
minimales de A �a B forment une classe d’�equivalence, not�ee u(A; B), et si
d(A; B) + d(B; C) = d(A; C), on a u(A; B)u(B; C) = u(A; C) pour la composi-
tion des classes d’�equivalence de galeries.
Soient A; B et C trois chambres. Les conditions suivantes sont �equivalentes

(Deligne (1972) 1.4): (a) d(A; B) + d(B; C) = d(A; C);
(b) il existe une galerie minimale de A �a C passant par B;
(c) B est dans l’intersections des demi-espaces bord�es par un mur, contenant

A et C. On note D(A; C) l’ensemble des chambres B v�eri�ant ces conditions
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(chambres entre A et C). Pour A �xe, la relation “B est entre A et C ”,
�equivalente �a D(A; B) ⊂ D(A; C), est une relation d’ordre entre chambres.
D’apr�es le r�esultat technique central 1.9 de Deligne (1972), pour toute

classe d’�equivalence g de galeries de source A, si g commence par u(A; C),
i.e. s’il existe g′ tel que g = u(A; C)g′, la classe d’�equivalence g′ est unique.
De plus, il existe une chambre optimale C telle que g commence par u(A; C):
pour que g commence par u(A; B), il faut et il su�t que B soit entre A
et C.

2.2. Soient g une classe d’�equivalence de galeries de A �a B, ‘(g) leur
longueur et E(g) l’ensemble des fa�cons d’�ecrire g comme un compos�e de
classes u(C;D). Plus pr�ecis�ement E(g) est l’ensemble des suites de chambres
(Ci) (05 i5n) telles que C0 = A; Cn = B; Ci-Ci+1 pour tout i (05 i¡n)
et que

g = compos�e des u(Ci; Ci+1)(2.2.1)

La condition (2.2.1) implique que∑
d(Ci; Ci+1) = ‘(g) :(2.2.2)

Ordonnons E(g):
(C0; : : : ; Cn)5 (D0; : : : ; Dm)

s’il existe une application strictement croissante ’ : {0; : : : ; m} → {0; : : : ; n}
telle que ’(0) = 0; ’(m) = n; Dj = C’( j) et

d(C’( j)); C’( j+1)) =
∑

’( j)5i¡’( j+1)
d(Ci; Ci+1) :

L’application ’ est alors unique. Si (C0; : : : ; Cm)5 (D0; : : : ; Dm), on passe de
la d�ecomposition g =compos�e des u(Ci; Ci+1) �a la d�ecomposition g =compos�e
des u(Dj; Dj+1) en rempla�cant les u(Ci; Ci+1) (’(j)5 i¡’(j + 1)) par leur
compos�e u(Dj; Dj+1).

2.3 Exemple. Soit W ⊂ GL(V ) un groupe �ni engendr�e par des r�e
exions. On
suppose que le sous-espace VW des invariants est r�eduit �a 0. Prenons pour
murs les miroirs (= hyperplans �xes) des r�e
exions dans W . On sait que les
chambres de V sont des cônes simpliciaux, permut�es de fa�con simplement
transitive par W (Bourbaki, Lie V 3.9 prop. 7 et 3.2 Th. 1).
Choisissons une chambre C0 et appelons-la chambre fondamentale. Pour

toute chambre A, soit g(A) l’unique �el�ement de W qui envoie C0 sur A. Pour
A et B deux chambres, la position relative w(A; B) de A et B est l’�el�ement w
de W tel que g(A) envoie (C0; wC0) sur (A; B): on a w(A; B) = g(A)−1g(B) et
w(A; B)w(B; C) = w(A; C).

Le groupe W; muni de l’ensemble R des r�e
exions par rapport aux miroirs
contenant les faces de C0, est un groupe de Coxeter (Bourbaki, Lie V 3.2
th�eor�eme 1).
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Soit G = (A0; : : : ; An) une galerie de longueur n¿0. Pour 05 i¡n, soit
r(i) ∈ R la position relative de Ai et Ai+1. Attachons �a G l’�el�ement

b(G) = r̃(0) : : : ]r(n−1)(2.3.1)

de B+ (1.4). L’image de b(G) dans W est la position relative de A0 et An.
Pour une galerie compos�ee, on a

b(G′G′′) = b(G′)b(G′′) :(2.3.2)

La d�e�nition (2.1) de l’�equivalence des galeries mimique la pr�esentation
(1.4.5) de B+; et on v�eri�e que 1’application (2.3.1) induit une bijection, encore
not�ee b:

{classes d’�equivalence de galeries de(2.3.3)

source �xe A et de longueur¿0} ∼−→ B+ :

De plus, l’application

E(g)→ E(b(g)) : (C0 : : : Cn) 7→ w0 : : : wn−1

avec wi la position relative de Ci et Ci+1, est un isomorphisme d’ensembles
ordonn�es. Le th�eor�eme 1.7 est donc un cas particulier de l’�enonc�e suivant.

Th�eor�eme 2.4. Avec les notations de 2.2, la r�ealisation g�eom�etrique |E(g)|
de l’ensemble ordonn�e E(g) est contractile.

Preuve. On prouvera 2.4 par r�ecurrence sur la longueur ‘(g) de g. Si ‘(g)=0;
A=B et l’ensemble de suites E(g) est r�eduit �a la suite (A). Si ‘(g)=0; |E(g)|
est donc contractile. Soit ‘ un entier ¿0, supposons 2.4 pour ‘(g)¡‘, et
prouvons 2.4 pour ‘(g) = ‘.
Soient g une classe d’�equivalence de galeries de longueur ‘ de A �a B;

C la chambre optimale (2.1) telle que g commence par u(A; C) et S l’ensemble
des murs de A qui s�eparent A de C. Puisque ‘¿0; A-C et S est non vide.
Pour s ∈ S, soit Es(g) ⊂ E(g) l’ensemble des suites (Ci) dans E(g) telles

que le mur s s�epare A de C1. L’ensemble E(g) est la r�eunion des Es(g). Chaque
Es(g) est un segment �nal de E(g). Si on le munit de l’ordre induit, on a donc
pour les r�ealisations g�eom�etriques

|E(g)| = ⋃ |Es(g)| :(2.4.1)

Pour T une partie non vide de S, soit ET (g) l’intersection des Et(g) pour t ∈ T
munie de l’ordre induit. On a

|ET (g)| =
⋂ |Et(g)| :(2.4.2)

Lemme 2.5. Chaque |ET (g)| est contractile.
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Preuve. Soit FT la facette de A ouverte dans l’intersection PT des murs t ∈ T
et soit AT la chambre oppos�ee �a A dans l’�etoile de FT . Dans la notation 1.6
(ii) de Deligne (1972): AT := A : �(PT ). La chambre AT est la plus petite (2.1)
des chambres s�epar�ees de A par les murs t ∈ T . En particulier, AT est entre
A et C. Notons h l’unique classe d’�equivalence de galeries de AT �a B telle
que g = u(A; AT )h. On a ‘(h)¡ ‘(g).

Soit f :E(h)→ ET (g) l’application croissante

(C0 = AT ; : : : ; Cn) 7→ (A; C0; : : : ; Cn) :(2.5.1)

Si (Ci) est dans E(g), C1 est dans D(A; C), et pour que (Ci) soit dans ET (g),
il faut et il su�t que C1 soit dans D(AT ; C). L’application f induit donc un
isomorphisme de E(h) avec un segment initial de ET (g).
Soit f∗ :ET (g)→ E(h) l’application croissante

(C0 = A; C1; : : : ; Cn) 7→
{
(C1; : : : ; Cn) si C1 = AT
(AT ; C1; : : : ; Cn) si C1-AT :

(2.5.2)

Pour x ∈ E(h) et y ∈ ET (g), on a
f(x)5 y ⇔ x 5 f∗(y) :(2.5.3)

Si on regarde E(h) et ET (g) comme des cat�egories et f;f∗ comme des fonc-
teurs (cf. 1.7), (2.5.3) signi�e que (f;f∗) est une paire de foncteurs adjoints.
D’apr�es Quillen (1973) par. 1 cor. 1 �a prop. 2, p. 92, l’application

|f| : |E(h)| → |ET (g)|
est une �equivalence d’homotopie et 2.5 r�esulte de l’hypoth�ese de r�ecurrence.
Les intersections non vides des |Es(g)| �etant contractiles ((2.4.2) et 2.5),

|E(g)| a même type d’homotopie que le nerf de son recouvrement ferm�e �ni
par les |Es(g)|. Les intersections �etant toutes non vides, ce nerf est un simplexe
et |E(g)| est contractile.

Remarque 2.6. Soit C une 2-cat�egorie dont les objets sont index�es par les
chambres. De même que 1.7 nous a fourni 1.5, le th�eor�eme 2.4 fournit, avec
la même d�emonstration, qu’il revient au même (1.1) de se donner (A) ou (B)
comme suit:

(A) (i) Pour g une classe d’�equivalence de galeries de longueur ¿ 0 de A
�a B, une 1-
�eche T (g) : XA → XB;
(ii) Pour g = g′g′′, un isomorphisme T (g′′)T (g′)→ T (g), ces isomor-

phismes rendant commutatifs les diagrammes

T (g′′′)T (g′′)T (g′) −−−−→ T (g′′g′′′)T (g′)

(iii)

y
y

T (g′′′)T (g′g′′) −−−−→ T (g′g′′g′′′) :
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(B) (i) Pour A et B deux chambres distinctes, une 1-
�eche TB;A : XA → XB;
(ii) Pour A; B; C trois chambres distinctes, avec C entre A et B, un

isomorphisme TCBTBA
∼−→ TCA, ces isomorphismes rendant commutatifs les

diagrammes

TDCTCBTBA −−−−→ TDBTBA

(iii)

y
y

TDCTCA −−−−→ TDA

lorsque ceux-ci sont d�e�nis, i.e. lorsque d(A;D) = d(A; B)+d(B; C) + d(C;D).
L’application 1 donn�ee dans l’introduction est plus commod�ement exprim�ee

dans ce langage: l’ensemble des ordres totaux sur I s’identi�e �a l’ensemble
des chambres d’un syst�eme de racines de type An, pour n = |I | − 1. Pour
chaque ordre total 5, correspondant �a une chambre C, soit XC la cat�egorie
des syst�emes exceptionnels correspondant, et soit Hom(XC; XD) la cat�egorie
des foncteurs de XC dans XD. Ce que construit Bondal est une donn�ee (B).
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