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EINLEITUNG

Es sei K ein endlicher algebraischer Zahlkérper und X eine glatte projektive
algebraische Fliche, die iiber K definiert ist. Es sei K ein algebraischer Abschluf
von K und K’ ein in K enthaltener endlicher Erweiterungskorper von K. Die
Fundamentalklassenabbildung ordnet jedem iiber K’ definierten algebraischen Zykel

der Dimension 1 ein Element aus H? (X xx K, Qg(l)) zu. Es sei Z(K') der so
erzeugte Qg-Untervektorraum. Die erste der beiden uns hier interessierenden von
Tate [32] ausgesprochenen Vermutungen lautet:
_ Gal(K/K")
Z(K') = H? (X xx K, Q4(1))
Hier operiert die Galoisgruppe durch Strukturtransport auf der f-adischen Kohomo-

logie. Die zweite Vermutung von Tate postuliert die Gleichheit der Dimension von
Z(K') und der Polordnung der Zetafunktion von X iiber K’ im Punkte s = 2:

-1
Ly(X/K's) =[] det(l - Np—Sq);l)H?(X xr K, Qg)) :
PEQ

Hier bezeichnet ®, die Frobeniussubstitution in der Primstelle p von K’. Die
Polordnung in s = 2 ist unabhéngig von der geniigend groflen endlichen Menge von
Primstellen @, die in diesem Produkt weggelassen werden.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit diesen Vermutungen im Fall der Hilbert-
Blumenthal-Fliachen. Es sei F' ein reellquadratischer Zahlkérper und O der Ring
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der ganzen Zahlen. Die Gruppe SL(2,OF) operiert auf dem Produkt $) x $ von
zwei oberen Halbebenen. Der Quotient ist eine nichtkompakte algebraische Flache.
Falls wir den Quotienten nach einer geniigend kleinen Kongruenzuntergruppe I" von
SL(2, OF) bilden, ist diese Fliache glatt. Fiir arithmetische Untersuchungen ist es
vorteilhaft, eine endliche Vereinigung von solchen Fléchen zu bilden, die dann in
natiirlicher Weise iiber Q definiert ist. Wir untersuchen nichtsinguldre Kompak-
tifizierungen dieser Flachen, deren Ort im Unendlichen ein Divisor mit normalen
Schnitten ist. Unser Hauptergebnis ist der Beweis der beiden Vermutungen von Tate
fiir diese Fldchen tber einer abelschen Erweiterung von Q. Eine Zusammenfassung
unserer Ergebnisse findet sich im §2. Dort erldutern wir auch, wie man die Tate’schen
Vermutungen fiir nichtkompakte Flichen zu formulieren hat und warum die von
uns bewiesenen Behauptungen die obige Aussage zur Folge hat. In dieser Einleitung
wollen wir lediglich herausarbeiten, wo die Griinde fiir unseren Teilerfolg liegen.

Ein Hauptgrund liegt in der Tatsache, dafl wir iiber eine grofle Menge von algebra-
ischen Zyklen verfiigen, die Hirzebruch-Zagier-Zyklen [17]. Diese Zyklen entstehen
grob gesagt in der folgenden Weise. Die obere Halbebene $ kann diagonal in $) x
eingebettet werden. Ein Element g € GL(2, F') mit total positiver Determinante
operiert auf ) x $ und die Projektion von g - $ auf I'\$ x §, isomorph zu A\H
mit A = g~1-TgNSL(2,Q), ist eine algebraische Kurve. Eine leichte Modifikation
dieser Konstruktion liefert eine noch gréflere Gruppe von algebraischen Zyklen, die
iiber abelschen Erweiterungen von Q definiert sind. (Man wichtet zusammenhén-
gende Kurven mit zyklotomischen Charakteren.) Hirzebruch und Zagier betrachten
zusétzliche Kurven auf I'\$) x §), die mittels Quaternionendivisionsalgebren tiber
Q konstruiert werden; es stellt sich aber heraus, dafi diese keine grofiere Gruppe
von algebraischen Zyklen liefern. Wir zeigen, dafl die Hirzebruch-Zagier-Zyklen
zusammen mit gewissen universellen Chernklassen die Gruppe aller algebraischen
Zyklen iiber einer abelschen Erweiterung von Q erzeugen. Uber nichtabelschen
auflésbaren Erweiterungen sagen mitunter die Tate’schen Vermutungen die Existenz
von zusétzlichen algebraischen Zyklen voraus. Weil wir diese algebraischen Zyklen
nicht zu konstruieren versucht haben, missen wir uns auf abelsche Erweiterungen
von Q beschrinken. Eine genauere Beschreibung dieser Sachlage findet sich am
Ende des §4.

Der zweite wichtige Punkt im Beweis der Vermutungen liegt in der Berechnung
der Zetafunktion von Hilbert-Blumenthal-Flichen (in den guten Primstellen) als
Produkt von automorphen L-Funktionen. Ein &hnlicher Satz ist gleichzeitig von
Brylinski und Labesse [8] bewiesen worden. Weil die Grundideen der beiden Beweise
identisch sind und weil wir mit dem von ihnen formulierten Satz hier auskommen
koénnen, haben wir darauf verzichtet, unseren Beweis ausfiihrlich darzulegen. Weil
andererseits unser Beweis in gewisser Hinsicht vielleicht nicht ohne Vorteile ist,
haben wir doch den Teil unseres Beweises, der von den ihrigen abweicht, wenigstens
andeuten wollen. Die prinzipielle Methode ist natiirlich die iibliche: ein Vergleich der
Lefschetz’schen Fixpunktformel mit der Selberg’schen Spurformel. Die hier gegeniiber
dem kompakten Fall [23] neu auftretende Schwierigkeit ist es nachzuweisen, daf§ der
Beitrag der Spitzen zur Lefschetz’schen Fixpunktformel verschwindet.

Um weiterzukommen, ist eine Untersuchung der auftretenden automorphen L-
Funktionen, insbesondere ihrer Nullstellen und Polstellen, notig. Hier liefern die
Theorie des Basiswechsels [24] und die Arbeiten [12], [20], [18] und [31] die gebrauch-
ten Informationen.
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Um die Invarianten unter der Galoisgruppe in der Kohomologie zu bestimmen,
verwenden wir Tricks, die von Ribet [28] und Serre [29] stammen. Dafl wir diese
Methoden tiberhaupt anwenden konnen, liegt an einer schlagend einfachen, aber
wichtigen Bemerkung von Oda. Oda hat seine Entdeckung selbst verwendet, um die
Vermutungen von Tate fiir einige Hilbert-Blumenthal-Fléchen zu beweisen [26].

Wir haben die Bestimmung der Zetafunktion und der Galoisinvarianten fiir
lokale Systeme durchgefiihrt. Fiir den Beweis der Vermutungen von Tate ist die
Betrachtung der konstanten Garbe ausreichend.

Zum Abschlufl dieser Einleitung mochten wir erwahnen, dafl diese Arbeit ihren
Ursprung in einer Arbeitsgemeinschaft in Oberwolfach hat, bei der insbesondere
Tunnell’s Beweis der Tate’schen Vermutungen fiir das Produkt von zwei modularen
Kurven vorgetragen wurde. Uberhaupt wurde uns die Idee, die Tate’schen Vermutun-
gen fiir Shimuravarietdten zu betrachten, von Tunnell nahegebracht. Es ist sehr zu
bedauern, daf} er seine Ergebnisse tiber die von ihm gelosten Félle nicht veroffentlicht
hat. Unsere Ergebnisse wurden in vorldufiger Form wéhrend des Sommersemesters
1981 im Seminar iiber automorphe Formen in Bonn vorgetragen. Wir bedanken uns
bei den Seminarteilnehmern fiir ihr Interesse, insbesondere bei L. Clozel, dessen
Vorschldge uns sehr niitzlich waren. Der SFB Reine Mathematik der Universitét
Bonn ermoglichte uns ein Jahr angenehmer Zusammenarbeit.

1. HINTERGRUND

1.1. Essei G die iiber Q definierte reduktive Gruppe Rp;qGL(2). Dann ist G(R) =
GL(2,R) x GL(2,R), wobei jeder Faktor einer Einbettung von F' in R entspricht.
Wir fixieren den Homomorphismus h : C* — G(R)

. a —b a —b
h:a—|—z-b—>(b a>x<b a>'

Jede offene kompakte Untergruppe K von G(A[) bestimmt eine quasiprojektive
Varietit S = Sk = Sk (G, h), die in natiirlicher Weise tiber Q definiert ist. Wir
bemerken, dal wir in der Wahl des kanonischen Modells (=Wahl des Reziprozi-
tatshomomorphismus des Modells) den Konventionen von Deligne in [11] folgen.
Insbesondere ist der Isomorphismus der Klassenkorpertheorie so gewéhlt, dafl er die
Frobeniussubstitution in das Inverse einer lokalen Uniformisierenden tiberfithrt. Wir
nennen diese spezielle Shimuravarietét eine Hilbert-Blumenthal-Fldche. Die Menge
ihrer komplexen Punkte kann mit G(Q)\G(A)/K K identifiziert werden, wobei

{0 () feom

Wir werden K immer geniigend klein voraussetzen, beispielsweise in einer Haupt-
kongruenzgruppe vom Niveau N > 3. Unsere Hauptergebnisse lassen sich im Fall
einer beliebigen Untergruppe K aus den hier bewiesenen Sdtzen herleiten.

1.2. Wir werden zwei Kompaktifizierungen des Schemas S beschreiben. Das pluri-
kanonische lineare System definiert eine offene Einbettung von S in eine normale
projektive Varietit S iiber Q, die Satake-Baily-Borel-Kompaktifizierung. Die Dif-
ferenz S\S besteht aus endlich vielen Punkten, die wir Spitzen nennen. Da wir
mit einer groferen Gruppe als in [27] arbeiten, mufl die Beschreibung der Spitzen
entsprechend modifiziert werden. Das soll jetzt geschehen.



4 G. HARDER, R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

Eine Positivitdt auf einem ein-dimensionalen F-Vektorraum P ist die Vorgabe
einer Ordnung auf dem R-Vektorraum
P®rs, R
fiir jede reelle Einbettung o von F'. Die Menge der Spitzen kann mit der Menge der
Isomorphieklassen folgender Tripel identifiziert werden. Ein Tripel besteht aus:
a) Einer exakten Sequenz von F'-Vektorraumen
0 " H H" 0
mit dim H' = dim H"” = 1.
b) Einer Positivitit auf A% H.
¢) Einer Klasse von Isomorphismen modulo K
¢o:H®p Af(F) — Af(F) EBAf(F).

Hierbei ist Af(F) = Ay @ F. Wir gewinnen aus a) eine exakte Sequenz von Op-
Modulen

0 M’ M M"——0 |,

mittels
d(M)=¢(H)N (Zs(F) ® Zf(F)), M =H NM.
Dabei ist Zf(F) = Zf Rz OF.

Die Automorphismengruppe eines Tripels besteht aus denjenigen linearen Abbil-
dungen A von H, die H' stabilisieren, deren Determinante total positiv ist und so
daB pA¢~! in K liegt. Bis auf Isomorphie hingt diese Gruppe nur von der Spitze s
ab. Sie wird mit B(s) bezeichnet. Es sei N(s) die Untergruppe der Elemente, die
trivial auf H' und H"” operieren. Dann liegt N(s) in

Z(S) = HomF(H", H,) = HOIHF(HN®FH”,H/®FH”) = HomF(H”(X)FH”,A%,H),

einem F-Vektorraum mit natiirlicher Positivitdt. Somit liefert eine Spitze einen
Q-Vektorraum Z(s), der ein Gitter N(s) enthélt, und den Kegel der positiven
Elemente C(s) in dem 2-dimensionalen Vektorraum H(s) ® R. Die Operation der
Gruppe M(s) = B(s)/N(s) auf Z(s) erhélt N(s) und C(s).

1.3. Die Galoisgruppe Gal(Q/Q) operiert auf der Menge der Spitzen, diese Ope-
ration faktorisiert iiber den maximal abelschen Quotienten, kann also nach der
Klassenkorpertheorie durch eine Operation der Idelegruppe Iq beschrieben werden.
Es sei s eine Spitze und a € Ig. Wir wihlen uns eine beliebige Zerféllung der exakten
Folge a)
H=H ¢H",
und definieren die lineare Abbildung ¢ (a) auf H ®r Af(F') durch die Gleichung
Pa) W oh” —a-hoh'.

Wir erhalten eine neue Spitze, indem wir die exakte Sequenz a) beibehalten, die
Positivitdt mittels des Vorzeichens von a im Unendlichen abdndern, und ¢ durch
¢ o(a) ersetzen. Man priift leicht nach, dafl diese Spitze in der Tat nur von s und
a abhéngt, und sogar nur von der Ideleklasse von a. Sie wird mit a - s bezeichnet.

Es sei 7 : Iq — Gal(Q,,/Q) die durch die Klassenkérpertheorie gegebene
Abbildung. Dann gilt:

T(a)s=a-s firalle ac€lg.
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1.4. Die Seiten des Kegels C(s) sind nicht rational. Wir kénnen ihn aber so zerlegen,
daf er eine Vereinigung von Kegeln o, mit rationalen Seiten und inneren Punkten
ist. (Dabei ist o, abgeschlossen in C(s).) Eine Zerlegung heifit zuldssig, falls folgende
Bedingungen erfillt sind:
a) Falls a # f3, so ist 0, Nop eine Halbgerade oder leer.
b) Die Zerlegung ist invariant beziiglich M (s) und die Anzahl der Bahnen ist
endlich.
¢) Fir jedes « ist N(s) N o, eine kommutative Halbgruppe, die von zwei
Elementen Ay, po frei erzeugt wird.
d) moaNog = @, falls mo, # og und m € M(s) nichttrivial auf N(s) operiert.

Wir machen auf zwei Unterschiede zu der Definition in [25] aufmerksam. Dort
enthalten die rationalen Kegel o, den Ursprung und enthalten iiberdies nicht
notwendigerweise eine offene Menge. Andererseits werden dort keine ¢) und d)
entsprechenden Bedingungen gestellt; diese beiden Bedingungen werden Singula-
ritdten der noch zu beschreibenden toroidalen Kompaktifizierungen von S und
Selbstiiberschneidungen des Divisors im Unendlichen verhindern.

Wenn wir die Abhéngigkeit dieser Definitionen von der Gruppe K hervorheben
wollen, sprechen wir von K-Spitzen und K-zuldssigen Zerlegungen. Die folgenden
Aussagen sind bekannt.

(I) Fiir jede Spitze gibt es zuléssige Zerlegungen.

(IT) Jede rationale Zerlegung besitzt eine zulédssige Verfeinerung.
Wenn b die rationale Zahl mit demselben Vorzeichen und dem gleichen Absolutbetrag
in den endlichen Primstellen wie das Idele o ist, dann ist C(as) = bC(s) und
N(as) = bN(s). Zulass1ge Zerlegung (s) = {04 (s } und X(as) = {og(as)} heien
vertraglich, falls ¥(as) {baa } Elne Zerlegung X = { } sdmtlicher Spitzen
heifit zuldssig, falls ¥(s) und X(as) fur jedes a und jedes s Vertréiglich sind. Mittels
einer zuldssigen Zerlegung 3 kann man eine nicht-singulére iiber Q definierte
Kompaktifizierung S = §K = gz = §K,g der Varietdt S konstruieren (siehe 1.6).

1.5 Definition. Eine Primzahl p heiit unverzweigt (beziiglich K), falls:
(a) pin F unverzweigt ist.
(b) K = K, - K, wobei K? C G(A%) und K, C G(Qp) die durch das Gitter
(Or ® OF) ® Z,, definierte maximal kompakte Untergruppe ist.

Im folgenden wird angenommen, dafl p unverzweigt ist.

1.6. Es sei Z;,) der Unterrlng von Q, in dem alle Primzahlen aufler p invertierbar

sind. Der Vorzug von S im Gegensatz zu S ist, daB S als eigentliches glattes Schema
iiber Z(, definiert werden kann, dessen Ort im Unendlichen ein relativer Divisor
mit normalen Schnitten ist. Da eine ganz dhnliche Behauptung in [27] bewiesen ist,
verzichten wir auf die Angabe des Beweises und begniigen uns mit der Beschreibung
der uns niitzlichen Eigenschaften.

Es gibt ein kommutatives Diagramm iiber Q.

S*>S

N
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Es sei S = S = §E\S. Wir wollen die Komplettierung T von Ss. langs S
beschreiben. Da p unverzweigt ist, konnen wir einen in p unverzweigten endlichen
Kreiskérper E wahlen, so daf alle Spitzen iiber E definiert sind. Es sei R der ganze
Abschluf von Z, in E. Dann ist

(1.6.1) T ®z,, R=]]T(s).

Will man nun T beschreiben, so beschreibt man zunéchst die T'(s) und anschlie-
Bend konstruiert man ein Abstiegsdatum fir die Operation von Gal(E/Q) auf
[I, T'(s). D.h., man konstruiert Isomorphismen

¢ [ T(s) = (HT(s))

fir 7 € Gal(E£/Q), so daB stets ¢, = ¢T* 0 p,,. Weil R/Z,y unverzweigt ist, liefert
uns dies dann T'/Z;,), indem wir einfach auf den affinen Ringen die Galoisinvarianten
betrachten.

Das in 1.2 definierte Gitter N(s) wird als Gitter der einparametrigen Untergrup-
pen eines Torus H/ Spec(R) interpretiert. Die Zerlegung des Kegels C(s) liefert eine
unendliche toroidale Einbettung ([2, Chap. I]) von H in Hy, 3.

Auf der Komplettierung von Hy, y lings Hy, 1\H operiert die unendlich zykli-
sche Einheitengruppe, und 7'(s) ist der Quotient dieser Komplettierung nach dieser
Einheitengruppe.

Wenn man die Vorschriften aus [2, Chap. I], auf unsere Situation iibersetzt, so
liefert uns dies das folgende Bild. Zu jedem o, haben wir Erzeugende A\, u, des
Kegels 0, und wir fithren zwei Variable x,_, =, ein. Wenn og ein benachbarter
Kegel ist und 0, Nog = Nuo = N - Ag, dann ist

1e = Mlq — Ao
Nun betrachten wir die folgende Identifizierungsvorschrift
Rlza,, xu,] Rlxy,, 2,
N N )

R[xumm)\a?x;al} = R[x)\67xﬂﬁ7x;bgl]
wobei die Identifizierung durch z», =z, - 2§’ und z,, = :B;j gegeben ist. Dann
kénnen wir die affinen Raume Spec(R[zy,,z,,]) und Spec (R[x,\ﬁ,zuﬁ]) iiber die

obige Identifizierung zusammenkleben und wenn wir dann in beiden affinen Ebenen
langs der Koordinatenachsen komplettieren, erhalten wir als Bild

‘ Tag = Ty, =0 ‘

=x,, =0 T

T, =Ty, =0

B
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D.h., die beiden Doppelpunkte, die den offenen Kegeln o, og entsprechen, werden
durch die projektive Gerade verbunden, die der Seite o, N o entspricht und auf
der x,,, =), die Koordinaten sind.

Setzt man diese Konstruktion nach beiden Seiten fort, so erhélt man die unendliche
toroidale Einbettung, und 7T'(s) ist der Quotient davon durch die Einheitengruppe.

Ist nun 7 ein Element aus der Galoisgruppe Gal(E/Q) und ist a € Iq ein Element,
das 7 iiber den Reziprozititsisomorphismus entspricht, dann ist T'(s)” = T'(s7) =
T(a - s). Das Idele a vermittelt eine Abbildung zwischen den Zerlegungen von C(s)
und C(a - s), weil wir von einer zuldssigen Zerlegung ausgehen. Wenn oy,, o; zwei
benachbarte Kegel in C(as) sind, die gerade die Bilder von o, oz in C(s) unter a
sind, dann bekommen wir Isomorphismen

Rlwx, tp,] = Rlzx, xu ], fl@n,, ) = [ (@, o)
und entsprechend fiir die 8-Variablen, und das liefert einen Isomorphismus zwischen

den toroidalen Einbettungen, die oben beschrieben worden sind. Er wird von a
unabhéngig, wenn wir zum Quotienten iibergehen, und das liefert uns

¢ [[T(s) — (]_[ T(s)) .
Damit ist das Abstiegsdatum und somit auch 7'/Z,) konstruiert.

1.7. Wenn K’ in K enthalten ist, so gibt es einen natiirlichen endlichen étalen
Morphismus Sx+ — Sk, der sich in einen endlichen flachen Morphismus S+ — Sk
erweitert. Beide Morphismen werden mit R(1) bezeichnet. Allgemeiner sei g € G(Ay)
und K’ € KNg-Kg~!. Dann ist die auf den komplexen Punkten durch x — z - g
definierte Abbildung

GQ\G(A)/Kx - K' = G(Q\G(A) /Ko - K

von einem iiber Q definierten Morphismus R(g) : Sg+ — Sk, der sich in Sg — Sk
erweitert, induziert. Wir erhalten eine Heckekorrespondenz

Sk
Ry %g)
Sk Sk

1.8. Es gibt gute Griinde, die Schnittkohomologie von Goresky-MacPherson und
Deligne [7] ins Spiel zu bringen. Es sei i eine endlich-dimensionale iiber Q definierte
Darstellung der Gruppe G in einem Vektorraum V = V,,. Wir nehmen an, daf} i
absolut irreduzibel ist. Dieser Darstellung ordnet man ein lokales System V =1V,
von Q-Vektorrdumen iiber der komplexen Mannigfaltigkeit S(C) und von Q-
Vektorrdumen iiber dem Schema S zu. Die intermedifire Erweiterung von V auf
S [7, 2.2], bezeichnen wir mit demselben Symbol. Wir interessieren uns fiir die
Schnittkohomologiegruppen HP(S xq Q, V). In diesem speziellen Fall sicht man
leicht ein [7), 2.2], daB

H'(S xq Q,V) = H'(S xq Q,V), i=0,1;
H*(S xqQ,V) = Im<H3(5 xqQQ,V) = H*(S xq Q, V));

H' (S xq Q,V) = Hi(S xq Q,V), i=3,4.
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Wir betten Q in Q, und diesen Raum in C ein. Dann kann man auf Grund
allgemeiner Prinzipien und der Benutzung der Zucker’schen Vermutung (siehe [8],
1.3.6 und 1.3.7) die Kohomologie H*(Sx qQ, V) nach der Operation der Heckealgebra
zerlegen. Das sieht dann so aus: ist 7 eine irreduzible Darstellung der Adelegruppe
G(A) = GLz(Ap), die in L?(G(Q)\G(A)) auftaucht, so sagen wir, daf

7 € Coh(u) <= H*(goo, Koo, Too @ V,,) # 0.
Dabei ist 7o, die unendliche Komponente in der Zerlegung von m = 7 X m¢, die der
Zerlegung G(A) = G(R) x G(Af) = G x G(Ay) entspricht. Die Menge Coh(u)
kann man in einen ,trivialen“ und einen interessanten“ Anteil zerlegen
Coh(u) = Coh.(u) U Cohg(p),

wobei Cohe(u) = {7 € Coh(p) | dimm =1}. Es ist Cohe(p) = @, falls dimV,, > 1,
und sonst 1st

Cohe(p) = {W

Die Elemente in Coh. () sind natiirlich Groflencharaktere, wie wir weiter unten
erldutern werden.
Die Menge Cohg(u) besteht aus cuspidalen Kohomologieklassen, und zwar aus
solchen 7, bei denen 7., das p entsprechende Mitglied der diskreten Serie ist.
Dann gilt:

dimr = 1, 7o |GO(R) = ;fl‘GO(R) }

Satz 1.9.
a) HY(S xq Q,V) = H3(Sxq, Q, )
b) H°(S xq Q.V) = @ ccon, (M)H (m) ®7T}<,
c) HY(S xq Q.V) = @ccon, (u) Ho(m) @ 7F,

d) H*(S xq Q,V) = @TrECoh(u,) Hoo( )@ mE.
Dabei sind die rechten Seiten wie folgt zu verstehen: es sei H o, der Raum
der C*°-Vektoren in dem Raum der automorphen Formen H. C L?(G(Q)\G(A)).
Dann ist die Kohomologie

H*(go0s Koo, Hyono) =

H3, (7) @ Hy,,

und es ist 7rf der Modul unter der Heckealgebra der aus den K-invarianten Ele-
menten aus Hr, besteht, d.h. 7rf = ,rf. Wir bemerken, dal in diesem Fall 7rf

iiber Q realisiert werden kann. Fiir 7 € Coh,(p) ist
H* (7o) = H(o0) ® H* (7o) ® H' (7o) = C® (C® C) @ C.
Fiir m € Cohg(y) ist nur Kohomologie in der Dimension 2 vorhanden, und es ist
dim H? (7)) = 4.

Die Zerlegung 1.9 wird mit Hilfe der Heckeoperatoren definiert. Das iibliche
Verfahren 148t sich in der Tat anwenden, weil die Schnittkohomologie funktoriell unter
endlichen Morphismen ist [7]. Somit ist sie, wenn es sich um ¢-adische Kohomologie
handelt, mit der Wirkung von Gal(Q/Q) vertriglich, und die Réume H{_(7) erweisen
sich als Galoismoduln, die aber durch 7 und nicht allein durch 7, bestimmt werden.
Da die Wirkung der Galoisgruppe auf der Menge der Zusammenhangskomponenten
bekannt ist, lassen sich die Modulen HY () unschwer beschreiben. Dazu erinnern
wir, wie man gewissen Groflencharakteren ¢-adische Galoisdarstellungen zuordnet.
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Mittels des Artin’schen Reziprozitéitsgesetzes konnen wir Ideleklassencharaktere
endlicher Ordnung mit Charakteren endlicher Ordnung der Galoisgruppe identifi-
zieren. Es entspricht ferner dem komplexen Charakter a : © — |z| der Ideleklassen-
gruppe die zyklotomische ein-dimensionale ¢-adische Darstellung (siehe Konvention
aus 1.1)

o : Gal(Q/Q) — Gal <Q< f"iﬁ) /Q) =7

Man kann daher jedem 7 aus Coh, (1) eine £-adische Darstellung ., der Galoisgruppe
zuordnen, indem man 7(g) = v(det g) schreibt und v auf Iq einschriankt und dann
zur entsprechenden Galoisdarstellung tibergeht.

1.10 Proposition.
(a) Die Galoisdarstellung auf HO () ist Xr.
(b) Die Galoisdarstellung auf H2 () ist ™% xx.

Von wesentlicher Bedeutung fiir diese Arbeit ist die Bestimmung der Darstellungen
auf H2 (7), zumindest ihrer Einschrinkung auf die Zerlegungsgruppe in einer
unverzweigten Primstelle.

1.11. Wir hétten, statt mit der Gruppe G zu beginnen, auch mit der Gruppe
H = GL3/Q und dem Homomorphismus C* — H(R)

. a —b
a+i-b— ( b )
a
beginnen konnen. Zu einer offenen kompakten Untergruppe L C H(Ay) erhalten
wir eine tiber Q definierte Kurve Jr. Die Diagonaleinbettung H — G definiert
einen tber Q definierten Morphismus J;, — Sk, falls L C K. Es sei Jp die

kanonische Kompaktiﬁzierurig der Kurve Jr. Der obige Morphismus erweitert sich
in einen Morphismus J; — Sk . Insbesondere liegt der durch J;, definierte Zykel in

H? (SK xq Q, Qg(l)) im Bild der Restriktionsabbildung

H? (§K xq Q, Qe(U) — H? (SK xq Q, Qz(l))~

(Beachte, daf dieser Zykel beim Abédndern von L in eine kleinere offene kompakte
Untergruppe durch ein Vielfaches ersetzt wird.)

2. ZUSAMMENSTELLUNG DER ERGEBNISSE
Wir erldutern zunéchst, wie die Vermutungen von Tate fiir nichtkompakte Fléchen
zu formulieren sind (vgl. Einleitung). Es sei X eine glatte algebraische Fliache tiber

dem Zahlkérper F und es sei X eine iiber E definierte glatte Kompaktifizierung
von X, so daf} der Ort im Unendlichen ein Divisor Y mit normalen Schnitten ist.

Einem Resultat von Grothendieck zufolge ist das Bild H2 (X xp B, Qg(l)) der
Restriktionsabbildung

H? ()? x5 B, Qg(l)) s H? (X x5 B, Qg(l))

unabhéngig von der Wahl von X . Weil sich jeder algebraische Zykel auf X in einen
algebraischen Zykel auf X erweitert, ist die Gruppe der algebraischen Kohomolo-
gieklassen Z(E) in H? (X xp B, Qg(l)) enthalten. Die erste Vermutung von Tate
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lautet wie im projektiven Fall

)Gal(E/E) )Gal(E/E)

Z(E) = H? (X x5 B, Qu(1) — 2 (X %5 B, Qu(1)

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dafl H? gerade der reine Anteil in H?
ist. (Vergleiche den Beweis von Lemma 2.1 und die Diskussion in §5.) Die zweite
Vermutung setzt die Dimension von Z(E) gleich der Polordnung der Zetafunktion
von X in s = 2, wobei die Zetafunktion mit dem Galoismodul H?2 gebildet wird (vgl.
Einleitung)

—1
L3H(X/E,s) = H det(l — Np~—*- @;1’1?12()( xpE, Q@)> .
pPeQ

2.1 Lemma. Fulls die Tate’schen Vermutungen fir X gelten, so auch fir X.

Beweis. Wir setzen Y =Y x g E und betrachten die lange exakte Kohomologiefolge

H%(X 5 E, Qz(l)) N E (5{ x5 E, Qg(1)> BN L (X 5 E, Qg(l))

|
H%()N( 5 E, Q¢(1))

(SGA 4, 2, V, 6.7). Die relativen Kohomologiegruppen berechnen sich als Limes
einer Spektralfolge

(Y, HY) — H%()? x5 E, Qg(1))
(SGA 4, 2, loc. cit.). Nun kann man zeigen (siche SGA 4, 1/2, [Cycle]), dal das
Bild von H%()? xg B, Qg(l)) in H? ()~( xg B, Q((l)) gerade von den Bildern der
Zyklen in dem Divisor Y erzeugt wird. Damit ist Lemma 2.1 bewiesen. Um die oben

formulierte Behauptung einzusehen, mufl man zeigen, daf H%(X' xp B, Qz(l))

nach Reduktion mod irgendeiner Primstelle nicht rein vom Gewicht 0 ist. Das folgt
aus den fundamentalen Sétzen in [10], angewandt auf die Terme vom Grad 3 in
H(Y, H.Y)

Wir kehren jetzt zu dem uns interessierenden Spezialfall zuriick. Das néchste
Lemma stellt die Verbindung zwischen den eben eingefithrten Kohomologiegruppen
und den im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Schnittkohomologiegruppen
her.

2.2 Lemma. Die beiden Untergruppen I;TQ(SK xq Q, Q) und H?(Sk xq Q,Qr)
von H%(Sk xq Q,Qu) sind identisch.

Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten
(alles Kohomologie mit konstanten Koeffizienten). Wir setzen 5 = 8™ xq Q.
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H2(S™)

|

Hgm(g XQQ) e H2(§ XQQ) &) H2(§ XQQ)

1 l@
HZ(S xq Q) == H(S xq Q)
Daf} die Pfeile (1) und (2) das gleiche Bild haben, resultiert aus dem folgenden
Hilfssatz, von dem wir in 5.3 eine Verallgemeinerung beweisen werden.

2.3 Hilfssatz. Der Homomorphismus
H%. (S xq Q) — H*(S™)
ist ein Isomorphismus.
Beweis. Siehe 5.3. Es folgt aber auch sofort daraus, daf§ die Schnittmatrix negativ
definit ist, vgl. 5.4.

Wir betrachten nicht nur die konstante Garbe, sondern allgemeiner ein durch eine
Q-rationale Darstellung von G/Q definiertes lokales System. Dies liefert uns auch
ein System (-adischer Kohomologiegruppen. Wie in §1 fixieren wir Einbettungen
7:Q — Q, — C, und mit H(Sx xq Q,V) bezeichnen wir die Tensorprodukte
der (-adischen Kohomologie mit Q,. Auf dieser Kohomologie operiert nun die
Algebra Hy der K-bi-invarianten Funktionen mit kompakten Trégern auf G(Ay)

und die Galoisgruppe Gal(Q/Q). Wir bekommen dann eine Zerlegung in isotypische
Komponenten

H'(Sk xqQ.V)= @ H'(Sk xqQ.V)(xf),
7eCoh(u)
und jeder der Q,-Vektorriume in der Summe rechts ist ein Tensorprodukt
H'(Sk xq QV)(nf) = W(rp) @ XD (ry),
wobei W () ein irreduzibler H x-Modul ist, auf dem H durch ﬂ'ff operiert und wo-

bei X () (w;( ) ein endlichdimensionaler Q,-Vektorraum ist, auf dem die Galoisgruppe
operiert

pi(r) : Gal(Q/Q) — GL(X“)(ﬁ;( )).
Uns interessiert besonders der Fall i = 2, dann wollen wir fiir X (xf) (bzw. p'(r))
einfach X (7y) (bzw. p(m)) schreiben. Nach 1.9 ist

dim X (7y) =4 falls 7€ Cohg(u),

dim X (7y) =2 falls 7€ Cohc(u).

An den unverzweigten Stellen p definiert p(7) einen lokalen Eulerfaktor

Ly (5. p(m) = det (1 - p(m) (@5 )p™") .

wobei @, der arithmetische Frobenius ist.
Der néchste Satz beschreibt diesen lokalen L-Faktor in Termen, die der automor-
phen Form 7 zugeordnet sind. Dazu erinnern wir zunéchst an die Definition der
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L-Gruppe. (Siehe [4], vergl. auch den Artikel von Casselman im gleichen Band.) In
unserem Fall ist die L-Gruppe “G von G/Q gleich

L@ = (GLy(C) x GL3(C)) x Gal(Q/Q),

wobei Gal(Q/Q) auf dem Produkt iiber die Faktorisierung Gal(Q/Q) — Gal(F/Q)
auf GLy(C) x GLy(C) operiert und wobei das nichttriviale Element die Faktoren
vertauscht.

Wir betrachten die natiirliche Darstellung

7 : GLy(C) x GLy(C) — GL(C? ® C?),

wobei die Faktoren jeweils auf den entsprechenden Faktoren des Tensorproduktes
natiirlich operieren. Diese Darstellung wird zu einer Darstellung

r: G — GL(C? @ C?)
fortgesetzt, wobei
xRy olF =1,
yx o|F #1.

Man ordnet nun dem Paar 7, r eine lokale L-Funktion zu, die an den unverzweigten
Stellen durch die folgende Formel (|4}, 7.2]) gegeben ist:

L,(s,m,1) = det(l — T(A(Wp))pﬂ)_l,

wobei A(m,) die zu 7, gehorige Konjugationsklasse in “G ist. Wenn man wie iiblich
eine lokale Darstellung in der unverzweigten Hauptserie mit

Tp (s vp) = mp(ap, Bp)
notiert, wobei «,, B, die Werte der Quasicharaktere auf einem uniformisierenden
Element sind, dann gilt

r(ldxId x o)(z®y) = {

apap/
B
A ~
7“( (Wp)) Oépﬁp’
5;35;3’
falls p = pp’. Falls pO =P ein triges Primideal ist, dann ist
ap
_ 0 ap _ agp 0
r(A(mp)) = By 0 =r < 0 B‘B) x Id x @, |.

P
Es sei im folgenden e stets der zu F//Q gehorige Charakter. Dann gilt:
2.4 Satz. FEs sei p unverzweigt und ﬂfc{ # 0.
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a) Wenn m € Cohe(u), dann ist

pofo) = (1-22)
Ly (5, 77(m)) = (1 _ pxw;p))-l (1 e )

b(este) = (1-720)

b) Wenn m € Cohg(p), dann ist

Ly (s, p(m)) = Lp(s — 1,m,7).

Das Produkt der drei lokalen Faktoren in a) ist gerade L,(s — 1,7, 7). Somit
konnen wir 2.4 umformulieren, indem wir das Verfahren in [22] nachahmen. Falls
in p unverzweigt ist, sei A(m,) € “G die entsprechende Konjugationsklasse (siche
4], 7).

2.4' Satz. FEs sei p unverzweigt (beziiglich K ). Fiir jedes i ist die Galoisdarstellung
p' unverzweigt in p. Es sei ®, die Frobeniussubstitution in p und g € G(AI;), Dann
gilt fiir jede positive ganze Zahl n

> (1) spur(p'(®,") T(g)) = > p" - Spurr(4”(my)) Spur mp (KgK).
=0 m€Coh(p)

Hierbei bezeichnet T'(g) den durch die Heckekorrespondenz g~! vermittelten

Endomorphismus von H*(Sx xq Q,V). Auf der rechten Seite steht die Spur des

Operators
-1
w(KgK) = {/ dm} / 7y(z) - de.
K KgK

Der Beweis dieses Satzes wird in §6 skizziert werden. Im Gegensatz zu [§], die die
Lefschetz’sche Fixpunktformel auf Sx verwenden, arbeiten wir auf Sx.
Wir definieren wie folgt die ganze Zahl n = n(u):
w(z) = 2" fir z€ QX C GL(2,F).

Es sei w ein Charakter endlicher Ordnung von Gal(Q/Q). Wir betrachten die globale
L-Funktion, die zu der f-adischen Darstellung w - p(7) gehort:

Lg(s,w - p(m)) = H Ly(s,w - p(m)).
pEQ
2.4.1 Bemerkung. Wenn wir w iiber den Reziprozitatsisomorphismus als Charakter
auf Iq/Q* interpretieren und diesen Charakter zu einem Galoischarakter w’ auf
1p/F* fortsetzen, dann wird
Ly(s,w-p(m)) = Ly(s, p(mr @ w')).

2.5 Satz. Die Funktion Lq (s,w . p(7r)) ist fortsetzbar in eine Umgebung von s =
n+ 2. Es sei pol(mw,w) die Polordnung im Punkte s = n + 2. Es sei t(m,w) die
Dimension des Vektorraums der Tate-Klassen

T(m,w) = {m € X(my) ‘ p(m)(o) -z =a " Yo) -w (o) z, o€ Gal(Q/Q) }
Dann gilt: pol (7, w) = t(m,w).
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Nach 1.9 ist die von dem H? herriihrende L-Funktion gleich
L(S7W'p): H L(s,w-p(ﬂ)),
mw€Coh(u)
und es gilt

2.6 Korollar. Die Funktion L(s,w-p) ist fortsetzbar in eine Umgebung von s = n+2.
Ihre Polordnung pol(w) in s = n+ 2 ist gleich der Dimension t(w) des Vektorraums

— ,—n—1 -1
e B | P0) =) (@) 2|
T (w) {xe (Sk XqQ,V)‘ o € Gal(Q/Q)
Wir bemerken, daf§ fir 7 € Coh.(u) aus 2.4 folgt, daBl pol(m,w) = t(m,w)
entweder 0 oder 1 ist und dafl diese Zahl 1 ist genau dann, wenn x,, gleich a=" -
w™l oder € a™" - w™! ist. Somit ist der Satz 2.5 fiir 71 € Coh(u) trivial. Fiir

unendlichdimensionale 7 wird 2.5 aus einer préaziseren Aussage folgen.

2.7 Definition. Eine unendlich-dimensionale Form 7 auf G(A) heifit ausgezeichnet
beziiglich a~"w™!, wenn sie von der Form
T=(ryx F) & @uw)™!
ist, wobei die folgenden Forderungen gestellt sind:
1) 7 ist eine automorphe Form auf GLy(Aq) und 7¢ x F ist ihre Liftung
nach F.
2) v/ und w’ sind Galoischaraktere auf Ir/F*, und fiir ihre Einschrankungen
auf Iq gilt
W'l = w; Wy, = ag" Ve
mit v'|Iq = v und Wrqo = zentraler Charakter von w%.

Wir wollen zwei kleine Bemerkungen anschlieflen.

2.7.1. Die automorphe Form 7 ist genau dann ausgezeichnet beziiglich o "w ™!,

wenn 7 ® w’ ausgezeichnet beztiglich o™ ist.

2 2n

2.7.2. Wenn 7 ausgezeichnet beziiglich o "w™! ist, dann ist w,|Iq = w™ ag
2.8 Satz. Es sei m € Cohg(u)

a) Die Zahl pol(m,w) ist entweder O oder 1. Sie ist genau dann gleich 1, wenn
7 ausgezeichnet (beziiglich a~"w=1) ist.

b) Die Zahl t(m,w) ist entweder 0 oder 1. Sie ist 1 genau dann, wenn w
ausgezeichnet (beziiglich a~"w™!) ist.

Jetzt sei V die konstante Garbe. Es sei Z der von den iiber einem Zahlkérper
definierten algebraischen Zyklen aufgespannte Unterraum von

H*(Sk ©q Q,Qu) = H*(Sk xq Q, Qu).
Wir bezeichnen mit Z(w) (bzw. Z(m,w)) den Durchschnitt von Z mit 7 (w) (bzw.
T (m,w)). Wir erhalten eine Zerlegung

Zw) = @ Z(m,w) ®7r§-{.
m€Coh(1)

Unser Hauptresultat lautet:
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2.9 Satz. Es sei 5(m,w) die Dimension von Z(m,w). Es gilt
5(m,w) = pol (m,w) = t(m,w).

In der Tat hat dieser Satz die Richtigkeit der Vermutungen von Tate fiir Sk, so wie
sie am Anfang dieses Paragraphen formuliert sind, iiber einer abelschen Erweiterung
von Q zur Folge. Was ein-dimensionale 7 betrifft, folgt aus der Bemerkung nach
2.6, dafl man die Behauptung von 2.9 aus folgender Aussage erhélt.

2.10 Proposition. Es sei m € Coh(1). Dann ist 5(m,w) gleich 0 oder 1, und zwar
1 genau dann, wenn xr = w™ ! oder xr = €-w™ L.
Aus 1.11 erhélt man mit Hilfe von 2.2 eine Abbildung
HO(JL) — H2(§K XQ Q)
Ihr Bild liegt in Z. Es sei D der durch die Wirkung der Heckeoperatoren von dem
Bild von H®(J},) erzeugte Unterraum von H?(Sk xq Q). Offenbar ist D C Z. Wir
nennen die Elemente von D Hirzebruch-Zagier-Zyklen. Wir erhalten eine Zerlegung

von

D(w) = DN Z(w),
Dw)= P Drmw erf.
meCoh(1)
Es sei d(m,w) die Dimension von D(7,w). Offenbar ist d(m, w) < 5(m,w). Somit ist
der Satz 2.9 eine Folgerung aus 2.10, 2.8 und dem folgenden Satz.

2.11 Satz. Die Zahl d(7,w) ist gleich O oder 1. Falls m € Coh,(u), so ist sie genau
dann 1, wenn x. = w™!. Falls m € Cohg(1) ausgezeichnet ist, so ist d(m,w) gleich 1.

In den néchsten beiden Abschnitten nehmen wir die Giiltigkeit von Satz 2.4 an
und beweisen diejenigen Aussagen dieses Paragraphen, die nicht Folge anderer sind,
allerdings nicht in der Reihenfolge, in der sie hier formuliert wurden.

3. HIRZEBRUCH-ZAGIER-ZYKLEN

Es seien g und ¢ die Liealgebren von G(R) und K. Fiir 7 € Coh(1), wenn es
sich um komplexe Kohomologie handelt, kann der Raum HZ (1) ® ﬂff( mit

(3.1) Homye (A%(g/e), ) = Homye_ (A%(a/8), 70 ) @ ¢

identifiziert werden. Hier bezeichnet m sowohl die Darstellung als auch den ent-
sprechenden Raum der automorphen Formen. Es sei w;, 1 < ¢ < 6, eine Basis des
dualen Raums von A?(g/€). Dann schreibt sich ein Element aus als 2?21 fi-wi,
wobei f; eine quadratintegrierbare automorphe Form auf G(Q)\G(A)/K ist. Die
w; sind als linksinvariante Differentialformen auf G(R) und somit auf G(R)/ K«
aufzufassen. Mittels der Einbettung H(R) — G(R) aus 1.11 liefert w; eine Form
wil auf H(R) oder H(A)/L. Es sei

Leo = {(Cb‘ _Z>} c H(R).

Die Form Y fiw; ist invariant beziiglich K, und 3" f;-w? ist beziiglich L., invari-
ant. Wir erhalten somit eine Form auf der orientierten Mannigfaltigkeit H(A)/Loo- L.
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Wir haben eine natiirliche Paarung auf H?(Sx xq Q). Unter der Identifikation
von H?(Sk xXQ Q) mit der L2-Kohomologie in der Zucker’schen Vermutung gilt
dabei in naheliegender Weise:

2 (ChwX i)=Y [ fo £l A,
2 2 z} GQZBN\GA)/Kuk
Insbesondere gilt fiir die Aktion der Heckeoperatoren

(3.3) (T(g)z,z") = <J;,T(g_1)m’>.

Wir identifizieren den Raum H(Jp) mit dem Raum der lokal konstanten Funk-
tionen auf H(Q)\H(A)/LsL. Die in 1.11 definierte Zykelabbildung definiert wegen
2.2 eine Paarung zwischen dem Raum (3.1)) und H°(Jy).

3.5 Hilfssatz. Der Wert der Paarung auf dem Paar Y f; - w;, und p € HO(Jy) ist
bis auf eine nichtverschwindende Konstante gleich

M'Zfi'wiH'

Beweis. Dies ist ein sehr technischer Hilfssatz, zu dem es mehrere Beweise gibt.
Wir wollen im folgenden einen méoglichen Beweis skizzieren. Der weise Leser wird
die nachstehenden Zeilen bis zum néchsten Auftauchen der Zeichenfolge q.e.d.
iiberschlagen.

Wir arbeiten mit der Borel-Serre Kompaktifizierung, genauer gesagt, wir schnei-
den die Spitzen ab und schieben dann die Rénder ins Unendliche. Die durch H
definierten Zykeln sind dann als relative Homologieklassen in Hy (S, 05(c), C) zu
interpretieren, dabei ist ¢ das Niveau, an dem wir die Spitzen abschneiden; wenn
¢ — 0o geht, dann erreichen wir den Rand der Borel-Serre Kompaktifizierung. Der
Durchschnitt von 95(c) mit dem Zykel ist dann eine Vereinigung von Kreisen, die
als Randkomponenten auftreten, wenn wir den Modulkurven die Spitze abschnei-
den. Das sind Kreise, die in der Beschreibung aus [14], §1], (sieche auch [8, §1]) in
der durch den unipotenten Teil gegebenen Faser der Faserung liegen, sie sind also
nullhomolog. (Siehe [14] Proposition 1.1]; es ist aber auch so klar, daf§ die Matrizen
der Form ((1) ’1‘) mit u € O Torsionsklassen in der Faktorkommutatorgruppe von der
Boreluntergruppe B(O) sind.) Also ist der Zykel im Bild der Abbildung

H,(S,C) — H(S,05(c),C)
und damit wird klar, da8 die Auswertung einer Klasse aus H?(S, C) auf dem Zykel
sinnvoll ist. (Das haben wir vorher mit Hilfe der nichtsinguliren Kompaktifizierung

und 2.2 auch schon eingesehen.) Ist nun w eine unsere cuspidale Kohomologieklasse
reprasentierende automorphe Form, so konnen wir schreiben

w=w-+do,

/Ii(Q)\H(A)/Loo~L

wobei w kompakten Trager hat. Nach Definition ist die Auswertung der Klasse auf
dem Zykel durch das Integral von w iiber dem Zykel gegeben. Man kann nun aber
d¢ nach Borel [5 Theorem 7.4], so wihlen, dafl ¢ logarithmisch wéchst, d.h. wie ein
Polynom in log ¢. Das Volumen des Randkreises geht aber mit ¢~ nach Null und
dann folgt

/dqb = lim ¢ =0. q.e.d.

€70 J 985 (c)NZykel
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Die Menge der Zusammenhangskomponenten von Jy, kann mit Q*\Iq /R -det L
identifiziert werden [11]. Falls w ein Gréflencharakter endlicher Ordnung auf Ig
ist, der nicht trivial auf det L ist, wo L = H(A) N K, ist H(J)(w) trivial. Sonst
ist H(J)(w) vom Bild der Funktion w~! auf den Zusammenhangskomponenten
erzeugt.

Wir kénnen die Basis {w; | 1 <7< 6} = {wt 1,wi,ws} so wihlen, dafl

wi + = (dvy £idyr) A (dos £ idys),
wj = (d]}] + Zdy]) A (dJJJ — Zdy])

Dann ist wf | =wf _ =0und w¥ _, w¥ | wff und wi sind invariant unter Lo,

und liefern die invariante 2-Form auf H(R)/Ls. Da wir fy _, und f_ | oder fi
und f; unabhédngig voneinander wihlen kénnen und da wegen die Algebra
der Heckeoperatoren selbstadjungiert ist, erhalten wir die folgende Aussage. In ihr
bezeichnet Z das Zentrum von H.

3.6 Lemma. Es sei H*(7m)X = H2 (1) ® w}{ # 0. Dann ist dieser Raum genau
dann nicht orthogonal zu D(w), wenn es ein f im Raum von m und ein g € G(A)
gibt, so daf
/ w(deth) - f(h-g)dh #0.
H(Q)Z(R)\H(A)

Dieses Lemma ist genau genommen—im Gegensatz zu der vorangehenden Bemer-
kung—noch nicht vollstandig bewiesen. Wir wissen nur, dafl wir, um die behauptete
Nichtorthogonalitét zu zeigen, die obige Ungleichung fiir ein g € G(Ay) (d.h. goo = 1)
und ein f € 7 zeigen miissen, das die folgende Bedingung erfiillt (dies gilt fiir den
Fall m € Cohy, im anderen Fall ist das Lemma klar):

a) f ist K-invariant.

b) Fiir
(a1 =D az  —bo
- <b1 al) ‘ (b2 @) € K

k.f(“1+i'b1.a2_i'b2>il.f.

a1 —1-by as+1i-by
Wir werden aber bald einsehen, daf§ diese zusétzlichen Bedingungen unnétig sind.
Wir schlieflen wegen (3.2)) aus 3.6.

gilt

3.7 Lemma.

a) FEs sei T die zu 7 kontragrediente Darstellung. Dann ist die T-Komponente
D(7,w) genau dann nicht Null, wenn fir = der Bedingung in 3.6 gilt.

b) Es sei m € Coh.(1). Dann ist D(m,w) nur dann nicht Null, wenn X, = w™>.
Dann ist d(m,w) = 1.

Wir untersuchen jetzt die in 3.6 auftretende Bedingung. Wir bemerken, daf 3.6
genau dann beziiglich des Charakters w gilt, wenn fiir 7 ®w’ die Bedingung beziiglich
des trivialen Charakters gilt; hier ist w’ natiirlich wieder eine Fortsetzung von w. Wir
bemerken, daf§ diese Vertriglichkeit mit Twisten genau mit der in 2.7.1 notierten
Vertréglichkeit zusammenpaflt. Diese Vertriglichkeit erlaubt uns Reduktionen, die
wir in den folgenden Beweisen oft stillschweigend vornehmen werden.

Es sei

_ G(A) 1
I—IndH(A)w .
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Der Operator

T:f—>f’:g—>/ w(det h) - f(hg) dh
H(Q)Z(R)\H(A)
ist, falls 7 auf Z(R), dem Zentrum von H(R)), gleich w2 ist, ein Verkettungsoperator
zwischen 7 und I. Wir wollen ihn fiir eine beliebige cuspidale Darstellung betrachten,
wobei w nicht mehr von einem Galoischarakter herkommen muf. Es sei I, die
entsprechende lokale Darstellung

I, = Indg &) wy .
Man sieht unschwer ein, daff 7" nur dann nicht Null sein kann, wenn

HomG(Qp)(ﬂ']w Ip) 7é O
flr jedes p.
In dem folgenden Satz iibertragen wir in offensichtlicher Weise den Begriff ei-
ner ausgezeichneten automorphen Form (sieche 2.7) auf unendlich-dimensionale
Darstellungen der lokalen Gruppe G(Q,).

3.8 Satz.
a) Fir jede zuldssige irreduzible unendlich-dimensionale Darstellung m, gilt

d(mp) b dim Homg(q,)(mp, 1) < 1.

b) Falls d(mp) > 0, so ist die Einschrinkung des Zentrumcharakters wy, auf
Q, gleich ijQ,

c) Falls p zerfallt oder falls m, in der Hauptreihe liegt, ist d(mp) nur dann
gleich 1, falls ), ausgezeichnet (beziglich wp’l) ist.

Die Behauptung b) ist trivial. Fiir den Beweis von ¢) werden wir einen Ansatz
von L. Clozel verwenden. Es sei w = 1. Falls p zerfillt, so ist m, = m; ® m2, wobei
m; Darstellungen von GL(2, Q,) sind. Da H(Q,) diagonal eingebettet ist, ist nach
dem Frobeniusreziprozitétsgesetz

Homg(q,)(mp, Ip) = Homgr2,q,) (72, 1)
Daraus folgen a) und ¢) in diesem Fall. Im weiteren sei p nicht zerfallend, insbesondere
ist p endlich. Bevor wir den ernsthaften Teil des Beweises von 3.8 beginnen, bemerken
wir, daf die Behauptung a) es uns ermoglicht, die zusétzlichen Bedingungen auf
f und g in 3.6 zu eliminieren. In der Tat, falls T'f # 0 fiir ein f € 7, so ist auch
Tf #0 fur ein f, das die Bedingungen a) und b) nach 3.6 erfillt. Weil d(7) = 1,
folgt jetzt Tf|G(Ay) # 0.

Beweis von 3.8, a). Aus dem Frobeniusreziprozititsgesetz folgt

Homg(q,) (mp, Ip) = Homp(q,) (mp, w, ).

Wir benutzen das Kirillovmodell der Darstellung 7, [19]. In diesem Modell operiert
7, auf einem Raum § von Funktionen auf F}, der den Raum S(F,) der Schwartz-
Bruhat-Funktionen mit endlicher Kodimension enthélt. Das Modell ist beziiglich
eines nichttrivialen Charakters ¢ von F), definiert. Wir nehmen an, da8 |Z,, trivial

ist. Dann ist
" ((3 ’f))f(x) — ) - f(a).
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Es sei 0 # L € Homyy(q,)(mp, w, !). Dann ist L|S(F)) # 0. In der Tat wére sonst
L invariant unter H(Q,) und
n ek, },

No(Fp) = { ((1) ?)
By(Q,) = {(3 e GL2<QP)}.

und somit unter SL(2, F},). Das ist unmdoglich.
HOHIBO(QP) (S(pr), 1) =C.

Es sei
Falls x € F,, x ¢ Q,, so gibt es ein n € Q,, so dafl ¢(nx) # 1. Folglich ist die
Einschrankungsabbildung ein Isomorphismus

Homp,q,) (S(F; ), 1) ~ Homp,q,) (S(Q; ), 1).

Die letzte Gruppe ist erzeugt durch

fo ng(ﬁ ?)dxx.

Beweis von 8.8., c¢). Es sei m, = m(u,v), wobei p, v einen Charakter der Borelun-
tergruppe By(F),) definiert
a b
(O c> — p(a) - v(c).

Die Darstellung 7, ist Bestandteil der induzierten Darstellung p(u, v). Die Gruppe
GL(2,Q,) operiert auf P!(F,) = By(F,)\GL(2, F,,). Es gibt zwei Bahnen

{veP'(F) [o =7} = Bo(Q,)\GL(2, Q)

Es geniigt zu zeigen:

und

{x e PY(E,)

v #7 ) =T(Q)\GL(2 Q).
Dabei ist
T=BnNBAB
ein {iber Q, definierter nicht zerfallender Torus, und B ist eine iiber F}, definierte
Boreluntergruppe mit B # B. Die erste Bahn ist abgeschlossen. Durch Einschrinken

der Funktionen aus p(u,v) auf diese Bahn erhalten wir eine exakte Sequenz von
GL(2, Qp)-Modulen:

1/2 —1/2) 0

0 —— p'(pv) —— p(p,v) — p(po - g~ 10 - g

Dabei sind g, vg die Einschrénkungen von p, v auf Q, und o der Absolutbetrag
auf Q. Wir haben benutzt, daf fir z € Q,, und falls & den Absolutbetrag auf F,
bezeichnet, a(x) = a3(x). Da unter der Identifikation

T(Q,) = { (1) | te K}
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die Einschrinkung des Charakters p, v auf T(Q,,) gleich x : t € F)* — u(t) - v(2)
wird, konnen wir p’(u, v) mit einer induzierten Darstellung identifizieren:

GL(2,Q,
p(p,v) = IndT(éi)Q 'x

Zunachst ist klar:

381 HOI CGL(2 001/271/00[ 1/2 71 — 9 alls ILLO o )
(2,Q,) | PLHOY 0
o 0, sonst.

C, fallsp-v=1
3.8.2 H (v) 1) =97 |
( ) OmGL(27Qp)(p (1) ) {07 sonst.

Indem wir notfalls ;1 und v vertauschen, diirfen wir annehmen, dafl 7, ein Quotient
von p(p, v) ist. Aus d(mp,) > 0 folgt somit
Homgy(2,q,) (p(1:v), 1) # 0.
Folglich ist pg =19 =1 oder p-7 = 1. Falls -7 = 1, so sei wg die Liftung von
(1, gt -€p). Wegen v(x) = p(z)-pug *(2-T) ist w(p, v) = o @ pu ausgezeichnet. Falls
po = v = 1, so gibt es einen Charakter A von F*, so daB u(z) - v~(Z) = /\(%),
d.h.
e Ax) =v-N@).

Es sei §# = p- A und 7(0) die entsprechende Darstellung von GL(2, Q,). Dann gilt,
falls ) die Liftung von () bezeichnet, m(u,v) = 79 ® A~!. Das Produkt von €,
und dem Zentrumscharakter von 7(6) ist gleich 6| Qx = )‘|Q§7 weil pg = 1. Folglich
ist m, ausgezeichnet. q.e.d.

Es ist zu vermuten, dafl die Behauptung c) fiir alle 7, gilt. In dieser Richtung
haben wir folgendes Resultat.

3.9 Satz. Die Konklusion von 3.8 ¢) gilt auch, falls 7, speziell ist.
Es gilt auch die Umkehrung:
3.10 Satz. Wenn m, ausgezeichnet ist, so ist d(mp) = 1.

Weil wir diese beiden Behauptungen nicht im Beweis unserer Hauptsétze benutzen
werden, verschieben wir die Beweise auf den Schlufl dieses Abschnitts.

Wir kommen nun zu weiteren globalen Aussagen, aber zunéchst wollen wir eine
kleine Vorbemerkung machen. Wir haben als L-Gruppe G die Gruppe

GL2(C) x GLy(C) x Gal(Q/Q).
Wir kénnen also jeden Galoischarakter
w: Gal(Q/Q)* — C*
auch als ein-dimensionale Darstellung der L-Gruppe interpretieren, insbesondere
koénnen wir auch die L-Funktion L(s, 7, r - w) betrachten. Wir bemerken, dafl fiir
7 € Cohg(p) und im Hinblick auf Satz 2.4 gilt (siehe 2.4.1)
L(s,m,r-w)=L(s,T®w,s) = L(s,w - p(m)).

Die folgenden Séitze implizieren 2.8 a) und die Gleichheit der ersten beiden Zahlen
in 2.9. Die Aussage 2.8 b) wird in §4 bewiesen.
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3.11 Satz. Es sei w ein Galoischarakter auf Iq/Q*. Es sei m eine cuspidale
automorphe Darstellung, deren Zentrumscharakter auf Z(R) = R* eingeschrankt
gleich w=2 ist. Der globale Verkettungsoperator

T f o THg) :/ w(det h) - f(hg) dh

H(Q)Z(R)\H(A)
ist genau dann nicht Null, wenn 7 ausgezeichnet beziiglich w™' ist.

3.12 Satz. FEs sei m eine cuspidale automorphe Darstellung, deren Zentrumscha-
rakter auf Iq/Q* wvon der Form w*2a(32" ist, mit einem Galoischarakter w. Ferner
liege moo in der diskreten Rethe. Es sei Q) eine endliche Menge von Primstellen,
die die unendlichen Primstellen und alle Verzweigungsstellen von m enthdlt. Die
Funktion Lg(s,m,r - w) ist fortsetzbar auf eine Umgebung von s = n + 1. Sie hat
dort einen Pol erster Ordnung, wenn T ausgezeichnet beziiglich o "w™" ist. Sonst
ist s = n + 1 weder ein Pol noch eine Nullstelle.

Wenn wir 7 mit /2 twisten, verschieben wir in der L-Funktion s in s+ n. Diese

Bemerkung und die vorangehenden Uberlegungen erlauben die Reduktion auf den
Fall w =1, n = 0. Wir werden 3.11 und 3.12 aus dem folgenden Satz ableiten.

3.13 Satz. FEs sei w eine cuspidale automorphe Darstellung, deren Zentrumscha-
rakter trivial auf Z(A) ist. Ferner liege moo @n der diskreten Reihe.
a) Die Funktion Lo(s,m,r) ist analytisch fortsetzbar auf eine Umgebung von
s=1.
b) Sie hat dort einen Pol genau dann, wenn der Verkettungsoperator T (mit
w=1) auf ® nicht Null ist.

Ableitung von 8.11 und 8.12 aus 3.13. Falls T # 0, so schliefen wir aus der lokalen
Untersuchung, da8 7, = 7, fiir fast jedes p. Daher gilt 7 2 7 = 7 @ w,;'. Es gibt
einen Groflencharakter v’ von Ip, so dafl
V()

we(x) = ()
Wir setzen 70 = 7 ® v/. Dann gilt 7° =2 7° und folglich [24] ist 7° die Liftung einer
Darstellung 77%.

Als L-Gruppe von H wihlen wir das direkte Produkt

LH = GL(2,C) x Gal(F/Q).
Liftungen entsprechen im Sinn des Funktorialitdtsprinzips dem Homomorphismus
¢:'H LG :Axo—AxAxo.

Daro¢=ry ®re mit
r(Axo)=e(0)-det A, ro(Ax o) =Sym?A,
ist
LQ(S,WO,T) = LQ(S,wﬂoQ “€) - LQ(S,WOQ,TQ).
Wir setzen im folgenden Wro = w%. Es sei v die Einschrankung von v/ auf Iq. Dann
gilt

0

Lo(s,m,r) = Lo(s, 7% r v 1) = LQ(s,w% ce-vh) 'LQ(S,’]T%,TQ vh,

Der zweite Faktor auf der rechten Seite tritt in der Arbeit [12] auf. Dort wird ge-
zeigt, dafl, falls ﬂ% nicht von dem Groflencharakter einer quadratischen Erweiterung
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herkommt, der zweite Faktor ganz ist. (Genau genommen steht in [12] Theorem
9.3] eine andere Bedingung; dafl diese Bedingung dquivalent zu der hier genannten
ist, folgt aus [21, Proposition 6.5].) Nun ist LQ(S,’/T%,?"Q -v~1) die ,,gewdhnliche®
L-Funktion einer automorphen Form auf GL(3), und nach den Resultaten in [20]
hat sie bei s = 1 keine Nullstelle. Falls also T" # 0, so folgt aus 3.13 b), daf§
LQ(s,w% ~€-v71) einen Pol in s = 1 hat. Folglich ist w% e v 1 trivial und 7
ausgezeichnet. Ist umgekehrt 7w ausgezeichnet, d.h. 7 = (w% x Fy®v ! und ist 77%
nicht von der Form 7 (), dann zeigen unsere Formeln fiir die L-Funktion und die
obigen Uberlegungen, daf8 bei s = 1 ein Pol vorliegt.

Wir wollen nun voraussetzen, dal m ausgezeichnet ist, aber W% = 7(0) ist, wobei
0 ein Groflencharakter einer quadratischen Erweiterung E von Q ist; dann entspricht
7(#) einem Homomorphismus der Weilgruppe nach “H. Falls es nur ein solches F
gibt, so ist

Lo(s,m,7) = Lo(s,0pe-n-v™ 1) - L(s,00v™1) - L(s,7"),

wobei r’ eine irreduzible 2-dimensionale Darstellung der Weilgruppe ist, so daf
L(1,7") # 0. Hier bezeichnet ¢y die Einschrankung von 6 auf Iq und 1 den der
Erweiterung F entsprechenden Charakter. Falls E nicht eindeutig bestimmt ist, so
gibt es zwei andere Erweiterungen E', E”, so da 7¢, = 7(#') = (6"). Es gilt

"

wh =00 n=0-n =07

und
Lo(s,m,r) = LQ(s,w% €. u_l) . LQ(s,wOQ e u_l)

‘Lo(s,wq - v - Lis,wg -n"-v1).

In beiden Féllen hat kein Faktor der rechten Seite eine Nullstelle in s = 1. Somit
hat Lg(s,m,r) einen Pol in s = 1, falls w% ~e-v71 = 1. Da 7y in der diskreten
Reihe liegt, ist keine der Erweiterungen E, E’, E" gleich F. Der Pol ist daher erster
Ordnung. Die erste Aussage von 3.11 ist damit vollstdndig bewiesen. Wir miissen

noch umgekehrt zeigen, dafl = ausgezeichnet ist, wenn ein Pol vorliegt. Wir haben
v so gewahlt, daf3

= wy(z) = w%(m “T) - 1/(:6_2)

oder
Viz-T) = w%(z - T).
Folglich ist v = w% -€ oder v = w%. Im ersten Fall ist 7 ausgezeichnet, im zweiten
Fall liegt kein Pol vor.
Es bleibt noch zu zeigen, dai Lg(s, m,7) keine Nullstelle in s = 1 hat, wenn 7

nicht ausgezeichnet ist. Man sieht unschwer ein, daf

Lo(s,m,r) - L(s,m, 7€) = L(s,m X T).
Rechts steht hier die von Jacquet in [I8] betrachtete L-Funktion. Weil w = 1, ist 7
unitéar. Folglich [12] hat diese Funktion genau dann einen Pol in s = 1, wenn 7@ ~ 7,

und dieser Pol ist dann erster Ordnung. Sonst ist sie dort analytisch und nicht Null
[31]. Es sei € eine Erweiterung von e auf F*\Ir. Dann ist

L(s,m,r €)= L(s,T@¢€,r).
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Wenn L(s,n,r) eine Nullstelle in s = 1 hat, so hat L(s,7 ® ¢/,r) einen Pol in s = 1.
Folglich ist 7 ® € ausgezeichnet, also T Q€ - ¢ =7 und T ~ 7, weil € - ¢ = 1. Mit
den oben erwidhnten Tatsachen beendet man jetzt leicht den Beweis.

Beweis von 3.13. Die analytische Fortsetzbarkeit wird mit dem Rankin-Trick wie
in [I] bewiesen. Daher werden wir im Beweis uns mehr auf b) konzentrieren.

Wir beginnen mit einer lokal konstanten Funktion G auf L Hp Ly, mit L, =
GL(2,Z,) und setzen sie in eindeutig bestimmter Weise in eine Funktion G(h, s),
s € C, auf H(A) fort, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

s+1
(1) G(b-h,s) = ‘%’ > .G(h,s), falls b= (bol ;) € Bo(A) und h € Lo T1, L.
(II) G(-,s) ist rechtsendlich beziiglich Lo und [], L.
Wir bilden die entsprechende Eisensteinreihe
E(h,2s —1) = > Gla-h2s-1).
a€Bo(Q)\H(Q)

Wenn sie einen Pol in s = 1 hat, ist dies ein Pol erster Ordnung und ihr Residuum
eine konstante Funktion in der Variablen h.

Daher ist der Verkettungsoperator nichttrivial genau dann, wenn fiir ein f aus 7
die Funktion

D:s— f(h)- E(h,2s —1)dh
H(Q)Z(A)\H(A)
einen Pol in s = 1 hat. Wir haben benutzt, dal 7(g)f(h) = f(hg).
Wir fithren die iiblichen Umformungen durch. Zunéchst liefert Vertauschen von
Integration und Summation

B(s) = / F(h) - G(h,2s — 1) dh.
Bo(Q)Z(A)\H(A)

Wir wéhlen einen nichttrivialen Charakter ¢ auf F\Ar und somit auf
No(F)\No(AF),

der trivial auf Aq ist und entwickeln f in eine Fourierreihe. Weil 7 cuspidal ist,
erhalten wir eine Summe tiber F'* ([13], §3, 5]). Wir integrieren zunéchst tiber
No(Q)\No(A). Wegen der Wahl von ¢ verschwinden alle Glieder, die zu einem
Element a € F\Q gehoren. Den Rest kénnen wir in der Form

(3.13.1) / W(h) - G(h,2s — 1) dh.

No(A)Z(A)\H(A)
schreiben, wobei W im Whittakermodell von 7 liegt. Das Integral (3.13.1f) ist bei
passender Wahl von f und G bis auf einen konstanten Faktor ein Produkt von

lokalen Integralen.

(3.13.2) W,(h) - Gy(h, 25 — 1) dh.

Pp(s) = /

No(Qp)Z(Qp)\H(Qyp)
Die unendliche Stelle ist zugelassen. Diese Integrale wollen wir einzeln untersuchen.
Aus der Beschreibung des asymptotischen Verhaltens der Funktion W, [13], §3, 4]
folgt leicht, dal das Integral fiir Res > 0 konvergiert. In diesem Gebiet ist ®,
analytisch.
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Mit der Iwasawazerlegung kénnen wir schreiben

®,(s) /Q;|t|82 /L W,,((é (1)> -13) -G(¢) dedt.

Zunéchst sei p unendlich, so daf 7, in der diskreten Reihe liegt. Das Whittaker-
modell von 7, ist das Tensorprodukt von zwei Whittakermodellen von GL(2,R).
Folglich [13] gibt es eine Funktion W), die invariant unter Lo, ist, und so da8

t 0 the ke L o=2m(titta) - falls £ = (Lo, ty) mit £ > 0, ty > 0,
Wp 0 1 o
, sonst.

Dabei ist k1 > 1, ko > 1. Somit ist bis auf eine Konstante
®,(s) = / thithats=2 o=t gt — D(ky 4+ ko + 5 —1).
0

Insbesondere ist ®,(1) # 0. Wenn p endlich ist, kénnen wir W), so wéhlen, dafl

w((59))

eine beliebige vorgegebene Schwartz-Bruhat-Funktion auf FpX ist. Weil W,, lokal
konstant ist und G(¢) eine beliebige Funktion auf By(Z,)\GL(2,Z,), kénnen wir

annehmen
/LPW,,<<8 ?)-e)awww,,((é ?))

Bei zweckmaéBiger Wahl von W), ist ®,(1) # 0. Das folgende Lemma beendet den
Beweis.

3.14 Lemma. Es seip endlich und T, eine unverzweigte Darstellung mit wr, |Q, =
1. Es sei W, unter GL(2, OF, ) invariant und G(-,2s — 1) unter L, invariant. Dann
ist bis auf eine nichtverschwindende Konstante

L(s,mp, 1)

L(2s,1) °
Die Konstanten sind belanglos, sie hingen zum Beispiel von der Wahl der Mafle
ab. Ihr Produkt konvergiert. Mit unseren Voraussetzungen ist, abgesehen von einer

Konstanten,
t 0 o
‘I’p(s)z/ Wp<(0 1)>-|t| 2 dt.
Q;

Wenn p nicht zerféllt, ist dieses Integral bis auf eine Konstante gleich

Sy 6 )

wobei (‘a‘ 2) € GL(2, C) die der Darstellung 7, der Gruppe GL(2, F},) entsprechende

Konjugationsklasse ist. Die Gleichheit folgt aus der Hecketheorie [19, S. 75, 106].
Andererseits berechnet man leicht

P,(s) =

1

CREERRER)

L(S77rPaT) =
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Die Behauptung folgt fiir diesen Fall, weil nach Voraussetzung a8 = 1.

Wenn p zerféllt, so ist
Wp((é (1))> B a:“ ’ a';:z’

falls t = (p™,p"2), n1 = 0, ny > 0. Das Integral ist gleich

/ .
(3.14.1) Y o e

1"
Es sei mp, = m,, @ 7, wobei my, ~ ( G ﬁo/) und 7, ~ (0‘0 [2/). Die Hecketheorie

liefert wieder

SR
TR (B
n:Op 2 1 ps ps
e T (- 2) (1 2)
p p

Aus der erfrischenden Ubungsaufgabe auf S. 33 in [I8] erhalten wir, daf (3.14.1)
gleich ist zu

1- % L(s,mp,7)

@_ggq.ﬁ_a@).@_ﬂgv.ﬁ_&@)_ L(2s,1)
P P P P
weil o’’’ B'8" = 1. q.e.d.

Wir beenden diesen Abschnitt mit den Beweisen der Satze 3.9 und 3.10. Beide
Sétze sind fiir zerfallendes p bereits bewiesen.

Beweis von 5.10. Falls m, ausgezeichnet (beziiglich 1) ist, so folgt w,,[Q, =1 und
Tp = Tp. Wir betrachten zunéchst den Fall, daff m, = m(y, v) in der Hauptreihe oder
mp = o(u, v) speziell ist. Falls m, in der Hauptreihe liegt, so haben obige Relationen
die Giiltigkeit einer der beiden folgenden Bedingungen zur Folge:

a) po-vo=1und (@, v) = n(p= v,

b) po-vo=1und 7(@,7) = w(v=1, pu=t).

Falls m, speziell ist, so gilt b). Wir nehmen zunéchst an, da§ a), aber nicht b)
gilt. Weil 7, ausgezeichnet ist, m, = WS ® A71, ist die Darstellung, deren Liftung 71'2
ist, von der Form m(u”,1°) oder m(6), wobei im ersten Fall A\|Q) = u°° - ¢, und
wx) = pl(z-7) - M1, v(z) =%z -T)- Ma™!), also -7 = 1, was ausgeschlossen
ist. Im zweiten Fall ist 6 - /\’1|Q; =1, also g = vy = 1. Aber dann ist offensichtlich
d(mp) > 0.

Im weiteren diirfen wir also annehmen, dafl b) gilt. Wir verwenden die im Beweis
von 3.8 eingefiihrten Bezeichnungen. Wir missen ein nichttriviales Element L aus

Homgr2,q,) (¢ (1, v), 1)
auf p(u, ) erweitern, und zwar so, dafl diese Linearform unter GL(2, Q,) invariant
ist und, im Falle der speziellen Darstellung m, = o(u, v), die wir als Untermodul von
p(p,v) auffassen, ein nichttriviales Element aus Homgr(2,q,) (U(M, v), 1) induziert.
Wir deuten den Beweis nur an.
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Wir teilen durch den Kern von L und erhalten eine exakte Sequenz

2 1/2
/ /)

— 0

0 1 o’ piocy voog

Wir wenden den Jacquet-Funktor an, der einer Darstellung von GL(2, Qp) den groB-
ten Quotienten, auf dem Ny(Q,) trivial operiert, zuordnet. Auf diesem Quotienten
operiert My(Qp) = Bo(Qp)/No(Qp). Nach dem Reziprozititsgesetz von Casselman
[9] gilt
—1/2 172
HOHlGL(2,Qp)(P”aP(Oéo / a%/ )) = Homyy,(q,) (PN, 1)-
Die in p; auftretenden Charaktere sind (1, 1), (p0- v, Vo-aqg 1)7 (140, v0). Wir koénnen
annehmen, dafl (uo,v0) # (1,1), sonst wiren wir im eben erledigten Fall. Indem
wir notfalls 4 und v vertauschen, kénnen wir annehmen, da8 (oo, voag ') # (1,1)
und (poao, voag ') # (agt, o). Wegen der ersten Ungleichheit gibt es genau ein
Element L” aus
—1/2 12
HOHlGL(ZQp)(P”’P(O‘o / vO‘o/ )>,
das L induziert. Hier deuten wir den trivialen Modul als Untermodul von

~1/2 1/2
plag / aaO/ )-

Wegen der zweiten Ungleichung ist (ay', ap) kein Charakter von p/%, und das
Reziprozititsgesetz liefert

Homgr(2,q,) (P”v P(atl)/Qa 0‘51/2)) =0.

Daher liegt das Bild von L” im trivialen Untermodul. Damit ist die Behauptung fiir
7p = w(u, v) bewiesen.

Falls m, = o(p,v) ist, so ist L genau dann auf o(u,v) trivial, wenn es einen
GL(2, Q,)-Homomorphismus des 1-dimensionalen Quotienten p(p,v)/o(u,v) auf
den trivialen Modul gibt. Das bedeutet pg = ag. Aber 7, = 7Tg ® A1 ist ausgezeich-
net, und 7r2 ist die Liftung einer speziellen Darstellung o (1", v°). Dabei ist £ =aq,

5—2 = ap und damit p(z) = p°(z - T) - A7 (z). Folglich ist fiir z € Q)

po(x) = p° (@) - 10 (a7 - (@7 - (@) = an(2) - ().

Um die Behauptung von 3.10 fiir supercuspidale 7, zu zeigen, gentigt es wegen 3.11
nachzuweisen, daf 7, lokaler Bestandteil einer ausgezeichneten globalen cuspidalen
Darstellung ist. Der Einfachheit halber sei w, = 1. Es sei 7, = 772 @A, L wobei die
Einschrénkung von A, auf Q) das Produkt ist von €, und dem Zentrumscharakter der
Darstellung W%p, deren Liftung 7¥ ist. Nach [24] existiert eine cuspidale Darstellung
7TOQ mit lokaler Komponente ﬂ%p, die im Unendlichen in der diskreten Reihe liegt.
Wir kénnen einen Gréflencharakter A finden, der auf I gleich w% - € ist und auf
F gleich Ap. Wir setzen m = 79 ® A7, wobei 7° die Liftung von W% ist. q.e.d.

Beweis von 8.9. Wir nehmen an, da§ 7, = o(u,v) ein Quotient von p(u,v) ist.
Dann folgt aus d(m,) > 0, daf3

HomGL(Q,Qp) (p(,u7 V)? 1) 7& 0.
Somit ist pg = vp = 1 oder -7 = 1, also p -7 = 1. Weil £ = « folgt daher o = ag
oder g = g - €p. Aber aus dem vorletzten Absatz des vorhergehenden Beweises
folgt, daB, falls d(o(u, v)) > 0 notwendigerweise gilt, pp = ap - €,. Somit existiert
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die Darstellung (1,5 " - €,), und falls 715 ihre Liftung ist, so ist o(u,v) = 75 ®
ausgezeichnet. q.e.d.

4. TATE-KLASSEN

Die Hauptaufgabe dieses Abschnitts besteht in dem Beweis des folgenden Satzes,
der dem Satz 2.8 b) entspricht.

4.1 Satz. Es sei m € Coho(pn) und n = n(u). Es sei w ein Charakter endlicher
Ordnung auf Gal(Q/Q). Dann ist t(m,w) = 0 oder 1 und t(m,w) =1 genau dann,

wenn T ausgezeichnet beziiglich o~ "w™! ist.

Die Bemerkungen 2.4.1 und 2.7.1 zeigen uns, dafl wir uns auf den Fall w =
zuriickziehen kénnen. Wir wollen daher annehmen, dal w = 1 und setzen ¢(7)
t(m, 1).

Unser entscheidendes Instrument bei der Untersuchung der Galoisdarstellung

p(m) : Gal(Q/Q) — GL(X(ry))

besteht in der auf Oda zuriickgehenden Beobachtung, dafl man mit Hilfe des Cup-
Produktes auf der Kohomologie eine quadratische Form auf X (7¢) erhélt, und dafl
man dann eine Reduktion der Operation der Galoisgruppe auf eine Gruppe von

Ahnlichkeiten erhilt. Auf diese Gruppe von Ahnlichkeiten lassen sich dann die
Methoden von Ribet [28] und Serre [29] anwenden.

1

4.2. Um die oben genannte quadratische Form zu konstruieren, erinnern wir uns
zunéchst an die Konstruktion der ¢-adische Garben V auf Sg. Wir gehen von einer
iber Q definierten rationalen Darstellung

1 G/Q— GL(V,)
aus. Auf G/Q = Rr/q(GL(F)) betrachten wir die ein-dimensionale Darstellung
D(n) : G/Q - Gn/Q,
die auf den Q-rationalen Punkten durch
r— Np/q (det(x))n
gegeben ist. Dann gibt es bekanntlich eine nichtentartete Paarung
Vu x VYV, —= D(n)

zwischen unseren Darstellungsmodulen. Diese Paarung liefert uns natiirlich eine
Paarung zwischen den ¢-adischen Garben auf Sk /Q

VYV xV — D(n).

Dabei sind V und D(n) wieder die in 1.8 zitierten intermedidren Erweiterungen der
auf Sk /Q konstruierten Garben. Dann liefert uns das Cup-Produkt eine nichtentar-
tete symmetrische Paarung

H2(§K XQ 6, V) X HQ(FK XQ 6, V) — H4(§K XQ 6,D(n))

(Bemerkung: Mit Hilfe der in 1.8 formulierten Resultate 148t sich diese Dualitét
auch leicht auf die Dualitéat

HZ(SK XQ Q,V) X HCQ(SK XQ Q,V) — Hg(SK XQ Q,D(n))

zuriickfiihren.)
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Wir zerlegen nun die Kohomologie in isotypische Komponenten beziiglich der
Operation von G(Ajy), und wir bekommen dann eine nichtentartete Paarung

H?*(Sk xq Q,V)(mp) x H*(Sk xq Q,V)(7y)

|
H* (?K xq Q, D(n)) (wr; o det).

Dabei ist natiirlich w, der zentrale Charakter von 7. Diese Behauptung ist eine
ziemlich offensichtliche Konsequenz aus der Tatsache, da§ H* (?k XQ Q,D(n))

unter G(Ay) in ein-dimensionale isotypische Komponenten der Form A o det zer-
fallt, der oben behaupteten Dualitét zwischen den ganzen Modulen und der For-
mel # = 7 ® w_ . Nun operiert die Galoisgruppe Gal(Q/Q) auf dem Modul

H! (?k XQ Q,D(n))(w,r ; odet). Diese Galoisgruppenoperation haben wir schon
in 1.10 bestimmt; sie wird gegeben durch die Operation der Galoisgruppe Gal(Q/Q)

auf den Komponenten von Sk xq Q, und diese Operation ist durch das folgende
Diagramm bestimmt:

IQ/(Q>< _— IF/F1><

| |
Gal(Q/Q)= m0(Sk Xq Q)

Dann sieht man also, weil D(n) auf den Komponenten die triviale Garbe ist, daf§
als Galoismodul

H!(Sk xq Q. D(n)) (wr, o det) = Qylxr - a~?)

ist, wobei X» = wx|Lq, interpretiert als Charakter der Galoisgruppe. Man sollte noch
bemerken, dafl auf Grund der Definition der Zahl n die Einschrankung von w, auf
die Einskomponente Z(R)? des Zentrums von G(R) gleich der Einschréinkung von
ag" ist, also ist wy = a" - W, mit einem Dirichletcharakter w,, und entsprechend
ist also xr = a[f” - X=- Somit bekommen wir eine galoisinvariante Paarung

q: X(mp) x X(mp) = Qula™  xx) = Q@™ ™" - Xx).
Es gilt also fiir o € Gal(Q/Q), z, y € X (my)
q(p(m)(0)z, p(m)(0)y) = xra"?(0)q(z,y),
d.h. das Bild der Galoisgruppe unter p(7) liegt in der algebraischen Untergruppe
GO(q) € GLy

der Ahnlichkeiten. Dieser Gruppe wollen wir im néchsten Abschnitt ein wenig
Aufmerksamkeit zuwenden.

4.3. Es sei im folgenden k ein algebraisch abgeschlossener Korper (der Charakteristik
0). Es sei E ein 4-dimensionaler Vektorraum mit einer nichtentarteten symmetrischen
bilinearen Form ¢ : E x E — k. Dann ist die Gruppe GO(FE, q) die Gruppe der
Ahnlichkeiten

GO(E,q) = {g € GL(E) | q(gz,gy) = Mg)a(z.y) }-
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Die Gruppe GO(FE, q) ist eine algebraische Gruppe, und A : GO(E,q) — G, ist
ein Charakter auf GO(E,q); man nennt ihn den Multiplikator. Wir wollen die
Gruppe GO(FE, q) auf eine ganz bestimmte Weise realisieren. Wir wihlen einen
zweidimensionalen Raum Y/k, und darauf wéihlen wir eine Determinantenform

det : Y XY — k.

Diese Form benutzen wir, um wie iiblich zu identifizieren

Y—N—>Y/:Hom(Y,k), y— L, x — det(z,y)
und

YoV 5 Y®Y =EndY),

@y —x@Ll, — {z = ly(2) x=det(z,y) x}.
Mit ¢ — T¢ bezeichnen wir die Transpositionsabbildung auf End(Y) beziiglich
der Determinantenform. Es ist also ¢7¢ = Tp¢ = det(¢). Es gilt dann, dafl diese

Transposition auf Y ® Y die Abbildung * ® y — —y ® x induziert. Wir setzen jetzt
E = End(Y) und wéhlen darauf die symmetrische Form

q(¢, ) = Spur(¢”¢))
und betrachten dies als konkrete Realisierung unserer eingangs vorgegebenen Daten.

Die Gruppe GO(FE, ¢) hat zwei Zusammenhangskomponenten, es sei SGO(E, q)
die Einskomponente. Wir haben einen Morphismus d : GO(FE, q) — p2, der durch

g — det(g)/M(g)? gegeben ist. Dann ist SGO(E, q) = Ker(d).
Wir haben nun den bekannten Morphismus

IT: GL(Y) x GL(Y) = SGO(E,q), II:(o,B8) = {¢ —a-¢- "B},
und dies liefert uns ein Diagramm
SGO(E,q) —>— G,
(4.3.1) HT
GL(Y) x GL(Y)
Der Kern von II ist G,,, wobei G,,, durch x — (z,27!) in GL(Y) x GL(Y) einge-

bettet ist, und die Abbildung IT ist surjektiv (in welchem Sinn man es auch immer
verstehen mochte). Als Vertreter von GO(FE, q)/SGO(E, q) wéhlen wir das Element

0:¢— Ty

det x det

4.4. Wir wollen jetzt wieder k = Q, wihlen, und X (7 +) zusammen mit der Form ¢
sei mit £ = End(Y) und Spur(¢ - 7)) identifiziert.

Wir haben die Abbildung d o p() von Gal(Q/ Q) nach po. Den Morphismus d
haben wir als det -A~2 beschrieben. Wir sehen dann auf Grund unserer Formeln fiir
p(m)(®, 1) in §2, Satz 2.4, daB d o p(7) gerade die Abbildung

Gal(@/Q) — Gal(F/Q) = iy
ist.
Es gilt nun

4.4.1 Lemma. Es gibt eine Liftung von p(m)| Gal(Q/F) nach GL(Y) x GL(Y),
d.h. es gibt ein Diagramm



30 G. HARDER, R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

~

Gal(F/Q) —————— o

1 a

p() : Gal(Q/Q) ———— GO(E, q)

]

p(m)r : Gal(Q/F) —— SCO(E, q)

pl(ﬂ)m TH

GL(Y) x GL(Y)
wobei wir die zusdtzliche Forderung stellen kénnen, dafl
det p1(m)(0) = a""H(o)n(0),
det pa(m)(0) = ="} ()1 (o)
mit Galoischarakteren m, ' von endlicher Ordnung.

n+1

Beweis. Wir konnen die Galoisoperation auf dem Raum F mit « twisten. Dann

bekommen wir eine getwistete Form

q:ExE ﬁéz(iﬂ)v
wobei X der oben eingefiihrte Galoischarakter endlicher Ordnung ist. Wenn wir
die Operation p(7) nun auf eine offene Untergruppe Gal(Q/K) einschrénken, dann

landet das Bild in einer offenen Umgebung der 1 in der speziellen orthogonalen
Gruppe SO(F, g). Nun ist aber
IT: SL(Y) x SL(Y) — SO(E, §)

lokal ein Isomorphismus. Das heifit also, dal wir die Einschrankung von p(7) auf
Gal(Q/K) liften kénnen. Dann folgt die Behauptung fiir die Operation auf E aus dem
Satz von Tate tiber die Trivialitdt des Schurschen Multiplikators der Galoisgruppe
(siehe [30, §6]). Wenn wir wieder mit ="' zuriicktwisten, bekommen wir die
Behauptung des Lemmas.

Es gibt einige formale Informationen iiber die Darstellungen p; (), p2(7), die wir
hier zusammenstellen wollen.

4.4.2.

a) Die Darstellungen p; () und po(m) sind zunéchst durch die an sie gestellten
Bedingungen nicht eindeutig bestimmt. Wir konnen beide mit einem Paar
zueinander inverser Charaktere endlicher Ordnung twisten, d.h.

pr(m) = pr(m) @ v = pi (),
pa(m) = pa(m) @ vt = py(m)
und bekommen ein zweites Diagramm wie in 4.4.1. Das ist aber auch die
einzig mogliche Modifikation.
b) Der Multiplikator ist gleich Aop(m) = Xroa~2""2, wobei Y o0a~
Daraus folgt, da$ fiir 0 € Gal(Q/F):

Xr(o) a7 %(0) = a ' owy 0 Np/q(0) = det py(7)(0) - det pa(m) (o).

2n :wﬂ-|IQ.
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N
Dabei ist w0 Np,q der durch die Norm I SLTLN Iq und den Reziprozitéts-

isomorphismus induzierte (-adische Charakter auf Gal(Q/F), d.h. w, o
Np/q(0) = wr(o-00071), wenn 0 € Gal(Q/Q), 0|F # 1.

4.4.3. Wir schreiben fir g € SGO(E, q)

g~ g1 X gz,
falls II(g1 X g2) = g. Dann folgt durch einfache Rechnungen, daf fir unser Element
0
p(m)(6) = (1 x A) - ©,
wobei O der oben gewéahlte Vertreter ist (nach Konjugation). Dann ist
p(m)(0) ~ (A x A) ~ (p1(m)(0%) X pa(m)(6%) ).
Dann ist also
A= Cpi(m)(0%) = ¢ pa(m) (67).
Dadurch ist ¢ aber nur bis auf ein Vorzeichen festgelegt. Eine leichte Rechnung, die
auch die Wahl des Vorzeichens in der Definition von © erklart, zeigt

Spur p()(0) = Spur(A) = ¢ Spur p1 (7)(6?).
4.4.4. Die Gleichung
p(m)(056~") = p(m)(0”) = p(m)(8)p(m)(o)p(m)(6)
liefert uns fiir o € Gal(Q/F) die Gleichung
o1 (1)(6”) X pa(m)(0) ~ pa(m)(0) x Apy(m)(o) A",
Es gibt also einen Galoischarakter v auf Gal(Q/F) von endlicher Ordnung mit
pa(m)(0) = p1(m)(0”) - v(0),
pr(m)(0) = A7 pa(m)(0?)A - v(0) 7,
Wenn wir in diese Gleichung o = 6? einsetzen, bekommen wir
pa(m)(6) = p1(m)(6%) - v(0)*
und damit
A= 2v(0)p1(m)(0%) = £0(0) p2(m) (6%).

AuBerdem konnen wir noch die eine Gleichung in die andere einsetzen und erhalten
eine Bedingung an v, namlich
v(a?) = v(0).

Wenn wir dies iiber den Reziprozitdtsisomorphismus auf der Ideleklassengruppe
interpretieren und ausnutzen, daf die Elemente der Form z/z% gerade die Elemente
der Norm 1 sind, so folgt, dafl wir schreiben kénnen

v=n-1’
und wenn pj = p; ®1, py = p1 ® ", dann bekommen wir
p1(m)(0) x p2(m)(a) ~ pi(m)(0) x ph(7)(0)
und
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4.4.5. Wir wollen jetzt umgekehrt von einer Darstellung

p1: Gal(Q/F) — GL(Y)
ausgehen und setzen

p2(0) = p1(”).
Dann bekommen wir mit dem Ansatz
p(p1, A)(o) =10+ (p1(0) X p2())

und

p(p1, A)(0) = (1 x A)-©
eine Darstellung p(p1, A) von Gal(Q/Q) in GO(E, q), so dafi wir ein Diagramm

wie in 4.4.1 erhalten. Dabei kénnen wir A = 4p;(6?) wihlen, d.h. wir haben zwei
Moglichkeiten, die Fortsetzung p zu konstruieren. Nun haben wir zwei Félle:

1. Es ist fiir jede Wahl von 6
Spur (p1 (92)) =0.

Dann liefern beide Fortsetzungen dquivalente Darstellungen.
2. Es gibt ein § mit Spur(p1(6?)) # 0, dann haben wir eine privilegierte
Fortsetzung ndmlich diejenige mit

Spur p((p1, A)(6)) = Spur(A) = Spur py (62).
Dann gilt in beiden Féllen

Spur p((p1, A)(0)) = Spur(A) = Spur py(6?).

4.5. Wir kommen nun zu den weniger formalen Aspekten der vorliegenden Situation.
Es ist eine allgemein akzeptierte Vermutung, dafl es zu einer beliebigen cuspidalen
Form 7 € Cohg(p) eine A-adische Darstellung

7(m) : Gal(Q/F) — GL2(Qy)
gibt, so daf fiir fast alle Primstellen von F' gilt

Ly (5.7(0) = L (5 5.

wobei rechts die gewthnliche L-Funktion zu der automorphen Form 7 steht (d.h. die
zur natiirlichen Darstellung der L-Gruppe GL2(C) von GLy/F gehorige L-Funktion).
Es scheint ein sehr schwieriges und wichtiges Problem zu sein, die Existenz von ()
nachzuweisen. Natiirlich zielt die in 4.4 durchgefithrte Konstruktion in diese Richtung,
aber sie ist viel zu formal, um einen entscheidenden Schritt darzustellen. Wir erwarten
durchaus, dafl 7(7) bis auf einen Twist gleich einer der beiden Darstellungen p; ()
oder po(m) ist. Die Existenz von 7(7) wiirde den ganzen vorliegenden Abschnitt
wesentlich vereinfachen.
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4.5.1. Wir konnen die Darstellung von GO(FE, q) auf der zweiten dufleren Potenz
A?E von E betrachten. Dann zerfillt bekanntlich A?E in zwei dreidimensionale
Vektorraume

NE=Y' oY/,
und wir erhalten ein Diagramm

SGO(E, q) —2— GL(Y") x GL(Y")

o5

GL(Y) x GL(Y)
Dabei ist ¥ die folgende Darstellung. Wir betrachten wieder die natiirliche dreidi-
mensionale Darstellung

ro : GL(Y) — GL3(Q,)

auf dem Raum der symmetrischen 2-Tensoren. Dann kann Y’ mit diesem Raum der
symmetrischen 2-Tensoren identifiziert werden, und es ist fir (g1, ¢92) € GL(Y) x
GL(Y)

U(g1,92) = (r2(91) det(ga), 72(g2) det(g1))-
Wir setzen

U o (pi(m) x pa(m)) = pi(m) x pa(m) = A2p(m).
Wie in §3 kénnen wir die Darstellung 7o auch als Darstellung der L-Gruppe
GL2(C) x Gal(Q/F)

von GLy/F interpretieren und die dieser Darstellung 7o zugehorige L-Funktion
L(s,m,r2) studieren. Dies ist die gleiche L-Funktion wie die in der Einleitung zu
[12], wenn man dort einen geeigneten Charakter y wéhlt. Jetzt gilt

4.5.2 Hilfssatz. Es sei m € Cohg(p) und n’ = 7% die konjugierte Form. Dann ist
fiir fast alle Stellen v von F

Ly(s — 2,713 - wr) - Ly(s — 2,7, 73 - wr) = Ly (s, p1(m)) - Ly (s, pa(m)).

Beweis. Wenn u € SGO(FE, q) ein halbeinfaches Element ist, so liegt u in einem
maximalen Torus T, der durch eine Basis ey, es, f1, fo von E definiert ist, wobei

qler, f1) = qlea, f2) =1

und alle anderen Skalarprodukte verschwinden. Dann ist

ue; = &ieq,  ufi =nifi,
wobei &1 = &n2 = A(u) und A der Multiplikator ist. Dann sind die beiden
Eigenwerttripel von A?(u) auf A’E

(E1m2,&m1,§2m)  und (6162, 611, 1m1m2).

(Das Produkt der dufleren Eigenwerte mufl das Quadrat des mittleren sein.)

Ist nun v eine Stelle von F', an der F, m und 5, (7), po(7) unverzweigt sind,
dann ist der halbeinfache Anteil von p(7)(®;!) in 2.4 beschrieben. Falls v = p mit
pp’ = pO, dann ist dieser halbeinfache Anteil

QpQrpy 0
Bty
o By

0 ﬁpﬁp/
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Es ist
A(p(m)(@,1)) = 1 wr(@p) - wnly) = w0 Niyq () = p* - apByay By
und dann folgt: die Eigenwerte in den beiden GLg-Faktoren sind
P2 : (agap’ﬂp’a ap By By, 5§ap’ﬂp’)
und
p2 ) (aglapﬂpa apﬂpap’ﬂp’aﬂglapﬂp)
Das beweist den Hilfssatz fiir zerfallende Primstellen. Fiir die trdgen Primstellen 33
kann man ganz entsprechend argumentieren, wobei man beriicksichtigen muf}, dafl
<I>127 = Og.
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Bemerkung. Wir wissen nicht, ob p1(7) und p2(m) kompatible ¢-adische Systeme
sind.

Wir wollen den Hilfssatz 4.5.2 noch ein wenig modifizieren. Wenn wir die Dar-
stellungen p;(7) und pa(7) mit dem Galoischarakter

a? - (wy 0 NF/Q)*1

twisten, dann erhalten wir zwei Darstellungen p3 (), p3(7), die wir auch aus dem
Diagramm

GL(Y) GL3(Q,)
~.
PGL(Y)
gewinnen. Die Eigenwerttripel sind dann
(ap/Bp, 1, Bp/ap) und  (ap /By, 1, By [vyr).

Auf der linken Seite von 4.5.2 kénnen wir dieselbe Konstruktion mit der L-Gruppe
ausfiihren, wir erhalten

GL2(C) 2 GL3(C)

PGL,(C)

und dann wird 4.5.2 dquivalent zu
(4.5.2') Ly(s,m,T2) - Ly(s, 7', T2) = Ly(s, pi(m)) - Ly (s, p3(7)).
An dieser Stelle mochten wir bemerken, daf3

L,(s,m,T2) = La(s,0,1)

in der Notation von [12], Einleitung. Der dort auftretende Charakter y ist hier also
1.
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4.5.3. Die folgenden Betrachtungen dienen dazu, das Reduzibilitdtsverhalten der
Darstellungen p;(7) und pa(7) zu verstehen und auch die Falle aufzulisten, in denen
wir zeigen konnen, dafl 7(7) existiert.

Wir werden es mit zwei verschiedenen Féllen zu tun haben. Wir sagen, dafl eine
Kohomologieklasse m € Cohg(p) vom CM-Typ ist, falls es einen Galoischarakter
n:Ip/F* —>QZ gibt, mit 7 # 1 und 7 ~ 7 @ n. Nach [21] ist dann 7* = 1 und zu
71 gehort eine quadratische Erweiterung L/F, und es gibt einen Heckecharakter

0:1,/L = Q,,
so dafl m = () ist. Die Darstellung 7 liegt in der diskreten Serie; das impliziert, dafl
L/F eine total imaginire quadratische Erweiterung des quadratischen Korpers F'/Q
ist. Wenn wir iiber den beiden Einbettungen von F' nach R jeweils eine Einbettung

7, 7" : L — C fixieren, so wird fiir die beiden komplexen Stellen, die durch 7, 7’
induziert sind, der Typ von £ durch

Q' (2,2,1) = (2 M () T
gegeben, wobei m = (dimV),)/2 und n unsere frither definierte Zahl n ist. (Siehe
2.4). Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir

4.5.4 Satz.
a) Fir m € Coho(p) sind die Darstellungen p1(m) und p2(m) stets irreduzibel.
b) Wenn m € Cohg(u) nicht vom CM-Typ ist, dann bleiben pi(m) und pa(r)

irreduzibel, wenn man sie auf eine beliebig kleine offene Untergruppe U =
Gal(Q/M) C Gal(Q/F) einschrinkt.

Beweis. Wir iibertragen die Methoden von Serre [29] und Ribet [28] auf unsere
Situation. Wenn p;(7) (und somit auch ps(m)) reduzibel ist, dann faktorisiert pq ()
iiber eine Boreluntergruppe in GL(Y), d.h.

~ [xa(o) *
Pl(ﬂ')(‘j)< 0 X2(0)>

mit zwei A-adischen Charakteren yi, x2. Nach [29] 111, 3.1] gibt es Heckecharaktere
X1, X2 auf Ir/F, die auf den endlichen Idelen I s mit x; und x {ibereinstimmen.
Da F total reell ist, gilt weiter
Xi = O i
mit einem Charakter endlicher Ordnung p;. Nun ist nach 4.4.1 stets
(o) = a1 (o) (o),
und aus der Weilvermutung folgt sofort v1 = v,. Es ist also v1 = vy = 7"2’1 und

das heifit, dafl schon mal n + 1 gerade sein mufl. Wenn wir die entsprechenden
Charaktere fiir po(7) mit X, x4 bezeichnen, so liefert (4.5.2')

L(s,m,T2) - L(s, 7', T2) ~ L(s,x1/x2) - L(s,1) - L(s,X2/X1)
Die Funktion rechts hat bei s = 1 einen Pol mindestens zweiter Ordnung, weil die
iibrigen auftretenden Charaktere endliche Ordnung haben. Die Funktion auf der

linken Seite hat gar keine Pole, wenn 7 nicht vom CM-Typ ist (Theorem 9.3 in
[12]). Wenn 7 vom CM-Typ ist, dann ist die Funktion auf der linken Seite bei s =1
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holomorph, das folgt aus den obigen Bemerkungen und der Bemerkung 9.9 in [12].
(Das dortige Q€ " ist kein Dirichletcharakter.)

Wir kommen zum Beweis von b). Sei also 7 € Cohg(u) und py (7) und po () seien
auf einer geniigend kleinen offenen Untergruppe U C Gal(Q/F) reduzibel. Es gibt
zwei Moglichkeiten:

1. Die Operation p;(7)|U wird skalar, wenn U geniigend klein ist.
2. Die Operation p; () ist auf geniigend kleinen offenen Untergruppe U eine
direkte Summe zweier verschiedener Charaktere.

(Wenn sie nicht zerfiele, erhalten wir einen Widerspruch zu a).)

Im ersten Fall sind pj (7) und p3(7) endliche Galoisdarstellungen. Wir kénnen jetzt
genau die gleichen Argumente bringen wie in [28] §4]. Den beiden Galoisdarstellungen
pi(m), p5(m) werden Artinsche L-Funktionen zugeordnet und das Produkt dieser
Artinschen L-Funktionen ist dann bis auf eine endliche Menge von Eulerfaktoren
gleich

L(S, 7'(',?2) . L(S, ’/T’,?Q).
Die Eulerfaktoren an den unendlichen Stellen stimmen dann gerade nicht iiberein.
Wendet man nun auf beide Produkte von L-Funktionen die Funktionalgleichung
an und benutzt man , dann erhélt man eine endliche Relation zwischen
Eulerfaktoren, von der man durch Betrachtung der Pole zeigt, daf} sie nicht gelten
kann. Da dieses Argument wenig iiberzeugend ist, wenn man nicht alles genau
durchrechnet, wollen wir das hier auch noch tun.

Wir schauen uns zunéchst noch mal p;(7) und po(7) an. Wenn wir auf eine
geniigend kleine offene Untergruppe U = Gal(Q/M) C Gal(Q/F) einschrinken,

dann wird fir c € U
_[(x(e) O
pi(m)(o) = ( 0 X(U)>

mit einem Galoischarakter y. Nun ist
det pi1 (7)(0) = 0" (0)
fiir o € U (siehe 4.4.1). Wir wissen, daf fiir jede Stelle p von F' vom Grad 1 gilt

Pl(ﬂ)(‘ppl)(%p ;p)#n oder (ag/ ﬁi/)ﬂ’p

mit einer Einheitswurzel . Dann ist also fiir geniigend grofies N

_ N(n+t1)
prmy(@sNy = (X@N 0 et 0 fpTEE 0
: 0 @) T\ o gy 0 ph

Es gilt also, daf3
n+t nt1

ap=p"F G, By =pF G
mit Einheitswurzeln (1, (p,2. Nun sind die Spuren «; + 8, in einem festen durch
die automorphe Form 7 € Cohg(p) bestimmten Zahlkorper enthalten. Die Grade
der Einheitswurzeln sind, wie man leicht sieht, beschrinkt, also sind alle Zahlen
p% in diesem festen Zahlkorper. Hier durchlauft p alle Zahlen, die in F' zerfallen;
das ist nur moglich, wenn n + 1 gerade ist.
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Wir benétigen noch eine kleine Information iiber n, die bislang noch keine Rolle
gespielt hat. Unsere rationale Darstellung

p: Rpjq(GLe/F) — GL(V,,)

wird nach Erweiterung der Konstanten ein Tensorprodukt von zwei zueinander
isomorphen rationalen Darstellungen von GLs. Ist m die Dimension dieser Darstel-
lungen, d.h. m? = dimV,, dann ist n =m + 1 mod 2.

Wenn wir F in R einbetten, F - R, so erhalten wir Gal(C/R) — Gal(Q/F);
ist ¢ die komplexe Konjugation in Gal(C/R), dann folgt

-1 0 0 1 0
pi(m)(c) ~ 0 1 0| oder 1
0 0 -1 0 1

Aus den Uberlegungen in 4.4.2 folgt, dafl p1(7)(c) ~ p2(7)(c). Dann ist der Euler-
faktor der Artinschen L-Reihen an der der Einbettung ¢ entsprechenden Stelle (bis
auf Potenzen von )

1 1 1
r(2).p(l) p( ) Cr) (2
2 2 2 2
im ersten Fall und
"(5)
2
im zweiten Fall.
Nach Gelbart-Jacquet [12, 6.5.11, ¢], ist der Eulerfaktor fiir die L-Funktion zu 7

und 75 an einer unendlichen Stelle gleich

F<s+1) (s +m),

2

wobei m die oben erwdhnte Dimension ist. Schreibt man beide Produkte von je zwei
L-Funktionen in der Form

L(s,m,T2) - L(s,7',Ta) = Loo(s, ) - Ly (s, ),
L5 (7)) - Lo p3(m) = Lha (1) - Ly (5,5° (),

so stimmen nach 4.5.2 fast alle Eulerfaktoren in den endlichen Anteilen iiberein.
Dann liefern die Funktionalgleichungen

Loo(s,m) ) L,(1—s,m) C. A5 endliches Produkt von Eulerfaktoren
Loo(1—s,7) L. (s,7) an endlichen Stellen.
Man mufl nun die moglichen Félle durchgehen, sieht aber sehr leicht, daffl man auf
der linken Seite eine unendliche Serie von Polen mit beliebig kleinem (geradzahligen)
Realteil hat, wenn ein Faktor F(%) auftaucht. Das kann rechts nicht passieren.
Der einzig interessante Fall ist also, daf§ alle Eulerfaktoren oben von der Form

I'(s) - I'(2%!) sind. Dann steht auf der linken Seite
s+112 _sn\2
() T(s+m)*  T(%52)
[(2332)"-Tm+1-5?2  T(H)
Dieser Ausdruck hat Nullstellen bei

s=-m+1,...,0

T(1—s)? T(s+m)? T(1-s)?
. T(s)2 T(m+1—s)2-T(s)2
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und Pole bei
s=1,...,m.
Auf der rechten Seite steht ein endliches Produkt von Faktoren der Form
(1—=~yNp~)™' oder (1 —~-Np*~1)~L

Es ist unmoglich, dafl ein solches Produkt der linken Seite, die nicht konstant ist,
gleicht.

Damit ist der Fall erledigt, dal p; (7) auf einer kleinen offenen Untergruppe von
Gal(Q/F) skalar operiert. Er kommt nicht vor.

Wenn nun pq(7) auf einer offenen Untergruppe U, die wir uns als normale
Untergruppe vorstellen konnen, zerféllt, d.h.

0
pr(m)|, = <>f)1 X2) X1 # X2,

dann folgt sofort, daf8 die Eigenriume unter einer Untergruppe Gal(Q/M) mit einer
quadratischen Erweiterung M/F invariant sind, die Charaktere setzen sich also fort.
Wir nennen die fortgesetzten Charaktere wieder x1, x2 und bekommen
Gal(Q/F
pl (ﬂ-) = IndGilEQ;M)) X1-
Wir benutzen jetzt Henniart’s Verallgemeinerung des Satzes von Serre ([15]) und
interpretieren x1, x2 als GroBencharaktere vom Typ Ag auf I,/M*. Dann ist

. Gal(Q/F =
pi(m) = IndG;ﬂ%;M)) X1/X2 © Qg -,

wobei 1y der zu M/F gehorige quadratische Charakter ist. Also bekommen wir aus
, daB bis auf uninteressante Faktoren
L(Sv W’FQ) ’ L(S’ TH,F?) ~ LM(Sa Xl/XQ) : LF(sa 77M) ’ LM/(Sa Xll/X/2) : LF(Sv 77M’)-

Dabei sind M'/F, x}, x5 die zu p}(7) gehorigen entsprechenden Daten. Wir bemer-
ken nun, dafl wir die Form 7 und «’ nach M liften konnen und dafl wir entsprechend
p1(m) und pa(7) auf Gal(Q/M) einschriinken kénnen. Dann bleibt die obige Relation
zwischen den gelifteten L-Funktionen erhalten. Die rechte Seite bekommt aber einen
Pol bei s = 1. Also ist die linke Seite nicht holomorph bei s = 1. Das ist nach [12],
Theorem 9.3 und Remark 9.9 nur mdoglich, wenn eine der beiden Liftungen nicht
cuspidal ist. Also ist eine der beiden Liftungen nach M eine Eisensteinreihe und es
folgt aus [24, S. 21], da8 = und 7’ vom CM-Typ sind. Damit ist Satz 4.5.4 beweisen.

4.5.5 Korollar. Die Darstellung p(m) ist halbeinfach.

Beweis. Wére p(m) nicht halbeinfach, dann miifite der Zariskiabschluff von

p(m) (Gal@/F))

in einer parabolischen Untergruppe enthalten sein. Das wére dann auch fir die
Bilder von Gal(Q/F) unter p;(7) und p2(m) der Fall. Dann wéren p; () und po(m)
aber reduzibel.

4.5.6 Satz. Wenn die Darstellung () existiert, dann ist die Darstellung p(m) zu
der aus T(m) gewonnenen Darstellung p(7(r), A) mit A = 7(n)(6%) (siehe 4.4.5)
dquivalent. D.h. mit anderen Worten, wir konnen pi(w) = 7(m) wdhlen.
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Beweis. Wir schliefen wie im Beweis von 4.5.4, daf3 7(7) irreduzibel ist, wobei sich
das Argument vereinfacht, weil jetzt die L-Funktion von 7(w) direkt mit der L-
Funktion von 7 zusammenhéngt [28, Theorem 2.3]. Daraus folgt, dafl die Darstellung
p(7(7), A) halbeinfach ist. Dann haben nach 4.4.5 und Satz 2.4 p(7) und p(7(7), A)
fiir jeden Frobenius die gleiche Spur, denn fiir trége p ist fIDIZ) = ®g. Nach [29, 2.2]
folgt die Behauptung.

4.5.7 Satz. Ist m € Coho(u), so existiert T(m) in der folgenden Féllen:
a) m ist eine Liftung einer Form Tr%,
b) 7 ist vom CM-Typ.

Ferner gilt: Wenn 7(r) existiert und wenn v' : Ip/F* — Q, ein Charakter von
der Form oFv mit einem Charakter U endlicher Ordnung ist, dann existiert 7(T @v').

Beweis. Das ist eigentlich alles ziemlich klar. Im Fall a) weifl man, daf Tl'% in der
diskreten Serie liegen muf. Also existiert T(?T%) nach der klassischen Eichler-Shimura
Theorie (siehe z.B. [22]). Dann ist 7(7) einfach die Einschrénkung von 7(7) auf
Gal(Q/F).

b) Wenn 7 vom CM-Typ ist, dann haben wir die Darstellung 7 in 4.5.3 beschrieben.
Sie ist von der Form 7 (Q), wobei Q : I, /M* — ng ein Groflencharakter vom Typ
Ag auf der Ideleklassengruppe der total imaginiren quadratischen Erweiterung M/F
ist. Dem GroBencharakter entspricht ein A-adischer Charakter 2 : Gal(Q/M) — QZ )

und wir wéahlen

Gal(Q
T(m) = 7(7(Q)) = IndGZI%ZI\% Q.

Der Zusatz ist ganz trivial.
Wir gehen nun zum Angriff auf den Satz 4.1 iber. Wir beschrédnken uns auf den
Fall w = 1. Zunéchst tberlegen wir uns

4.5.8 Hilfssatz. Es ist t(m) = t(m,1) = 0 oder 1. Wenn t(w) = 1, dann gibt es
einen Charakter endlicher Ordnung v' auf Ip/F* und eine cuspidale Form 71'% auf

GL2(Aq), so daf
T~ (g x F)ov' ™
und so dafs

wr =0 "Gy =a"" - (V)L
Beweis. Wir gehen von der in 4.4 beschriebenen Realisierung der Darstellung p()
aus. Wenn ¢(7) # 0, dann gibt es ein 0 # ¢ € End(Y), so da$ fiir alle o € Gal(Q/F)
gilt
(45.8.1) p1()(@)9 Tp1(m)(0”) = =" (o)
Es ist klar, dafl der Kern des Endomorphismus ¢ unter der Operation von p;(m)
invariant sein muf, also ist ¢ invertierbar. Dann folgt (siehe 4.3)

(158.2) 6 p1()(0)6 = pr (m)(0°) det py () (0°) - a1 (0).
Die Irreduzibilitdt von pq(7) impliziert sofort, daf #(7) = 1 sein mufl.
Nun ist q(¢, ¢) = Spur(¢ Tp) = 2det(¢) # 0, und es gilt fiir alle o € Gal(Q/Q)

o' 2(0)g(6,8) = a(p(r)(0)6, p(m)(0)0) = M(m(0)) (6. 6).

Das liefert uns nach 4.2, da die Einschrinkung von w, auf Iq gleich 2" ist.
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n

Wenn wir also w, = o~ " - W, setzen, dann ist

(4.5.8.3) G|l = 1.
Wir wollen zeigen, dafl
(4.5.8.4) =71 ~reo;l.

Um dies zu sehen, wenden wir den starken Satz von der Multiplizitdt 1 an und
zeigen, daf fiir fast alle Stellen v von F' gilt
6

v =

-1

/ ~
Uy Ty ~ Ty @ Wy .

Wir schrianken uns auf diejenigen Stellen ein, an denen m,, 7, und F/Q unver-
zweigt sind. Ist v = P eine trage Stelle, so ist die Behauptung ganz trivial. Es
ist 7/, ~ m, und W, (p) = 1 nach (4.5.8.3). An einer zerfallenden Stelle v = p mit
pp’ = (p) sei mp ~ (e, Bp) und Ty = 7(ay, Byr). Dann ist nach 2.4

apap/ 0
— (&% ﬂ ’
(P 1 ~ . p~p
p(m)( p )~ p Bpap/

0 Bp By

Weil £(mr) = 1 ist, muf} einer der Eigenwerte gleich p"™! sein, also etwa apay, = p".
Sind wy, wy lokale Parameter bei p, p’, dann ist By = wr(wy), o By = wa(wpr)
und daher ist, nochmals wegen (4.5.8.3)),
ap By By = ww(wp) “Wr(@y) =wx(p) =p
Dann ist also auch 8,8, = p™. Also

2n

T =7 (r, Bpr) ~ m(p™ay L p" B,
~ W(ﬁppnww(wp)_l7 appnww(wp)_l) ~ (B, o) @ Wyt

Damit ist (4.5.8.4]) bewiesen.

Wir argumentieren nun wie in Abschnitt 3. Weil w,|Iq = 1, kénnen wir einen
Galoischarakter v/ : Ip/F* — Q, finden mit

= ()7

und dann ist

0

(rev) ~re

und somit
T~ (7‘(‘% x F) @
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Ist nun 7 € Cohg(u) von der Form
T~ (7‘(‘% x F) @
dann gilt w, = Wro © Npjq -V ~2. Man kann dann leicht zeigen, daf die Relation

(+) wit=v ()

genau dann gilt, wenn, mit v gleich der Restriktion von v/ auf Iq/Q*, gilt

n

() Wrg =a~" v mit n=1 oder e.
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Um den Beweis von Satz 4.1 zu vollenden, miissen wir zeigen, daf fiir eine Form
7 € Cohg(p) von der Gestalt m ~ (77% x F)®@v/ ™", fiir die auch noch (oder ()
erfillt ist, gilt
tm)=1 <= n=¢
(siehe Definition 2.7).

Wir konnen nach 4.5.7 und 4.5.6 ansetzen

7(m) = (7 Q) -V,

wobei T(’/T%) r die Einschrédnkung von T(?TOQ) auf Gal(Q/F) ist. Wir schreiben im
folgenden 7o () = T(’]T%). Dann ist fiir ¢ € End(Y) und o € Gal(Q/F)

pm)(@)6 =V (o) (07) - 7o(m)(0) - Tro(m) (o).
Ist also p(m)(0)¢ = a " (0)¢ fiir alle ¢ € Gal(Q/Q), so gilt insbesondere fiir
o € Gal(Q/F)

o™ o) o =" o)/ (o )m(m)() - ¢ Tro(m) (o)
oder

& 70(m)(07) = o™ (o) (@) (0") - det mo(m)(0°) - 7o(m)(0) - 6.
Nun ist det 79(7)(0?) = det 7o(7) (o) (weil 79(7) auf Gal(Q/Q) definiert ist) und

daher
det 7o(7)(6?) = a1 (0) - wyo (0).

Q

Die Relation impliziert also, dafl

" (a) (v (0) - (o))
fir alle 0 € Gal(Q/F). Also ist die Bedingung p(7)(c)¢ = a " 1(0)¢ fiir o €
Gal(Q/F) mit

70(m)(0%) = 10(m)(0) - T0(m)(0) - 7o (M) (0) T = ¢7 - () (0) - &

dquivalent. Da 7(m) irreduzibel ist, folgt daraus, daf} bis auf einen von Null verschie-
denen Faktor gilt

' det (7)) (0?) =1

To(m)(0) " = ¢.
Wenn wir umgekehrt ¢ = 7(7)(6)~! wihlen, dann gilt fiir alle o € Gal(Q/F),
da8 p(m)(0)$p = a~""1(0)¢. Dann ist aber auch klar, daf

p(m)(0)¢ = £a™"71(0) - ¢.
Wir miissen zeigen, dafl genau dann das positive Vorzeichen vorliegt, wenn 1 = €
ist. Es ist nach 4.5.6

p(m)(0) (ro(m) () 1) = =T (ro(m)(©) ") - Trol(m)(6) - v/ (6%) "
= =7 (7o(m)(6) - ro(m)(6) 1) - ' (6%) "
= —1o(m)(071) - det To(m)(0) - v/ (8%) L.
Nun ist 62 € Gal(Q/F) und in dem Diagramm
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IF/FW>< — IQ/C}><

| |

Gal(Q/F)™ +—— Gal(Q/Q)™

ist die Klasse von 62 in Gal(Q/F)?" gerade das Bild der Klasse 6 € Gal(Q/Q)?".
Wenn wir also die Restriktion v von v auf Iq/Q* als Galoischarakter lesen, dann
ist /(6%) = v(0). Damit ist dann gezeigt, dafl #(7) = 1 genau dann, wenn in
der Faktor n = € ist.

Jetzt haben wir den Satz 4.1 bewiesen und damit den Beweis der entscheidenden
Aussagen von §2, die die # € Cohg(p) betrafen, auf den Beweis von Satz 2.4
zuriickgefiihrt.

4.6. Wir haben noch 2.10 und 2.11 zu diskutieren. Wegen Lemma 3.7 lauft das
darauf hinaus, 2.10 zu beweisen.

Wir betrachten eine Komponente von Sk, die dann iiber einer abelschen Erwei-
terung von Q definiert ist und die als komplexe Mannigfaltigkeit von der Form

I\$H x 9

ist. Darauf kénnen wir holomorphe Modulformen f(z1,2z2) des Gewichtes (k1, k2)
betrachten

az1+b a'zg+ b

(czl +d g+ d

Diese Modulformen kénnen als Schnitte in einem holomorphen Linienbiindel
L(ky, ko) = L' @ L%

auf T'\$ x § betrachtet werden. Diese Linienbiindel sind aber auch algebraische
Biindel, weil man bekanntlich mit Hilfe der obigen Modulformen die algebraische
Struktur definiert. Es ist dann ferner klar, daf§ die Chernklassen von L; und Lo
durch die invarianten Formen

) = f(z1,22) - (cz1 + ) - (20 + d)*=2.

. dz1 dzy . dzo dZo

yi Y5
reprasentiert werden und damit folgt, dafl iiber C alle Klassen m € Coh.(1) Zyklen
entsprechen. Der Rest ist dann ganz trivial.

w1 w2

4.7. Zum Schluf} dieses Abschnittes wollen wir noch kurz das Erreichte bewerten
und insbesondere einige Probleme diskutieren, die wir offen gelassen haben. Dabei
wollen wir 2.4 als schon bewiesen ansehen. Wir haben gesehen, da8 fiir 7 € Cohg(1)
alle Tateklassen iiber einer abelschen Erweiterung durch Zykeln gegeben sind, und
zwar durch die Hirzebruch-Zagier-Zykeln.

Wenn nun 7 € Cohg(1l), dann kénnen wir uns fragen, ob diese Klasse tiber
nichtabelschen Erweiterungen Zyklen zuldfit. D.h. wir zerlegen wie in §2

H*(Sk xq Q)(ms) = W(ny) = XP(xy)
und fragen, ob es eine endliche Erweiterung L/Q gibt, so daf§

p(m)(0)¢ = a=(o)¢
Yoo

L @) 2
t(m, L) = d1m{§ € X (my) fiir alle o € Gal(Q/L
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Aus 4.5.4 folgt nun, daB fiir 7 € Cohgy(1), die nicht vom CM-Typ sind, dann héchstens
(fiir beliebig grofle L) gelten kann

t(m,L) =1,

und dann ist klar, dal diese Tateklassen schon iiber einer abelschen Erweiterung
von Q existieren. In diesem Fall ist unsere Antwort also vollstandig.

Nun sei m € Cohg(1) vom CM-Typ. Wir haben schon gesehen (siche 4.5.3), dafl
es dann eine imaginir quadratische Erweiterung L/F gibt, so dafi 7 = 7(£2) mit
einem Groflencharakter © vom Typ Ag auf Ip,/L*. Wir wollen die Situation noch
etwas genauer beschreiben:

Wir haben zwei Einbettungen 4, ¢’ : F — R, wir fixieren 7, 7" : L — C mit 7|F = ¢
und 7'|F = ¢'. Da 7 € Cohy(1) ist, ist die Darstellung in beiden Komponenten die
erste Darstellung der diskreten Reihe, und dann folgt fiir die Komponente 2., auf
I, o = L; x L, dafl ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit

Qoo(2,2') = 22,
Jetzt wissen wir aus 4.5.7 und 4.5.6, dafl wir

p1(m) =7(7) =7 (7(Q)) = Indgj%;g Q
withlen konnen, wobei jetzt Q als A-adischer Grofencharakter auf Gal(Q/L) inter-
pretiert wird.
Wir withlen wieder einen Automorphismus 6 € Gal(Q/Q), der auf F//Q nicht die
Identitat ist. Dieser Automorphismus konjugiert den Korper L in eine quadratische
Erweiterung L?/F. Wir haben damit

L' —=cC
F2"LF—2R
Q—Q
wieder zwei Einbettungen 706~ = 7% und 7% Wir kénnen jetzt natiirlich den
GroBencharakter QF auf 16 /(LY)* als Q 0 ! definieren und haben dann
Q) =7% =7/

in der fritheren Notation, und es ist
T(TI‘(Q))(G‘Q) = T(W(Qe)) (o).

Es ist klar, daB die Darstellung p(7) nach Einschrinkung auf Gal(Q/L - L?) eine
Summe von 4 Gréfencharakteren vom Typ Ag auf L - LY wird. Diese Charaktere
sind die Produkte der Einschrénkungen

a0, oo, a0, oo’
dabei notieren wir mit ~ die komplexen Konjugationen auf L und L?. Man sieht
nun sehr leicht, daB keiner dieser vier GréBencharaktere auf LLY im Unendlichen
vom Typ a~! sein kann, wenn L # LY. In diesem Fall bekommen wir also keine

Tateklassen iiber irgendeiner Erweiterung von Q. Fiir unsere Zwecke ist also nur
der Fall L = L? von Interesse.

)
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Nun gibt es zwei mogliche Félle. Entweder ist L/Q zyklisch vom Grad 4 oder
L/Q ist biquadratisch. Eine einfache Analyse der Typen der Charaktere zeigt, dafl
im zyklischen Fall keiner der vier oben aufgelisteten Charaktere vom Typ o~ ! ist,
also haben wir auch in diesem Fall keine Tateklassen.

Es bleibt also der Fall, dafi L/Q biquadratisch ist. Dann haben wir ein Diagramm

L
Lo Iy F,
Q
wobei Ly, Ly imaginir quadratisch iiber Q sind und wobei 0| Ly = Id sei. Wir nehmen

eine weitere Normalisierung vor, indem wir eine Einbettung 7 : Ly — C fixieren
und annehmen, dal 7 und 7’ die durch 7, i’ : F' — R induzierten Erweiterungen von

7o auf L sind. Dann sind die Groencharaktere 00 und 00° aus den obigen vier
Charakteren diejenigen vom Typ a~!. Wie schon oben gesagt wurde, zerfillt p(m)

iiber L in 4 ein-dimensionale Darstellungen, und die beiden Eigenrdume zu QQ
und QY spannen einen zweidimensionalen unter p(7) invarianten Teilraum X ()
von X (my) auf.

Es ist klar, daf§ als Galoismodul

Xi(my) Indgjﬁ%;g)) aly,

wobei x ein Charakter endlicher Ordnung auf Gal(Q/L; ) ist. Uber der x entsprechen-
den Erweiterung Lq(x) von Ly besteht X, (7 ;) aus Tateklassen. Diese Erweiterung ist
genau dann abelsch iiber Q, wenn x = x?, denn 6 induziert auch den nichttrivialen
Automorphismus von L;/Q.

Man kann nun leicht ein Beispiel konstruieren, bei dem x # x? ist; dafiir geniigt
schon, daf

00’ £00° auf Gal(Q/L)

ist. Wenn man nun auf Ly/Q einen Groflencharakter Qg vom Typ z wéhlt, dann ist
der allgemeine Charakter €2 von der Form

Q=QooNp/r, 1
mit einem Dirichletcharakter p, und dann haben wir g so zu wahlen, dafl
it # il
DaB es solche Charaktere p geben muf; sieht man leicht, wenn man sich die Operation
von Gal(L/Q) auf der Galoisgruppe Gal(Q/L)?" ansieht.

Damit haben wir gesehen, dafl es auf einer Hilbertschen Modulfléche in der ¢-
adischen Kohomologie Tateklassen geben kann, die nicht durch unsere Konstruktion
von Zykeln erfafit werden, die also nicht von Hirzebruch-Zagier-Zykeln herkommen.

In seiner Arbeit [26] zeigt Oda, dafl man die Existenz dieser Zykeln unter gewissen
Bedingungen aus der Giiltigkeit der Hodge-Vermutung ableiten kann. Er zeigt dies,
indem er Relationen zwischen speziellen Werten von L-Funktionen benutzt, um
Relationen zwischen transzendenten Periodenintegralen herzustellen, die dann fiir
gewisse Klassen in H''! die Rationalitéit implizieren. Es ist anzunehmen, daf8 dieser
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Ansatz allgemein funktioniert, und wir hoffen, diesen Punkt bei einer spéiteren
Gelegenheit zu behandeln.

Es sei an dieser Stelle eine vergleichende Bemerkung zu der Arbeit von Oda [26]
erlaubt, der ja die gleiche Fragestellung behandelt. Man kann sagen, dafl Oda die
Hodge-Realisierung des zu Grunde liegenden Motivs studiert, wihrend wir die /-
adische Realisierung betrachten. Er ist erfolgreicher in der Konstruktion von Zykeln,
weil ein Hodge-Zykel algebraisch ist und daher zunéchst fiir eine Kohomologieklasse
Hodge-Klasse zu sein mehr aussagt, als Tate-Klasse zu sein. Wir sind erfolgreicher,
wenn es darum geht, die Existenz von Zykeln auszuschlieflen, weil es fiir Oda schwer
ist, nachzuweisen, daf} eine Klasse nicht rational ist.

4.8. Wir wollen noch einige Bemerkungen zur Tate-Vermutung und Picardzahl
fiir Hilbertsche Modulfléchen zur vollen Hilbertschen Modulgruppe machen. Diese
Frage wird auch schon von Oda in seinem Buch am Ende diskutiert und zum Teil
beantwortet ([26, §18, Theorem C und Korollar]).

In der Gruppe GL2(Af(F)) der endlichen Adele betrachten wir die maximal
kompakte Untergruppe

Ko =[] GL2(0y)
P

und studieren die Modulfliche Sk, /Q fiir die

Sko(C) = GLo(F)\GLy (A(F)) /Koo Ko.

Diese Fléche hat mehrere Komponenten, die den Elementen der Idealklassengruppe
im engeren Sinne entsprechen und die alle iiber Q definiert sind. Die einzelnen
Komponenten sind von der Form

T\9 x 9,

wobei a ein gebrochenes Ideal in F' ist und

r, = {7 = (Z Z) € SLy(Op)

Wir fragen uns nun, unter welchen Umsténden es in der ¢-adischen Kohomologie
Tate-Klassen in H?(Sk, x Q, Q) geben kann, die nicht durch Hirzebruch-Zagier-
Zykeln oder universelle Chern-Klassen gegeben sind. Ist die Antwort negativ, so
wissen wir, daf} die erste Aussage der Tate-Vermutung richtig ist und dafl die
zweite iiber auflosbaren Erweiterungen gilt. Dann kénnen wir auch die Picardzahl
bestimmen, weil die automorphen Formen, die zu den Tate-Klassen beitragen,
ausgezeichnet sind, und diese konnen wir dann leicht abzdhlen.

Wir wissen, dafl Tate-Klassen, die nicht iiber einer abelschen Erweiterung definiert
sind, zu automorphen Formen vom CM-Typ gehoren. Wir wollen sie daher diedrale
CM-Klassen nennen. (Es gibt auch abelsche CM-Klassen.) Wann kénnen solche
diedralen Klassen auf Sk, existieren?

Notwendig dafiir ist, dafl wir ein Diagramm

cea,bEu‘l}.
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Q(v—di,Vd)

/T\

—dd;) Vd)

_dl\y/’

und einen Grofiencharakter

[
|

Q(

Q: I /L - Q,
vom Typ z -z’ haben. Damit 7 () unverzweigt ist, d.h. iiberall in der unverzweigten
Hauptserie liegt, muss gelten ([I9, Theorem 4.6]), da L/F und der Charakter
unverzweigt sind. Das stellt schon zwei betrichtliche Hindernisse dar. Wir wéhlen d,
dy wie tblich ganz und quadratfrei; dann ist L/F genau dann unverzweigt, wenn
dq|d und fdil =1 mod 4. Das impliziert

4.8.1. Wenn d = p eine Primzahl mit p = 1 (mod 4) ist, dann gibt es keine diedralen
CM-Tate-Klassen.

Es ist ferner klar, dal es Probleme mit der Konstruktion von 2 gibt. Mit unseren
fritheren Notationen gibt es genau dann einen unverzweigten Grolencharakter €2,
wenn fiir jede Einheit n € OF gilt

m(n)-7'(n) =n-1" =1
(siehe 4.7). Es ist also klar, dafl eine weitere notwendige Bedingung durch die
Forderung gegeben ist, dafl die Norm der Grundeinheit in F' gleich 1 ist.

Nun wird die Situation etwas amiisanter, denn der Kérper L kann mehr Einheiten
enthalten als der Koérper F. Zum anderen haben wir 6 so fixiert, dal 6|Ly = Id,
und damit war der Typ—néamlich die Auswahl von 7 und 7/—bis auf Konjugation
festgelegt. Wir haben aber zwei Moglichkeiten, Ly zu wéhlen, und das gibt zwei
unter der Galoisgruppe Gal(L/Q) indquivalente Moglichkeiten fiir den Typ von .
Es zeigt sich, dafl dann auch die Frage nach der Existenz unverzweigter Charaktere
Q unterschiedlich ausfallt. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel:

4.8.2. Sei p =3 mod 4 eine Primzahl. Wir betrachten das Diagramm

QW= VP) =

/T(\
\T/’

In diesem Fall ist die Norm der Grundelnhelt € von F' positiv, aber L enthéalt auch
noch 7 = ie. Nun ist aber 6 auf Q(v/—1) nicht trivial, also ist

n-n’ =ie- (—i)e =1,
d.h. es gibt einen unverzweigten Charakter des vorgegebenen Typs. (Dies wére nicht

der Fall, wenn wir die beiden imaginédr quadratischen Erweiterungen vertauschen
wiirden.)

Lg

||
|
|
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Nun taucht aber noch ein weiteres Problem auf. Kann man zusitzlich den
Charakter €2 so wéhlen, dafl die Darstellung von Gal(Q/Q) auf dem Modul X;(7y)

nicht abelsch wird? Dafiir ist hinreichend, daf Qﬁe # Q0% auf I, /L*, aber es ist
etwas mithsam festzustellen, ob man das 2 so wihlen kann. Zum andern ist es auch
nicht klar, dafl diese Wahl notwendig ist, wenn man eine diedrale Klasse konstruieren

will, weil man die Charaktere noch von Gal(Q/L) auf Gal (6/Q(\/—1)> fortsetzen

mufl. Wir lassen also die Frage offen, ob es fiir F' = Q(,/p) mit p = 3 (mod 4)
diedrale Klassen geben kann. Sie sollte aber leicht zu entscheiden sein.

4.8.3. Nach Durchsicht der Tabellen scheint das einfachste Beispiel fiir das Auftreten
von diedralen Tateklassen in folgendem Fall vorzuliegenz

Q(V16L,v=7) =

Lo = Q(v/=7 VI61) = F

Der Koérper L wird dadurch erhalten, daﬁ wir aus der negativen Grundeinheit —e

die Wurzel n = /—e¢ ziehen, d.h. L = Q(v/161,1/—¢). Dann ist Q(v/—7) der von

n+ % erzeugte Korper, d.h. -0’ = 1. Die 23 zerfillt in Q(v/—7), also

1+ \/7]
2

23-7Z =pp’.

Wir kénnen nun einen Grolencharakter g vom Typ z auf IQ( V=) konstruieren,
der iiberall unverzweigt ist, bis auf die Stelle p, dort aber auf den Quadraten der
Einheiten verschwindet. Dann ist ' = Qqo Ny /1, ein unverzweigter Grofencharakter
vom Typ z - 2" auf L, weil L an den Stellen p, p’ verzweigt ist und nur die Quadrate
der Einheiten Normen sind.

Nun hat Q(v/—23) die Klassenzahl 3, und seine Idealklassengruppe wird injektiv
in die Idealklassengruppe von L abgebildet. Ist p ein unverzweigter Dirichletcharakter
auf der Idealklassengruppe von L, der auf dem Bild der Idealklassengruppe von
Q(+/—23) nicht trivial ist, dann liefert die automorphe Form (') diedrale Klassen
vom CM-Typ. Die Zyklen sind frithestens iiber dem Hilbertschen Klassenkorper von
Q(+v/—23) definiert.

Der Korper F = Q(+/161) hat die Klassenzahl 1, aber die Klassenzahl im engeren
Sinne ist 2. Deswegen ist unter den vorliegenden Umsténden

Sko(C) = GLy(F)\GL2 (A(F)) /Koo Ko = SLy(O)\H x H USLy(0)\H™ x 9,

wobei ™ eine untere Halbebene ist.

Wir haben es hier mit einem Ph&nomen des Signaturdefekts zu tun: die beiden
Komponenten sind homéomorph, aber die Signaturen der Spitzenbeitrdge sind
unterschiedlich (siehe [16, Corollary 3.3]). Es scheint so zu sein, dafi die diedralen
CM-Klassen auf der Komponente SLy(O)\$) x $ konzentriert sind, weil wir einen
Uberschuf an (1, 1)-Formen haben. Wenn man zu einer symmetrischen Modulfléiche
iibergeht, wird es anscheinend sehr viel schwieriger, diedrale CM-Tateklassen zu
konstruieren.
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5. BEGINN DES BEWEISES VON SATZ 2.4: KOHOMOLOGISCHE BETRACHTUNGENEl

Die Schnittkohomologiegruppen sind die Hyperkohomologiegruppen des in geeig-
neter Weise kanonisch abgeschnittenen vollen direkten Bildes 7,V in der derivierten
Kategorie ([7, 2.2]).

5.1 Lemma. Fsseij: S — S die offene Einbettung. Dann ist

(Gleichheit in der entsprechenden derivierten Kategorie.)
Es sei S’ das Komplement der Doppelpunkte in S°°. Wir faktorisieren j.

J J
Das intermediére direkte Bild ji,V entsteht durch kanonisches Abschneiden von

Ry (5.V) [T, loc. cit.]. Die Behauptung von 5.1 lautet also

*

5.1 Lemma. R'j!(j.V) = 0.

*

Als Gruppe iiber Q ist G ein Produkt GL(2) x GL(2), und die Darstellung p ist
das Tensorprodukt von zwei irreduziblen Darstellungen von GL(2). Wir bezeichnen
die gemeinsame Dimension dieser Darstellungen mit m.

5.2 Hilfssatz.
a) Falls y ein glatter Punkt des Divisors S ist, so ist
dim j,.V, = dim R'j,V = m,

R'j.V, =0 fir i>2.

b) Falls y ein singuldrer Punkt des Divisors S ist, so ist

dimj,V, =1, dimR'j,V, =2, dimR*V, =1,
RV, =0 fir i>3.
Bevor wir den Beweis von 5.1 und 5.2 angehen, machen wir eine Bemerkung iiber

die Spezialisierung von Kohomologiegruppen. Ganz allgemein betrachten wir ein
Diagramm folgender Art:

X=X\Y 25 X+ —VY
P
S

Dabei ist fein eigentlicher und glatter Morphismus und Y ein relativer Divisor
mit normalen Schnitten, von dem wir der Einfachheit halber annehmen, dafl er die
Vereinigung von glatten Divisoren ist: Y = (J, ¥;. Wir bezeichnen mit Y; bzw. Y7
die abgeschlossenen bzw. offenen Strata

Y=Y, Y;:YJ\ U vo.

ieJ J'2J

LWir dndern die Notation jetzt ein wenig, weil wir nur noch die geometrischen Objekte betrachten.
Wir schreiben statt S xq Q einfach S usw. D.h. von nun an ist

H*(S,V) E H* (S xq Q,V) usw.
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Es sei V eine lokal konstante Q,-Garbe auf X (¢ invertierbar auf S), die zahm
verzweigt entlang Y ist. Die letzte Voraussetzung ist automatisch erfiillt, wenn die
allgemeinen Punkte von S in der Charakteristik 0 liegen. Dann gilt:

(I) Fiir alle 7 ist Rj,V lokal konstant auf Y} und zahm verzweigt entlang
Y \Y;. B
(IT) Folglich ist f lokal azyklisch beziiglich R'j, V.
(IIT) Die Bildung von R%j,V und R'f.V und R!f,V ist kompatibel mit Basiswech-
sel. Die letzteren beiden Garben sind lokal konstant auf .S.
(Die Behauptungen (I) und (III) sind in SGA 4 1/2, App. au Th. finitude, 1.3.3 und
2.4 enthalten; die Behauptung (II), die wie loc. cit. 1.3.3 bewiesen wird, wurde uns
von Deligne mitgeteilt.)

Diese Bemerkung hat die erste Behauptung von 2.4’ zur Folge. Weiterhin erlaubt
sie es uns, die Aussagen 5.1’ und 5.2 nur iiber dem allgemeinen Punkt von Spec(Z,))
zu betrachten und dann topologisch zu beweisen, wie wir der Anschaulichkeit halber
vorziehen. Wir werden die auftretenden Kohomologiegruppen als Gruppenkohomolo-
gie deuten. Es moge y iiber der Spitze s liegen und zwar in dem zu dem Kegel o aus
Y(s) gehorigen Teil (vgl. 1.6). Wir bezeichnen wieder mit xy, z,, die Koordinaten
(obgleich wir mit dem Symbol p bereits die Darstellung von G bezeichnet hatten).
Wenn y ein glatter Punkt von S°° ist, ist genau eine der beiden Koordinaten Null,
sagen wir z). Wenn y ein singuldrer Punkt von S*° ist, so sind beide Koordinaten
Null. Es gibt ein g € G(Ay), so dafl eine Umgebung von y in S(C) von einer offenen
Menge in

HxH=HxHxg=GR)/Kwx xg
iiberlagert ist.

Falls y ein singuldrer Punkt von S ist, so gibt es ein kofinales System von
Umgebungen, so daf das Uberlagerungsgebiet U in $ x $ folgende Eigenschaften
hat:

(i) U ist invariant beziiglich der Translationen (21, z2) — (21 + u1, 22 + u2), u1,
us € R.
(ii) Es gibt eine Einbettung o : n — (a1(n),a2(n)) von N(s) C R @ R,
so da die Uberlagerungsgruppe aus den Transformationen (z1,z2) —
(z1 +a1(n), 2o + ag(n)) besteht.
(iii) Es sei a(X) = (a1, a2) und a(u) = (b1, b2). Es seien zy, ,, definiert durch:

_ .45 ,..b;
—iCASUJ.

2miz;
€ 2

Dann wird (z1, z2) auf den Punkt mit den Koordinaten z, x, abgebildet.
(iv) Es gilt a; > 0, b; > 0, und es gibt eine Zahl € > 0, so da8 (z1, z2) dann und
nur dann in U liegt, falls

|627ri2j| — uijuzj7 j=1,2
mit 0 < uy, u, <e.
Wenn y glatt ist, ist U nur beziiglich der Translation

(21,22) = (21 + tuay, 29 + iuasg), u € R,
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invariant. Die Uberlagerungsgruppe ist nicht mehr N (s), sondern Ny (s) = Z\, und
die Bedingung (iv) ersetzt durch

€275 = u -,
0 < |za] <, TR
‘xu(y)‘

Das Gebiet U ist einfach-zusammenhéngend. Das lokale System )V erhélt man
durch die mittels Einschriankung der Darstellung p auf

N(s) = (é oqfn)>x<(l) OQY”) bzw. Nx(s)

entstehende Darstellung der Uberlagerungsgruppe.

Beweis von 5.2.
a) Nx(s) 2 Z ist schrig eingebettet in GL(2) x GL(2). Die Behauptung ergibt
sich als leichte Folge der Clebsch-Gordan’schen Regel.
b) Wir benutzen die Hochschild-Serre-Spektralsequenz, die zu der folgenden
exakten Sequenz gehort:

0 —— Ni(s) —— N(s) —— N,(s) — 0

Wir bezeichnen mit V' die Darstellung p von G. Zunéchst ist wegen der
Irreduzibilitdt von V'

dim H° (Nu(s),HO (NA(s), V)) = dim H'! (Nu(s),Hl (N)\(S),V)) ~ 1.

Weil Invarianten und Koinvarianten die gleiche Dimension haben, sind die
extremen Glieder der folgenden exakten Sequenz ein-dimensional:

0— H (N“(s)7H0 (N,\(s),V)> — S HY(N(s),V)

HO(Nu(s), H' (NA(s), V) )
0
Damit ist b) bewiesen.
q.e.d.

Beweis von 5.1'. Wegen 5.2 kennen wir den Limes der Leray-Spektralsequenz
RPj'RY'Y = RPT5V.
Die Spektralsequenz liefert die exakte Sequenz

0 — RYY(j.V) —— R'Y —— jIR'j.V
Wir zeigen, dafl « ein Isomorphismus ist und infolgedessen einen trivialen Kern hat.
Zu diesem Zweck bedienen wir uns eines Diagramms, dessen Kommutativitat aus
[10, 1.7.9], folgt.
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0— H (Nu(s),HO(NA(s),V)) — RV, — HO(NH(S),HI(N)\(S),V)> 0

| | |

0— H° (Nk(s),Hl(N,L(s),V)) — J/RYLY, — H° (N#(s),Hl (Nk(s),V)> =0

Dabei ist der Pfeil links induziert von der identischen Abbildung von V. Falls wir
beriicksichtigen, dafi N(s) kommutativ ist, sehen wir sofort ein, daf der Pfeil links
ein Isomorphismus ist. q.e.d.

Unser néchstes Ziel ist es, die Schnittkohomologiegruppen durch die Kohomologie
der Erweiterung 71,V = j,V auf S auszudriicken. Wir bezeichnen diese Erweiterung
wider einfach mit V.

5.3 Proposition.
(I) Fir0<i<4,i+#2, gibt es einen natirlichen Isomorphismus

H'(S,V) = H(S,V).
(IT) Es gibt eine exakte Sequenz
0 — H%(S,V) —— H%(S,V) —— H2(S>®,V) —— 0

Diese exakte Sequenz ist Gal(Q/Q)-dquivariant und besitzt eine Gal(Q/Q)-dquiva-
riante Zerfdllung durch

Hgoc (S7V)

SN
~
~

S

H2(S,V) — ;IQ(SOO,V) —0
Beweis. (I) Fiir ¢ = 0 ist offenbar
H°(S,j.V) = H(S,V) = H(S, V).
Die Leray-Spektralsequenz fiir j liefert eine exakte Sequenz
0 —— HY(S,j.V) —— HY(S,V)

Wegen 1.9 ist H'(S,V) = H!(S,V) = 0. Daraus folgt die Behauptung fiir i = 1.
Sie besagt
H'(S,V) =0=H'(S,V).
Die Behauptungen beziiglich i = 3, 4 folgen jetzt aus der Poincarédualitét.
(IT) Wir benutzen den in 1.8 gegebenen Ausdruck fiir H2(S, V). Wegen (I) erhalten
wir eine exakte Sequenz

0 —— HY(S®,V) —— H2(S,V) — H2(S,V) —— H2(5°,V) —— 0
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Wir arbeiten wieder topologisch und benutzen das folgende Diagramm mit exakten
Zeilen und Spalten.
(5.3.1)
0 0

| I

H?(5%,V) 225 H?(88,V)
B
R I ]
0 — H2<(S,V) —— H*(5,V) — H?(S,V) — H%x(S,V) —— 0

I I

HE(S,V) HE(S,V)

[ !

HY(8>,V) =2 HY(8S,V)

| I

0 0

Hier ist S der Rand einer zweckmiBig gewéihlen Umgebung von $°°(C) in S(C),
und a1, ag sind Teil der langen exakten Kohomologiesequenz

0=H5o(S,V) —— H(S>,V) —2— H(dS,V)

|

H3..(5,V)

H2(S=,V)
(5.3.2) l“

H2(08,V)

|

H3..(S,V)

|

H3(S%,V) = 0.

Die zweite Null erscheint aus Dimensionsgriinden, die erste wegen des Verschwindens
von H(S,V).
Die Behauptung (II) folgt offenbar aus den folgenden beiden Aussagen:

(a) Der Restriktionshomomorphismus H2(S,V) — H2(S,V) induziert einen
Isomorphismus

Im (Hf(& V) = H2(S, V)) = Im(Hg(s, V) = H2(S, V)).

(b) Der Homomorphismus /3 ist ein Isomorphismus.
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Es geniigt zu zeigen, dafl oy surjektiv ist und ae Null. Wir diirfen dabei S*°
durch eine seiner Zusammenhangskomponenten S*°(s) ersetzen. Der Einfachheit
halber unterdriicken wir das s.

Wie bei dem Beweis von 5.2 ist eine tubuldre Umgebung von S°°(C) in S(C)
von einem Gebiet in § x § iiberlagert. Die Uberlagerungsgruppe ist ein Quotient
von B(s), das in GL(2,R) x GL(2,R) eingebettet wird.

Bi(b)  az(b) Ba(b)  2(b)
b
- ( 0 )\ 0 nb)
wobei £1(b), B2(b) und 71 (b), ¥2(b) konjugierte Einheiten aus O sind. Den Rand
08§ erhélt man, indem man € > 0 fixiert und den Quotienten der Mannigfaltigkeit

{ (21, 22) | Imzy - 29 = e}
nach B(s) bildet. Da man erst durch N(s) und danach durch M(s) teilen kann,
sieht man leicht ein, daff 95 ein Torusbiindel mit zwei-dimensionalen Fasern iiber
dem Kreisrand ist.
T — 05 — C .
Kein Vektor aus H'(T,V) ist von der Fundamentalgruppe von C fixiert [14]. Infol-
gedessen ist
H° (C,Hl(T, V)) — H! (C,Hl(T, V)) -0,
und die Leray-Spektralsequenz ergibt
H'\(08,V) = H'(C,HYT,V)) wnd  H2(9S,V) = H*(C,HA(T,V)),
also
dim H'(9S,V) = dim H?*(9S,V) = 1.
Nach (5.3.2) geniigt es zu zeigen:
(c) dim H(S%,V) # 0,
(d) dim H2.(S,V) # 0.

Der topologische Raum S°°(C) ist die Vereinigung einer Kette von Kugeln. Zwei
benachbarte Kugeln schneiden sich in einem Punkt. Es sei $°°’(C) das Komplement
dieser singuléren Punkte und j” die Einbettung von S>°’(C) in $°°(C). Nach 5.2
und seinem Beweis besitzt die Garbe V auf S*°(C) eine Filtrierung

Ogvogvlggvmzzvv

wobei Vy die 1-dimensionale konstante Garbe ist und V;/V;_1, ¢ > 0, das Bild einer
lokal konstanten 1-dimensionalen Garbe auf S’ (C) unter j;’. Wir folgern unschwer,

daB H°(S>,V/Vy) = 0, und daB
0 —— HY(S>®,Vy) —— HY(S>,V)
exakt ist. Damit ist (c) bewiesen. Da das Verdier-Duale zu V = V,, bis auf Ver-

schiebung und Twistung gleich Vj ist, wobei ji die zu p kontragrediente Darstellung
bezeichnet, folgt (d) aus (c) mittels der Poincarédualitit.

5.4 Bemerkung. Die Behauptung (IT) von 5.3 wurde fiir den Spezialfall der
konstanten Garbe als Lemma 2.3 formuliert. Fiir diesem Spezialfall gibt es einen
einfacheren Beweis. Der gestrichelte Pfeil ist die direkte Summe von Abbildungen, die
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durch die Spitzen parametrisiert werden und die wir als Isomorphismus nachweisen
miissen, B
Hio () (S) = H?(5%(s)).

Man tiberzeugt sich leicht, dafl Start und Ziel dieses Pfeils eine direkte Summe von
Kopien von Q(—1) sind, die von den irreduziblen Komponenten der exzeptionellen
Kurve S°°(s) indiziert werden und dafl die Abbildung durch die Schnittmatrix ver-
mittelt wird. Die Behauptung folgt, weil die Schnittmatrix, die durch die Auflésung
der Spitze s der normalen Fliche Sx entsteht, negativ definit ist.

Wir benétigen noch die folgende Aussage:

5.5 Proposition. Es sei S{° eine irreduzible Komponente von S°°(s). Dann gilt:
(i) HO(S,V) ist ein-dimensional,
(i) HY(S,V)=0.

Beweis. Die erste Aussage ist bereits klar. Fir die zweite Behauptung benutzen wir
die exakte Sequenz

0 —— H°($°(C),V) ——— H(Q,V)

wobei Q = S°(C) — S°'(C) aus zwei Punkten besteht. Der erste Raum ist ein-
dimensional und der zweite zwei-dimensional. Der dritte ist ein-dimensional, weil
die Einschriinkung von V auf S’ durch eine Darstellung der Fundamentalgruppe
definiert ist, und die Rdume der Invarianten und Koinvarianten der Darstellung
beide die Dimension 1 haben. q.e.d.

6. ENDE DES BEWEIS VON SATZ 2.4: ANWENDUNG DER LEFSCHETZ’SCHEN
FIXPUNKTFORMEL

Um die Lefschetz’sche Fixpunktformel aus SGA 5, III anwenden zu konnen,
miissen wir die Heckekorrespondenzen auf Sk einfithren.

Es seien ganz allgemein X; und X5 zwei Schemata (separiert, von endlichem
Typ) tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Es sei X = X; x Xo. Wir
betrachten ein Cartesisches Diagramm, in dem alle Morphismen eigentlich sind.

E—— D

L

C — X
Wir bezeichnen mit einem Index die Verkettungen dieser Morphismen mit den
Projektionen p; und p; von X auf X; und Xs, z.B. ¢; = p; o ¢. Schliefflich fixieren

wir L; € Des(X;, Qp), der triangulierten Kategorie der Komplexe von Qg-Garben
mit konstruierbarer Kohomologie.
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Die Fixpunktformel bezieht sich auf zwei kohomologische Korrespondenzen, eine
kohomologische Korrespondenz mit Tragern in C' von Ly nach Lo

u € Hom(c} Ly, RehLo)
und eine kohomologische Korrespondenz mit Trigern in D von Ly nach Ly
v € Hom(dj Ly, Rd\ Ly).
Diese definieren Homomorphismen in der Kohomologie
Uy - H;(Xl,Ll) — H*(X27L2),
Vy - Hz(X%LQ) — }I*()(l,Ll)7
die sich in natiirlicher Weise iiber H.(X3, Lo) bzw. H.(X1, L) faktorisieren, wenn
c1 bzw. dy eigentlich ist.

Es sei ¢y endlich und von endlicher Tor-Dimension (z.B. flach). Dann definiert
ein Element ¢ € Hom(ciLq,c5Ls) eine kohomologische Korrespondenz mittels
Verkettung mit dem durch Adjunktion aus dem Spurhomomorphismus caics Lo —
Ly erhaltenen Homomorphismus c¢Ls — c¢hLo. Eine auf solchem Wege definierte
Korrespondenz nennen wir eine Korrespondenz erster Art. Wir benétigen die folgende
Aussage. Es sei X| ein abgeschlossenes Unterschema von X;, ¢ = 1, 2, und es seien
C'=C xx (X1 x X}), Cl =C xx, X]. Wir setzen voraus, da§ C4 = C’. Offenbar
ist ¢ : C" — X x X} definiert.

Wenn L die Einschrdnkung von L; auf X/ ist, so definiert ¢ ein Element

o & Hom(c|" L4,y L),
und somit, weil ¢}, wieder von endlicher Tor-Dimension ist, eine kohomologische Kor-

respondenz u’ von L nach L. Wegen der Vertriglichkeit des Spurhomomorphismus
mit Basiswechsel (GSA 4, XVII, 6.2.3) gilt:

6.1 Lemma. Das Diagramm

H (X1, L) —=— H*(Xo, L)

| |

H (X1, LY) —— H*(X3,L5)
ist kommutativ.

Wir nehmen als néchstes an, dal X; und X5 glatte Schemata derselben Dimension
sind und daf} die Morphismen d; : D — X; birational sind. Es sei U C D ein dichtes
offenes Unterschema, das sich unter d; isomorph auf sein Bild projiziert. Wir haben
also ein Diagramm folgender Art:

U

N

Wir nehmen an, dafl L; und L, quasiisomorph zu den intermedidren Erweite-
rungen ein und derselben lokal konstanten Garbe L auf U sind, und da8 folgende
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intermediére direkte Bilder mit den gewthnlichen direkten Bilden {ibereinstimmen:
jl!*DL7 jl*Lv jI*DLv j2I*L'

Hier ist DL das Duale von L i.S. der Poincarédualitét (Verdier-Duales). Wir defi-
nieren eine kohomologische Korrespondenz v von Ls nach L; als Verkettung von
zwei Homomorphismen:

d3Ly = djo, L — j.L —— Rd\ Ly = Rd'j11, L
Hier ist der erste Homomorphismus der offensichtliche, wihrend der zweite durch
Dualisieren aus dem folgenden Homomorphismus entsteht:
DRd\jy,L = d:Djy, L = dijn, DL = d}j,,DL — j.DL = ji,DL = Dj, L.

Eine solche Korrespondenz nennen wir Korrespondenz zweiter Art. Im Fall, dafl L,
und L, die konstante Garbe Qy sind und dafl D durch Aufblasen von X; in einem
glatten Unterschema entsteht, sieht der Homomorphismus v, folgendermaflen aus
(Y{ bezeichnet den exzeptionellen Divisor):

H*(X,) —2 H*(D) = H*(X)) & H*2(Y))(—1) =2 H* (X))

Wir erwéhnen ohne Beweis die folgende Aussage. Sei ein kommutatives Diagramm

gegeben:

D) ————— D
wobei m ein birationaler Morphismus ist. Falls wir annehmen, da8 j. L = j.L und

jiDL = j' DL, so kénnen wir eine kohomologische Korrespondenz zweiter Art v’
einfithren. Fiir die induzierten Homomorphismen auf der Kohomologie gilt:

6.2 Lemma. v, = v,. Genauer ist das Bild auf D der kohomologischen Korrespon-
denz v' mit Tragern in D' (SGA 5, III, 8.2) gleich v:

ms(v') = v.

Wenn D gleich X7 und d; die Identitét ist, so braucht man Glattheit nicht mehr
vorauszusetzen, und die Korrespondenz zweiter Art ist auch erster Art (allerdings in
umgekehrter Richtung) und entspricht dem Homomorphismus ¢ : d5 Lo — Ly = j. L.
Wenn eine Korrespondenz erster Art (C’, ¢’) von (X3, L3) nach (Xo, Lo) gegeben
ist, so konnen wir deren Verkettung (C”, ¢”) bilden. Dabei ist ¢ = 1) o ¢/ und C”
durch das Cartesische Diagramm definiert (SGA 5, I1I, 5.2):

c” C'x D
X3XAXX1*>X3XX2XX2><X1

Falls ds eigentlich ist, so gilt u” = v, oul,.
Wir kehren jetzt zu der uns interessierenden Situation zuriick und fixieren ein
ge G (A?). Wir werden ein Paar kohomologischer Korrespondenzen konstruieren.

Dabei ist X; gleich §K721 und X5 gleich §K722, wobei X1 wie im §1 eine gegebene
K-zuléssige Zerlegung ist, wihrend Y5 noch zu wahlen ist.

Es sei s eine Spitze (vgl. 1.2). Die Transformierte von s unter g ist die Spitze
s - g, die man erhlt, indem man den Homomorphismus ¢(s) nach A ¢(F)? durch
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g1 - ¢(s) ersetzt. Die Zerlegung ¥1(s) liefert somit eine Zerlegung fiir s - g die
aber vielleicht nicht zuléssig ist, weil die ,,Glattheitsbedingungen® ¢) und d) in der
Definition 1.4 verletzt sein kénnen, die wir aber in eine zuléssige Zerlegung ¥o(sg)
verfeinern konnen. Wir kénnen sogar annehmen, daf} die Vereinigung Yo = {22(3)}
K-zulassig ist.

Essei K' = K NgKg~!. Jede K'-Spitze s’ bestimmt zwei K-Spitzen s = s’ und
s'+g. Aus der Zerlegung ¥5(s’g) erhalten wir eine Zerlegung '(s’) fir '. In der Tat
dndern sich beim Ubergang von s’ zu s'g der Vektorraum H (s’) und seine Positivitét
nicht. Weil aber im allgemeinen N (s'g) # N(s'), ist X/(s’) vielleicht nicht zuléssig.
Trotzdem kénnen wir das Schema C' = § kv bilden [27], das aber nicht mehr glatt
zu sein braucht. Wegen der Inklusionen N(s') C N(s), N(s') C N(s'g) und weil ¥’
eine Verfeinerung von ¥; bzw. 35 ist, erhalten wir Morphismen

ClzR(l)ZC%Xl, CQZR(g):C%XQ.

Dabei ist ¢o endlich und flach.
Uber dem ,,endlichen Teil“ S+ wird der Homomorphismus

o(g) - R(1)"Y — R(9)"V
wie in [22] oder [8] definiert. Wir bezeichnen mit demselben Symbol V' das lokale
System auf Sk, und seine intermedidre, d.h. nach 5.1 gewOhnliche, Erweiterung
auf §K/,g/. (Obgleich §K/72/ nicht notwendig glatt ist, sind die Singularitéten
doch so mild (Quotientensingularititen), dafl sich die Ergebnisse des §5 anwenden

lassen.) Wir erweitern den Homomorphismus ¢(g) auf ganz S K5, indem wir ihn
als Verkettung schreiben:

R(1)*Y —— V' —— R(g)*V

Der erste Homomorphismus entsteht wie bei der Definition einer kohomologischen
Korrespondenz zweiter Art. Seine Einschrankung auf Sk ist die Identitét. Fir die
Definition des zweiten Homomorphismus beachtet man, daf}; weil R(g) endlich und
flach ist,
JLR(9)"V = R(9)"j.V,

und somit der Funktor des direkten Bildes den iiber dem endlichen Teil gegebe-
nen Homomorphismus ¢(g) erweitert. Insgesamt haben wir eine kohomologische
Korrespondenz erster Art u erhalten.

Es sei ¥ eine gemeinsame K-zulédssige Verfeinerung von Y1 und 5. Wir setzen

D:§K7z, D—>§K721 X§K722.
Wegen 5.1 kénnen wir eine kohomologische Korrespondenz zweiter Art v mit Tragern
in D definieren. Wir erhalten einen Endomorphismus von H*(Sk ., V):
H* Sk, V) == H* (S, V) —— H* (S5, V) -

Der Untermodul H*(Sg,V) von H*(Sk.s,,V) (vgl. 5.3) wird dabei in sich iiber-
fihrt, und der so erhaltene Endomorphismus stimmt mit dem von Brylinski und
Labesse [§] definierten iiberein: es ist der Heckeoperator T'(g~!). Wir erhalten einen
Endomorphismus auf dem Quotienten (vgl. 5.3)

H?(S%y,,V) = H*(Sk.5,, V)/H2(Sk, V).

Wir behaupten nicht, dafl wir auf H (§ k.5, V) eine Aktion der Heckealgebra defi-
niert haben und behalten uns das Recht vor, 3; von g abhéngig zu machen und
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sogar withrend des Beweises abzuindern. Die Wirkung auf H*(Sk, V) ist von %
unabhéngig.

Wir haben bisher nicht den Grundkérper explizit genannt. Die auftretenden
Schemata sind alle iiber Z,) definiert. Wegen der Bemerkungen iiber Basiswechsel
nach der Formulierung von 5.2 kénnen wir zur speziellen Faser iibergehen. Obgleich
es auf die allgemeine Faser ankommt, ist der Vorteil der, daf§ die Aktion einer
negativen Potenz der Frobeniussubstitution auf der Kohomologie von der Wirkung
einer positiven Potenz ®” des Frobeniusmorphismus herkommt. Man baut das ®"
leicht in die Definition der kohomologischen Korrespondenz u ein, indem man R(g)
durch R(g)®" ersetzt und den Homomorphismus ¢(g) entsprechend abéndert. Ab
jetzt ist der Grundkérper ein algebraischer Abschlufl von F,.

Wir wollen die Lefschetz’sche Fixpunktformel anwenden. Es sei K der dualisie-
rende Komplex auf E (vgl. SGA 5, II1, 1.3). Man kann das Cupprodukt

(u,v)p € HY(E, Kg)

zweier kohomologischer Korrespondenzen definieren (loc. cit 4.2). Hier ist £ = C x x
D. Falls g : E — Spec k eigentlich ist, so definiert der Adjunktionshomomorphismus
q: Kg — Qg den Spurhomomorphismus

/ :H°(E,Kg) — Qu.
E

6.3 Satz. Es seien X; und Xy eigentlich iber Speck, so daf$ die Homomorphismen
us und v, auf der gesamten Kohomologie definiert sind, und insbesondere

VUy * H*(Xl,Ll) — H*(Xl,Ll).

Fiir (us,v,), die alternierende Summe der Spuren von viu., gilt:

(u*,v*>=/E<u,v>E.

Falls E die disjunkte Vereinigung von E' und E" ist, so ist

[ = [ s+ [ o

Das Cupprodukt 148t sich lokal in der Etaltopologie berechnen (loc. cit., 4.2).
In dem uns interessierenden Fall ist die Fixpunktmenge E des Paares u, v eine
Vereinigung von zwei Mengen: einer endlichen Menge von Punkten, deren Bild
in Sg x Sk liegt und einem Bestandteil £*°, dessen zugrundeliegende Menge in
SEs, X SKy, liegt. Wir betrachten nur den Beitrag von E* zur Lefschetz’schen
Fixpunktformel, d.h. den Spitzenbeitrag. Fiir den anderen Teil vgl. [8] oder [23]
(wo aber keine Heckeoperatoren auftauchen). Unser Ziel ist es, den Beweis des
folgenden Satzes zu skizzieren, der im wesentlichen besagt, dafl der Spitzenbeitrag
zur Lefschetz’schen Fixpunktformel fiir die Schnittkohomologie verschwindet.

6.4 Satz. [, (u,v)pe ist gleich der Spur von T(g~") - ®" auf H*(S¥yx,, V).

Aus diesem Satz folgt 2.4’: Falls man die linke Seite der behaupteten Identitéit
mit der Lefschetz’schen Fixpunktformel und die rechte Seite mit der Selberg’schen
Spurformel entwickelt, so hebt sich der Beitrag der Fixpunkte im Endlichen links
gegen die zentralen und elliptischen Beitrdge rechts auf. Weil der parabolische
Beitrag rechts verschwindet, folgt 2.4" aus 6.4 (fir Einzelheiten vgl. [8]).
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Das Schema E° ist eine disjunkte Vereinigung [[ E(s’) und dementsprechend

(6.4.1) / (u, V) goo = Z/ (U, v) B s
oo (5/)

Die Summe erstreckt sich tiber alle Fizspitzen, d.h. diejenigen Spitzen s', fiir die s’
und ®" - s’ - g Aquivalente K-Spitzen sind. Wir wollen die Form der Korrespondenzen
in der Néhe einer Fixspitze beschreiben.

Falls s’ dem Modul H(s") und dem Homomorphismus ¢(s’) entspricht, so ent-
spricht die Spitze ®" - s’ - g dem Modul H(s’) und dem Homomorphismus

gt () -,

wobei (vgl. 1.3)
v eh =p-Naehn
Weil s’ eine Fixspitze ist, gibt es einen Endomorphismus ~ von
0 — H'(s') —— H(s') —— H"(s') —— 0 ,

der die Positivitat erhélt und ein k € K, so dafl
(6.4.2) K7heg™ho(s) ey = o(s).
Es seien a und d die Eigenwerte von v auf H'(s") und H”(s"), und u(y) = % Dann ist
p(7) - N(s'g) = N(s) und p7" () - N(s) € N(s). Es sei ¥(s) = u(7)"" - Za(s'y).
Hier bezeichnet s die zu s’ gehorige K-Spitze. Die zwei | Zerlegungen ¥4 (s) und
Y4 (s) definieren wie in §1 toroidale Einbettungen Xl, Xg des Torus mit dualer
Charaktergruppe N (s). Entsprechend definiert 3'(s") eine toroidale Einbettung C
des zu N(s') gehorigen Torus und die Inklusionen N(s') — N(s), u=1(v) : N(s') —
N(s) definieren einen Morphismus

T:0 = X1 X Xo.
Lokal fiir die Etaltopologie stimmen ¢ und ¢ iiberein. Die Lokalisierung
3.5 X x %
ist durch eine gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen X1 (s) und ¥4 (s) gegeben:
D Xl und Xg sind toroidale Einbettungen ein und desselben Torus.

Man iiberzeugt sich unschwer, da§ E(s’) leer ist, falls o N p=1(5 - v)o = & fiir
jeden Kegel o aus X(s) und jedes § € B(s). Fiir festes g und n treten modulo

{u( ‘ 6 € B(s) } nur eine endliche Anzahl von Zahlen p(~) auf. Folglich kénnen
wir 31 von vornherein so wihlen, dafl gilt:
(6.4.3)

Es seien 0 € ¥1(s) und 6 € M(s). Aus o N~ (y0)o # @ folgt u(6-v) € Q.

Eine Spitze s’, fiir die es solche o und § gibt, nennen wir wesentlich. Wir konnen
die Summe auf die wesentlichen Spitzen beschrinken. Weil p™ - 4 dann eine
rationale Zahl ist, die eine p-adische Einheit ist, folgt |a| # |d|.

Die Homomorphismen u, und v, operieren auf der Kohomologie mit Tréigern,
d.h. wenn Y7 C X; ein abgeschlossenes Unterschema ist und die Einschriankung
des Morphismus ¢ auf das inverse Bild von Y7 in C sich iiber Y7 x Y5 C X7 X X5
faktorisiert, so ist

u,(Hy, (X1,L1)) C Hy, (X2, La).
Nach 5.3 kénnen wir den Quotienten H*(S¥y, ,V) als Untermodul Hgw(Sk,V)
interpretieren. Falls s’ eine Fixspitze {iber der K-Spitze s ist, so erhalten wir einen
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Endomorphismus von H gm(s) (Sk.»,,V), indem wir C' durch eine hinreichend kleine
Umgebung von §%°(s') = 5%, /(s') ersetzen. Wir bezeichnen seine Spur mit 6(s").
Dann ist

(6.4.4) Spur(T(g_l) : @"|H2(S?EI,V)> =33 o).

s s'—s
Die Summe erstreckt sich iiber alle Fixspitzen, die iiber einer gegebenen K-Spitze
liegen.

6.5 Hilfssatz. Hgm(s)(gK;,V) = EBH%QC(S)(SVK;,V). Dabei durchliuft S°(s)
die irreduziblen Komponenten von S™(s).

Das folgt mit der Mayer-Vietoris-Sequenz. Man benutzt, daf bis auf eine Ver-
schiebung und Twistung das Duale DV, gleich Vj ist. Aus diesem Hilfssatz folgt,
dafl 6(s’) = 0, falls s’ nicht wesentlich ist. Der Satz 6.4 folgt somit aus folgender
Aussage.

6.6 Satz. FEs sei s’ wesentlich. Dann ist
9(8/) = / <u7v>E(s/)
E(s")

Wir betonen, daf die linke Seite nur von der strikten Lokalisierung um S°°(s’)
und S°°(s), genauer um SF¥x(s'), S¥x, (s) und 7y, (s), abhingt. Die rechte Seite
héngt nur von der strikten Lokalisierung der Korrespondenzen um die Bilder von
E(s') in C, D und X ab. Das Bild eines Punktes von F in X; nennen wir einen
Fizpunkt, das Bild eines Punktes von E(s') einen Fizpunkt von E(s’). Um den
Beitrag eines Fixpunkts von E(s’) zur rechten Seite zu berechnen, kénnen wir X,
X5 und die Korrespondenzen durch )~(1, )~(2 und C~', D ersetzen.

Nach 6.2 und den darauffolgenden Bemerkungen diirfen wir dabei die Zerlegungen
21(s), Xa(s), 25(s), X(s) abdndern. Weil s’ wesentlich ist, konnen wir annehmen, dafl
fiir das in auftretende + die Zahl p(7) rational ist. Dann ist X4 (s) = Xo(s) und
folglich diirfen wir alle Zerlegungen identisch wéhlen. Dann hat die Korrespondenz
C die folgende Gestalt. Falls o ein Kegel aus X(s) ist und z = zy, y = z, die
entsprechenden Koordinaten, so ist C' gegeben durch:

(6.6.1) zy =, ya =1y’

Dabei ist pu(v) = §. Die Fixpunkte in £(s’) sind gegeben durch
=0,y =y* oder y=0, 2°=z"

Sie sind isoliert.

Entsprechende Bemerkungen lassen sich auf die Berechnung von 0(s’) anwenden.
Wir kénnen somit annehmen, dal D die Diagonale ist und beide Projektionen
von C nach X; endlich. Weil die duale Korrespondenz (im Sinne von SGA 5, III.
5.1) dieselben lokalen Beitrage zur Fixpunktformel liefert, dirfen wir weiterhin
annehmen, dafl o > 4.

Wir wenden das Lemma 6.1 an mit X = S°°(s). Das ist gerechtfertigt, weil
« > ¢ und die abgeschlossenen Unterschemata C’, C7, C) von C durch die folgenden
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Gleichungen definiert sind:

Cla® y*=2°-9y° =0,

Cl:x% -y~ =0,

Cya -y’ =0.
Somit ist der von 6(s’) auf H?(S>(s),V) induzierte Endomorphismus identisch
mit dem direkt durch die kohomologische Korrespondenz auf S*(s) definierten

Endomorphismus. Wir ordnen jedem Kegel o aus 31(s) die irreduzible Komponente
5% (o) von S*°(s) zu, die durch x,, = 0 gegeben ist. Dann ist

H?(S>(s),V) = P H?(5*(0), V),
wobei sich die Summe {iber ein volles Représentantensystem von nicht-dquivalenten
o erstreckt. Der Endomorphismus erhélt diese Zerlegung. Es sei 6(o) seine Spur auf
H2(5%(0), V).
Die alternierende Summe der Spuren des von der kohomologischen Korrespondenz
auf der Kohomologie H*(5°(c),V) definierten Endomorphismus kann mit der

Lefschetz’schen Fixpunktformel berechnet werden. Wir bezeichnen mit ¢(o) die
Summe der lokalen Beitrdage zu
/ (u,v) Bt
E(s")

derjenigen Fixpunkte, die auf S*°(o) liegen, und fiir die z, # 0. Hier ist =,/ die
entsprechende Koordinate auf dem benachbarten Kegel o’. Es sei 0(0) die Summe
der lokalen Beitriage zur Lefschetz’schen Fixpunktformel auf S°°(¢) der Punkte mit
z, # 0. Weil nach 5.5 H' (SOO(U), V) = 0, genligt es folgende Aussagen zu beweisen:

(6.6.2) e(o) = 6(o).
Der Beitrag des Punkts xy = z,» = 0 zur Lefschetz’schen Fix-
punktformel auf S (o) ist gleich der Spur auf H°(5>(0), V).

Nach Erweiterung des Grundkorpers Q finden wir eine Filtration des Raumes V'
mit 1-dimensionalen Quotienten, die invariant unter der Aktion von N(s) und von
w(7y) ist. Auf diese Weise erhalten wir eine Filtration der Garbe V auf X,

0CVICV, C---C V2=V

Der lokale Beitrag ist die Summe der lokalen Beitrage der graduierten Bestandteile
(SGA 5, 111, 4.13),

(6.6.3)

m m,2
e(o) = Z €(o), 0(c) = 291‘(0’)-
i=1 i=1
Wir wollen zeigen, dafi die lokalen Beitrige eines gegebenen Punktes zu ¢;(c) und
0;(o) iibereinstimmen. Auf dem graduierten Bestandteil operiert p(y) als Skalar,
den wir auf beiden Seiten fallenlassen. Da die Korrespondenz lokal ein Produkt ist,
fithrt man die Berechnung auf Kurven zuriick. Weil a > §, erhalten wir in einem
Fixpunkt mit Koordinaten (zx,z,):
(1) Es sei V;/Vi—1 # 0 im Fixpunkt. Die beiden Beitrége sind 6, wenn z, = 0,
z # 0, und 6%, wenn z = z,, = 0.
(2) Essei V;/V;—1 =0 im Fixpunkt. Die beiden Beitrége sind Null.
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Insbesondere sind die Beitrige gleich. Daraus folgt (6.6.2). Fiir die Aussage (6.6.3))
benutzt man noch zusétzlich die in 5.5 durchgefiihrte Berechnung von H° (S > (o), V).
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