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1. INTRODUCTION

Il y a plus de soixante ans Bethe introduisait sa stratégie pour résoudre un
probléme de valeurs propres issu de la théorie des métaux. Cette méthode et tous ses
raffinements se sont avérés par la suite d’'une grande importance. Pourtant on n’a
jamais cherché de lui donner une base rigoureuse. C’est le but du papier [BL] dont
nous avons donné une esquisse dans [AG]. En méme temps, & notre insu, le probléeme
était considéré par V. Tarasov et A. Varchenko [TV]. Ils ont traité la méthode dans
un cadre bien plus large que nous et, ce qui est plus pertinent ici, leurs arguments
sont nettement plus directs et plus faciles que les nétres. La question se pose alors
s’il vaut la peine de poursuivre le probleme avec nos méthodes.

Avant d’y répondre nous décrivons brievement les équations de Bethe et la
méthode. Quoique nous n’ayons jamais essayé de traiter les cas généraux de I’ Ansatz
de Bethe, il nous faut malgré tout traiter des cas plus généraux que celui du papier
de Bethe lui-méme car il s’agit ici de questions de géométrie algébrique et il s’est
avéré nécessaire de passer aux équations génériques plutét que de rester avec les
équations originales. Ces nouvelles équations sont aussi attachées aux problemes
spectraux que 'on peut déduire des travaux de 1’école de Leningrad [T@].

Une partie importante du travail de cet auteur (RPL) sur ce papier a été accomplie pendant
un séjour de quelques mois au Max-Planck-Institut a Bonn et pendant des visites répétées au
Centre de recherches mathématiques & Montréal. Il est reconnaissant aux directeurs de ces deux
institutions, Friedrich Hirzebruch et Luc Vinet, pour un accueil d’une obligeance exceptionnelle.

First appeared in Advances in Mathematical Sciences : CRM’s 25 years, ed. Luc Vinet, CRM
Proceedings and Lecture Notes, Amer. Math. Soc. (1997). doi :10.1090/crmp/011.
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Soit R une fonction rationnelle
N
Hm:l(z — Q)
N )
Hm:l(z — Bm)
ot B = 2A — 1/ayy,. Parfois on admet des cas dégénérés
N
z—«
Hm:l(émz - 5771)
ou Bmam = 2000 — YmOm. En particulier le cas
R(z) = 2V,
qui est celui de Bethe, est admis. Dans cet exposé, nous ne considérons toutefois

que (1.1). Soient F(z,2') = z2' —2Az+ 1 et Q(z,2') = —F(z,2')/F(%', z). Nous
appelons équations de Bethe le systeme

(1.1) R(z) ==k

(1.2) R(z)=[[Qz,2), i=1,...r

J#i
pour les r inconnues z;. Le cas générique de ces équations est le cas pour lequel A,
K, et ag,...,an sont tous génériques. Pour le moment toutes les variables z; sont

censées étre finies. Observons que la dépendance des fonctions R et @@ en A et en
les autres parametres n’est qu’implicite dans la notation!

Une solution est dite admissible si les z; sont tous différents et ne sont ni des zéros
ni des poles de R; sinon elle est inadmissible. A chaque solution de ces équations
on attache un vecteur propre du probléme spectral que nous ne décrivons pas
explicitement. Ce vecteur est zéro si la solution est inadmissible, et les deux vecteurs
issus a deux solutions admissibles dont I'une est une permutation de ’autre sont les
mémes a une constante pres. Il s’agit de vérifier le théoreme suivant.

Théoréme. Pour des valeurs génériques des paramétres, il y a N(N —1)--- (N —
r—+ 1) solutions admissibles et les vecteurs obtenus de celles-ci engendrent un espace
de dimension N!/(N — r)!r! et sont par conséquent tous les vecteurs propres du
probléme.

Il s’avere que la partie difficile de cet énoncé est de montrer qu’il y a exactement
N(N —1)---(N —r + 1) solutions admissibles des équations de Bethe.

La stratégie de [BIL] est d’observer que les solutions des équations de Bethe
sont les points fixes d’une correspondance algébrique et de les compter en utilisant
la formule de Lefschetz. Un obstacle majeur a surmonter est qu’il n’est pas du
tout évident que tous les points fixes sont de multiplicité un, et sans ce fait, la
formule de Lefschetz est peu utile. Notre stratégie était de vérifier que la multiplicité
est toujours un en examinant la correspondance autour de valeurs obtenues en
faisant dégénérer les parametres d’une fagon convenable, ce qui est en soi assez
raisonnable, mais notre choix de ces parameétres, A = 0 mais k et les ay génériques,
était a maints égards malencontreux. Il souléve plusieurs difficultés d’un ordre
strictement mathématique qui n’apportent, en autant que nous sachions, rien a
la compréhension des problemes spectraux de départ. Par contre le choix qu’ont
fait Tarasov et Varchenko, bien plus astucieux que le notre, permet, comme nous
expliquons dans le second appendice, non seulement une démonstration facile que
la multiplicité est un, mais une démonstration directe et élémentaire de 1’énoncé
lui-méme sans aucun appareil technique.
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En revanche ’étude de la correspondance autour de A = 0 n’est pas sans intérét
d’un point de vue combinatoire ou géométrique. La trace qui apparait en utilisant
la formule de Lefschetz s’exprime & partir d’objets combinatoires, en particulier
des graphes pondérés, et une partie importante de cette structure combinatoire est
encore présente dans I'ensemble des points fixes de la correspondance autour de
A = 0. Le but de cet exposé — en grande partie plutot informel — est de la révéler,
méme si les questions soulevées ne seront pas toutes complétement résolues.

La définition technique des correspondances est reléguée au premier appendice.
Le lecteur est invité & consulter cet appendice pour les définitions et notations qu’il
ne trouve pas dans le texte, mais, sauf s’il est spécialiste en géométrie algébrique,
a ne pas trop s’en préoccuper. Notons toutefois que, pour compter non seulement
les points fixes mais aussi les points fixes inadmissibles, il faut introduire, pour
diverses raisons, des espaces X% ot les coordonnées sont soumises & des conditions
supplémentaires : certaines des coordonnées sont supposées soit égales entre elles soit
égales a des zéros ou a des poOles de R. La correspondance est alors définies par deux
applications @48 et 4B d’une variété C’g’B dans X5 Ceci est la notation du
premier appendice, mais dans le corps du papier A et B sont fixés et par conséquent
nous les supprimerons de la notation.

Il y a néanmoins une convention de notation qu’il faut remarquer explicitement.
Les contraintes imposées par A et B exigent que quelques coordonnées soient égales.
Nous pouvons en tenir compte soit en les comptant séparément soit en attachant
a chaque coordonnée un poids (|Ag|, |B}|, |B}|). Dans la seconde partie nous
employons la premiére de ces conventions. Mais ensuite dans les parties suivantes,
lorsqu’il s’agit de résoudre les équations pertinentes, il est préférable d’utiliser les
poids.

Notre premiere tache est d’expliciter les définitions de ’appendice pour la fibre
A = 0. Ensuite nous trouvons les points fixes de la correspondance dégénérée
sur cette fibre et calculons leur multiplicité. Il faudra ensuite, en poursuivant
Pargument esquissé dans [AG], montrer qu’il y a au moins le nombre requis de
déformations en série de Puiseux autour de ces points fixes. Les arguments algébriques
et combinatoires menant a cette conclusion ne sont guere évidents et dans ce papier
nous nous contentons d’exemples, assez nombreux nous croyons pour convaincre le
lecteur que les arguments sont bien fondés. Puisque c’est & notre avis la richesse
combinatoire de ces arguments qui justifie & présent 'emploi de la dégénérescence
de la correspondance que nous avons choisie plutét que celle implicite dans [TV],
une introduction directe et concrete a ces arguments sera peut-étre plus attrayante
que la présentation formelle que de toute fagon nous ne sommes pas encore en état
de donner. En effet avant d’approfondir ces idées nous voulons réfléchir encore a
leur utilité.

2. ETUDE D’UNE FIBRE SPECIALE (A = 0)

Quoique la fibre A = 0 ne soit pas générique puisque le parametre A y est
soumis a une condition explicite, nous exigeons que les autres parametres demeurent
génériques. Explicitons d’emblée quelques conditions de cette généricité. On suppose
quaucun oy, ou B nest égal & ++/—1 au point A = 0.
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Pour tout z nous posons Z = —1/z. On a partout

N — Qm, f[ Z— o
o -

mais a A =0, 8, = a,, de sorte que le quotient a droite est indépendant de z et
on a

(2.1) RE)RE) = 2 [[(—a2) = .

Le nombre p est supposé générique. Puisque Z = z si z = =v/—1, les deux valeurs
R(4++/—1) sont /P et par conséquent génériques. La constante p est aussi le produit
de p/k = R(0) et de k = R(00). Puisque s et p sont génériques et indépendants,
nous pouvons supposer que k" p"™ avec m et n dans Z et 0 < m+n,n < 2N n’est
pas 1 sauf si m =n = 0.

Cen'est qu’en A = 0 que les coordonnées p; ., G; 1, P} ., 4; 1, ne sont pas superflues.
Nous commencgons en réduisant leur nombre. Nous rappelons d’abord que ces
coordonnées sont nécessaires seulement autour de z; = aj ou z; = . Par généricité
ag # Pr. Autour de z; = oy, les deux coordonnées z; — Sy et z; — v, ne sont pas
nulles de sorte que les cordonnées pj ;, g; ;. et & ;. sont superflues aussi bien que pf,,
i g €' ps € # k. Les trois coordonnées pf;, g/’ et £} qui restent seront dénotées p;,
q; et &;. Donc

(2.2) 2y — o = &pi, A = &q;.

Si par contre nous étudions un voisinage de z; = [, nous n’avons besoin que de
D s @i €t & . qui pourraient étre remplacées par p;, ¢; et &; telles que

2 — Br = &pi, A = &q;.

Mais il s’avere plus utile de choisir autour de z; = 8 la coordonnée z; = —1/z;. On

a 5
~ ~ Zi; — Pk
Zi— B =
’ 2i B,

de sorte que nous préférons introduire plutédt p;, ¢; et & comme suit
(2.3) Zi — Br = &ipis A =&q;.
Nous utiliserons désormais cette définition.

Nous avons convenu de supprimer les indices A et B. Puisqu’il s’agit toujours de
la fibre A = 0 nous supprimons parfois 'indice A aussi, de sorte que la fibre de la
correspondance C4B & A = 0, dénotée Cyy dans le premier appendice, devient C.

Disons qu’un point p sur C est spécial si z; = ++/—1, 0 ou co pour une des
coordonnées de (z,w) = m1(p). Dans le lemme suivant la fonction R est toujours
supposée générique.

Lemme 2.1. [l n’existe pas de point spécial p sur C tel que

(2.4) ¢(p) = ¥(p).

Rappelons pour la derniére fois que I’équation est en effet 45 (p) = 4B (p). Soit
m1(p) = (z,w) et supposons que 1’équation soit satisfaite. Fixons € = £v/—1.
Soit E ’ensemble des indices i tels que z; = €. Le lemme 2.1 affirme en particulier
que E est vide.
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Observons qu’au point A = 0, F(z,2') = F(2/,2) = 22’ + 1. Par conséquent si
z = +v/—1 et 2/ # z, le quotient Q(z,2") est égal & —1 et cela, méme si 2’ = oo.
Donc pour i € E et j ¢ E le quotient Q(z;,2;) = —1. Soit (2/,w’) = ¢(p) et
(2", w") = 1(p). Les équations w; ; = w;’; impliquent alors que w; ; = —1sii € £
et j ¢ E. De plus, puisque 2/’ = z[, i € E, est égal & R(e) et partant fini, le point
p est dans la partie de 'éclatement définie par un élément de la décomposition
polyédrique sur lequel on a f; > 0,i€ Eete; ; =0,1€ E, j ¢ E. Sur cette partie
le produit
i€E j#i
est défini, car il correspond au caractere
(2.6) Mok
i€E
Il est égal & [[,cp 2.
Puisque e; ; = —e¢;,; la somme (2.6]) est

PIPILNE

icE j¢E
Donc (2.5)) n’est que
H H Wi 5 = +1.
i€E j¢F
Des équations
z =z

on déduit que
(2.7) R(e)/El = 41,

Nous avons exclu cette possibilité par généricité.

Soit (z,w) = (z(p),w(p)) I'image d’un point p et tel qu’aucun z; n’est égal &
++v/—1. (Lorsqu’il n’est question que des coordonnées du point p nous préférons
employer simplement la notation (z,w) mais lorsque nous voulons traiter les coordon-
nées dans un voisinage de p nous écrivons (z(p), w(p)) pour que (z,w) puissent étre
des coordonnées variables.) Nous introduisons la partition Dy, ..., D, de {1,...,r}
définie par I'équivalence ~ : i ~ j si et seulement si z; = z; ou z; = —1/z; = Z;.
Cette équivalence est plus grossiére que celle définie par les Ay, les By, et les B/
qui définissent (A, B). Donc chacun de ces ensembles est contenu dans une classe
d’équivalence. Nous répartissons chaque D en deux ensembles Ej, et Fj de fagon
que sii € Ey et j € F, alors z; = Z;, une équation dans laquelle les valeurs 0 et oo
sont permises. Puisqu’aucun z; n’est égal & ++1/—1, il n’arrive jamais que Ej, = F},
quoique la possibilité que Ej ou F}, soit vide n’est pas exclue.

Supposons que i € Ej mais que j ¢ Fj ou que j € Fy mais i ¢ Ej. Alors
pour A =0 (qui est la seule valeur de A qui nous intéresse & présent) F(z;,z;) =
F(zj,2) = ziz; + 1 # 0 de sorte que les coordonnées w; ; et u;; sont superflues.
Donc la structure de la variété £ = E64 B est donnée par les coordonnées (wi,5, wj,i),
1 € Ey, j € Fy, et en sus toutes les coordonnées z; et quelques-unes des p;, q;, &;.
De plus, sauf pour ces paires, la valeur de w; ; a un point fixe est —1.
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Supposons que la valeur commune a de z;, i € E}, n’est ni une racine ni un pdle
de Ry. L’équation ([2.4) implique alors une équation semblable & (2.7)),

(2.8) R@)%R(i)h = 41,

si ex = |Eg| et fr = |Fkl|. Il résulte de cette équation et de ’hypothese de généricité
de R que a n’est ni 0 ni co. Donc I'équation n’est satisfaite pour aucun point
spécial.

A chacune de ces paires { E, F'} sont attachées les valeurs communes zg et zp = Zg
des coordonnées z;, i € E et des z;, j € F. Nous dirons qu’une paire {E, F'} est
libre si zg et zg ne sont pas des zéros ou des pdles de R. Par contre si zg et zg sont
des zéros ou poles de R la paire sera liée. Dans ce cas nous supposerons d’habitude
que c’est zg qui est le zéro de R.

Afin d’examiner de plus proche la correspondance autour de A = 0 et en particu-
lier autour des points fixes, nous remplagons (u; j,u;;) par des coordonnées plus
convenables t; ; et v; ;. Puisque le point p n’est pas spécial, pour les paires (4,7),
i € By, j € Fp,ona zz; +1 = 22+ 1 # 0. Fixons k et ne considérons que les
i,i,, ... dans Ek et les j, j,, ... dans Fk. Soit ti,j = Uj5 — Uj,4 et th' = 7ti7j- On a

F(zi,2j)ti g = (F(2i,25) = F(zj, 2)) i

=2A(zj — 2z)u, 5.
Si par exemple on utilise la coordonnée z; plutét que z;, cette relation devient
(2.10) F(z;,Zj)tij = —2A(ziZ; + 1)u, 5.

Il y a une troisieme possibilité et méme une quatriéme si on admet que z; soit
remplacé par z;. Nous nous restreignons a ’équation en laissant au lecteur le
soin de s’assurer que les arguments sont aussi valables pour les trois autres cas. En
effet nous nous occuperons surtout des points ou z; # 0 et z; # 0 de sorte que le
choix entre z; et z; importe peu.

La relation

(2.9)

F(Zi,gj) = Z; — Ej + 2AZ¢EJ‘

s’écrit d’une fagon moins formelle comme

Z’ng + 1 ’UJZ‘J

_ _ _ _ 23t
ZZ_ZJ:F(Z’MZJ)_2AZZ’Z]:F(thj)<l_ ¢ w>7
de sorte que si nous remplagons la paire t; ; et u; ; par la paire ¢; ; et
~ Zigj
’Ui,j = *2(Z¢Zj —+ 1) (ui,j — Zirz\,"j—i—lti’j>
on a

(2.11) Av;j = (2 — Zj)ti ;-
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Observons que

~ zﬁj
vy = —2(z:% + 1) (uz‘,j — Ui+ Ui+ W%)

~ ~ 1
= Zl"Zvj’Ujﬂ'.
La coordonnée supplémentaire A; ; définie par les équations
F(zi,25) = Miguig,  F(Z5,20) = Xijuja

est remplacée par une coordonnée i, ; telle que

(2.12) 2 — Zj = i jVij, A =t g
Par conséquent
My
Fii = 790z + 1)

Observons que
2(zizj; + D, j = v j + 2225t 5
2(zizj + Dy = vij — 2t 5.
Par conséquent
(2.13) wily = —obd D TR 2t
Ujg Vi — 2t 4
Autour d’un point p ot z;(p) = a = ay, est un zéro de R et zj(p) = f = a un

pole, il faudra en plus savoir comment exprimer wg’j en fonction des coordonnées
,

(pis i) et (pj,q;) de (2.3) et (2.4). Puisqu'’il s’agit des coordonnées projectives on
peut supposer qu’une des coordonnées p; et ¢; est 1. Puisqu’en plus nous nous
intéressons aux points par lesquels passent des courbes qui s’étendent en dehors de
A = 0 ou la coordonnée ¢; n’est pas 0, nous supposons que ¢; = 1 et de la méme
facon que ¢; = 1. En revanche il faut accepter que p; ou p; puissent tendre vers oo
lorsque A — 0. Il s’averera que ceci n’arrive pas!

Les deux fonctions F(z;,%z;) et F(Zj, z;) s’expriment & partir des coordonnées p;
et &;. Observons que S = « & A = 0 mais en général § = /(1 — 2A«) de sorte que
-8+ a=—-2Aqaf. Ainsi

F(zi,Zj) ZZi—Oé—FOé-i-QAZ,‘Ej —%4—5—5
=&pi — &pj + 282z — 2A0p
= &ipi — i + 2A(6piB + &ipjo+ §i€pipy)-
De la méme facon
F(Ej,zi) = Z; — 2A — Ej

= &ipi = &p; — 2A(1 + af),
Puisque ¢; = ¢; =1 ona & =& = A et il en résulte que
pi — pj + 2A(piB + pjo + Apip;)
pi —pj —2(1+ap)

(2.14) wy; = Q(z, %) = —
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La définition des coordonnées u; ; ainsi que la condition que (A.11]) résulte de
(A.10) impliquent que I'on peut remplacer toute relation du genre

> > 9.4t dng Hit g - Hiy gy = 05
{(i1,51),(J1,51) } {Gnr2dna),(Gnaving) }
avec Hy, ;i égal a z; — Zj ou & A, par une relation semblable ol ces deux expressions
. 2 I I 3
possibles pour H;, j, sont remplacées, 'une par vy ;/, Vautre par t;s ;. On se souvient
que chaque somme porte sur deux éléments (ig, jo) et (je,i¢). Elle est homogeéne en
toutes les coordonnées v; j, t; ;. Par exemple, il résulte de la relation triviale

(21 = Z))A% + (200 = 2j0) A% = (2 = Zj) A% + (2 — ;) A°
que
(215) viyjti/’j/tigjtiyj/ + ’l}i/’j/ti,jtigjt@j/ = Uiyj/ti’jti/,jtilef + Ui/’jti’jti’j/tilyj/
Cette relation s’avere importante.
A un point p donné nous avons réparti I’ensemble des indices en des sous-ensembles
Dy, = Ej U F}.. Nous introduisons en plus une partition de chaque D = D, = EUF.
L’ensemble des indices (i,7) tels que ¢ € FEjy et j € Fy se répartit en deux sous-

ensembles : 'ensemble ou ¢; ; = ¢; j(p) # 0 et ensemble ou ¢; ; = ¢, ;(p) = 0. On
observe que

(2.16) F(2i(p), %(p)) = F(%(p), 2i(p)) =0
si A =0 et (4,7) est une telle paire. Nous écrivons ¢ <+ j si t; ; # 0.
Lemme 2.2. Sii< j, 1+ 7 eti < j alorsi < 7.

Ce lemme nous permet de définir une relation d’équivalence sur Dj en posant
1 <> i’ §’il existe un j tel que i <> j et ¢/ <> j. On définit j <> 5’ de la méme fagon.
Cette relation d’équivalence sera dite fine.

Supposons que t;y j» = 0. La relation (2.15) devient

Ui’,j’ti,jti’,jti,j/ = 0,

d’otr il résulte que vy j» = 0. Puisque vy ;o et ;7 ;7 ne peuvent pas étre tous les deux
nuls, le lemme est vérifié.

Si la valeur commune zg de z;, i € E est un zéro « et par conséquent zp est le 3
correspondant, il y a en plus les coordonnées p;, g; et &; et p;, g; et &;. La relation
homogene

(z: —Z; + gA)A? = (z; — a)A? — (z; — B)A?
avec g = 2a%/(1 — 2A«) découle de
(Zi — Zj)AQ = ZiAQ — szQ

et
« 2Aa?

T1-2Aa 1-2Aa’

a—gza
Elle implique que
(2.17) (vij + 9tij)aid; = pigjtij + pjditi;-

Il s’ensuit que si deux des trois coordonnées ¢;, g; et t; ; ne sont pas égales a zéro,
alors la troisieme ne l'est pas non plus. Toutefois cette relation est bien moins

importante que (2.15).
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Le but de ce chapitre est de trouver des formes convenables des équations de
Bethe ou des points fixes de la correspondance autour d’un point fixe p dans C' donné.
Nous avons fixé D = Dy, car, au moins a A = 0, nous pouvons isoler les coordonnées
Ziy Zj, Wi j, @ € E et j € F des autres. Une paire (4, j) sera dite pertinente sii € E et
Jj € F. Si (i,7) n’est pas pertinente, alors w;’; = —1 et, en p méme, la relation
fixe les variables t; ; et v; ; & 0 et 1. Pour ces paires qui ne sont pas pertinentes,
nous supposons donc que, sur la fibre A = 0 la coordonnée ¢; ; = 0 et v; ; = 1 dans
un voisinage de p.

A ce point nous voulons introduire le premier argument informel en affirmant
que le découplage évident & A = 0 a pour conséquence qu’il suffit d’étudier le cas
D ={1,...,r}. Pour les paires qui ne sont pas pertinentes I’équation nous
permet de trouver, dans un voisinage de p, ¢; ; en fonction de z; et zj, de sorte que
la coordonnée ¢; ; devient superflue. Il en résulte que les facteurs wy’; attachés a
ces indices, qui s’expriment selon en fonction de ¢; ;, peuvent étre intégrés
au coté gauche des équations de Bethe. Sans nous préoccuper davantage de ce
découplage nous 'acceptons. Ainsi, sauf pour les arguments combinatoires, nous
faisons semblant que D = {1,...,r}.

Fixons D et ne considérons que des indices dans D. Pour 4 <> j nous supposons
que t;; = 1 de sorte que v; ;/t; ; = v; ;. Selon les équations on n’a besoin
dans une classe d’équivalence fine que d’un seul z; ou Z;. Les autres s’expriment a
partir de cette coordonnée et de A et des v; ;. En particulier p; ; = A. Si 4, ¢/, 7, 5/
sont tous dans la méme classe d’équivalence fine I’équation devient

(218) Vi 5+ Vi jr = V4 50 + Vi 5.
Cette relation implique I'existence de nombres 7; et s; tels que
’Ui’j =T; — Sj.
Ces nombres sont uniques a une constante additive pres.
Pour i € E et j € ' mais i +» j on met v; ; = 1 et on garde les coordonnées t; ;
aussi bien que z; — Z;. Au point p lui-méme ¢; ; = 0. Les relations entre les ¢; ; ne

sont plus linéaires ; elles sont plutét quadratiques. Supposons que ¢ <> j et i’ <> j
mais que i +» j'. Il résulte de (2.15)) que

(2.19) Vi tir ety e+t g = i jo + Vg ity ety g
Si par contre i <> j et ¢ <+ j/ mais ¢/ <+» 7, alors

(2.20) Vg5t gty 5+ Tir j = Vg ety i o+ T g
Sienfin i > j et i’ <> 5/ mais i +» j', alors

(2.21) Vi it jti g Vi ity gty g =ty 5 T 0.

On obtient deux autres relations semblables en prenant d’abord i <+ j mais
1<~ 7 et i/ «» j et i’ +» j' et ensuite en supposant que les quatre indices sont tous
indépendants. La premiére, la plus importante, est

(2.22) Vi jlir goter jtijr 4 tor jti o = ter gty o+t gty g
alors que la seconde est cubique
(2.23) tir gt gti g + it jtijr = tijto jta g + i jti jrtar 5.

Si la paire (zg, zp) est liée, c’est-a-dire si zg = o et zp = B ol « est un zéro de
R et = a un pole, il y a des coordonnées supplémentaires. Si i <> j il y a deux
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possibilités : soit g; # 0, g; # 0 de sorte qu’on peut mettre ¢; = ¢; = 1 et la relation
(2.17) devient

(2.24) Vij + 9 = Pi +Pj;

soit ¢; = ¢; = 0 au point p de sorte qu’'on peut mettre p; = p; = 1 et la relation
(2.17) devient

(2.25) (vij +9)¢a; = @ + 45,

une relation quadratique. Rappelons enfin que les cas ¢; =p; =0oug; =p; =0

sont exclus si i <> j par 'équation (2.17)).
Si par contre i «» j alors on met v; ; = 1. Si ¢; = p; = 1 la relation (2.17) devient

(2.26) (1+ gtij)a; = pigstij + tig

une relation qui lie ¢; et ¢; ;. Si ¢; = p; = 1 il y a une relation pareille
(2.27) (14 gtij)a = ti; +pjgiti;.

Si enfin p; = p; = 1 alors

(2.28) (L+gtij)aiq; = (¢ + 4j)ti

une relation pour laquelle, contrairement aux deux relations précédentes, les termes
de plus bas degré sont quadratiques.

Apres ces préparatifs nous venons a 1’équation ¢(q) = 1(q) autour d’un point
fixe p € C' donné. Les coordonnées z; et w; ; sont celles de g. Supposons aux fins de
simplicité que D = {1,...,r}.

Soit e = |E| le nombre d’éléments de E, f = |F| celui de F. Les équations
o(p) = ¥(p) qui s’écrivent

R(z;) = H wy,,, 1€,

(2.29) "
R(z) ' = H wy, 5, jE€F,
m#j
deviennent
R(z) = (-1~ [[uly, i€B,
(2.30) ) 1 Ier
R(z)" = (-1)"°" H wy;, jeEF.
i€E

Si F est vide ces équations deviennent simplement
(2.31) R(z) = (-1)""1

Dans le cas générique cette équation a N racines distinctes. Si E est vide on obtient
une équation semblable pour R(z;). Donc si un des deux ensembles E et F' est
vide, nous pourrons traiter facilement les équations pour les coordonnées dans ces
ensembles. Supposons, par exemple, que tous les Fj sont vides et que chaque Ej ne
contient qu'un seul élément ; nous obtenons N(N —1)--- (N — r + 1) solutions qui
se déforment facilement et qui donnent toutes les solutions admissibles, au moins si
le théoreme est valable. Méme sans le théoréme il est évident que génériquement les
déformations de ces solutions donnent le nombre voulu de solutions des équations
de Bethe et que les vecteurs attachés par Bethe a ces solutions sont linéairement
indépendants. Donc par déformation, qui sur l'ordinateur se fait facilement, on
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résout vite par la méthode de Bethe le probleme de départ, c’est-a-dire celui de
trouver les vecteurs et les valeurs propres de l'application linéaire de [B].
Nous savons exprimer les équations (2.30) en termes des coordonnées de C. Les
deux cas pour (E, F), le libre et le 1ié, sont fonciérement différents.
Supposons d’abord que (E, F) soit libre. La relation (2.1)) donne
R(Z;
(2:32) R(z) = 75,
p
et la seconde des équations (2.30) deviennent
R(%) e
(2.33) ==y [ L wl
i€E
En particulier, au point p, ol tous les z; sont égaux a zg ainsi que tous les z;, on

obtient en prenant des produits de (2.30)) et (2.33) que
(2.34) R(ZE)f(_l)e(r—f—l) — R(ZE)G(—l)f(T_C_l)pf,

Puisqu’on peut supposer p générique, e et f sont distincts et la valeur de R(zg)
est générique. Les cas e = 0 et f = 0 ayant été écartés, il résulte de 'inégalité f # e
qu’un de ces deux entiers est plus grand que 1. Par conséquent le point p n’est
pas un point fixe admis! On verra qu’il n’admet pas de déformation en solution
admissible.

Il faudra examiner les équations et leurs solutions en A = 0 et autour de
A = 0. L’analyse est quelque peu différente dans les deux cas. Commengons par
A = 0. Il résulte de la relation (2.13) que wj’; = —1 si i +» j puisqu’alors ¢; j(p) =0
et v; ; = 1. Les équations deviennent par conséquent un ensemble d’équations,
une pour chaque classe w d’équivalence fine dans D. Soit e, le nombre d’éléments
dans l'intersection de w et F, f, celui dans I'intersection de w et F. En écrivant
v; j = 1; + 85 lorsque i <+ j et en posant

R
a=225# -2, b=-2 c=(-1)""R(zp), d=(-1)"" (ZE),
p
on obtient
c= 1] A e o)
. i — 8j +b
JEWNF
(2.35) o sita
d frng Zijb’ ] e w m F.
iEwNkE Ti = Sj +

Nous observons d’emblée que la généricité de p et par conséquent de zg, de c, et
de d ainsi que la relation

(2.36) e = dfe

impliquent l'existence d’entiers my,, m, e et f tels que e, /m, =e/m et f,/m, =
f/m. Observons que Y m, = m. De I’équation résulte 1’équation

(2.37) (=)D R(zp)T = (1) Y R(zp) % ple.

Nous revenons encore dans le chapitre suivant aux équations que satisfont c et

d, n’observant ici que l'on peut trouver N valeurs zp distinctes telles que ¢ =
(—1)""'R(zE) parce que c est générique.
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Tournons-nous maintenant vers le cas ou (F, F') est une paire liée. Ce sont alors
les équations (2.14) qui sont pertinentes. On suppose que zg est un zéro a de R et
zp le pdle 8 correspondant. Alors autour de A =0o0n a z; —a = Ap; et

R(ZZ) = AAp; +O(A2), AZR/(ZE),
2.38 A
(2.38) R(z;)"' = BAp; + O(A?), B=—.
p
car R(z)~! = R(Z)/p. Nous soulignons que le quotient A/B est générique.

Dans cet exposé que nous avouons étre informel nous n’étudions pas les équations

précises qui résultent de (2.14) et de (2.37)). Nous les simplifions. Soit

pP—4q 2
2.39 S(p,q) = ————, a=2(14+a%) #0.
(239 () = 2 (1+a?)
Les équations qui seront examinées sont
AApZ = (_1)7"_1 H S(pwpg)a 1€ E7
JEF

BAp; = (1) [[ Swi,p)), J€F
i€E

(2.40)

Observons que p; = py si par exemple 7 et ¢ appartiennent au méme Ayg.

Notre étude de ces équations se divise en celle des équations qui définissent
une variété dans la fibre de C a A = 0, ensuite celle des déformations des points
sur ces variétés, autour de A = 0, et celle des équations . Observons déja
qu’en A = 0 les équations ont des solutions triviales qui ne nous intéressent
point, celles pour lesquelles & chaque 4 est attaché un j tel que p; +p; = 0. En effet
I’ensemble de ces points fixes n’est plus de dimension 0 & A = 0 quoique ’ensemble
de points qui se déforment a A # 0 Dest.

3. DES VARIETES SPECIALES

Ce chapitre est consacré a une étude préliminaire des paires libres (F, F'). La
fibre C' de la correspondance & A = 0 n’est plus irréductible. Pour les paires libres,
zg et zp ne sont ni des zéros ni des pdles de R, et les composantes irréductibles
pertinentes sont celles définies & partir des équations (2.11)). Pour chaque paire
(1,7), on a soit z; = z; soit ¢; ; = 0. Donc sur chaque composante il y a des égalités
entre les coordonnées z; ou z; qui sont forcément satisfaites. Aux intersections des
composantes, les deux facteurs qui interviennent dans une des équations ,
donc z; — Z; et t; ;, sont pour certaines paires (Z,j) tous les deux nuls. Pour quun
point p appartienne & une composante donnée il faut évidemment que z;(p) = Z;(p)
si cette relation est satisfaite partout sur la composante, mais il pourrait bien avoir
des paires (7, 7) telles que z(p) = Z;(p) sans que z; = Z; partout sur la composante.
Dans ce cas, t;; est 0 partout sur la composante et en particulier au point p. Par
conséquent p peut appartenir a plusieurs composantes irréductibles, celles ol z; = z;
ou z; = z; partout si i et j sont équivalents dans le sens fin par rapport a p.

Nous fixons désormais implicitement les ensembles de A et de B, donc les
ensembles A;, 1 < i < set Bj, 1 < j < ¢; et nous désignons par r le nombre
total de ces ensembles, r = s +t. (Ce nombre est donc plus petit ou égal au nombre
r introduit dans l'introduction. Il faut l’en distinguer.) Le poids de chacun de
ces ensembles est le nombre de coordonnées qu’il contient. On peut attacher a
chaque composante irréductible une décomposition de {1,...,r} en paires (Ey, Fy).
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L’ensemble F, ainsi que ’ensemble Fj, est un ensemble maximal dans lequel toutes
les coordonnées z;, i € E), sont égales entre elles. Si i € Ey et j € F}, alors z; = ;.
Dans ce chapitre nous étudions les équations des points fixes sur une composante
donnée mais avec 'hypothése supplémentaire que EU F = D = {1,...,r}. Il Sagit
surtout de trouver une borne supérieure de la multiplicité d’un tel point, qui s’avérera
par la suite étre la valeur exacte de cette multiplicité.

Soit e = |E| et f = |F| et a # b, ¢ # 0 et d # 0 quatre nombres complexes
génériques. Soient p;, 1 < 4 < eet pj, 1 < j < f des entiers positifs. Nous

considérons les équations
10
f (TZ' — s+ a) .
c= _— ,
r;—8;+b
i1 (3 J +

J
(3.1) ] N
ri—8;+a
d - = ,
; 1<Ti—8j+b>

dont les inconnues sont les 7;, 1 <7 < eetles s;, 1 < j < f. Ces équations découlent
des équations . Cependant, comme mentionné dans l'introduction nous tenons
explicitement compte des conditions imposées par la partition A. (Puisqu’il est
supposé que D = {1,...,r} 'ensemble B est vide.) Si i et i’ appartiennent au méme
Aj et j et 7/ au méme A, alors v;; = vy j de sorte que r; = ry et s; = s;. Les
entiers p; sont les entiers |A;|, A; C E, et les entiers p; les entiers |A;|, A; C F.
Nous avons trouvé utile de distinguer entre les éléments de la partition contenus
dans F et ceux contenus dans F en soulignant 'indice de ces derniers.

Soient pu(E) = >, pui et p(F) = >, p;. Observons qu’avec les conventions du

chapitre précédent p(F) serait e. L’entier e a acquis une signification nouvelle qu'il
gardera par la suite. Pour que les équations aient des solutions il faut que
cME) = @(F) Une des e + f équations est alors superflue. Quoique nous les ayons
déduites a partir des équations comme des équations de points fixes aux points
de la composante irréductible ot la coordonnée t; ; / v;,; n’est nulle que si elle est
identiquement nulle sur la composante. On pourrait donner les équations des points
fixes pour lesquels cette condition n’est pas satisfaite, mais nous préférons dans ce
chapitre introduire & partir des équations des variétés projectives abstraites.
Nous revenons aux correspondances dans le prochain chapitre.

Rappelons qu’il est entendu que les coordonnées r; et s; ne sont définies qu’a une
constante additive pres, -

ry —>ri+t,  s; — s+t

Si on permet aux coordonnées 7; et s; de tendre vers 'infini, ces équations définissent
une variété algébrique projective V. Plus précisément il s’agit d’un schéma dans le
sens de Grothendieck. Sinon la notion de multiplicité d’un point dans une variété de

dimension zéro n’aurait pas de sens. Nous préférons utiliser une terminologie moins
exacte mais qui, en revanche, décourage moins le lecteur inexpérimenté.

Soit ;
x =" x[[P
i=1 j=1
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avec des coordonnées z; et x; assujetties a I’équation
e f
Hxéu/n _ x;@/n'
i=1 j=1
ou 7 est le plus grand diviseur commun de tous les y; et p1;. Posons
T, = ﬁ(rz — Sj—‘y-a)Hj’
T —8j +b

1=1

c(ri—sj+a .
T; = — .
L H TZ'—Sj-l-b

i=1 ES

Il n’est gueére surprenant qu’il soit parfois convenable et méme souvent nécessaire
de remplacer (en revenant sur nos pas) les coordonnées r; et s; par des coordonnées
V5, 1 <i<e 1 <7< fenposant r; —s; =v; ;. Les variables v; j sont assujetties
aux relations N N - -

(3.2)

(33) vivl + ’01'/711 = Ui,l" + vi/71'

Les équations ([3.2)) deviennent

(3.4) :

On écrit alors les équations (3.1)) d’une fagon simple
(3.5) T, =c, x;=d.

En écrivant les équations de cette fagon on obtient immédiatement la variété
projective V. On remplace v; ; par v;;/t;; ou (;;,v;;) sont des coordonnées
projectives. Lorsque quelques-unes des coordonnées t;j deviennent 0 les équations
se découplent de sorte qu’en fin de compte on revient aux équations (3.1). Donc au
début nous ne considérons que des solutions telles que tous les t; ; sont 1 et par
conséquent tous les r; et s; finis. N

On pourrait essayer de résoudre les équations en admettant des valeurs
v;; = —a et v; ; = —b et en donnant des valeurs arbitraires aux produits qui
contiennent au moins un facteur 0 et au moins un facteur co. Cela est impossible.
Appelons en effet une telle solution une solution spectrale. Le lemme suivant est
tout a fait semblable au lemme A.6.

Lemme 3.1. [l n'existe pas de solution spectrale des équations (3.4) et (3.5).

Pour une solution spectrale il existe une paire (4, j) telle que v;,j = —a. Puisque
¢ n’est ni 0 ni oo il existe en plus un indice j’ tel que v; j» = —b. Puisque d non plus
n’est ni 0 ni oo il existe un ¢’ tel que vy ; = —b. Alors

’01'/71 - Uivl =a—>

et
Uivll - 1}1'71 =a—b.
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De I'équation
Vi,j Ui g = Vg Vi
. a . sy
et du fait que a # b, il résulte que vy j» # —a. Mais un indice j” tel que vy ;v = —a
doit exister parce que ¢ # 0.
En effet nous pouvons construire une suite

(36) (i07.10)7 (iOail)v (il;il)a (ilvig)a ceey (in—lain)v (Znaln)
telle que

Vi = =0, 1<m<n, Vipj =-b 1<m<n

et telle que (4o, j,,
m en posant (Z’m+smim+sn

(3.7) Vi, j , = (m' —m)a+(m—mb—a

) = (in,j,)- Il est convenable de définir (im,j ) pour tout entier
) = (im,j, ), s € Z. La relation

est évidente pour m’ = m et m’ = m + 1. Elle résulte en général par récurrence sur
|m’ —m| de la relation

Vipg_r,j_,,, TV

gy T Vimsdms = Vimerj o+ Vi

Tm/ 41 ’
qui n’est qu'un cas particulier de . Mais puisque la suite des (i, lm) est
périodique et a # b, la relation est manifestement impossible.
Les équations admettent une modification simple mais utile. On a
(vij+e)/A+a v j+ad
(vij+e)/A+b v+

avec a’ = \a + € et b = A\b+ ¢. Donc en utilisant de nouvelles variables on peut

supposer que a = —b = /—1, ce que nous ferons souvent. Alors des valeurs réelles
pour des v; ; ménent & des quotients dont la valeur absolue est 1 et il sera utile de
supposer que |c¢| = |d| = 1. Puisque c’est le cas générique qui nous importe, nous

admettrons cette hypothese lorsqu’elle est convenable mais seulement apres avoir
vérifié deux lemmes qui sont valables sous la seule hypothese que ¢ # 0 et d # 0.
Le lemme suivant est une forme plus forte du lemme précédent.

Lemme 3.2. Supposons que b = —a = a. Il existe une constante € telle que, pour
tout point fize de la correspondance (p,1), on ait

lvij £al > e
pour tout © et j.
Choisissons 4 tel que
§ < min{|c|,|d|} < max{|c|,|d|} <1/§

et soit M = max{e, f}. Choisissons € en sorte que |v; ; + a| < € implique

Vit a MM
= )
Vi, j a
et |v; ; — a| < e implique
Vi, j +a 5_M2M
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Supposons qu'il existe une solution des équations (3.4)) et (3.5) et un i et un j
tel que

vijt+a m
s M ; m>1
Vij —Q
Alors il existe un 5’ tel que
Ui,j/ + a _ m—1
—= | > ) M
vijr—a
car sinon le produit
f
vijta m—1
d M
[T <o <a
i Vij—a

Il existe aussi un ¢’ tel que la méme inégalité soit satisfaite lorsqu’on substitue (7', j)
a (4,5'). De la méme facon, s’il existe i et j tel que

> M

alors il existe un j’ tel que

Vi, +a m—1
= | <M

Ui,l‘/ —a
Ces remarques nous permettent de construire par récurrence a partir d’une paire
(i1,J 1) qui satisfait & une des inégalités
|Ui7l + a| <€
une suite
(7;0710)7 (iOail)v L) (in—lyin)a (ZTHl
telle que (o, j,) = (in,J, ) et

n

Vim,d,, @ <6
)
/Uim’Zm —a
Lom41
—r <4
Vimoj, ., T O

pour 0 < m < n. Puisqu’il nous est permis de choisir § trés petit, nous pouvons
supposer que les premieres de ces inégalités impliquent que

a
(38) |’Ul'm,l‘m —|—a| < ‘K s
et les deuxiemes que
a
(39) i, — ol <[]

ou K est un entier demeurant a notre disposition.
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En imitant la démonstration de I'égalité (3.7) nous définissons la suite (i, j )

pour tout m en posant (im+’°"’im+m) = (im,im) et vérifions que -

, 3"a
Vig T (1—-2m' + 2m)a‘ Szt

En prenant K = 2-3M et d’abord m = m’ = 0 mais ensuite m = 0 et m’ = n nous
obtenons de
2na = (”io’io +a)— (”io’in +(1- 2n)a)
que
3"a

a
K
dont 'impossibilité conclut la preuve.

Corollaire 3.3. La variété des solutions de (3.4]) et (3.5) est un ensemble fini.

La variété des solutions de et (3.5) est une variété algébrique complexe
affine. Sur une telle variété une fonction rationnelle qui omet un ensemble ouvert
est constante sur chaque composante irréductible. Les fonctions v; ;/t; ; sont des
fonctions rationnelles sur cette variété et, par le lemme, ’ensemble de leurs valeurs
a une intersection vide avec des voisinages ouverts de +a. Donc chacune de ces
fonctions est constante sur chacune des composantes irréductibles qui sont en nombre
fini. Il résulte alors facilement du découplage des équations lorsque quelques-unes
des coordonnées t; ; sont zéro que la variété projective V' est aussi finie.

Nous supposons ensuite que le] = |d| = 1.

12nal < - < lal,

Lemme 3.4. Sib=a= —a et |c| = |d| =1 alors toutes les solutions des équations
(13.4) et (3.5) sont réelles.

Le lemme se vérifie comme les deux lemmes précédents. Supposons que quelques-
uns parmi les v; ; ne sont pas réels. Soit € le signe de ay/—1. On a

v+a
v—a

<1l <= S(v) >0,

Puisque |c| = |d| = 1 il résulte de 'existence d'une paire (i, ) telle que 3(v; ;) > 0
qu’il existe un i’ # ¢ et un j’ # j tels que

S(’Ui/’j) <0, %(Ui,j’) < 0.
Par conséquent nous pouvons & partir de cette paire construire encore une fois une
suite (3.6)) mais telle que

%(Uim,zm) > 0, %(Uim’lm+1) < 0.
Soit
)= min{%(vim ’Z7n)7 _%(Uim’im,+1)}'
Puisque
Uim ’lm,/ = vim ’Z7n/—1 + vim/—17lnl/ - Uim’—lvlm/_l

on peut démontrer par récurrence que si £ > 0 alors

%(’Uim)l'erZ) < —(2€ — 1)5
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De la méme facon

Ving o = Viprg, T Vg, oy T Vigd

Il résulte de cette équation que si £ > 0 alors
vim-*-e’l > (2€ — 1)(5

Ces deux inégalités sont impossibles et nous avons déduit une contradiction de
I'hypothese qu'il existe un v; ; avec (v; ;) > 0. De la méme facon il n'existe pas de
v;.; avec J(v; ;) < 0. Le lemme s’ensuit.

Soit ¢ 'application définie par . L’espace défini par les variables v; ; est un
espace affine de dimension e + f — 1 dans lequel les v1 j, 1 < j < fetv,1, 1 <i<e
sont des coordonnées possibles. Il est plus simple d’utiliser toutes les variables Vi j
aussi bien que les différentielles dv; ;. La dimension de X est aussi e + f — 1. -

Lemme 3.5. Supposons que b=a = —a et que |c| = |d| = 1. En toute solution finie
(Ui7l> des équations (3.4)) et (3.5)), application tangentielle d¢ est un isomorphisme.

Soulignons que I'application ¢ est aussi définie sur la variété projective attachée
aux coordonnées (t; ;,v; ;). Nous n’affirmons pas que le lemme est vrai aux points
ol certains des t; ; sont zéro.

Il faut montrer que les équations

f
axi
0= P d’l}iJ7
=1 Vi
°, Ox;
0= Vi, j
i=1 avi’J

n’ont que la solution triviale. Dans ces équations on peut remplacer les coefficients

8v¢,j ’ c%m-
par B B
1 Oz 1 Ozj
a:iiavm’ a:ij@vi’j '
Puisque

v—ad (v+a 9 1
& - _9q— -
v+adv\v—a v2 — a2

f
O = ZAll d?]i,l‘,
j=1

les équations deviennent

(3.10)
0= ZA“J dvi,z.
i=1

On a mis
P
ij T 2

_n2°
i @
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Les nombres v ; sont positifs et —a* = |a|>. Par conséquent tous les éléments

A; ; sont positifs. Puisque
dvi,l + dvill/ = d'Ui,l” + dvif,i,

il existe des nombres dr; et dsl tels que dvii =dr; — dsl . Il suffit de montrer que
dr; = ds; pour tout ¢ et j.

Soient
DA =Ui D Ay =V;
j i

Alors les équations (3.10]) deviennent

Ui d?“i - ZAZ"]' dSl = 07
(3.11) J

ZAi’j d’l’i — ‘/ldsl =0.

Nous introduisons deux matrices,

B=(=2), c=(=2).
(Vj>’ <U>

et deux vecteurs colonnes dr’ = (dr}), drj = U; dr;, et ds' = (ds};), ds; = Vjds;. On
adr' = Bds' et ds' = C*dr’ de sorte que - -

dr' = BCt dr'.
Mais
A Ay
BC! = L2 | — (D) =D
7 | = o)

J

est une matrice a éléments positifs.
On vérifie que
E Dii’Ui’ = UZ
i/

Selon le théoreme de Perron-Frobenius la valeur propre 1 de D est de multiplicité
1. 11 en résulte qu’il existe une constante ~y telle que dr; = vU; pour tout i. Par
conséquent dr; = 7y pour tout ¢ et ds; =« pour tout j.

Le lemme 3.5 implique le lemme suivant qui est plus faible.

Lemme 3.6. Supposons que c et d soient génériques. Alors pour toute solution v; j
des équations (3.4) et (3.5)) 'application tangentielle d¢ est un isomorphisme.

Les lemmes 3.5 et 3.6 affirment que les points de V' ou toutes les coordonnées
t; ; sont non nulles sont de multiplicité un. En général la relation nous permet
en imitant la définition du chapitre précédent d’attacher & chaque point v de V'
une relation d’équivalence dans la réunion de {1,...,e} et {1,..., f}. Nous posons
i 4> jsit;; # 0 aupoint v et i < 4’ §'il existe un j tel que i < l'iet i’ <+ j. Nous
définissons j <+ j' de la méme fagon.

Lemme 3.7. Soit M le nombre de classes d’équivalence pour la relation d’équivalence

attachée au point v. Alors, pour ¢ et d génériques, la multiplicité du point v sur la
variété V. est au plus m(v) = (M — 1)l
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Par la suite nous saurons déduire de ce lemme un corollaire plus fort.

Corollaire 3.8. Soit M le nombre de classes d’équivalence pour la relation d’équi-
valence attachée au point v. Alors, pour ¢ et d génériques, la multiplicité du point v
sur la variété V est précisément m(v) = (M — 1)\

Pour démontrer le lemme il s’avere utile de supposer que a = —b = —/—1 et
ensuite de définir des variétés plus générales dont V est une spécialisation. Ces
nouvelles variétés (dénotés aussi V = V({eiai })) sont toujours des sous-variétés
d’un produit sur {(z, J )} de droites projectives. Soient (¢; ;,v; ;) les coordonnées sur
une de ces droites. Soient €; ; des nombres positifs. Les équajcions auxquelles sont
soumises les coordonnées d’un point sur la sous-variété sont les équations

(312) vivzti,’lltilitiil + vi,’llti*l‘tilitiil = viyi/tﬁlti/,iti’vi/ + Uif’lti’iti’l‘/ti/i/
et les équations (2.19)—(2.23]) qui en découlent. Les équations de la variété sont alors
"y
vij —€igtigV=1\""
c= H = S , 1E€D,
Ui’l + ei*iti*l\/ -1
1223
v j — €ijtijvV/—1
ig gt V=1)
ou c et d sont des constantes génériques.

Comme ci-dessus il est possible d’introduire la notion d’une solution spectrale de
ces équations.

J

(3.13)

d= JeEF

K3

Lemme 3.9. Il n'existe pas de solution spectrale sur les variétés V({em—}>,

Ce lemme se démontre comme le lemme 3.1.

Ces variétés sont aussi de dimension zéro mais avant d’énoncer le lemme pertinent
nous observons qu’une équivalence fine i <+ j (ou i <+ i’ et j <> j') est attachée a
chaque point de ces nouvelles variétés. Si ti’jiz 0 alors S

Ui7l — eiﬁltiVJN/ -1
Vi,j + Ei’l‘ti’l‘\/ —1

de sorte que les équations découplent selon les classes d’équivalence. Ce découplage
n’a toutefois qu’une validité limitée.

1

Lemme 3.10. Les variétés V<{Eivl}) sont de dimension 0.

Pour nous amuser et en méme temps pour nous préparer aux arguments a suivre
nous vérifions ce lemme en considérant les déformations autour d’un point donné v.
En utilisant I’équivalence définie par v, en prenant les variations logarithmiques et
en enlevant un facteur —2+/—1 inutile, on obtient pour les équations de déformation

2 2 2 ’
jlj<ri Vi + g Gliemi 1+ Cig
(3.14) e e
el i dviy o Lt dti ;
B vZ. 4 €2 1+ ef,j '

ilicsj bl I ilieng
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Il est entendu que ¢; ; = 1 si @ +» j mais que v; ; = 1 sinon.

Les coordonnées locales au point v sont les v; ;, i <+ j et les 0t; ;, i «» j. Puisque
les t; ; pertinents sont tous 0 en v, on a &t; ; = t; ;. Soient a ’anneau local complet
défini par ces parameétres et soit m anneau maximal en v. La variété V est de
dimension 0 en v si et seulement si a/m est de dimension finie. La dimension est la
multiplicité m(v). Puisque nous ne cherchons qu’une borne supérieure pour m(v) il
est permis de le remplacer par un idéal plus petit m’, celui engendré par les termes
de plus bas degré dans les équations qui définissent m. (Observons que si quelques
équations sont passées inapercues rien n’est perdu car on ne cherche a présent qu’une
borne supérieure.) Les équations obtenues de (3.14)) en remplagant dv; ; et dt; ; par
dv; ;5 et 0t; ; s’obtiennent aussi de en supprimant tout terme sauf ceux du
plus bas degré. On obtient d’autres équations de (2.19), (2.20), (2.21)) de la méme
fagon, a savoir

(3.15) b =t Zl on 1 l:
ti/,j = 7t1'7jl7 <7, 1<),

Il résulte de ces équations que ¢; j = ¢, ne dépend que des classes d’équivalence
w et n qui contiennent ¢ et j et que tyw = —twy. Pour vérifier que a/m’ est de
dimension finie il suffit de montrer que la seule solution des équations (3.14) et
(3-15) est la solution triviale dv; ; =0 et ¢; ; = 0.

Fixons une classe d’équivalence w et faisons la somme des équations attachées
aux ¢ de cette classe ainsi que la somme de celles attachées aux j de la méme classe.
Nous nommerons les équations ainsi obtenues les équations horizontales et verticales.

Prenons ensuite la différence de 1’équation horizontale et de la verticale. Il ne
reste que

(3.16) 0= €wntun

n|n#w
si
le' Ei’l
(3.17) Com = D_ Wil T D ikt > 0.
€W bl jew ©J
Jjen ien

Observons que €, , = €,,,. En remplagant I"équation ([2.22) par ses termes de degré
deux nous obtenons

(318) tw,ntn,i = tw,ntw,E + tﬂﬁftwﬁ'

Il est entendu que w, n et £ sont tous différents.

Nous établissons d’abord qu’il résulte de ces équations que tous les t, , sont zéro.
On en déduit tout de suite que si ¢, # 0 et ¢, ¢ # 0 alors ¢, ¢ # 0. Cela nous
permet de répartir les classes w en classes d’équivalence. Les équations restent
évidemment valables si on restreint la somme a une seule classe. Pour w et n dans
la méme classe on pose

La relation (3.18)) devient
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Par conséquent il existe des nombres p,, tels que

Aw,n = Peo — Hon-
La relation (3.16) dans laquelle les ¢, ,, sont des nombres positifs implique que

(3.19) > bwnRtun) =0, Y ewnSltuy) =0.

nF#w nF#w
Il résulte de que 8'il existe un n tel que R(t,,,) > 0 il existe aussi un £ tel
que R(t, ¢) < 0.

Nous introduisons une relation d’ordre en posant w > 7 si et seulement si
R(tw,n) = 0, donc si et seulement si R(A,,) = 0, ou méme si et seulement si
R(pew) = R(py). 1l résulte de que s'il existe un 7 tel que w = 7 alors il existe
un ¢ tel que € = w. Ceci n’est possible que si la valeur de R(u,,) est constante dans
cette classe, car sinon on choisit w tel que R(1,,) est maximal pour en déduire une
contradiction. Puisque le signe de $(A,,,,,) est opposé & celui de Y(t,,,,) un argument
pareil montre que $(u,,) est constant sur la classe d’équivalence. Il en résulte que
Aw,y = 0 si w # 1. Puisque ceci est impossible toute classe d’équivalence se réduit
a un seul élément. Autrement dit ¢, , = 0 si w # 1. Les équations seront,
appelées les équations anti-symétriques.

Il reste a traiter les équations

0— Z Uiﬂiei,l‘(svi7l,

2 2
jei Vi + €ij

0— Jrif€i,j0Vi
B Z 1)2 -+ 62 .
i< ©J vJ

Nous les appelons les équations symétriques. Pour montrer qu’il n’y a pas de solution
non triviale de ces équations et par conséquent terminer la démonstration du
lemme 3.10, il suffit de répéter la démonstration du lemme 3.5.

L’argument que nous venons d’utiliser a des conséquences. Supposons que nous
déformions les équations en variant les ¢; ;. Dans ce cas on obtient les équations
de déformation en ajoutant aux quantités a gauche )., vi 0 j et 32, vi 06 ;.
Ces termes s’annulent lorsqu’on forme les équations anti-symétriques. On cherche &
trouver des déformations des solutions telles que les ¢; ; restent constants, donc égaux
a leur valeur en v qui est soit 0 soit 1. Il résulte immédiatement de la démonstration
du lemme 3.5 et du théoréme des fonctions implicites qu'une telle déformation existe
et qu’elle est unique.

Puisqu’il n’y a qu’une seule déformation du point v € V et le type du point,
donc la relation d’équivalence, reste constant le long de la déformation on peut en

vérifiant le lemme 3.7 remplacer V' par V({em}) et v par le point correspondant

v({ei,j}>, car la multiplicité est conservée. L’avantage des parametres est qu’on
peut les spécialiser, ce qui, au pire, ne fait qu’accroitre la multiplicité.

Il y a une transformation triviale des équations. On remplace chaque ¢; ; pertinent
par A; ;t; ; et chaque v; j par v; ;/A; j; donc on ne change qu'une des coordonnées
projectives v; ; et t; ;, Uautre reste 1. L’effet est d’abord de remplacer €; ; par \; jé; ;,
et donc, en effet, aprés un simple changement de notation, de ne rien changer du
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tout dans les équations . Par contre les autres équations, celles déduites de
(13.12) subissent des modifications importantes.

On se souvient que nous essayons de trouver une borne supérieure pour la
dimension de a/m. Nous avons remarqué qu’il est possible de remplacer m par m’.

Ces deux idéaux dépendent maintenant des parametres m = m({em—, )\1-7]-}) et m' =

m/ ({ei,j, )\i’j}). Nous trouverons une borne supérieure pour la dimension de a/m’
en faisant dégénérer les parameétres convenablement, car une telle dégénérescence ne
fait qu’accroitre la dimension.

Puisque les coordonnées ¢; ; et \; ; seront choisies de sorte qu’elles ne dépendent
que des classes auxquelles appartiennent i et j, nous pourrons remplacer tout de
suite les variables t; ; par les £, ,, et ensuite passer aux équations symétriques et anti-
symétriques, parce c]ue ces équations resteront valables. Les équations symétriques
montrent que les variables dv; ;, ¢ <> j sont dans m’. Tout revient alors aux variables
twy- Iy a M = M(v) classes w et Pargument, qui ne donne qu’une borne supérieure,
est par récurrence sur M.

Pour M = 1 il n’y a plus de coordonnées de fagcon que la multiplicité est
évidemment 1 = 0!. Fixons w. Nous posons €; ; = A\, ¢ =1 saufsii € wou j € w;
dans ce cas nous posons €; ; =€ et A; j = A, les deux paramétres € et \ étant libres.
On enverra \ & 0o et e & 0. -

Soit désormais €, ¢ en général le facteur obtenu en supposant tous les coefficients
€,; égaux a 1. C’est un nombre positif. Les équations qui n’impliquent pas les t,, ,,
ne sont guere touchées. Les ¢, ¢ de sont ceux qu’on vient de définir.

L’équation anti-symétrique qui change devient, & part un facteur 2v/—1e) que
I’on supprime,

(3.20) 0= cwntuwn
nF#w
La somme porte sur 7, mais w reste fixe.
Il y a toutefois aussi une équation anti-symétrique pour chaque 1 # w. L’équation
pour un 1 donné est

0= Z {en.etn.e + €Ny wtnw}.
£l€F£w,m
Dans la limite € = 0 cette équation devient

(3.21) 0= > enetne.
§Fw,n

Considérons ensuite les équations a . Il est convenu que tout terme
dans ces équations sauf ceux de degré minimal sera supprimé. Nous avons déja
anticipé que les équations (2.19)), (2.20) et (2.21)) deviendraient alors des équations
linéaires dont il résulte que les ¢; ; ne dépendent que des classes auxquelles appar-
tiennent i et j et que ty,, = —tn,; . Les équations deviennent des équations
de degré deux. Si aucun des indices n’appartient a w on a simplement

ti/yl‘ti7l‘/ = ti/yl‘ti/7l/ + ti7l/ti/71,
Si par contre i’ € w on obtient

)\ti/’iti’i, = )\Qti',iti/Q‘/ + Ati’l/ti/’i/'
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Lorsque A — oo on obtient

O = ti/,l'ti’,l'“
Donc si w, 1, et € sont tous différents
(3.22) 0=ty ntuwe-

De ces relations et de la relation (3.20) il découle que ([3.22)) est aussi valable lorsque
USES

Il résulte que nous avons les équations pour ’étape antérieure, dans lesquelles w
n’intervient pas de sorte que M devient M — 1; ces équations sont suppléées par les
équations en les variables %, , qui sont alors

(3.23) t2,=0, > tu,=0.
n

Donc la variété définit par m’ devient une variété produit. Nous pouvons calculer
la dimension de a/m’ comme le produit de la dimension & 1’étape antérieure qui,
par I'hypothese de récurrence, est (M — 2)!, et de la multiplicité de la variété locale
définie par 7 qui est évidemment M — 1. Le lemme 3.7 s’ensuit.

Soit 7 le plus grand diviseur commun des entiers p; et p;, 1 € E, j € F.

Lemme 3.11. Le nombre de points sur la variété V. comptés avec multiplicité est
nu(E) Tt p(F)et

Nous avons défini ’application ¢ d’image X. Nous choisissons un ensemble de
e + f — 1 vecteurs
(Mo A, A, )

AA AN
WA

forment une base du réseau de vecteurs entiers. Les coordonnées sur X seront
g Aj
[IESIE
@ J

de sorte que X est un produit de e + f — 1 exemplaires de P*.
Avant de démontrer le lemme 3.11 nous établirons un lemme simple.

qui avec

Lemme 3.12. Le nombre de points dans X tels que x; = px; pour tout i et j est

[W(E) — u(F)]|
n
La seule condition sur z = z; = pz; est que

g (BE)=w(E)) /0 —

ol 7y est un nombre bien déterminé mais générique. Nous rappelons que u(F) # u(F).

Pour établir le lemme 3.11 il suffit de montrer que le degré de I'application ¢
est nu(E)! ~1p(F)*~t. Observons que nous n’avons jamais défini cette application
précisément. En effet pour la définir 1a ou les produits a gauche de contiennent
des facteurs 0 et des facteurs oo il faut des éclatements. A cause du lemme 3.1 leur
forme précise n’est gueére importante. D’ailleurs le degré est un invariant birationnel.
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Puisque le degré est invariant dans une famille d’applications, nous calculons
celui de ¢ en le plongeant dans une famille dont le degré du membre générique est
facile a calculer. On se souvient que ¢ est donné par des produits

“;
f(rh Sj) ’
T = H — )
J g(riv si)
(3.24) -

Nous allons prendre
(3.25) fi’i = C/(Tisl—i- dr; — d'sl—&- CL/), 9ij = (7“1‘81-1— dr; — d/Si + b/),
de sorte que ¢ s’obtient en prenant ¢’ = 1 et en faisant a’/,b’,d’ — oo de facon que
a/d —aetd/d —b.

Observons que les nouvelles fonctions sont des combinaisons linéaires de la fonction
constante et de

(3.26) (i = w)(s; + )

ot u = d’. Ces fonctions sont invariantes par rapport & Papplication
s;+u

(327) 7'; —Uu= )\(’I“Z — u)7 s; +u= %

qui dans la limite u — oo, (1 — A)u — t deviennent

Sl+t.

[
=

/!
r,=r;i+t s

Donc méme avec ces nouvelles fonctions dans les applications il y a une des
variables r; ou s; qui est superflue.

Nous faisons dégénérer la variété et Papplication (ce qui ne change pas le degré)
en prenant

d =00, d=d=0, %:1.
L’application (3.24)) devient

vi = [T sy,

i

Il = H(T’isl)ui .

%

(3.28)

Pour calculer le degré il suffit de trouver un point (x;,2;) dont I'image inverse est
finie et de calculer le nombre de points qu’elle contient. Lﬁvantage de (3.28) est qu’il
s’agit d’une application de tores algébriques et pour des tores le degré se calcule a
partir d'une matrice. Puisque 7;s; ne change pas si on remplace r; par Ar; et s; par
sj/A il y a toujours une variable superflue que I'on met égale & 1. -
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La matrice d’exposants attachée a cette application de tores algébriques est

,LL(F) 0. vvevvnnn 0 1 Lo oo ui
0 ,LL(F) ........ 0 5 Jhg e Mi
M= 0 0........ /J’(F) ’ul Jhg v Mi
,Ltl u2 ......... Me //L(E) O .......... O
1 /_112 ......... Le 0 /’[’(E) s 0
L1 g ov e Le 0 O cevvnennn u(E)
Cette matrice a e 4+ f lignes et colonnes est de rang e + f — 1 car son déterminant
est égal & 0. (Notons que le vecteur (1,...,1,—1,...,—1) avec e composantes 1 et f

composantes —1 engendre le noyau de M.) Puisque nous avons mis une des variables
r; ou s; égale a 1 nous supprimons une colonne pour obtenir une matrice non
singuliere. Posons par exemple s ¢ = 1. En ce qui concerne les lignes nous pouvons
prendre des combinaisons linéaires & coefficients entiers pour construire des vecteurs
de la forme
(0,...,0,¢,...,0,%).

Le dernier coefficient est sans importance car nous posons sy = 1 mais £ est un
entier positif et tous les autres coefficients sont 0. Par conséquent on peut calculer
tous les r; et s; — ou plutoét une puissance de ces nombres — par des produits de

la forme
a; aj
[T= 115
@ J

ou les exposants sont des entiers positifs ou négatifs. Si tous les x; et x; sont finis
et non nuls, alors tous les r; et s; sont aussi finis et non nuls. B
Calculons maintenant le degré. Pour cela prenons tous les vecteurs entiers dont
une composante est 0 et calculons l'indice de son image (par rapport a Uapplication
linéaire donnée par M) dans I’ensemble des vecteurs entiers (a;, b;) tels que

i i

Puisque le noyau de M n’est que ’ensemble de vecteurs (a,...,a,—a,...,—a),
avec e coefficients égaux a a et f a —a 'espace de vecteurs entiers est la somme
directe du noyau et des vecteurs dont une coordonnée donnée est 0. Donc nous
pouvons appliquer M a tout ’espace pour la traiter comme une application d’un
premier espace X, obtenu en divisant l’espace des vecteurs entiers par le noyau de
M, dans un second espace ) défini par . On a donc un plongement

M:X <9,

dont nous désirons calculer 'indice [) : X] qui est égal au degré recherché. Nous
allons maintenant définir deux espaces X’ et )’ tels que les fleches du diagramme
suivant soient des plongements :
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X—9

x/ 2)/
Il en résultera que : i ]
e DY X
D=

Soit Q' =1 + 2 la somme directe de )1, 'ensemble de vecteurs tels que

> miai = pibj =0

et de 99, I'ensemble de ceux tels que a; = au(F) et b; = au(E) avec a € Z. A cause
de I’équation , pour les vecteurs dans ) la somme > pix; est divisible par
le plus grand diviseur commun w de tous les u; aussi bien que par le plus grand
diviseur commun v de tous les u; et donc par pv/n. Il en résulte que

o1 HE)R(F)  np(E)u(F)
1= (wo/n) v

Soit X’ = X1 + X5 la somme directe de X1, 'ensemble de vecteurs (a;, b;) tels que

D miai =) s =0,

et de X5, 'ensemble de ceux tels que a; sont tous égaux au méme entier a et tous
les b; au méme entier b. L’espace X; est le noyau dans X de 'application

(ai, b;) — (Z Hili, Z Mlbl)
L’image de X est 'ensemble des (a,b) tels que ula et v|b et celle de X’ 'ensemble
de (u(E)a, p(F)b), a, b € Z. Par conséquent [X : X'] = p(E)u(F) /.
On a P D X1 et Yo D Xy de sorte que Q) : X' = D1 : X1][Y2 : Xo.
Evidemment [9); : %1] = u(E)/~1u(F)°~'. Le plongement de X5 dans )y est
(a,0) = (n(F)(a +b), u(E)(a + b))
de sorte que [ : X3] = 1. Il s’ensuit que

[ : X] = w(E) " 1u(F) 1,

qui est la formule voulue.

4. LES PAIRES LIBRES

La variété algébrique V était attachée a une paire E et F' dont les éléments
étaient supposés étre 1,...,eet 1,..., f. Nous supposons maintenant que E et I'
sont tous les deux des sous-ensembles de {1,...,r} et nous dénotons V par V(E, F).

Supposons que Dy, ..., Dy sont des sous-ensembles disjoints de {1,...,7} et que
Dy, 1 < k </, est la réunion de deux sous-ensembles disjoints Ej et Fj. Pour le
moment nous supposons pour simplifier la notation que {1,...,r} est la réunion
des ensembles D;. Alors, pour chaque Dy, et chaque choix des parametres ¢ et d
(qui remplacent ¢ et d) les équations avec 1 € Ey et j € Fj, définissent une
variété V(FEy, Fy). Le produit des variétés V (E}, Fy) est presque une sous-variété de
la fibre C' de la correspondance en A = 0. Pour la plonger dans la correspondance
il faut trouver des coordonnées zg, et zp, telles que ¢, = R(zg,) et di, = R(zF,).
Pour que cela soit possible il faut et il suffit que ¢ = dip. Disons que le produit des
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variétés est une sous-variété potentielle de la correspondance & A = 0. Observons
qu’il y a plusieurs plongements du produit dans la correspondance selon le choix
des coordonnées zg, et zf, .

Soit p un point fixe de la correspondance et supposons en profitant du découplage
du chapitre 2 qu’il n’y ait qu’un seul ensemble D = {1,...,r} dans la partition
attachée a p. Pour que p appartienne a I'image d’un plongement du produit

[TV (Ex Fy)
k

dans la correspondance & A = 0, il faut d’abord que la partition {Dj} soit plus
grossiere que celle attachée a 1’équivalence fine définie par p, et alors il suffit que

= R(zg), dp= R(;E)~

Il en résulte immédiatement un lemme que nous signalons explicitement.

Lemme 4.1. Si un point de l’image d’un plongement dans la variété C' du produit

[[V&. )

k
est un point fixe de la correspondance, alors tous les points dans les images de tous
les plongements sont aussi des points fixes.

La multiplicité du point p dans le produit est le produit des multiplicités et nous
pouvons la majorer a ’aide du lemme 3.7.

Lemme 4.2. Soit my le nombre de classes d’équivalence fine par rapport a p dans
Dy,. Alors la multiplicité de p dans [[, V(Ek, Fi) est au plus [], (my — 1)!.

Le point p = [], vx et m(vy) est évidemment égal a my,.
I est possible qu’il y ait plusieurs décompositions {Dy,..., Dy} de {1,...,r}
telles que p appartiennent a [[, V (Ek, Fi).

Lemme 4.3. Soitn(p) = n(p, D) le nombre de classes d’équivalence fines par rapport
d p dans l'ensemble D. Pour chaque décomposition {D1,...,D;} de D ={1,...,r}
et chaque point p qui appartient au produit [ [, V (Ey, Fy), soit

m(p;Dlr"an)

la multiplicité de p dans le produit. Alors pour p donné la somme sur toutes ces
décompositions de cette multiplicité satisfait

> m(p;Dy,...,Dy) < n(p)l.
{D1,...,D¢}

Soit n = n(p). D’aprés ce que l'on a déja dit la somme de ces multiplicités est au
plus la somme de ], (|Ck| - 1)! sur toutes les décompositions de n en sous-ensembles
C}, disjoints. Le résultat de cette somme purement combinatoire est donnée par le
lemme suivant.

Lemme 4.4. Pour tout entier positif n, la somme sur toutes les partitions de
{1,...,n} en des sous-ensembles disjoints C1,...,Cy de [](|Ci| — 1)! est nl.



ASPECTS COMBINATOIRES DES EQUATIONS DE BETHE 29

Ce lemme est évident pour n = 1, 2. On le vérifie par récurrence. Comme
d’habitude on construit les partitions de {1,...,n} en ajoutant n & un des sous-
ensembles d’une partition C1,...,Cf de {1,...,n—1} ou en ajoutant {n} & une telle
partition. Donc on multiplie [T(|Cx| — 1)! par 3|Cy| et par 1. Puisque la somme
de ces deux nombres est n le lemme en résulte.

Avant de revenir aux structures combinatoires de [BL] nous vérifions un dernier
lemme. Supposons que la paire (E, F)) qui donne D soit libre. Nous cherchons des
points fixes de la correspondance autour de p qui se développent en séries de Puiseux
en A dont les exposants ne sont pas trop compliqués. En fait nous les supposerons
demi-entiers de sorte que les séries seront des séries de Taylor en A'/2. Donc pour
1]

ti,j = a(ti7j)A1/2 + b(ti7j)A + - 5
(4.1.a) zi =20 + a(z)AY2 4 b(z) A+ - - -,
Z =2+ a(Z) A+ b(EZ) A+

Les v; 5, 1 <+ j, seront par contre des séries en A lui-méme

(4.1.b) vij =5+ a(vig) A+
En général pour n’importe quelle coordonnée = qui se développe en série de Puiseux
nous posons x = 2° +a(z)A%®) 4 ... ot a(a) est censé étre la plus petite puissance

positive qui intervient avec un coefficient a(x) # 0.

Lemme 4.5. [l existe au moins n(p)! solutions distinctes de la forme (4.1) des
équations pour les points fixes.

Ici comme par la suite les énoncés sur 'existence de solutions en séries de Puiseux
de telle ou telle équation ne sont pas démontrés d’une fagon compléte. Donc le
caractere informel de cet exposé qui était annoncé au début se révele enfin. Nous
n’examinons que les premiers termes.

Nous supposons que a(t; ;) # 0. Il résulte des équations (2.19)), (2.20) et (2.21)
que a(t; ;) ne dépend que des classes d’équivalence fine auxquelles appartiennent i
et j de sorte que I'on écrit a(t; ;) = 1/, avec py.n = —pinw. (Ces facteurs p,.,
sont étroitement liés aux facteurs p; ; de 'équation ([2:12).) 11 résulte de ces mémes
équations que si i et j sont équivalents dans le sens fin alors a(z;) = a(z;) de sorte
que I'on peut poser a(z;) = a(2;) = vy, i € w, j € w. Les équations donnent
enfin

(4.2) Vo — Vp = oy, DPOUT W #1).
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Il y a d’autres équations de déformation qui proviennent des équations ([2.30)).
Puisqu’aucun R(z;) n’est 0 en p on calcule plutdt les dérivées logarithmiques. Soient

1 dR(2)
A
= = A =
R(Z) dz ) z ZE, 07
1 dR(z) 1 dR(Z) ~
RG) & RG) & ! = 7P =26, 0
N
1 dR 1
R dA + z::l y— /Bky z ZE, 07
N
, 1 dR(z) 1 ~
= —— = —2 = = A = 0.
C 7 dA k§:1 P z=2zFp = Zg, 0

Nous supposons que les «y sont des constantes de sorte que les B = 2A — 1/ay
sont des fonctions linéaires de A.

Les équations de déformation sont pour a = —b
JLif10i, 5 pipjOti g
! _ J J J J
jeri Bl J¥i
4S5 4 A — —QGZ [ibtjOv; N 2“2 WittjOti
< B L p2. —a? Ls ] —q2 "
iy bl ishy

car A = A. Dans ces équations nous remplagons dz; et 6z; par VA2 si w est la
classe de i ou de j. -

De ces équations nous déduisons d’abord les équations anti-symétriques dont
nous ne gardons que les termes en A/2. Donc nous fixons w et nous prenons la
différence entre la somme des premieres équations sur tout ¢ € w et la somme des
secondes équations sur tout j € w ne gardant que les termes en A/2 déduits de
4.1). Rappelons d’abord que les entiers e et f qui interviennent dans la formule
%D sont devenus u(E) et u(F). Les entiers e, et f,, de sont donnés par

ewzz,uia fw:Z:ui-

1EW JEW

On se souvient que e, = myu(E)/m et f, = myu(F)/m. Puisque 6v; ; n’a pas de
terme en A, le c6té gauche de I’équation ainsi obtenu est
E) — u(F
Al(ew _ fw)Vw — A/mw IU/( ) Iu( )
m

Le coté droit est

4a Z ewfn _ 4a  my, My,
1—a? Uy — V, 1—a2m? Uy — Up
nFw <N ngw <N
Donc les équations anti-symétriques sont

A'mom (p(E) = p(F))v = 1 faa2 W(E)u(Fyme Y mn%

-,
n#w v K

Rappelons que p(E) # p(F). Un facteur 1/m? a été supprimé aux deux cotés.
Nous nous contentons de la preuve que ces équations en les n(p) variables v, ont
n(p)! solutions. Si on remplace chaque v, par auy,, le coefficient A’ (M(E) - M(F)) a
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gauche est multiplié par a?; ainsi, pour étudier les solutions de ces équations, nous
pouvons supprimer ce coefficient aussi bien que le coefficient 4au(E)u(F)/(1 — a?)
qui intervient a droite. L’équation qui reste est

(4.3) MV = My, Z My ———

R CIRE

Lemme 4.6. Sin = n(p) est le nombre de classes, alors 'équation (4.3)) posséde
au moins n! solutions.

Nous ordonnons les classes d’une fagon arbitraire, w1, . ..,w,. Il suffit de montrer
qu’il y a une solution dans la région

(4.4) Uy > Vy > 0 > Uy
Considérons la fonction
2
6_229 mpv, H (Vw _ Vn)memT,

w,n
w#n

dans la fermeture de I’ensemble . Elle est 0 a la frontiere. En méme temps il
est évident qu’elle est tres petite en dehors d’une grande boule centrée a ’origine. 11
en résulte qu’elle atteint une valeur maximale & un point ot toutes les dérivées de
son logarithme seront 0. Ces dérivées sont

Chaque point de valeur maximale donne alors une solution des équations (4.3)).

Observons en particulier que d’une solution v, on obtient une autre en remplagant
tous les v, par —v,,. S’il est le cas qu’il y a exactement n! solutions il s’ensuit que
chaque solution est telle que si les valeurs sont ordonnées comme dans alors
Vg = —Vy, Sik=n—0+1.

5. LA STRUCTURE COMBINATOIRE

Nous avons esquissé une description de la structure combinatoire des points fixes
autour de A = 0 dans [AG]. Les équations pertinentes de ce papier, corrigées dans
lappendice 3, sont (12), (14) et (15). La structure combinatoire que ces équations
expriment est déja présente dans les descriptions des points fixes & A = 0 introduites
au chapitre 2.

A chaque point fixe p est attachée une premiére décomposition {D1,..., Dy} de
{1,...,7} qui est définie & partir des valeurs des coordonnées z;(p), Dy = Ey U F}, et
Ej, est par exemple Iensemble de tous les indices i tels que z;(p) a une valeur donnée
zg, - Rappelons que le lemme 2.2 permettait d’introduire, dans chaque ensemble
Dy, une équivalence fine. Nous considérons des décompositions {D,..., D, } qui
sont plus fines que {Dy,...,Dy}. Donc chaque Dy est la réunion des D) qu’il
contient. De plus chaque Dj est lui-méme la réunion des classes d’équivalence fine
quil contient. Evidemment n > m. Soit D, =E,UFj.

Nous savons attacher a chaque paire (E}, F)) une variété V (Ej, Fy) définie & partir
d’équations semblables a mais avec ¢ = ¢, et d = dj,. Pour qu’un point du
produit [], V(E}, F)) appartienne & la variété de points fixes de la correspondance,
il faut et il suffit que ¢, = djp pour tout £ et alors chaque point du produit y
appartient.
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Selon les lemmes (3.11) et (3.12), la somme sur tous les ¢, et d, possibles du
nombre de points sur le produit est

(5.1) H|M(E2) _M(FD|,U(E2)f‘;71,u(Fé)62*1_
¢

Mais pour définir un plongement du produit dans la correspondance il faut choisir
les zp; et zp;. Puisque 2, = 2 et R(zEé) = ¢, il y a N™ choix supplémentaires si
n est le nombre d’éléments D dans la décomposition.

L’expression multipliée par N" est le produit des termes

(5.2) N|u(Ep) — (DB ()
et correspond donc & la formule (12) de [AG].

Il y a cependant dans [AG] une imprécision provenant de I'incompréhension
des auteurs de leur propre formule. Les deux décompositions {Dq,..., Dy} et
{D},..., D]} ne sont pas toujours les mémes car il est bien possible que ZE, = Z2E,
pour k # £. Un lecteur de [AG] pourrait penser que dans (12) il s’agit de la premiere
décomposition et non de la seconde. En fait, il ne s’agit ni de 'une ni de 'autre.
Il s’agit d’'une décomposition intermédiaire, celle qui définit la variété produit du
chapitre 4.

La méme confusion est possible avec (14) et (15), mais avant de passer a ces deux
formules, observons que les formules et proviennent des formules pour le
nombre de points sur les variétés V(E, F'), chacun compté avec sa multiplicité. Sous
divers plongements des produits de ces variétés plusieurs points peuvent avoir la
méme image dans la correspondance, mais si nous comptons le nombre de solutions
en séries de Puiseux qui émergent de cette image nous trouvons selon les lemmes
4.3 et 4.5 au moins le nombre prédit par la formule (12). Nous obtiendrons le méme
résultat pour les formules (14) et (15). Il en résulte qu’en comptant toutes les
solutions trouvées autour de A = 0 sans tenir compte de leur multiplicité nous
obtiendrons un nombre ng qui est au moins le nombre ng donné par (12), (14)
et (15) en suivant la procédure combinatoire décrite dans [AG|; mais ce dernier
nombre ng est celui prédit par la formule de Lefschetz, qui compte les solutions
avec multiplicité. Mais nsy est certainement plus petit ou égal au nombre total n;
de solutions car, en trouvant ns, il est bien possible qu’il y ait des solutions restées
inapercgues. Donc ny > n3 mais n3 compte les solutions avec multiplicité de sorte
que ng est nécessairement plus grand ou égal a ny. Il en résulte que ny = ng et que
tous nos résultats antérieurs admettent des précisions. En particulier le corollaire
3.8 est valable.

11 serait utile en traitant les équations (14) et (15) pour les paires liées d’introduire
quelque notation supplémentaire. Pour une paire {E, F'} sans sommet interdit dans
le sens de [AG], que nous distinguons de la paire {F, E} de sorte que le facteur 2
dans (14) s’enléve, nous introduisons

(5.3) X(E, F) = min{p(E), u(F) }p(E)!~ u(F)* 1.
Pour distinguer les deux ordres possibles nous convenons que la valeur commune
zg de z;, i € F est un zéro de R. Observons tout de suite que est 0 si un des
deux ensembles E et F est vide.

Si une paire contient un sommet interdit nous la dénotons {E, F', B} et convenons
que les éléments de B’ sont dans E et ceux de B” dans F. Pour une telle paire nous
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introduisons
(54) X(E,F,B) = (u(B)w" + p(F)o’ +w'w") (u(B) + ')’ (u(F) + ")
Dans la formule (15) de [AG] il y a une erreur que la formule (5.4]) corrige.
Supposons que D contienne un sommet interdit B = {B’, B”} aux poids w’ = |B’|
et w’ = |B"| et soit w = w' +w". Soit {A1,..., Ag—1} Pensemble des autres sommets
aux poids p; = |4;|. Puisque D contient d éléments alors le poids attaché a D par
le lemme de Fan Chung ([AG]) est wu(D)?"? avec u(D) = w+ Y, u;. Ce poids
apparait a gauche dans la formule (15) de [AG] et il nous faut changer la somme a
droite qui porte sur toutes les partitions {E, F'} de {A1,..., Ag—1} car telle quelle la
formule n’est malheureusement pas correcte. La formule correcte suit. Soient comme

d’habitude e = |E| et f = |F|.

1

Lemme 5.1.
(5:5) wpu(D)*2
= > (B + p(F)w + ") (u(B) + ') (u(F) + ")

Si d = 1 alors le coté gauche n’est que ww™! = 1 et a droite il n’y a que la
partition avec E et F' vides. Donc p(E) = p(F) = 0 et le c6té droit est aussi 1.
Supposons donc que d > 1.

Il est plus convenable d’écrire le c6té droit de 1’équation comme

S {((B) + ) (u(F) + ") = (B (u(B) + ') (u(F) + ") .

Sid =21l n’y a que deux possibilités a droite : soit e =1 et f =0; soit e =0 et
f =1. La seconde expression de chaque terme est 0 et ’égalité devient

-1

w=uw +uw"’
qui s’avere exact. Supposons donc que d > 2 et procédons par récurrence.

Les deux cotés de I’égalité & vérifier sont des polynomes en p; = |A;], w’ et w” de
degré d — 1. Puisque leur différence s’annule si w’ = w” = 0, il suffit de vérifier que
le produit Hil_l u; la divise, donc qu’elle s’annule si p; = 0 pour un ¢ donné.

On peut appliquer l'identité & ’ensemble de variables p;, j # 4, w" et w”. Puisque
p; = 0, le coté gauche de (5.5) devient w(w+ >, ,uj)d_g = wu(D)473. En le
multipliant par w + 3, u; on obtient le c6té gauche de (5.5). A toute partition
{FE1,Fi}de {1,...,i—1,i4+1,...,d — 1} correspond deux partitions {E, F'} de
{1,...,d — 1} : on ajoute i soit & F; soit & F;. On obtient de cette fagon chaque
partition {E, F'}. La somme sur ces deux partitions de (u(E) + w’)f (u(F) +w")*
n’est que

f
p(D) (u(Er) + ') (u(Fy) + ")
Le méme argument s’applique au second terme

(B u(F) (1(B) + ') (u(F) + )
de sorte que les deux cotés de I'identité se multiplie par p(D) en passant de 'ensemble
{1,...,i—=1,i4+1,...,d — 1} a Pensemble {1,...,d — 1} pourvu que la variable p;
soit 0. Le lemme en résulte.
La confusion déja mentionnée provient du fait qu’il est parfois nécessaire, pendant
le compte, de décomposer une paire (E, F') définie par les valeurs des z; au point fixe
en deux paires (E', F') et (E”, F"). Nous avons su tenir compte de cette possibilité
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pour des paires libres. Sa cause est méme évidente pour des paires liées car alors le
facteur N attaché a chaque paire provient de ’existence des N zéros de R. Mais
il est bien possible de choisir le méme zéro pour E’ que pour E” de sorte qu’ils se
confondent dans le compte naif. Heureusement les paires libres et les paires liées
ne se confondent pas de sorte qu’il est permis en traitant les paires libres de les
découpler des paires liées comme nous avons fait implicitement.

Puisque nous n’avons pas encore d’arguments généraux pour les paires liées, nous
ne tenons compte que d’une fagon explicite et maladroite de la possibilité des paires
diagonales. A A = 0 tous les indices i tels que z; est un zéro donné o de R sont mis
ensemble pour obtenir F, et alors F' est 'ensemble de j tels que z; = f = a. Sl n’y
pas de sommet interdit, alors il faut examiner toutes les décompositions possibles
{(E1, Fy),...,(Em, F)} de (E, F) et vérifier quil y a

(5.6) > T x(Ex, F)

solutions en séries de Puiseux qui émergent du point fixe & A = 0 aux coordonnées
zi=a,1 € E,et z; =0, j € F, aumoins dans le cas que EUF = {1,...,r}. Il
suffit de traiter ce cas car les indices attachés aux zéros différents de o ou aux paires
libres sont certainement découplés de ceux attachés & « et 5. La somme porte sur
toutes les décompositions possibles.

S’il y a un sommet interdit B nous définissons E et F' de la méme fagon sauf que
nous écartons les indices ¢ qui appartiennent a B. Dans ce cas il y a une paire préférée
(E1, F1) dans chaque décomposition, celle & laquelle sont attachés les éléments de B.
Cependant il n’est pas exclu que E ou F' soit vide ou méme qu’ils soient tous les
deux vides. Le compte pour la paire {E, F'} doit donner

(5.7) > x(Er, F1,B) [ [ x(Ei, Fy)
i>1
ou le produit porte sur toutes les décompositions simultanées de E et de F'.

Nous ne sommes pas en état de traiter les problemes autour des formules et
d’une facon générale. Il faut nous contenter d’exemples assez simples et méme,
pour ces exemples, de n’examiner que les premiers termes des séries de Puiseux qui
y apparaissent. Nous ne vérifions pas que les séries elles-mémes existent.

6. LES PAIRES LIEES SANS SOMMET INTERDIT

Dans ce chapitre nous examinons les séries de Puiseux pour les paires liées qui
n’ont pas de sommets interdits, donc des paires telles qu’aucune des coordonnées
zi, 1 € EUF, n'est contrainte & demeurer un zéro ou un péle de R méme lors
de la déformation. Cependant, & A = 0, toutes les coordonnées sont égales soit &
un zéro donné de R soit au pole correspondant. La formule pertinente est
dans laquelle nous remplacons A et B par (—1)""'A4 et (—1)"~'B pour alléger la
notation. Les éléments de F' seront dénotés j. Les équations deviennent

AApz = H S(pivpi)uia

JEF

BAp; =[] Spipj)™.
i€l

(6.1)

Les poids ne sont qu’implicites dans (2.40)). Nous ne traitons que quelques cas
simples de ces équations, qui ne sont d’ailleurs que des équations simplifiées par
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rapport aux vraies équations de déformation. La valeur de a dans la formule ([2.39))
n’est guere importante car les degrés d’homogénéité des deux cotés sont différents,
et nous supposons que a = —1. Nous soulignons enfin que I’argument global est qu’il
suffit de trouver assez de solutions! Il s’avérera alors a la toute fin de ’argument
que nous les avons toutes trouvées. Pour faire le compte nous trouvons les parties
dominantes possibles z° + a(x)A® des solutions en séries de Puiseux mais nous
acceptons qu'’il est possible de trouver par récurrence les termes suivants.

A :e=f=1. Soient yu = p; et v = v;. La somme (5.6 ne contient qu’un seul
terme et si on utilise une transformation simple (p — —ap, ¢ — —aq) pour éliminer

—a de (2.39)), les équations simplifiées (2.40) deviennent
1%
Anp = (L)
p1+pL+1

“w
+
BAPl = P L )
- p1+p1+1

avec de nouvelles constantes A et B. Il y a deux types de solutions de ces équations
en série de Puiseux en puissances de A. D’abord p; = p; = 0 (c’est-a-dire en fonction
de A) donne une seule solution.

Soit autrement oo = a(p1), 8 = a(p1) et v = a(p1 + p1) les exposants de p1, p1
et p; + p; définis selon nos conventions. Evidemment v > 0 de sorte que p) = —pi.
Onal+a=wvyetl+ [ =py. Supposons que v < u de sorte que x(E, F) = v.

Siv < palors 8 > a de sorte que vy = a = 1/(v—1). En comparant les coefficients
des termes du plus bas degré dans la premiere des équations on obtient

Aa(py) = a(p1)”.
Puisque la solution a(p;) = 0 est exclue par la définition méme de a(p;),ilyav—1
solutions admises. Elles sont différentes. L’équation pour a(p1) est alors

Ba(py) = a(p1)"

qui détermine a(p;). Par conséquent nous obtenons v — 1+ 1 = x(E, F') solutions.

Si u = v alors a = 8. En divisant les deux équations on obtient une équation pour
p1/p1 dont —1 n’est pas une solution puisque A/B est générique. Par conséquent
v=a=p8=1/(v—1). On obtient & nouveau v solutions.

B : f=1. Soit v = v;. Puisque x(F, @) = 0 pour tout E, il n’y a toujours pas de
décomposition a examiner et il suffit de trouver

() = min{ 3 i}
solutions.

Soit, lorsqu'’ils sont définis, a; = a(p;), 8 = a(p1) et v; = a(p; +p1). Commengons
par les solutions avec p; = 0. Soit R I’ensemble des i tels que p; # 0. A cause de

I’équation
Hi
Di + D1
BAp, = —_=
t H (pi +p1+ 1)

i
I’ensemble R n’est pas tout ’ensemble E. Pour i € R on a 1 + a = et I’équation
pour a(p;) est
Aa(pi) = a(p:)”,



36 ROBERT P. LANGLANDS ET YVAN SAINT-AUBIN

qui possede v — 1 solutions a part la solution 0. On obtient donc au total

S - )R = - (-1,

R

solutions car la somme porte sur tout sous-ensemble R de {1,...,e} sauf 'ensemble
lui-méme.

Supposons maintenant que p; # 0 de sorte qu’aucun p; n’est identiquement nul.
Nous répartissons l’ensemble des indices en quatre :

R={ilai=v<p},
S={ila;=8<v},
Tr={ilB=y<al,
U={ilaj=~v=p}

Anp = (PP
pi+pL+1

Hi
Di +P1
BAp, = _— =
= H<pi+p1+1> ’

%

Des équations

il résulte que

1

== —, -1)8>1, € R,

@ =%= (v—1)p i
1
7izﬂ>ﬂa 1>(V71)6’ iGS,
14
a;=vy —1=vB—-1>p, v—1)8>1, 1T,
1

= iy = ) e U.

v Z“ B w—1) v
Par conséquent on a soit S = E, soit U = E, soit quelque partition de {1,...,e}

entre R et T, S et U étant vides. Le cas Y p; = v étant exceptionnel, nous le
remettons & la fin de 'argument. Dans tout autre cas on a

1+ﬁ=Zm6+Z#m+Z%

€T €S i€ER

DTS e ER R S S
T S

ou

v v—1
S R

Observons que R est vide si v = 1. De plus si R et T sont vides, on obtient de cette
équation, sauf si > p; = v, que la quantité non-négative 5 est —1.
Si R est tout ’ensemble E, on obtient

i —v+1
ﬂ =
v—1
et équation (v — 1)5 > 1 implique que Y p; > v ou Y u; = v. L’équation pour
a(p;) est
Aa(p;) = a(p:)”
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dont il y a v — 1 solutions pour chaque i. Ajoutant a celles-ci les solutions p; = 0,
nous avons trouvé
vVe—(wv—-1)°4+w-1)°=v°
solutions qui, si Y p; > v, est le nombre voulu x(E, F).
Si T est non-vide, alors

Zﬂz’—l =1- S
v—1
T R
De I'équation (v — 1)8 > 1, il résulte que
Z,ui—1<1/—1—z,ui — Z,ui<1/.
T R

Si cette condition est satisfaite, alors I’ensemble 7" ne peut pas étre vide, mais c’est
la seule condition sur T'. Les équations pour a(p;), a(p1) sont

Aa(pi) = a(p:)”, i€R,
Aa(p;) = a(pr)”, i1e€T,
Ba(py) :H 0" [t

R

qui possedent (v — 1)l (ZT i — 1) solutions. Sommant sur toutes les partitions,
on obtient le nombre de solutions :

D= > =1 = )y (v -+ (v —1).

RCE i€E\R i i¢R

Si nous nous rappelons les solutions déja trouvées, cela donne

(Z ,Ui)l/e_l = X(E,F)

solutions. Observons que ces arguments restent valables méme pour v = 1.

Il ne reste que le cas que > pu; = v. Dans ce cas nous n’avons trouvé que v°
solutions a part celles données par le cas ou chaque i est dans U. Alors en éliminant
des puissances de A des équations nous obtenons d’abord

6.2 Azy=(x; +1), z;= a(pi)7 A = Aa(p)'Y,
(62 () o) (o)

ce qui nous permet de trouver toutes les valeurs possibles des x; comme fonction de
A’. En plus il y a I’équation
(6.3) B' =[]+ 1", B =Ba(p)' "

Ces équations exigent malheureusement une discussion un peu fastidieuse. Obser-
vons tout de suite que les solutions de I’équation en x
(6.4) Az =(z+1)"

sont toutes distinctes sauf si pour une d’elles A’ = v(z +1)¥~1, donc si

A 1/(v-1)
- <) .
14

Il résulte de cette dermere équation que si les équations (6.2 et ( sont satisfaites
et si les solutions de ne sont pas toutes distinctes alors A’ ct B’ appartiennent
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a des ensembles finis donnés. Puisque A'/B’ = A/B est générique cela n’est pas
possible.

Soit @ = a(p1). Nous remplagons dans et le facteur x; + 1 par x; + d/a
ou J est un parametre que nous mettons ensuite égal a 0. Si on met y; = ax; + 0
cela donne des équations

Ayi:y;j7 Ba:Hyihu

qui sont des équations de type multiplicatif et dont le nombre de solutions non
nulles, chacune de multiplicité un, est (a signe prés) le déterminant

v—1 [0 0 v—1
0 U—T1ceeeeeinn 0 v—1
0 0 L
0 [ v—1 v—-—1
1 Jh v e Le v—1

Un calcul facile montre que ce déterminant est —(v — 1)¢. En admettant aussi des
solutions telles que quelques y; sont nuls de fagon que a est forcément nul, nous
obtenons en tout v¢ solutions, toutes de multiplicité un. Puisque v¢ = x(E, F) est
exactement le nombre voulu de solutions, il ne reste qu’a se convaincre que toutes
ces solutions peuvent étre déformées de § = 0 & 6/a = 1. Hors des points ot a = 0
on peut récupérer les x; a partir des y;.

Puisqu’elles toutes ces solutions sont de multiplicité un & § = 0 une petite défor-
mation est certainement possible. En examinant les équations on vérifie qu’aucun y;
n’est nul pres de 6 = 0 sauf & § = 0. Donc a n’est nul hors de § = 0. Ayant déformé
les x(E, F) solutions de § = 0 dans un petit voisinage ou elles restent forcément
distinctes et en particulier & un point particulier 6 # 0 de ce voisinage, nous rempla-
gons d/a par ¢ pour continuer jusqu’a § = 1 en évitant tout point de ramification. Le
seul accroc possible est que deux solutions (z;(8),a(d)) et (x(6),a’(6)) distinctes
en § = 0 coincident en & = 1. Il résulte de notre discussion de I’équation (6.4) que
chaque y;(0) est alors égal a y;(0), et que cette égalité demeure valable le long de

tout chemin de déformation. Mais alors (a(8)/a’(9)) """ reste constant sur le chemin
le long lequel on déforme en faisant varier é, car

Ba = [](yi — o)".
La constante a(d)/a’(0) est nécessairement égale & 1.

C : e= f =2 avec tous les poids égaux a 1. Dans ce cas il y a des répartitions
possibles de la forme {E7, Fy }/{Es, F»} pour lesquelles chacun des quatre ensembles
n’a qu'un seul élément. Il y a deux telles répartitions et x(FE1, F1) = x(Es, F3) = 1.
Puisque p; + po =11 + 12 =2 on a x(E,F) =2-2-2 = 8. Nous cherchons par
conséquent 8 + 2 = 10 solutions.

Il y a d’abord p; = p2 = p1 = p2 = 0. Puis ce sont les solutions pour lesquelles
une seule des variables n’est pas identiquement zéro. Pour cette variable il y a quatre
choix. Si, par exemple, elle est py alors

3
(p2 +1)%
Il en résulte que a(psz) =1 et que a(p2) = A.

AAp,y =
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Ensuite ce sont celles avec un seul p; = 0 et un seul p; = 0. Il y a deux possibilités
pour 4 et deux pour 7. Sii =1 et ¢ = 1 alors les équations pour p et py deviennent

+
AApy = P2 T P2 D2 7
p2+p2+1lpa+1

+
BAp, = P2FP2 P2

= petprtlp+1

Ces équations impliquent de plus que o(p2 +p2) = 1. En divisant ces deux équations
nous trouvons ’équation A/B = (pa + 1)/(p2 + 1). Puisque A/B est générique il
est exclu que a(pz) > 0 et a(pz) > 0. Par conséquent a(pz) = —a(p2) et

A _ a(pg) +1

B a(p2) — 1’
De cette équation on trouve la valeur de a(p2).

Nous avons trouvé, a ce point, neuf solutions. Il nous en faut une de plus.
Supposons qu’aucune des quatre fonctions p; et p; n’est identiquement zéro. On
obtient alors -

AAp; = H Di +pj

; Pi+pl'+1’

L= pitp;+1

(6.5)

i
Nous cherchons des solutions telles que a(p;) = a(p;) = 1 pour tout i et j et telles
que a(p;) = a est indépendant de i et a(p;) = b indépendant de j. On obtient

Aa = (a+b)? Bb=(a+b)?

et par conséquent a = c¢/A, b=c/B, 1= c¢(1/A+1/B)?2. Puisque nous avons trouvé
10 solutions il ne faut pas en chercher plus! Nous reviendrons a ce cas mais seulement
apres en avoir examiné un autre.

D : e=3, f =2 mais tout poids est 1. Les décompositions possibles sont de la
forme {E1, F1}|{E2, Fa} et elles auront f; = ea = fo = 1 et e; = 2 et pour chacune
ona x(E1, Fy) =1-2°-1! = 1, tandis que x(E, F) = 2-3'-2? = 24. Nous cherchons
alors 24 4+ 6 - 1 = 30 solutions. Elles se distribueront de la fagon suivante. Dans cette
liste il est entendu que toutes les variables sauf celles données explicitement ne sont
pas identiquement zéro.

(1) p1 = p2 = p3 = p1 = p2 = 0 — une solution : 1.
2) p1 = p1 = 0 — une solution et six choix d’indices : 1 X 6 = 6.
3) p1 =p1 = p2 =0 — une solution et trois choix d’indices : 1 x 3 = 3.
) p1 =p2 =p1 =0 — deux solutions et six choix d’indices : 2 x 6 = 12.
) p1
) p1

>~

= py = p1 = p2 = 0 — une solution et trois choix d’indices : 1 x 3 = 3;
= po = p3 = p1 = 0 — deux solutions et deux choix d’indices : 2 x 2 = 4.
) Aucune des variables n’est identiquement zéro — une solution : 1.

(
(
(
(5
(6
(7
La somme de ces nombres est 30. Donc ayant trouvé ces solutions, il n’est pas
nécessaire d’en chercher plus. Ce qui frappe le plus (pour des raisons que nous

discuterons plus tard) est qu’il n’est pas du tout évident qu’il n’y ait qu'une seule
solution telle qu’aucune des variables n’est identiquement zéro. Si e = f = 2, il
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s’avere possible de manipuler les équations de fagon a se convaincre qu’il n’y pas
que la solution trouvée mais, pour e = 2 et f = 3, nous n’avons pas su le faire.
Examinons les divers cas. Le premier est évident. Le deuxieme donne

AAp; = S(pi)S(pi + p2), i=2,3,

3
BApy = S(p2) [T S(pi + p2)-
1=2

De ces équations il résulte que
A2A p2+1

B (p2 +1)(ps + 1)

et par conséquent que py = —1 + a(pz) A*P2) + ... a(py) = 1. Nous concluons de
plus que p; = 1+ a(p;)A + -+, i =2, 3. On obtient enfin I’équation

A= (a(pz) + a(pg))7 1=2,3,
d’otu il résulte que a(p2) = a(ps) et

(alp2) + al(p2))’
a(p2)

Ces équations admettent une solution unique! En particulier, a(pz) = A%/B.
Dans le troisieme cas on a

AAp; = S(pi)®,  i=2,3,

B =

ou

Di
AN = ————.
(pi +1)2

Ces équations admettent évidemment une seule solution en série de Puiseux et
P2 = Ps3.
Dans le quatriéme cas on a
p3 + D2
(p3+p2+1)(p3 +1)
(p3 + p2)p2
(ps+p2+ p2+1)*
En divisant les deux équations nous trouvons

BA =

A (p2+ 1)?
B pa(ps+1)
Nous concluons de la premiere équation que p3 + p2 = a(ps + p2)A* + -+, a =

a(ps + p2) = 1. Puisque A/B est générique il résulte de la derniére que p3 =
—a + a(p3)A® + --- et que p2 = a + a(p2)A® + --- ol @ # 0 est une des deux
solutions de A/B = —(a + 1)?/a(a — 1). La valeur de a(ps + p2) se déduit alors de
la premiére équation, mais pour trouver a(ps) et a(p2) il faut utiliser la derniere
équation une deuxiéme fois en examinant les termes linéaires en A.
Dans le cinquiéme cas il n’y a que ’équation
p3
B

Il en résulte que a(p3) =1 et que a(ps) = A.
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Dans le sixieme cas 1’équation est
BA= ——=—
de sorte que a(p2) = 1/2 et B = a(ps2)?.
Il reste enfin le cas qu’aucune des séries n’est identiquement nulle. Puisque nous

n’avons besoin que d’une seule solution, nous supposons que p; = ps = p3 et que
p1 = p2. Les deux équations deviennent

2
AApl = 7(])1 +pl) 39
(p1+p1+1)
3
BAp = PP
= (pt+pt1)
En général les équations
AAp, = (p1+p1) ,
(p1+p1+1)”
"
BAp, — (p1+p1)

(p1+pL+ 1)1
avec (1t > v > 1 admettent des solutions p1 = aA® + -+, p1 = bAP + ... avec
a=1/(v—1),8=au—1=(u—v+1)/(vr—1). Les valeurs de a # 0 et b # 0 sont
déterminées par
Aa=a", Bb=a".

Il y a par conséquent v — 1 possibilités. Si 4 = v on arrive au méme résultat mais
les équations sont un peu plus compliquées.

Nous ne traitons pas d’autres cas de paires libres mais avant de passer aux paires
liées nous examinons les équations

Aldp; = [ Swi +p)).

JEF

BAp; = [ S +p))
i€eE

(6.6)

sous I'hypothese qu’aucune des séries p; et p; n’est identiquement zéro. Ce sont les
équations (6.5) généralisées. Nous montrons, pour e = f = 2, comment en déduire
que toute telle solution satisfait aux conditions : p; = p2 et p; = pa. Cependant,
méme pour e = 3, f = 2 nous ne savons pas établir ce fait directement.
En divisant les deux équations nous obtenons

A p; Hg;el' S(pi + pe)

Bpj ez Sor +p5)
Nous supposons que p? = 0 pour tout 7 et que p? = 0 pour tout j. Cette équation
s’écrit -
(6.7) Api [T Sx +p;) = Bp; [ S + po).

ki ]
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Les premiéres des équations 6.6) s’écrivent

ApiA = —— | | S(pi
p oy +1H (pi +pe) +

pj

ﬁHS Pi + o)

HSpHrpz) H5pk+pg)

A
pz+p3+1 Bp +p]+1

Puisque p; Z 0 il est permis de 1e supprimer.

Sie=2et f =2, "équation qui reste peut étre considérée comme une équation
linéaire pour pi, p2, p1, p2 dans laquelle les coefficients dépendent de ces mémes
variables. Si ¢ et j sont donnés, supposons que k # i et £ # j.

(6.8) AN = (pi+po) [ | !

A 1
. PN | + E(Pk- +P1)H

St Pm i+ 1

Puisqu’il y a quatre choix de la paire (i, j), il y a quatre équations pour les quatre
variables. La matrice des coeficients, dans laquelle la premiére correspond a la paire
(1,1), la deuxieéme a (2,1) et ainsi de suite, est

pr 01 01 M
01 P2 01 p2
pP1 02 pP1 02
02 P2 P2 02

M =

ou

1
pi:l;lpﬂrpfrl’

1
0j == R —
L Bln:[pm—kpl—kl

Soulignons qu’il s’agit des équations linéaires en pq, p2, p1, p2 dont les coefficients
dépendent de ces mémes variables.
AA=0Oona

Si p? # 02 la matrice

p o o p
o p o p
p o p o
o p p o

est de rang trois. Le seul vecteur qu’elle annule est le transposé de (1,1, —1,—1).
Puisque A/B est générique, il en résulte que les équations déterminent toutes
les quantités p; 4+ p; a partir des coeflicients p; et o;.

En particulier
Pk — 0y
pitpy = 2L _AA,
- P1p2 — 0102
de sorte que a(p; + pl) = 1 pour tout i et j. Puisque py et oy sont des fonctions
des p,, + pn, nous pouvons utiliser ces équations pour calculer par récurrence le

développement en série de Puiseux des fonctions p,, + p,. Il en résulte qu’elles ne



ASPECTS COMBINATOIRES DES EQUATIONS DE BETHE 43
dépendent pas des indices. Enfin en utilisant les équations nous concluons que
p1 = p2, que p1 = p3 et que a(p;) = a(p;) = 1.

7. LES PAIRES LIEES A SOMMET INTERDIT

La somme pertinente est ((5.7). Les équations pertinentes sont des modifications
de (6.1)
AAp; = S [] Swirpi)™,

JEF

BAp; = S(p)*" [ Stpispi)*,
1€R

(7.1)

ot S(p) = S(p,0). Nous nous permettons d’utiliser deux notations déja introduites
bien qu’elles soient en conflit : la constante B de et ’ensemble B de sommets
interdits. Cela n’entraine guere d’inconvénients. On se souvient aussi que selon les
conventions de la section 5, B = B'U B” et que B’ est rattaché & F et B” & F, mais
que E et B’ aussi bien que I’ et B” sont disjoints. Les facteurs supplémentaires &
droite dans les équations sont attachés aux sommets interdits B” et B’, car pour les
indices 7 et j dans B les coordonnées p; et p; restent 0. Ces équations sont valables
méme pour i € B’ ou j € B”, mais elles ne donnent rien car alors p; et S(pi) ou p;

et S(p;) sont nuls. Pour tout ¢, p? = 0 et pour tout Js p? =0.

A : f=0. Clest le cas ou F' est vide. Alors la seule décomposition & considérer est
{E,2,B} et
X(E,2,B) = (W")°.
Les équations a résoudre sont

"

Pi ¢
AAp; = )
b <Pi+1>

Ces équations ne sont pas couplées. On peut choisir p; = 0, qui est la seule solution
siw” = 1. Si w” > 1 toute autre solution est de la forme

p; = a(pi)Aa(”i) 4+
Evidemment o(p;) = 1/(w” — 1) et Péquation pour a(p;) est

Aa(pi) = a(pi)wua

dont il y a w” — 1 solutions distinctes et distinctes de zéro. Donc chaque équation a
w” solutions. Puisqu’il y a e équations indépendantes on obtient le nombre voulu de
solutions.

Nous ne traitons ensuite que le cas ou F' ne contient qu'un seul élément, donc ot
f =1. A part la partition principale qui correspond & un diagramme connexe, il y a
d’autres partitions qui correspondent aux diagrammes non-connexes et donc aux
termes diagonaux. On a donc dans des termes attachés aux décompositions

{E’F7B} {EvF}’{B} {ElaB}v{E%F} {E,@},{F,B}.
Puisque x(F, @) = 0 la somme (5.7) est
(7:2) X(E,F,B) +x(E,F)x(B) + > _ X(E1,, B)x(Ex, F).

Il est entendu que dans la somme ni F; ni Fy n’est vide et que leur réunion est F.
En plus de ’hypothése f = 1 nous supposons soit que e = 1 soit que w’ = w” = 1.
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B: f=1ete=1. Soit u le poids du seul élément de F et v le poids du seul
élément de F'. D’abord
X(E,F,B) ='W +w'v+uw'p
tandis que
X(E, F)x(B) = min{,u, V}'
Puisqu’il n’existe pas de décomposition {E1, B}, {Es, F'} avec E1 # @ et Ey # &
nous cherchons
(7.3) X(E,F,B) + x(E, F)x(B) = w'w" + w'v+ "+ min{u, v}
solutions liées qui se développent en séries de Puiseux
pi = p) +a(p) AP 4
pl — pz + a(pl-)Ao‘(pl) 4+

Puisque e = f = 1 il n’y a que deux équations, celles pour i = 1 et pour j = 1.
Observons comme premiére conséquence des équations (7.1]) que, si p9 # 0 ou pg #0,
alors p + pg = 0. Cette derniere équation est donc toujours valable et nous écrivons

p1+pr=alpr +p)AY 4

Pour pouvoir plus facilement analyser les équations pour les exposantes o = a(p1),

B = a(p1) et v nous posons
a=w -1, b=u, c=w"—-1, d=v.

Comme nous le verrons par la suite, les conditions sur ces quantités qui s’averent
pertinentes sont,
4 sgn(bec — ad) = sgn(b — d) = sgn(c — a),
(7.4) la —c| > |b—d|.

Supposons que b < d, donc que p < v. Si la condition (7.4 n’est pas satisfaite
nous obtiendrons par la suite a(c + d) + be. Par contre si elle est satisfaite alors
a—c>d—bdesorte que a + b > c+ d et nous obtiendrons

cla+b) +ad — be+be = a(c+ d) + be.

Donc deux expressions a premiere vue différentes qui apparaitront sont en fait les
mémes — une remarque facile mais utile!

Nous cherchons d’abord des solutions avec p{ = p{ = 0. Si ni p; ni p; nest
identiquement nul, il y a quatre possibilités -

(7.5.a) a=vy<p,
(7.5.b) B =7v<a,
(7.5.c) a=[3<r,
(7.5.d) a=L0=1.

Pour trois des cas § > « et les inconnues convenables sont p; et p; + pi. Les
équations pour « et 3 sont dans les cas correspondants a ([7.5.a)) et ((7.5.c)) :
(7.6.a) 1+a=w'a+va, 14+ 8 =wpB+ pa,

(7.6.c) l+a=uw"a+rvy, 1+a=uwa+pu,



ASPECTS COMBINATOIRES DES EQUATIONS DE BETHE 45

Dans le cas (7.5.d)) qui n’arrive que si w’ + p = w” + v, tous les exposants sont égaux
al/(w +p—1).
Considérons les contraintes qu’impose l'existence de solutions positives des équa-

tions ([7.6.a]) et (7.6.c) qui satisfont aux inégalités ([7.5.a)) et (7.5.c). Pour (|7.6.a]) on
trouve
1 1-—

w4+ -1’ w -1
Alors on a @ < 3 (et par conséquent 8 > 0) si et seulement si ' + p <’ +v. 1l

en résulte que les deux cas (7.5.a]) et ((7.5.d) s’excluent I'un l'autre.

La solution des équations ([7.6.c) est

a= i
oW’ 1) — (W —1)’
(7.7) o
’y =

ww” =1) —v(w —1)

sauf peut-étre dans le cas exceptionnel p(w” —1) — v(w’ —1) = 0. A part ce cas, les
équations (7.7) n’ont de solution positive que si les conditions

sgn(p —v) = sgn(w” —w') = sgn(pw” — 1) — v(w — 1))
sont satisfaites. Donc est possible si et seulement si p < v et W' +pu > w” +v
ouv < puetw +v >w + p Dans le cas exceptionnel ou le déterminant des
équations s’annule, il n’y pas de solution sauf si w’ = w” et u = v et alors

elle n’est pas bien définie. Nous reviendrons a ce cas. Les autres possibilités sont
donc :

(7.8.a) Wy > W+ op, u <,
(7.8.b) W p >+, v <,
(7.8.¢) v >+, v < u,
(7.8.d) W+ p >+, w< .

Dans chacun des cas nous comptons le nombre de solutions de nos équations ou
plutét le nombre de possibilités pour a(p1), a(p1), et a(p1 + p1) sans nous occuper
trop des termes d’ordre plus élevé. Par symétrie le cas est compris dans le
cas (7.5.a]). Encore par symétrie, mais une autre, il suffit de ne considérer dans les

quatre cas (7.5.a)), (7.5.b), (7.5.¢) et (7.5.d) que (7.8.a]) et (7.8.d). On suppose alors

par la suite qu'une de ces deux inégalités, qui sont celles de la remarque qui suit
, est satisfaite! Dans le cas les conditions ([7.4) sont satisfaites. Elles ne
le sont pas dans le cas . Observons de plus que les quantités qui figurent dans
les inégalités de (7.8 sont des données, tandis que celles de sont libres, de
sorte que chacune des quatre possibilités envisagées doit étre considérée.

Avant de traiter ces cas, nous comptons les autres solutions, celles pour lesquelles
p1 =0 ou p; =0. Sip; =0, 'équation pour p; devient

w'+/1,
p1
ABp; = —

dont il y a w’ + p solutions. Si p; = 0 on obtient une équation semblable, mais alors
en comptant les solutions il faut écarter celle telle que p; = 0. Donc on n’en obtient
que w” 4+ v — 1. Au total on obtient w’ + p +w” +v — 1.
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Commengons maintenant avec ([7.5.a]). On a déja observé que les égalités (|7.6.a))
ne sont pas compatibles avec les inégalités de ([7.8.d)). Nous supposons par conséquent
que les inégalités (7.8.a)) sont satisfaites. Les équations pour a(p1) et a(p1) sont

w”+1/
)

Aa(p1) = a(p1)

Ba(py) = a(py)® a(pr)"
Le nombre de solutions qui ne sont pas identiquement 0 de ces équations est
évidemment (w’ — 1)(w” + v — 1). Pour cette équation comme pour les équations
suivantes il est évident que les solutions sont distinctes.

Considérons ensuite les solutions de type (7.5.c|). Elles n’existent que dans le
cas ([7.8.d]), mais alors il faut ajouter le nombre de solutions de type (7.5.b) qui
est (W’ —1)(w' 4 p—1). Dans le cas (7.5.c) les équations pour a(p1) et a(p1 + p1)
deviennent

Aa(p1) = a(p1)” a(pr +p1)",

Ba(py) = a(p1)* a(p: + py)"
dont le nombre de solutions non-zéro est
|(w’ =Dy — (W' = 1)v|.
Il résulte du commentaire suivant que dans les deux cas on obtient au total
W-1DW=-1+v)+W+p+wW+rv)—1=w'w"+v+pu

solutions. Par conséquent les conditions p) = pY = 0 ne donnent pas toutes les
solutions cherchées.

Nous supposons toujours que pu < v et considérons les solutions avec p§ = —1,
p{ = 1. Les équations pour les exposants sont

1=-"a+vy, 1=upy.

Donc vy =1/p et
-1
7k

=
UJH

Le cas 1 = v est exceptionnel. Si v > p les équations pour a(p;) et u sont

—Aa(p)*” = (=1)*"alp1 +pr)",

1\
Iy a uw” solutions de ces équations. On trouve d’abord a(p; + p1) et ensuite a(py).
Sauf peut-étre dans les cas exceptionnels, nous trouvons au total
W'+ W'+ W+ min{p, v}

solutions, précisément le nombre ([7.3) escompté.
Si 1 = v nous cherchons des solutions avec p{ # 0, £1. Alors v = 1/pu et il s’agit
de trouver les valeurs permises de z = p) = —pg = —z. Soit u = a(p1 + p1). Les
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Am:( ac ) u”,
z+1

Bm:( L ) ut.
z+1

En formant le quotient des deux équations on obtient une équation pour x car
x = —gz. Supposons que w” > w’'. Alors
A g (=1
B " (z+ 1)<
Selon le prochain lemme cette équation a w’ solutions distinctes. Aprés avoir trouvé

x on résout les premieres équations pour trouver p valeurs de u. On trouve donc les
w' ;i solutions supplémentaires cherchées et ce, méme si w' = w”.

équations pertinentes sont

Lemme 7.1. Supposons que a;, 1 <i<m etb;, 1 <j<n sont des parametres
donnés mais que C est générique. Si a; # b; pour tout i et j, alors l’équation
m n
(7.9) Cl]@—a =[[(z—b;)"
i=1 j=1
n’a pas de solution multiple.

En effet chaque solution multiple satisfait a I’équation obtenue en prenant la
dérivée logarithmique des deux cotés, donc a

m n

(7.10) )

T — a; x—0b;
i=1 voj=1 J

Cette équation a un nombre fini de solutions qui ne satisfont pas si C et
générique.

Il reste toujours le cas exceptionnel w’ + pu = w” +v. Si p < vet pd =p) =0, on
a le cas (7.5.d). Pour a(p1) et a(py) les équations sont -

Aa(p1) = a(p1)*” (a(p1) + a(p1))”,

Ba(py) = a(p1)* (a(p1) + a(p1))".

En divisant la premiere des équations par la seconde on obtient une équation pour
x = a(p1)/a(p1) de la forme (14 z)™z™ = Coum =v —p, n = w”’ — 1 sont
des entiers non-négatifs et C' est générique. Selon le lemme 7.1 cette équation a
v—pu—+w”’—1=w'—1 solutions distinctes de sorte que aW'+v—1)(w—-1)
solutions distinctes et différentes de 0. C’est le nombre déja trouvé pour les cas non
exceptionnels. Puisque le nombre des solutions avec p{ = —1, p} = 1 ne change pas,

(7.11)

il ne reste que le cas u = v et w’ = w”. Dans ce cas nous écartons arbitrairement la
possibilité (7.6.c) et nous obtenons encore le nombre de solutions voulu.

C : W' =w” = 1. Supposons enfin que w’ = w” = 1 mais que e soit arbitraire. La
valeur de f est toujours 1. Il résulte immédiatement des premiéres équations ((7.1))
que si pd + pg = ( alors p; = 0.
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Siv = pu(F) et les valeurs de |A;|, A; € E, sont p;, on a
(7.12) x(E,F,B)
=W+ (3 ) v+ W) = 1) p(B) v+ 1)
On a de plus pour une décomposition £ = £y U Es,
X(E1,2,B) = (W) =1,
(7.13) X(Ea, F) = min{pu(Es), v},
X(E1, @, B)X(E2, F) = (") min{pu(Es), v v " = min{u(Es), v v~
Observons encore que x(Fs, F') =0 si e =0 et que
(7.14) S Bt =Y e Y v = p(E) v+ 1)
E=E1UE; i g

est le second terme de ([7.12]), que nous remplacons désormais par le coté gauche de
(7.14)).
Nous considérons d’abord les solutions avec p; = 0. Puisque w” = 1, I’équation

pour p; devient
i v+1
AAp; = : )
P <pz‘ + 1)

Ces équations sont indépendantes et elles ont par conséquent (v 4 1)¢ solutions dont
quelques-unes auront p; = 0. De toute fagon on a ici le premier terme de (7.12)) de

sorte qu’il ne reste qu’a couvrir ([7.13)) et (7.14)).

Nous examinons ensuite les solutions avec p{ = 0 mais p1 Z 0, et par conséquent

tous les pf = 0. Soit Ey un sous-ensemble de E. Nous cherchons les solutions telles
que p; = 0 si et seulement si i € Fs. Si le complément de Fy est Fy posons
pitpL=uw AV 4 i€ B
On a ; = 1/v pour tout ¢ € E;. Soit 8 = a(p1). De I’équation pour p; résulte
1= Z piB3 + Z i/ v,
i€Ey =on
et cette équation admet une solution positive en [ si et seulement si
(7.15) > pi<vw.
=N

Alors les équations pour les u; et @ = a(p1) deviennent

A= ’LL;-j, 1€ Fq,

B = QZEQ i H uih

E4
dont le nombre de solutions est
(7.14") e Zui = v u(Es).
Eq

L’expression (|7.14')) n’est qu'un terme de (|7.14). On a par conséquent trouvé assez

de solutions pour couvrir tout terme de ([7.14]) attaché a une décomposition qui

satisfait & ((7.15)).
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Nous supposons ensuite que pg =—1desorteque E=FE UFEsetp; =0,1 € Fs,
p) =1, € E;. Plutdt que p; ce sont les variables p; +p1, % € E1, qui sont primaires.
On a forcément v; = 1/v, i € Eq. L’équation qui détermine 8 = a(p1) est

==Y mB+> m/v
Es E4
qui admet une solution positive en [ seulement si
(7.15") > i
i1€F,
Cette condition est & comparer avec celle de (7.15]). Si elle est satisfaite 1’équation

pour u; = a(p; + p1) est
2A =}

et celle pour a = a(p1) est alors

1 p(B2)+1
a By

Donc le nombre de solutions est v (M(Eg) + 1), ce qui est la somme de

(7.14) v u(Es).
et de
(7.13) A

En particulier il en résulte qu’il ne manque & (|7.14]) que les termes pour lesquels

(7.15") Z Wi =V,
1€F,
car (7.14")) donne les termes voulus lorsque ([7.15")) est satisfait et (7.14')) couvre les
autres. Nous revenons au cas ([7.15”) a la toute fin. Observons tout de suite que
[@E|

Pexpression ([7.13]) est égale a lorsque (7.15')) est valable.

Nous cherchons enfin des solutions avec pg = 1. Nous supposons encore que p; = 0,
i € E3 et que les variables p; + p; sont primaires pour i € E;. Soient o; = a(F;).
Nous répartissons E; en quatre sous-ensembles

Ej : v > a; =,
E}: o > =P,
E} B> i =i,
EY: ;=i =P
Pour i € Ef on a 148
+

l=—f+vy, 7v=——
Puisque y; est censé étre plus grand que 3, on exige que

#>,@ = 1> w-1)8.

Pour i € E?,
l=—-a;+vf, a=vf-1= (v—1)>1
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Il en résulte qu'un des deux ensembles E} et E? est vide. Pour i € E},
1
1)

1=—a; +rvay, o= = (v-1p>1.

Si E{ n’est pas vide alors (v — 1)3 = 1.
Supposons d’abord que Ei n’est pas vide de sorte que les autres sous-ensembles
le sont. L’équation pour 3 est
1+
1= Z pi—
By

qui a une solution positive seulement si

(7.15") v> Y i = p(E).
E,
Pour que 1 > (v — 1) il faut que
v — pu(Er)
1>v—-1)———=
=D E

ce qui n'est pas possible car (v —1)/u(E1) = 1 et (v — u(E1)) est un entier positif.
Supposons ensuite que £y = E? U E3. L’équation pour 3 est

1= " wB+> pif/(v—1).
125 B}

Pour que cette équation admette une solution positive, il faut d’abord que

p(ET)
1 1 .
(7.16) > -1
De plus pour que (v — 1)8 > 1, il faut que
v—1—p(E})
U s ] = v — 1> u(E).
() =

Cette derniére inégalité implique ((7.16]).
Si elle est satisfaite, les équations pour les a; = a(p;), i € E? et a; = a(p;), i € E}
sont

1 :
A=, ie B2,

a;

1, ; 3
—A=——a;, 1€ EY,

a;

1 1+u(E2) 2
B = <> Q#(El) Ha/?’i.
2 s

Les deuxiémes équations admettent chacune v — 1 solutions distinctes en a;. La der-
niere donne ensuite u(E?) valeurs pour a. Les premiéres équations nous permettent
enfin de trouver & tour de role chaque a;, i € E?.

Donc si v —1> p(Eq) on a

(7.13") S uEN W - 1) = p(Er)r !
E?UE}=E;

ou I'égalité résulte de ([7.14)). Cette expression est ([7.13]) lorsque (7.15"")) est satisfait.
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Supposons enfin que v — 1 = pu(E;). Alors By = E} et les équations pour a; et a
sont
1 1%
A= 7(0‘2 + Q) ’
3
1 ;
B:§ H(%‘*Q) 7
JEEL
Il s’avere que ces équations admettent v =1y (E;) solutions.
Pour e¢; = 1 c’est évident car alors on trouve d’abord a; + a et ensuite aj.
En général nous divisons les premieres équations par la derniére pour obtenir des
équations pour v; = a;/a

A ., _ (it 1)”
(7.17) B H (v; + 1M = E—
JjEEL
Une équation plus facile a traiter est
A
(7.18) 35 II (v + 1% = (i +1)".

S
Pour la résoudre nous posons
v;+1=¢w
ou w ne dépend pas de ¢ et €/ = 1. Il faut donc que
55 L&/ =
JEEL
une équation qui sert a fixer w. Il y a v®* choix pour les ¢;. Mais si € = 1 on peut

remplacer chaque ¢€; par ee; et w par e 'w. Cela nous donne v°* ! possibilités, mais
ensuite il faut trouver a a partir de ’équation

(7.19) 2B = a*") ] (vi + 1)1,
JEEL
Cette équation a u(F1) solutions.

Les deux systémes d’équations (7.17)) et (7.18)) sont deux éléments d’une famille
définie par

(7.20) 2t 80 T+ 1% = i+ 1)
JjEEL

auxquelles on ajoute (7.19)). Puisque le déterminant de la matrice

vV — U e — Uy
—//Ll Z/_MZ.. ....... —‘LL7
—,Uq«

— 1 e V— [y

n’est pas nul, les v°* ! solutions de (7.18)) admettent des déformations autour de
a =1, = 0. Une solution v; de I’équation



52 ROBERT P. LANGLANDS ET YVAN SAINT-AUBIN

n’est une solution multiple que si v; + 1 = vv;, et alors A et v; sont des nombres
rationnels. Le A qui est pertinent pour (7.17)) est

)\:% H (Uj—i-l)#j.
JEEL

Si ce A\ est rationnel et si le systéeme est satisfait alors tous les v; sont
algébriques et par conséquent A/2B est algébrique et appartient méme & un corps
de nombres que l'on peut déterminer. Puisque A/2B est supposé étre générique ceci
est exclu.

Supposons maintenant que nous commengons avec la collection de solutions de
et que nous avons trouvées et que nous les déformons tout en évitant
les valeurs de

A a+ pu;) H (vj + 1)1
JjEEL

ou a des solutions multiples. Cela est possible (par des principes généraux)
sur une courbe qui vade a =1, § =0a a =0, § =1 car elle n’a de solution
multiple ni au point de départ ni au point final. Il en résulte que si deux solutions
arrivent a des solutions avec les mémes valeurs pour toutes les variables v; alors elles
commencaient avec les mémes valeurs de v;. Il résulte alors de que le quotient
des valeurs de a pour les deux solutions reste constant pendant la déformation.
En particulier s'il est 1 & la fin, il est 1 au début et nous avons trouvé v =1 (E;)
solutions distinctes de (7.17)—(7.19) en déformant celles de 7.

Il ne nous reste qu’a traiter le cas (7.15”). Si u(F1) = v, nous cherchons des
solutions telles que p{ n’est ni 0 ni +1. Les équations pour z; = p? et z = p{ et
U; = Pji + b1 sont a B

:ﬁ(

Ty = —Z,
A i3 U; v
Tq = )

u(E2)+1 i
x U;
Bz = — .
+ (x+1) IEI<ui+1)
1

On résout les secondes équations pour trouver u; en fonction de & pour obtenir enfin
I’équation

Bw+n:( x)M&ﬁRAa—mV”,

z+1 By
ou

r O\ HE2)
7.23 B 1) =cA(1 - — .
(7.29 @1 =ed- o))
La constante ¢ dépend des racines choisies en résolvant les premieres équations.
Puisque A et B sont génériques, il y a p(E2) + 1 solutions distinctes de (7.23).
Le nombre de solutions de (7.22]) est donc v* (,u(Eg) + 1). Cette expression est la

somme de v qui est (13) et v pu(E2) qui est la contribution pertinente a (14).
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8. DERNIERS COMMENTAIRES

Quoique nous ne soyons pas en état de traiter le cas général dans cet exposé, nous
voulons tirer quelques conséquences des exemples. Le numérateur et le dénominateur
de S(p; + p;) ne sont 0 que si p; + p; est 0 ou —1. Nous répartissons par conséquent
les indices en classes, deux indices iet i (ou j et j') étant dans la méme classe si
la différence p; — py est un entier. Par contre i et J sont dans la méme classe si
pi + pj est un entier. Les équations pour les exposants a(p;) et a(pj) découple car

a(p; + pj) et a(p; + pj+ 1) sont 0 si ¢ et Jjn ’appartiennent pas a la méme classe.
La classe attachée aux entiers, donc la classe a laquelle 0 appartient s’il se trouve
parmi les p; et pj, contient tous les i tels que p; = 0 et tous les j tels que p; =0.

Nous avons trouvé dans les exemples que a(p;) ne dépend que de pY et que a(py)
ne dépend que de pj. Nous ne savons pas s’il s’agit ici d’un fait général, mais une
telle hypothese est certainement raisonnable.

Examinons les conséquences de cette hypothése pour les exposants. Une classe
Q correspond & une suite ¢ = q + k, K1 < k < K». Soit P, I'ensemble d’indices 4
tels que p; = ¢ — k mais p; # 0 et P, I'ensemble d’indices j tels que pj=—-q+k
mais p; # 0. Soit R I’ensemble d’indices tels que p; = 0 et R I'ensemble tels que
pj = 0. Soit » = |R| et r = |R|. En changeant ¢ au besoin nous pouvons supposer
qﬂe K7 = 0. Posons alors K = K.

Supposons d’abord que g n’est pas un entier. Alors p? # 0 et p? # 0 pour tout

iet j dans Q. Soit My = > ,cp pi et Ny =3 ;cp V). Supposons que a(p; +pj)
est égal a vy, pour tout i € Py et j € P, tandis que a(p; +p;+ 1) = 0y, pour tout
i € Py et tout j € P ;. Les équations sont

1 = Nk, k=0,

1=—Ng_10k + Ny, O0<k<K

1= Mgyp — My10k41, 0<k <K,

1 = My, k=K.

Il y a 2K + 2 équations et 2K + 1 inconnues car dy n’est pas défini.
La solution est

(8.1)

_ 1
’Y()—Foa
51:(M070*1):(M0*N0)
M M Ny ~’
_ (14 Ngb1) (Mo + My — No)
71 = N = M,N, s
(Mo+ -+ Mgy —Nog—---— Ni_1)
Jk— M Ny R 0<k§K,
vk:(M”“'*Ml;wszé) Nk—1)7 0<k<K,
_ 1
VK—E~

En comparant les deux expressions pour yx nous concluons qu’il y a une solution si
et seulement si ), My =), Ny, ce qui correspond aux résultats des exemples.
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Supposons maintenant que g + k = 0 pour K; < K. Sans perte de généralité
nous pouvons supposer que ¢ = 0. Les équations (8.1) se modifient légérement.
Supposons que a(p;) = o pour i € Fy et que a(p;) = B pour j € Py. Pour k # 0 on
a toujours
1= Nk'}’lm k= Kl,
1= —=Np—10x + Ngvi, K1 <k < K,
1= Mypvg — M1k, Ky <k < Ky,
1= My, k= Ks.

Mais pour k£ = 0 il faut tenir compte des éléments de R et R,

14+a=Na— N_i16 + Novo,

1+ B =MpB+ Myyo — M6,
ou N = Z;’GEVl et M =3, ppi- Si Ky =0 posons N_; =0 etsi Ky =0 posons
M; = 0.1l y a maintenant plus d’inconnues que d’équations mais il y a des conditions
supplémentaires car une des conditions suivantes est satisfaite :

(8.2)

(1) a=8<;
(2) a=" < B;
(3) B=7 <a;
(4) a=p="0.

Avec ces conditions le nombre d’inconnues devient égal au nombre d’équations. Nous
avons vu qu’il est méme nécessaire de permettre des combinaisons de ces conditions
en divisant Py et P, en sous-ensembles.

Les arguments combinatoires qui permettent de traiter tous les cas d’une maniere
uniforme et de montrer que les conclusions des exemples sont toujours valables restent
a faire! Il s’agit certainement d’un probléme séduisant pour un mathématicien mais
dont la pertinence pour 1’étude du probleme de départ, le calcul des valeurs propres
d’une matrice, n’est point évidente.

APPENDICE A

Les équations de Bethe peuvent étre définies a partir de deux applications
rationnelles ¢ = pa et 1 = P d'une variété X dans elle-méme. Cette variété est
un produit de droites projectives,

-
x=[[P'x ] P'=2zxw
i=1 1<i<j<r

Les coordonnées sont z;, 1 <4 < 7, et w;;, 1 <7 < j < r. Bien qu’elles soient
superflues, nous utiliserons également les coordonnées w; ; = wj_’i1 pour ¢ > j.

L’application ¢ est définie par ¢ : (2,w) — (2, w’) ol 2z} = R(z;) et w; ; = w;
alors que I’application ¢ l'est par ¢ : (z,w) — (2", w"”) ou
(A.1) =] wis

J#i

et

(A.2) wi; = Q(zi, 2j) =
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avec F(z,2') = Fa(z,2') = 22’ —2Az+ 1. Les solutions de 1’équation de Bethe sont
les points (z, w) tels que
(Z/, w/) — (Z//,w//).

Cependant, pour appliquer la formule de Lefschetz, on a besoin d’une correspon-

dance

(p,0): C > X x X
définie par des applications réguliéres partout. Il est clair que ’application ¥ n’est
pas bien définie aux points ot F(z;,2;) = F(z;,2;) = 0.

Nous reviendrons aux éclatements nécessaires pour qu’elle le soit. Puisqu’il
faut dénombrer non seulement ’ensemble de toutes les solutions des équations de
Bethe mais également le sous-ensemble des solutions inadmissibles pour ensuite
prendre la différence, nous introduisons d’abord des sous-variétés X4Z de X et des
correspondances (encore mal définies) sur ces sous-variétés. Soit {1,...,r} la réunion
disjointe de sous-ensembles A, ..., Ay, BY,..., B}, et BY,..., B}. Soit B, = B,UBY/.
Nous exigeons que tous les Ay, B) et B}/ soient non-vides. A chaque ¢ est attaché
un entier k = k(£), 1 < k < N. Nous posons ¢ = j si ¢ et j appartiennent au méme
Ag,ousii€ Byetje By, avec k(¢) = k(m) ou enfin i € B} et j € Bl avec encore
k(f) = k(m). Parfois, pour étre plus clairs, nous écrivons i = j(A, B), ou

A={A,....,As}, B'={Bi,...,B;}, B"={BY,...,B/}, B={B' B}
Soit X4B la sous-variété de X définie par les conditions :
(1) 2z =2zj et Wim = W sii=7;
(2) sii=jalors w;; = —1;
(3) sii e By alors z; =0;
(4) sii e By alors z; = 00}
(5) sii € By, et j € By, avec k({') = k(") alors w; j; =0 et wj; = o0;
(6) Supposons que k' = k(') # k({") = k" alors
(a) w;; = Q(ag, ) pour i € By, et j € By,
(b) w; ; = Q(ay, Br) pour i € By, et j € By,
(¢) wij = Q(Byr, Br) pour i € By, et j € By,
(d) wij = Q(Brr,apr) pour i € By, et j € By,.
On observe que pour obtenir X lui-méme il suffit de prendre s = r (de sorte que
A = {{1},...,{r}}) et t = 0. Nous utilisons plusieurs Bj et B} avec le méme
k = k(¢) parce que cela simplifie les arguments combinatoires mais & maints égards
il est plus utile de ne considérer que

B,= |J B, = U Bl
{¢] k(O)=k} {¢] k@)=k}

Soit By, = B}, UB/. Il n’est pas exclu que B}, ou B} soit vide mais alors tous les
deux le sont.

La variété C4B est définie par des conditions quelque peu différentes :

b quelque p
(1) 2z =2z et Wim = W Si i =7;

(2) sii=jalors w;; = —1;
(3) sii€ Bjet k=Fk({) alors z; = ay;
(4) sii€ By et k= Fk({) alors z; = By ;
(5) sii e By, et j € By, avec k({') = k(") alors w; ; = 0 et w;,; = oo.
(6) Supposons que k' = k(¢') £ k(£") = k" alors
(a) w;; = Q(au, ) pour i € By, et j € By,
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(b) Wy j = Q(ays, By ) pour i € Bél et j € BZN,

(¢) wi; = Q(Br, Brr) pour i € By, et j € By,

(d) wi; = Q(Brr,arr) pour i € By, et j € By,.
La condition (5) sur la variété C4# nous permet de définir I'application ¥4Z de
sorte qu’elle I'envoie dans une sous-variété de X qui satisfait aux conditions (2)
et (3) de la définition de X5, Pour que C4# soit de la méme dimension que
XAB Al faut que X4F satisfasse a la méme condition. Les conditions (6) sont
facultatives. Nous les avons introduites simplement pour ne pas étre encombrés par
des coordonnées qui pourraient sembler arbitraires mais dont les valeurs aux points
fixes sont prescrites.

Les deux variétés X4 B et C4P sont des produits de deux variétés, celle avec les
coordonnées z; et celle avec les coordonnées w; ;. La deuxiéme variété est la méme
dans les deux cas et sera dénotée W4 B, Par contre les conditions sur les premieres
coordonnées sont différentes et on dénote le premier facteur de X482 par Z45 et
le premier facteur de C48 par E4B. o

L’ensemble des paires (A, B) est (partiellement) ordonné. La paire (A, B) est
plus profonde (ou plus grossiere) que (A, B) si chaque Ay, est contenu dans un Ay,
un Bj ou un B}, chaque B} dans un Bj,, et chaque B} dans un Bj,. Si (A, B) est
plus profond que (A, B) alors C45 est une sous-variété de C4-. En particulier si
s=rett=0alors C =X et toute variété C*5 est une sous-variété de X.

L’application ¢ envoie évidemment C4-5 dans X4-B et devient

p=¢"P =) (z,0) = (W)

avec
2i=R(z)|i€ Ay, 2z =0]i€B), z =o00l|i€ By,
et w; ; = w;; pour tout i et j. Nous dénotons la restriction de ¢ a C4B par
_ ,AB_ AB
=@ =PA -
Pour définir I'application
’l/) — 'll)A’B _ 2,3 . (Z,'UJ) - (Z/I,’U)H),

nous posons d’abord z = 0 s'il existe ¢ tel que ¢ € B et 2/’ = oo s’il existe k tel
que i € B}. Nous posons autrement

Zz/'/ = H wi,j~
J#i
De la méme fagon nous posons w;’; = 0 et w, = oo si i € By et j € By pour un
certain k et wj’; = —1 si i = j. Autrement nous définissons wy’; par (A.2).
Dans le cas générique, qui exige en particulier que A # 0, aucun «; n’est un point
fixe ni de I'application linéaire

(A.3) a— Ala) = 2A — é
"

ni de son carré. Par conséquent si i € B et j € B} alors F(z;,z;) = 0 mais
F(zj,2) # 0 pour (z,w) € C*B. Donc Q(z;,2;) = 0 de sorte que I'application
4B est la restriction de ¢ & C4 B,

Nous observons en particulier que si §; et 65 sont les deux racines de 22 —2Az+1 =
0 alors ;1 et do sont fixés par Iapplication . Sauf & A = 41 ces deux racines
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sont différentes. Dans le cas générique on a
R(6;)#0, i=12
L’application linéaire (A.3|) est définie par la matrice

)

dont les valeurs propres sont exp(4ny/—1) si cosn = A. Si A = £1 I'application
linéaire est parabolique de sorte qu’elle n’a pas de point d’ordre fini sauf le point
fixe 91 = d>. Pour les autres valeurs de A cette application n’a pas de point d’ordre
deux sauf si A = 0, et alors tout point sauf §; et do est d’ordre deux.

Si By n’est pas vide alors les applications

F F
2 - (Z,ch)7 N (2, Bk)

F(aknz) F(Bk)az)
interviennent dans la définition de 1“5, Elles sont des fonctions linéaires de z qui
s’écrivent
(A1) akaAzf'yk’ B —2A z — ay,
a2 — B Bk z— 0k
ol A(vyk) = ayg et dx = A(Bk). Donc pourvu que A # 0 elles sont bien définies car
Yk 7 Br et ag # 0. Pour les cas exceptionnels ot a = 0 ou S = 0 on remplace
(A.4]) par

—2A(z — Br), —2A(z — ag).

Par contre si a, —2A =0ou By —2A =0on a

1 1 1 1

apz—PBr Brz—0k
Ainsi, ces fonctions sont toujours de vraies fonctions linéaires et non pas simplement
des constantes car le dénominateur et le numérateur ne peuvent pas s’annuler en
meéme temps.

Puisque P’application ¢*5 est mal définie il faut modifier la variété C45 x P!

qui est une variété fibrée sur P! en sorte que 48 = 1/12’3 soit bien défini sur les

nouvelles fibres Cﬁ’B. Les problémes proviennent principalement de deux sources.
Parfois, pour un indice ¢ qui n’est ni dans un B}, ni dans un B, il y a des indices
supplémentaires j et m tels que w; j = 0 et w;,, = co. Alors la formule n’a
plus de sens. D’un autre c6té il peut arriver que pour deux indices ¢ et j on ait

de sorte que le quotient dans n’est pas défini. Autour de A = 0 un troisiéme
obstacle se présente parce que quelques-uns des quotients peuvent ne pas étre
définis.

Nous remarquons tout d’abord que les modifications nécessaires pour enlever
les premieres difficultés ne font intervenir que les coordonnées w; ; tandis que les
modifications pour les secondes n’impliquent que les coordonnées z; et A. Cela nous
permet de les traiter séparément et donc d’éclater les deux facteurs

WAB CW = le
1<J
et
EAB x P! C Z x P!,
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de C4B x P! et de prendre ensuite le produit des variétés ainsi obtenues. On
se souvient qu'il y a des contraintes sur les coordonnées de E4B et de W4AEB,
Quelques-unes parmi ces coordonnées sont nécessairement égales. Les deux variétés
EAB et WAB sont néanmoins aussi des produits d’espaces projectifs de dimension
un. Les produits portent sur les coefficients qui ont des valeurs variables et a chaque
famille de coordonnées égales (donc pour E4-F 4 chaque Ay) ne correspond qu’un
seul facteur.

Nous avertissons le lecteur que la fibre au-dessus de A = oo ne nous intéresse
pas quoique nous examinions de prés son voisinage dans un autre papier. Nous
avons inclus cette fibre par force d’habitude, pour ne pas sortir du cadre des variétés
projectives.

Les modifications qui impliquent les coordonnées z; servent des fins différentes
que celles qui impliquent les coordonnées w; ;. Les variétés données par les premieres
exigeront une étude locale soigneuse pour comprendre les multiplicités des points
fixes. Par contre les variétés obtenues par les modifications des coordonnées w; ;
sont plutdt abstraites et leur but est surtout de permettre 1'utilisation rigoureuse de
la formule de Lefschetz. Soit C4+F la variété obtenue en modifiant les coordonnées z;
et en suivant ces modifications par celles des coordonnées w; ;. Donc CAB gobtient
en modifiant d’abord E4'B x P! pour obtenir €48 et en modifiant ensuite W48
pour obtenir W45 et en posant enfin

(A.6) CAB = gAB  WAB,
Soit 7 et my les compositions de
CA,B N CA,B % Pl
avec les deux projections C4B x P! — C4B et CAB x P! — P Nous dénotons

la fibre de 7o au-dessus du point A par Ca = C’g’B.

On aura
Lemme A.1. L’application wo est lisse sur les fibres génériques.

En particulier la variété C’ﬁ’B est lisse pour des valeurs génériques de A.
Soit Eﬁ’B la fibre de £4'8 au-dessus de A. Les définitions seront telles que
SZ,E c 8A,B’ Eﬁ,B C Eﬁ,B
si (Z’ E) est plus profond que (A, B). La relation entre CAB ot CAB sera par contre
plus compliquée. Il existera une sous-variété C5(A, B) de C*® pourvue d’une
application
(A.7) n:CYP(A,B) —»cAB

mais cette sous-variété n’est pas toujours lisse et 'application n n’est pas toujours
un isomorphisme. Elle est toutefois surjective. Soit

CAP(A,B)
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la fibre de C4-B(A, B) au point A. La restriction de 5 & la fibre sera aussi dénotée
1. Le diagramme

CYB(A,B) — 1 — P
wﬁ’waﬁ’Bl prﬁ",éxwg,é

XA’B X XA’B XA’B % XA’B

(A.8)

sera commutatif.

Bien qu’il existe sans doute des références utiles pour la construction simple
qui résolvent les difficultés qui proviennent des points ou est satisfait pour
une paire (4,7), nous ne les avons pas trouvées. Notre discussion n’en sera pas
moins aussi bréve que possible. La nouvelle variété £47 sera définie en ajoutant des
coordonnées supplémentaires a A et aux z;. Pour chaque paire (i, j) (telle que i < j)
nous ajoutons des coordonnées projectives (u; ;, u;,;) qu'on choisit habituellement
tel qu'une des deux coordonnées u; ; et u;; est égale a 1. On introduit en plus des
relations

(A.9) i F(zj,2:) = ujiF (2, %)
et des coordonnées \; ; = A;; supplémentaires telles que
F(zi25) = Mijuig,  F(zj,21) = Ajaugi-
Par exemple, autour d’un point ol z; = oo il convient d’utiliser plutét la coordonnée
Zj = —1/z; de sorte que F\(z;,z;) est remplacée par F(z;,z;) = z; + 2A2;Z; — Z; et
F(zj,2) par F(Zj,2) = z; — 2A — Z;. L’équation (A.9)) devient
ui i F(Zj, 2i) = u;iF (2, %))

Soulignons qu’en un point ot F'(2;,2;) # 0 ou F(z;, z;) # 0 I'équation (A.9) nous
permet d’exprimer le point projectif (u; ;,u;;) en termes des z. Donc pour cette
paire (¢, j), ces nouvelles coordonnées sont alors superflues. En particulier si ¢ € B,
et j € BY ona (u;j,u;;) = (0,1).

Pour que les quotients ([A.4)) soient toujours définis il faut ajouter des coordonnées
projectives (p} 1, q; 1) et (p]y,q; ) aussi bien que & ; et &, telles que

! / ! / 1 // 1" 1"
2 — Tk = fi,kpi,ka zi — Br = gi,kqi,kv Zi — Q= gi,kpi,ka zi — O = fi,k(h,k-

Ces coordonnées sont toutes superflues sauf & A = 0. Evidemment on suppose
comme condition de généricité que ni ay ni [ n’est égal a 0 en A = 0.

Les relations ne sont pas les seules auxquelles sont assujetties les nouvelles
coordonnées. Soient {(il, 1)y, (ingy g M)} un ensemble de paires fixées. Supposons
que localement on ait des fonctions régulieres

Y Y
glly‘]lxnw'LM:‘]N[

définies pour (i!,,77.) égal & (im, jm) OU & (jm, i) €t une équation multi-homogene

(A.10)
> > 9it 3t veeniing it F iy 230) - Fzi 5 254,) = 0.
{(1,51),(G1,01) } {Gnrdna),(Gnasing) }
Alors
(A.11) > > it ihgdhg Wiy Uiy, = 0-

{(1,31),Gyi0)}  {Gardm),(Garsing) }
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Il y a des conditions semblables dans lesquelles interviennent en plus les coor-
données p; k> Qik> Pigs G x- En particulier, si i € By, de la relation z; —ay = 0
résulte p!/ kr=0etsiie B}, on a qlk = 0. De plus si ¢ et j sont dans le méme
Ay, les egahtes évidentes entre ces coordonnées supplémentaires doivent alors étre
satisfaites. o

Les définitions sont évidemment telles que si (A4, B) est plus profond que (A, B)
alors £4B est une sous-variété de £4P car les éclatements que nous venons de
décrire sont définis d’une facon cohérente. Les nouvelles coordonnées sont les mémes
pour les deux variétés, mais pour la paire plus profonde elles sont assujetties a plus
de contraintes. Par conséquent la nouvelle variété attachée a une paire (/1 B ) plus
profonde que (A, B) est trivialement une sous-variété de celle attachée & (A, B). Par
exemple, si 7 = ¢’ alors

F(Zi, Zj)F(Zj, Zil) = F(Zi/, Zj)F(Z]‘, Zl>

Il en résulte que (u; j,uj;) et (uy j,u; ) définissent le méme point projectif et donc
qu’un des deux points est superflu.

On remarque aussi que dans le cas ou z; est égal a oo, de sorte que la coordonnée
convenable est Z;, on remplace F(z;,z;) par F(Z;,z;) = z; +2A — Z; ou méme
F(z, gj) = 172Agj +ZZ] et F(Zj, Zz) par F(Zj, Ez) =ZzZj +2A22J751 ou F(gj, Ez) =
1—-2A%; +7z;z;. 1l s’agit de changements faciles dont on tiendra compte aux endroits
appropriés. Il y a une ambiguité malencontreuse dans cette notation dont le lecteur
est prié de se rendre compte. Lorsqu’un tilde apparait parmi les arguments de la
fonction F, la fonction elle-méme se modifie.

Puisque 'application 75 du lemme A.1 est définie & partir d’une application de
E4B dans P! la démonstration du lemme remonte au lemme suivant, dont 1’énoncé
anticipe la définition des variétés W4 B, Nous la donnerons par la suite.

Lemme A.2. Les fibres de Uapplication E4B — P sont lisses sauf en A =0, £1,
00 ; et les variétés WAB sont lisses.

Supposons que A n’appartienne pas & {0,+1,00}. On peut remplacer les coor-
données projectives (u; j,u;;), ¢ < J, par (x;;, Vs ;) avec

Ui — Ui 4
(A.12) Tig = THR T Yig = Ui+ AT
Les relations (|A.9) sont remplacées par
(A.13) Z; ]( - QAZZ + 1) =Y j(zl Zj)'

En effet, puisque les relations (A.12]) définissent une transformation linéaire bijective,
la paire (x; 5, ;) sert aussi bien que (us,5,u;,;) comme coordonnées projectives.
La fonction
2—2AZ+1= (2—51)(2—(52)
n’est 0 qu’aux deux points d; et do qui sont différents puisque A # +1. Autour de
z; = 01 on peut remplacer y; ; par
’ Yi,j
Yij = Zi — 0g

et x; ; par

€y —Ti,j + yz

Alors (|A.13]) est remplacé par

(A14) SU;J-(Zi — 51) = y;,j(zj — 51)
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En particulier les coordonnées x; ; et y; ; sont superflues sauf si z; est aussi pres de
d1. On traite les coordonnées qui sont pres de do de la méme fagon.

Il en résulte qu’autour d’un point p donné il est utile de répartir les coordonnées
z; dans trois sous-ensembles : Dy qui contient celles telles que z;(p) = 01 ; D2 qui
contient celles telles que z;(p) = d2 ; et Dy qui contient celles telles que z;(p) n’est ni
d1 ni d2. Les seules coordonnées (] ;,y; ;) qu'il faut retenir autour de p sont celles
telles que 7 et j sont tous les deux dans Dy ou Ds. Pour elles on a soit soit

(A15) 3327]-(21‘ — 52) = yg7j(zj — 62)

11 < ) et slon aretenu y; so1t y. . = X, . Les relations du genre . Son
Sii < j et si t Iy soit yf; = ) .. Les relations d (A-10) sont

remplacées par

> > Girjryemsing s (Zin — 0e()) *++ (Zing — e(ary) =0,

{(i1,51),(G1,i1)} {Gaim),(Gnasing) }

37

ot (m) est 1 ou 2. Dans chaque somme les indices i,, # j, parcourent ensemble
D (;n)- Chacune de ces relations implique une relation semblable entre les y{ j

/ / _
E : T E : GivgiseineimYin g Yine g = 0.

{(i1,51),(1,i1)} {Ginrsgne),(Gnesing) }
Puisque

(25 — 80)(z5 = 82k — 80) = (1 — 6.) (25 — 6) (21 — 62,

il en résulte que

(A.16) Yi g YikYki = Yi kUi Y-
Il s’agit ici des coordonnées projectives. Posons, pour un point p donné, j = i si
ygl # 0. Alors on a soit j = 4 soit i = j et méme, dans la plupart des cas, les
deux simultanément. Supposons que k = j et j = 4. Si y; ; = 0 il résulte de (A.16)
que y;k = 0; mais ceci est exclu puisqu’il s’agit des coordonnées projectives. Par
conséquent k = 1.

Pour chaque point il a des éléments maximaux dans D; et dans Dy par rapport
a cet ordre et un élément qui est maximal a un point donné I’est aussi dans un
voisinage de ce point. Soient

Dlz{i17i2a"'ais1}7 DQZ{jlana"'aj82}7
ol les deux suites (iy) et (ji) sont décroissantes. Alors
!
61)yik+17ik )

/
Ukste+1

Zips1 T 0 = (Zlk -

et ,
52) y.ZkJrlek .
JksJk+1

Par conséquent, si on met tous les ygyj, i j, égaux a 1, ce qui est possible car il
s’agit de coordonnées projectives, alors toutes les coordonnées sont des fonctions
régulieres de z;,, ¥i, ., ;0 L <k <1, 250, ¥, 5,0 L <k <s2, et dez, i€ Doet
(pour ne pas l'oublier) de A. Il en résulte que la variété éclatée de cette fagon est
lisse et, qui est plus, que 'application mo de cette variété dans P! déduite de la
projection E4B x P! — P! est aussi lisse. Donc la premiére affirmation du lemme
est valable.

Ziry1 T 02 = (ij -
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Il faut ensuite nous occuper des difficultés qui proviennent des quotients qui
définissent les fonctions 2. Seules les coordonnées w; ; sont pertinentes. Les paires
(4,7) pour lesquelles les coordonnées w; ; sont égales & 0 ou & 'infini sur C4B par
la définition méme de cette variété, exigeront une attention particuliére.

Nous commencons en introduisant la variété V' = V4:Z définie par les coordonnées
w; ; en admettant ¢ > j mais en exigeant que w; jw;; = 1 et en excluant toute
paire telle que w; ; est par définition égal a 0 ou a I'infini ou & —1 sur W = wAB,
(Nous supprimerons parfois les indices A et B.) Si ¢ =i’ et j = j' alors w; ; ne
differe pas de w;y ;. Les deux coordonnées sont les mémes. Les valeurs de toutes les
coordonnées sont nécessairement différentes de 0. Il s’agit d’un tore algébrique dans
le sens de [TE].

Le groupe U = U4B de caractéres du tore pertinent est engendré par des éléments
e; ; sauf que les paires (i, 7) telles que i € B}, ou j € B} ne sont pas admises. Les
seules relations sont e; ; +e;; =0, ¢€,; =eyysii =i et j=j ete; =0si
1 = j. La premieére de ces relations n’est pertinente que si les deux éléments qui y
interviennent sont définis. Soit Y = Y4% = Hom(U, R).

L’application évidente

Vo W=w4bB = HP1

est un plongement normal équivariant dans le sens de [TE]. Il est associé dans le sens
de [TEL §1.2, Th. 6] & la décomposition polyédrique de Y définie par des hyperplans
eij(y) = 0. Chaque élément ouvert de la décomposition est donc défini par des
inégalités

(A.17) €5€ii(y) =0,

oue€;; = £l et ¢ j¢;,; = 1. Pour (i,7) et (¢/,7') tels que e; ; = e, 7, on exige en
plus que €; ; = €y jo. Sii = j(A, B) le facteur ¢; ; n’est pas défini. Nous observons
que les coordonnées supplémentaires qui apparaissent dans la condition (5) de la
définition de CB et qui sont des constantes apparaissent parmi celles de W45
mais ont été supprimées en définissant V45,

Notre éclatement de W sera défini par une décomposition polyédrique plus fine
que (A.17) (voir [TEL §1.2, Th. 7]). Pour chaque ¢ dans la réunion des ensembles A
soit f; la forme linéaire

= Z eij(y)

J#i
Nous raffinons la décomposition en ajoutant tous les hyperplans f;(y) = 0, donc en
ajoutant les inégalités

(A.18) nifi(y) =0,

oun; = %1 et ; = n; si i et j appartiennent au méme Ay. La variété ainsi obtenue
est telle que les exp(f;) aussi bien que les fonctions exp(e; ;) = w; ; y sont bien
définie quoique la valeur oo est admise. Nous pouvons méme définir exp(f;) pour
i € B}, en posant exp(f;) =0 et pour ¢ € B} en posant exp(f;) = co.

La variété associée & cette décomposition est complete (voir [TEL §1.2, th. 7]) mais
en général singuliere. Selon la définition méme, a chaque point de cette nouvelle
variété une des deux fonctions

Z' _eXp fz Hw’b,]) ~l _eXp ijz
i#] i#]
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est réguliere. (Sii € B et j € B} nous posons z; =z =0 et z;' = z] = 00.) Par
conséquent cet éclatement de W suffit pour que I'application B soit définie. De
plus & cette étape Péclatement de WA B est une sous-variété de W45 si (g, E) est
plus profond que (4, B). Mais un éclatement de plus est nécessaire pour obtenir
une variété lisse.

L’existence d'un tel éclatement W4-B est vérifiée dans [TE, §1.2, lem. 1,2,3].
(Nous observons que la démonstration du thm. 11 de [TE] est indépendante des
thms. 9 et 10. L’éclatement pertinent est obtenu en utilisant les trois lemmes et le
thm. 4.) Pour construire cet éclatement il suffit de raffiner la premiére décomposition
en une décomposition simpliciale.

A certains égards la décomposition précise est sans importance. Mais une partie
de la décomposition doit étre choisie soigneusement. On observe que les constructions
de [TE] sont telles que la modification commence avec les cellules (ou cones) de
la dimension la plus basse, donc de dimension 0, puis passe aux autres cellules en
augmentant la dimension k a la dimension k + 1; les cellules de dimension k ne sont
plus modifiées apres I'étape k. De plus, si une cellule de dimension k est déja un
cone simplicial, il n’est pas nécessaire de la modifier ou de modifier les cellules de sa
frontiere.

La décomposition donnée par est une décomposition en cones fermés sim-
pliciaux. Par conséquent si quelque-uns de ces cones ou des cones de leurs frontieres
sont telles que les inégalités sont satisfaites avec des choix convenables des
constantes 7; alors il est admissible de ne pas les modifier ; et nous ne les modifions
pas.

Supposons que la réunion | J Ay, donc le complément de la réunion |J By, soit
la réunion de deux ensembles disjoints D’ et D”. On attache & une telle paire une
cellule spéciale en posant ¢; ; = 1sii € D' et ¢;; = —1 si ¢ € D”. Pour satisfaire a
on choisit n; = 1,7 € D" et n; = —1, i € D”. La cellule ainsi obtenue est une
cellule et ni elle ni les composantes de sa frontiére ne seront modifiées. Il est
utile d’étendre la notion d’une cellule spéciale en n’exigeant pas que la réunion de
D’ et D" soit le complément de celle des By,. Alors il est entendu que e; ;(y) =0 et
fily) =0 pour i ¢ D' N D"”. Dans un sens plus large, ces cellules spéciales sont de
toute fagon des cellules de la frontiere des cellules spéciales dans un sens restreint.

A chaque cellule ¥ qui est spéciale ou qui appartient & la frontiere d’une cellule
spéciale correspond une sous-variété Wy ouverte, dans le sens de Zariski, de ’éclate-
ment et la restriction & Wy de application qui envoie I’éclatement dans W définit
un isomorphisme de Wy avec son image. Nous dénotons cette image par le méme
symbole Wx,.

La variété Wy, attachée a une cellule spéciale peut étre définie d’une fagon plus
concrete. Elle est définie par les conditions : (i) w; ; est fini pour ¢ dans D’ ; (ii) wj,
est fini si ¢ € D”. Les variétés attachées aux cellules de sa frontiere satisfont & ces
conditions et en plus a la condition que w; ; est fini et pas zéro pour certaines paires
(,7). Il résulte de [TEL th. 6] (1égérement corrigé — dans la derniére phrase les
orbites devraient étre remplacées par leurs fermetures) quun point de W qui est
contenu dans un sous-ensemble Wy est 'image d’un point unique de W.

A nos fins il faut nous assurer en plus que les décompositions de [TE] peuvent étre
choisies en sorte que A8 (E, E) et I’application 7 de soient définis. Puisque

EAB est une sous-variété de 4B il suffira de définir une sous-variété W45 (A, B)
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de WAB et une application (notée encore 7)
n: WABA B) - WAE,
On aura alors .
CAB (A, B) = EAF x WAB (A, B).
En particulier le lemme A.1 sera valable.

A chaque paire (A4, B) nous avons attaché 'espace vectoriel Y45, Si (i f?) est
plus profond que (A, B) nous définissons un sous-espace YA’B(A, E) de Y4B par
la condition que y € Y4B est dans YA’B(/T, f?) si et seulement si

(1) ei;(y) = e j(y) chaque fois que i = i'(A,B) et j = j/(A,B):;
(2) e;,;(y) =0 ¢l existe k # k' tels que i € B), et j € By

Ces conditions sont cependant pertinentes seulement si les éléments qui y in-
terviennent sont définis. La premiere implique que e; ;» s’annule sur YA’B(Z, E)
si i = i'(A, B). Nous nous intéressons surtout au sous-ensemble Yf’B(A, B) de
Y4B(A, B) défini par les conditions

(1) em(y)>051zeB jeBY

(2) eij(y )<OSIZEB]C,]€B

(3) siie Bk alors fi(y) > 0etsije Ng alors f;(y) < 0.
Nous observons pour la derniére fois que les premiére et seconde conditions ne sont
pertinentes que si e; ; est défini, donc si ¢ ¢ By,.

Par I'intérieur d’un cone fermé ¥ d’une décomposition polyédrique nous entendons

son intérieur dans I'espace vectoriel qu’il engendre. Donc si e; ;(y) = 0 pour un
point intérieur du coéne alors e; ; s’annule sur le cone entier.

Lemme A.3. SilVintersection de lintérieur 3° d’un cone fermé ¥ avec l’espace
Yf’B(A, B) n'est pas vide alors cette intersection est égale & X° NYAB(A, B).

Supposons que l’intersection 3° N YA B(A B) ne soit pas vide. Il faut vérifier
que, sii € B et j € B” et sii¢ B), de sorte que e; ; est un élément bien défini de
UAB | alors ew( ) = 0 pour chaque élément y de lintersection X° N Y4B (A, B). Si
eij(y) = 0 alors e; ; est 0 partout sur cette intersection parce que y appartient a
X°. Siei;(y) #0et i€ By, j € By il faut que ¢;;(y) > 0 car le signe de e;; est
constant sur X° et X° N YA B (A, B) nest pas vide. De la méme facon si f;(y) n’est
pas identiquement 0 sur Z alors il est de signe constant et ce signe est celui exigé
par la définition de Yf’B(ﬁ, B).

Il existe une application linéaire \ bien définie de YA’B(/T, E) sur YAB car si
€;,; et ey j sont deux éléments égaux de U AB , donc deux éléments définis par des
paires (i,7) et (i, j') avec i = i’(g, E) et j = j’(g7 E), alors les deux éléments e; ; et
e ,j satisfont les mémes restrictions dans YA’B(Z, E) Nous voulons construire les
décompositions polyédriques tel que toute intersection >N Yf’B(E, E) est contenue
dans I"image réciproque A’l(i) d’un cone de la décomposition de yAB, Puisque
les décompositions des cellules sont définies par récurrence sur leur dimension et la

dimension de Y4B est plus grande que celle de Y‘Z’E7 cela s’avere possible.
Il faut cependant tenir compte de l'intersection des raffinements des cellules
spéciales et de leurs frontiéres.
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Lemme A.4. Soit ¥ une cellule spéciale de Y8 ou une cellule de sa frontiére.
Alors
(A.19) »°nYP(A, B)

est contenu dans l'image réciproque d’une cellule spéciale de YAB oy dune cellule

de sa frontiére.

Il suffit évidemment de montrer que cette intersection est contenue dans l'image
réciproque d’une cellule spéciale dans le sens large. Supposons qu’une cellule spéciale
qui contient ¥ soit définie par des ensembles D" et D". Soient D' Pensemble de
tous les 7 tel que i =1 (A B) et i’ € D'. Définissons D" de la méme facon. Puisque
nous admettons les cellules spéciales dans le sens large nous pouvons remplacer D’
et D" par D’ et D" car ¥ est contenu dans la cellule plus petite qu'ils définissent.
Soient D’ et D" les intersections de D’ et de D" avec U Ap. 1l est clair que_ (A.19)
est contenu dans I'image réciproque de la cellule spéciale attachée a D' et D".

Proposition A.5. Il est possible de construire simultanément pour toute paire
(A, B) des raffinements en cones simpliciauz des décompositions de Y4B données

par et m ) tels que

(1 ) les cellules spéciales et les cones de leurs frontiéres ne soient pas modifiés ;
(2) si la paire (ﬁ, E) est plus profonde que la paire (A, B) alors Uintersec-
tion de chaque cone du raffinement de la décomposition sur Y4B avec
Yf’B(g, E) est contenue dans l'image réciproque d’un cone du raffinement

de la décomposition de yAB,

La construction se fait par récurrence sur la dimension de Y45, Pour (4, B)
donné elle se fait par récurrence sur la dimension du céne. Soit ¥ un céne donné
dans Y4B et supposons que tout cone de la frontiere de ¥ a déja été modifié. Si
I'intersection de X»° et Yf’B(g, E) est vide, alors on décompose X a partir de la
décomposition des cones de sa frontiere. Si 3 est spécial ou appartient a la frontiere
d’une cellule spéciale, on n’y touche pas. Par contre s’il ne ’est pas, on choisit un
point dans ¥° et on prend la décomposition simpliciale définie par ce point et la
décomposition de la frontiére.

Supposons alors que

»°nYP(A, B)

n’est pas vide. Il y a deux possibilités :

(1) ¥ Y 5(A, B);

) 2 ¢ YHP(A,B).

Dans le premier des deux cas l'intersection de I'image réciproque du raffinement de
la décomposition de Y4B est une décomposition de ¥ dont les cones ne sont pas
nécessairement simpliciaux sauf si ¥ appartient a la frontiere d’une cellule spéciale
car, selon le lemme A.4, 3 est alors contenu dans I'image réciproque d’un céne qui
n’est pas raffiné. Si les cones ne sont pas simpliciaux nous pouvons raffiner cette
décomposition de ¥ en une décomposition en cones simpliciaux.

Dans le second cas nous pouvons, encore a cause du lemme A.4, écarter le cas ou 2
est spécial ou contenu dans la frontiere d’une cellule spéciale. Ensuite en décomposant
Y d’une fagon préliminaire (et presque arbitraire car les cas importants ont été
écartés), nous pouvons supposer qu’il est devenu la réunion de cones simpliciaux.
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Nous décomposons ces nouveaux cones © par récurrence sur leur dimension. Seuls
les © qui ne sont pas contenus dans une cellule spéciale et dont l'intersection

e°nyMP(4,B)
n’est pas vide et ne contient pas ©° posent des problemes. Dans ce cas nous raffinons
la décomposition de o

eny B (A, B)
donnée par I'image réciproque de celle de Y42 . Ensuite nous utilisons les suspensions
des cones de cette décomposition avec ceux de la frontiere de © pour obtenir la
décomposition définitive de ©.

En général les plongements toroidaux sont tels qu’a chaque cone fermé de la
décomposition et de n’importe quelle dimension est attachée une sous-variété locale-
ment fermée. Par exemple au point {0} est attaché le tore lui-méme et & un coéne
ouvert un seul point. Nous dénotons par WS B la sous-variété de WAB attachée au
cone 3.

En particulier chaque cone fermé de la décomposition de Y4Z dont I'intérieur
rencontre Yf’B(Z, E) définit une sous-variété localement fermée de I’éclatement
WAB Sur cette sous-variété exp(e; j — e i) est défini si i = i'(A,B) et j = j'(A, B)
et n’est ni 0 ni co. D’ailleurs exp e; ; est fini sur cette sous-variété si i € ﬁ} et j € ]§’K’.
(Observons que nous avons ressuscité les coordonnées de W45 qui n’apparaissent
pas dans la définition de VA’B.) Sii € By et j€ By avec k # k' alors expe; ; est
fini et différent de zéro sur cette sous-variété. De plus, exp f;, i € B}, et exp(—f;),
j € BY sont finis.

Les équations exp(e; ; — ey /) = 1,1 = z"(g, E), j = j' (A, B), expe;; = —1,
i€ B) et jeB), expfi=0, zEBk,eXp( fi) =0, j € B{, et enfin pour k # &’

expe;j = Qay, ax), i € B, j e B,
expe;; = Qag, i), i € By, je
expe;j = Q(Bk, Br), i € B, JE
expe;j = Q(Br, ), i€ By, j € B,

définissent alors une sous-variété fermée W45 (Z, E) de WA B Elle est fermée
parce qu’elle est contenue dans la réunion des Wy, tels que l'intérieur de ¥ rencontre
AB/ 7 D
Y7 (A, B). o
Il y a une application n de WAB (A, B) dans WAB. En effet WAB(A, B) est
la réunion de sous-variétés ouvertes, chacune attachée & un cone fermé ¥ dont
I'intérieur rencontre Yf’B(A, B). L’intersection
° AB/ 7 D
X°NY["7(A,B)
est contenue dans l'image réciproque d’un cone fermé ¥ de YAB,

Nous envoyons la sous-variété de WAB(A, B) attachée a & dans W;B en posant

(A.20) expe(n(p)) = exp(e(p))
pour chaque élément ¢ de UAEB tel que €(y) > 0 pour tout y € Y. Si

e=Y mijei
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dans U4E alors e est défini par la méme somme dans U4B. Quoique e ne soit pas
unique les valeurs de exp e sur W4-5(A, B) le sont.
Puisque n’importe quelle fonction réguliere sur la sous-variété ouverte Wy de

WAB attachée & ¥ est une combinaison linéaire des fonctions expe telles que
€(y) = 0 pour tout y € 3, Papplication 7 est bien définie en sorte que le diagramme

WAB(A B) — 1 wAB

! |

WA,B x EA’B Wg,é % E.Z,E
est commutatif. Par conséquent le diagramme est aussi commutatif.

Nous observons enfin que I’éclatement du deuxieme facteur n’implique pas A.
Par conséquent 'application w5 du lemme A.1 reste lisse au-dessus des points ou
elle était lisse apres le premier éclatement.

L’importance des cellules spéciales découle du prochain lemme.

Lemme A.6. Supposons que A soit générique. Soit p un point de 02,13 et posons
(2, w') = @(p) et (2", w") =p(p). Supposons que (2, w") = (2", w"). Alors il existe
une cellule spéciale o (dans le sens large) telle que Wy contient w’' = w". Si la
cellule spéciale est définie par (D', D") alors D' est contenu dans l’ensemble des
i ¢ |UBy tels que z; € {ai,...,an} et D" dans l'ensemble des j ¢ |JBy, tels que
zj € {ﬁlw--;BN}-

Soit (z,w) = (', w') = (2, w") et soient Z1, Zs, ... les valeurs différentes des
coordonnées z;. Nous écrivons Z; — Z; si

1

K3
Puisqu’il s’agit du cas générique nous pouvons supposer que l’application (A.3)) n’a
pas de point cyclique d’ordre fini et plus petit ou égal & N, sauf pour les deux points
fixes d1 et d2. Par conséquent 'ensemble {Z;} se décompose dans des sous-ensembles

disjoints {Z;,, ..., Z;, } tels que

De plus il n’existe aucun k tel que Z;, — Zj. L’indice n peut étre différent pour
des sous-ensembles différents.

Si Zj, et Z, n’appartiennent pas au méme sous-ensemble et z; = Zj et z; = Z
alors ni F'(z;, z;) ni F'(z;,2;) n'est égal & 0 et w; ; n’est ni 0 ni co. Cette affirmation
reste vraie si Zj, et Z, appartiennent au méme sous-ensemble mais si Z; - Z;.

Il n’y a donc que deux cas intéressants : ou il y a une suite maximale
avecn > 1;ouil y a un k tel que Z, = §;, i = 1, 2. Les suites maximales S
de longueur deux donnent une paire (DY, D%) en prenant Dy = {i| 2z, = Z;, },

4 =1{j|z =2,} Danscecas w;; = 0sii € Dy et j € DY Par contre si
i € Dy et j ¢ DY alors w; ; n’est ni 0 ni co. Il résulte de I'égalité 2] = 2!’ qu’il existe
un indice k tel que Z;, = ay. Pour des raisons semblables il existe un indice &’ tel
que Z;, = Bir. Evidemment on a k = k. Nous posons

D' =|JDs, D§=|JD%
S

n "
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Supposons qu’il y a une suite maximale pour laquelle n > 2. Le méme argument
montre que Z;, = o, et que Z; = Bjr. Mais on peut évidemment exiger que dans le
cas générique aucun S ne soit dans I’ensemble engendré par ay, sous des puissances
de I'application . Il en résulte que n = 2 et que k = &'.

Supposons enfin qu’il y ait une suite maximale avec n = 1. Supposons que
Z = Z;, = 1. Le cas Z;;, = 65 est tout a fait semblable. Si z # J; alors

1
F((Sl,z) 2(51(2—2A—|—>
1

F(z,61) = (8, —2A)<z+ ! )

01 —2A
Puisque
L _ 0 =—2A+ !
o —2A M 51

le quotient F(d1,2)/F(z,681) est égal & —§%2. D’autre part

51 — Oy

-8
parce que

11 16—
b= fi=0—28+—=———=""2S
o o 0 ;01

Nous multiplions toutes les équations z} = 2}’ pour z; = Z ensemble. D’abord

Zz/'/ _ 52 _ 523(1\/—3)’
II lll ]

z];éZ

si s est le nombre d’indices i tels que z; = Z, et ensuite

H%=R@V=<WV:WWY,

ol p est défini par (2.1]). Dans le cas générique 1’équation
S
525(N—5) _ (5{\[ (_1)Np>
1 - )

K

0 < s < N, n’est pas satisfaite.

APPENDICE B

La fonction R qui définit la correspondance est

R(Z) _ H(Z_ak)

TIG—Be)”
Comme nous avons déja remarqué, les auteurs de [T'V] permettent la possibilité que
la correspondance dégénere en faisant k — 0 tout en gardant A et tous les oy et
Br. génériques. Pour pouvoir exploiter cette dégénérescence de la correspondance, il
faut le lemme suivant.

Lemme A.7. Fizons les ay, les By et A. Alors lorsque k — 0 tout point fize de la
correspondance reste fini et tend vers une solution des équations

(A.22) [1Gi =80 [ (zi2 — 282 +1) =0

k J#i
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Supposons que z; — co. Alors F'(z;,2;)/F(z;, 2 reste fini sauf si z; — 0 et il
approche un nombre non nul sauf si z; — 2A, donc sauf si z; — A(z;) ol A est
toujours 'application linéaire z — 2A — 1/z.

Si z; reste éloigné de tout pdle de R, en particulier si z; — 0 ou si z; — 2A car
les B; et A sont génériques, alors R(z;) — 0. Par conséquent il y a un indice j tel
que
Puisque A est générique de sorte que A est d’ordre infini, on arrive enfin & un indice
¢ tel que z; approche un pdle SBi. En particulier le point de départ n’était pas 0. Le
lemme en résulte.

Les solutions de ont une structure combinatoire simple qui ressemble
beaucoup aux structures déja rencontrées. Il résulte de la démonstration du lemme
que pour une solution (z;) de lensemble des z; tels que z; € {B1,...,8n}
n’est pas vide. Appelons ces z; les racines. Toute autre coordonnée z; s’obtient d’une
racine en appliquant A~! plusieurs fois z; = A~} (A‘l(- c(z) - )) ol z est une
racine. Dans le cas générique ces racines déterminent des sous-ensembles différents,
donc des composantes connexes mais dans un sens nouveau. A chaque z; dans une
composante connexe est attaché un entier, sa distance de la racine.

La multiplicité des solutions des équations n’est pas nécessairement un. Il
est d’abord évident que les équations découplent localement selon les composantes
connexes. Donc, pour calculer la multiplicité, on peut supposer qu’il n’y a qu’une
seule composante. Si la racine est égale a 5 = 3y et si Ej est 'ensemble de z; a la
distance k de la racine, alors localement les équations sont, équivalentes a

O:(Zi—ﬁ), iGEo,
0= J[ zz—242+1, i€ By, k>1.
JEER -1

La multiplicité de la solution z; = 3 pour i € Ep, z; = A™'(z;) pour i € Ej, et

j € Ej41 est évidemment
oo

[T1Ex".

k=0
Avec quelques moments de réflexion on se persuade que ce produit est exactement
le nombre de réunions d’arbres connexes, enracinés aux racines données et dans
lesquels la distance d’un sommet z; de la racine est k si j € Ej. Nous avons par
conséquent retrouvé la structure de [AG].

APPENDICE C

Vers la fin de l'article [AG] (qui comme celui-ci a été écrit trop hativement pour
ne pas trop dépasser 1’échéance imposée) quelques coquilles et petites erreurs se sont
glissées dans le texte et nous voulons profiter de cette occasion pour les corriger.

D’abord la formule (12) devient

(A.24) N > |u(EB) = u(F)|(B) T (Rt
EUF=D
et la formule (14)

(A.25) 2 > min{u(E), w(F)}u(BE) " uw(F)".
EUF=D
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La formule (15) est fausse et devrait étre remplacée par la formule suivante qui est
vérifiée dans le corps de cet exposé.
(A.26)

(D)2 = 3" (W(B) + u(F) + ") (u(E) + ')~ (u(F) +")

Il y a enfin la formule (17) qui n’intervient pas dans ce papier et que nous
corrigeons en un autre lieu.

e—1

REFERENCES

[B] H. Bethe, Zur Theorie der Metalle, Zeit. f. Physik, 71, 205-226 (1931).

[TE] G. Kempf, Finn Faye Knudsen, D. Mumford, and B. Saint-Donat, Toroidal Embeddings I,
Lecture Notes in Mathematics 339, Springer-Verlag, Berlin, New York, 1973.

[AG] Robert P. Langlands and Yvan Saint-Aubin, Algebro-geometric aspects of the Bethe equations,
in Strings and Symmetries, Lecture Notes in Physics 447, Springer-Verlag, Berlin, New
York, 1995. [doi :10.1007/3-540-59163-X_ 254.]

[BL] Robert P. Langlands and Yvan Saint-Aubin, Les sommes de Bethe et la formule de Lefschetz,
en préparation. [Cet article annoncé comme en préparation n’a finalement jamais été rédigé.]

[T®] JI. A. Taxrajexan u JI. 1. @axnees, Ksantosblii Meros o6paTHoii 3a1auu u Mojenb XY Z MOACIb
Teiizentepra, Yciexu MareMaTudeckKnx Hayk, 34, Bbiryck 5(209), 13-63 (1979).

[TV] V. Tarasov et A. Varchenko, Bases of Bethe vectors and difference equations with regular
stngular points, prépublication (1995). [Référence mise & jour introuvable.]


https://doi.org/10.1007/3-540-59163-X_254

Compiled on May 1, 2026.



	1. Introduction
	2. Étude d'une fibre spéciale (Δ = 0)
	3. Des variétés spéciales
	4. Les paires libres
	5. La structure combinatoire
	6. Les paires liées sans sommet interdit
	7. Les paires liées à sommet interdit
	8. Derniers commentaires
	Appendice A
	Appendice B
	Appendice C
	Références

