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I. EINLEITUNG

Obwohl der Zweck dieser Arbeit ist, einige elementare und anschauliche Begriffe
einzufiithren, und ihre grundlegenden geometrischen Eigenschaften zu untersuchen,
liegt im Hintergrund ein ferneres Ziel, ohne das die vorliegenden Untersuchungen
vielleicht amiisant wéren, aber nichts weiter. Die Physiker haben in dem Begriff der
Universalitdt und die dynamische Erklarung ihrer Urspriinge den Mathematikern ein
groflartiges Problem geschenkt, denn es fehlt dieser Erkldrung nicht nur das notige
technische Fundament, sondern in mancher Hinsicht jedes strenge mathematische
Verstédndnis.

Obwohl sich die Universalitidt auf weiten Gebieten der Physik und der Technologie
zeigt, treten die wesentlichen Probleme schon bei reinen mathematischen Modellen
der statistischen Mechanik auf. In dieser Einleitung handelt es sich nur um die
Perkolation, wo man fast sofort auf diese Probleme, und zwar in reiner Form, st683t.

Wir betrachten ein Schachbrett, jedoch nicht notwendigerweise mit 8 x 8 Qua-
draten, sondern mit n x n, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist. Ein Zustand s auf
dem Brett ist eine Farbung der Quadrate, wobei jedes Quadrat entweder schwarz
oder weifl angestrichen wird. Dieser Zustand 148t eine horizontale Uberquerung zu,
wenn es moglich ist, an der linken Seite auf einem schwarzen Quadrat anfangend, zu
der gegeniiberliegenden Seite, der rechten, iiberzugehen, indem man auf schwarzen
Quadraten bleibt, und von einem Quadrat zu einem anderen nur dann iibertritt,
wenn die beiden gleichfarbig sind und aneinander ldngs einer gemeinsamen Seite
angrenzen.

Es sei 0 < p < 1 eine reelle Zahl. Wir fithren eine Wahrscheinlichkeit 7 auf die
Menge aller Zustéinde ein, indem wir 7(s) gleich p®(1 —p)® setzen, wenn der Zustand
s aus a schwarzfarbigen Quadraten und b weififarbigen Quadraten besteht. Die

Eingegangen am 9. 6. 1992.
Appeared in Math. Nachr. Bd. 160 (1993). doi:10.1002/mana.3211600103|

1


https://doi.org/10.1002/mana.3211600103

2 ROBERT P. LANGLANDS

Wabhrscheinlichkeit ﬂ}(ln)(p) einer horizontalen Uberquerung ist dann die Summe der
Wahrscheinlichkeiten 7(s) derjenigen Zusténde, die eine horizontale Uberquerung
zulassen. Die folgende Aussage ist ein Hauptsatz der mathematischen Theorie, den
wir Kesten und anderen Mathematikern verdanken ([I])

Satz. FEs existiert eine Zahl 0 < p. < 1, die kritische Wahrscheinlichkeit, so dajs:

(1) wenn p < pe, gilt
lim 7r,(L")(p) =0;
n—oo

(2) wenn p > p., gilt
lim wén)(p) =1

n—oo
(3) wenn p = p., gilt
0 < lim " (p) < Tim " (p) <1
n—oo
Die erste Frage, die sich stellt, und die wir zur Zeit nicht beantworten kénnen,
ist ob
(1.1) lim 7™ (p.)

n—oo

existiert. Es sei A die Ableitung der Funktion 7("™) von p am Punkt p.. Eine
zweite Frage ist, ob es eine Konstante v gibt, so daf

Al
(12) 3 i/
existiert. Der Grund dieser Frage liegt nicht auf der Hand. Sie ist von der Erfah-
rung mit allerlei physikalischen und mathematischen Untersuchungen, sowie von
numerischer Forschung der Perkolation selbst, nahegelegt.

Man erwartet eine bejahende Antwort nicht allein auf diese zwei Fragen, sondern
auch auf eine dritte, die aber nur einen Sinn hat, wenn die Grenzwerte und
(1.2) existieren. Wir haben der Einfachheit halber nur die Perkolation auf einem
rechteckigen Gitter eingefiihrt, und die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes durch
eine moglichst einfache Formel definiert. Der Satz gilt jedoch fiir jede verniinftige
Definition der zwei-dimensionalen Perkolation, und wir konnen erwarten, daf} die
Antwort auf die zwei Fragen und auch allgemein positiv sein wird. Die
dritte Frage wéire dann, ob v unabhéngig vom Modell ist, und das wird auch
erwartet. Obwohl wir diese Fragen eine nach der anderen gestellt haben, als ob eine
beantwortet werden muf3, bevor wir die néchste stellen konnten, liegt es nahe, sie alle
gleichzeitig zu behandeln. Die Renormierungsgruppenerklarung dieses Phéanomens
verlangt sogar, dafl wir auf diese Weise verfahren.

Diese Erklarung ist dynamisch, und bezieht sich auf einen Raum, eine Abbil-
dung dieses Raumes in sich selbst, und einen Fixpunkt der Abbildung. Leider
erweisen sich gew6hnlicherweise diese Gegensténde als schliipfrig, so dafl sie kaum
mathematisch anfaflbar sind. Insbesondere wird der Raum, der, wie ein Unkundiger
denken koénnte, allem zugrunde liegt, kaum erwdhnt. Der Raum muf} allerdings
unendlich-dimensional sein. In dieser Arbeit werden Gegenstédnde dieser Art einge-
fihrt, die als endlich-dimensionale Annaherungen zu dem gesuchten dynamischen
System dienen sollten. Ich leiste jedoch keine Gewahr, daf sie sich als zweckmafBig
herausstellen werden. Die Probleme der strengen mathematischen Begriindung der
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Renormierungsgrupperklarung kénnen nicht auf Anhieb gelést werden. Sie miis-
sen von vielen Seiten angegriffen werden. Auflerdem iiberzeugt man sich nur mit
Miihe, daf} die eingefiihrten Begriffe den Tatsachen wirklich entsprechen. In die-
ser Hinsicht sind die numerischen Untersuchungen der Arbeit ([2]) ermunternd,
besonders weil sie Eigenschaften der Grenzwerte lim (") (pc) ans Licht gebracht
haben, die vorher, wenn geahnt, kaum beachtet wurden. Diese Eigenschaften werden
zur Zeit von mir und meinen Kollegen, Philippe Pouliot und Yvan Saint-Aubin
in Montreal, untersucht. Die entsprechenden numerischen Unterlagen, sowie die
Ergebnisse anderer numerischen Untersuchungen, die die ZweckméBigkeit der in der
vorliegenden Arbeit angegebenen Definitionen belegen, hoffen wir innerhalb kurzer
Zeit zu veroffentlichen.

Trotz solcher groflen Ziele ist mein gegenwértiger Zweck viel bescheidender,
eine vielleicht niitzliche Dualitdt der endlichen Modelle zu begriinden. Ich mochte
dennoch, bevor wir uns diesen endlichen Modellen zuwenden, erkléren, in welchem
Sinn sie eventuell alle Fragen beantworten.

Im Abschnitt II fithren wir eine Aufteilung des Rands eines Quadrats @ der
Seitenldnge 1 in 4¢ Intervalle der gleichen Lénge ein. Die Menge dieser Intervalle
nennen wir 2,. Es sei n eine ganze Zahl, die durch / teilbar ist, und betrachten ein
n X n-Brett. Die Quadrate, die entlang einer Seite liegen, sind dann natiirlicherweise
in ¢ Mengen mit 7 Elementen aufgeteilt. Also ist jedem der 4¢ Intervalle eine
Menge von % Quadraten zugeordnet. Zwei dieser Mengen kénnen sich nur an den
Ecken schneiden. Es sei M, die dem Intervall o zugeordnete Menge. Wir ordnen
jedem Zustand s eine Funktion ys auf 20, x 2, mit Werten aus {0, 1} zu. Es ist
ys(a, @) = 1 fiir jedes a, und ys(«, 5) ist 0, wenn « und S benachbart sind. Es ist
sonst ys(a, 8) = 1, dann und nur dann, wenn man aus einem schwarzen Quadrat
in M, ein schwarzes Quadrat in Mg erreichen kann, ohne die oben beschriebenen
Spielregeln zu verletzen. Man tritt also von einem schwarzen Quadrat zu einem
langs einer gemeinsamen Seite benachbarten schwarzen Quadrat und bricht sich auf
diese Weise von Quadrat zu Quadrat eine Bahn.

Es sei p = p. und sei 7 die entsprechende Wahrscheinlichkeit auf die Menge
der Zustédnde. Wir definieren eine Wahrscheinlichkeit 7} auf die Menge 9), der
moglichen Funktionen, indem wir setzen,

i (y) = Y w(s).
Ys=Y
Wir kénnen erwarten, dafl

(1.3) Jim 7 (y) = ne(y)

fiir jedes y existiert. Auf diese Weise erhalten wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf} n, im
Raum I, der im néchsten Abschnitt eingefiihrt wird. Es ist klar, da8 ny = T'% (1),
wenn 1"2 die in demselben Abschnitt eingefiihrten Vergroberung ist.

Wir werden auch Abbildungen ©, definieren, und ein zentrales Problem, das in
dieser Arbeit nicht bertihrt wird, ist, zu zeigen, dal O einen Fixpunkt v, in I,
besitzt. Die Punkte v, sollen die Punkte 1y ann&dhern, und zwar in dem Sinn, dafl
fir jedes k

(14) Jim T () = e

ist. Es ist in dieser Gleichung vorausgesetzt, dal ¢ nur durch k teilbare Werte
annimmt. Da diese Gleichung fiir jedes Modell gelten sollen, werden man daraus
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schlieflen konnen, dafl die Mafle n, unabhéngig vom Modell sind. Man will die
Gleichung sogar verwenden, um die Existenz der Grenzwerte in ZU zeigen.

Die Giiltigkeit der Gleichung wird dann aus der Eigenschaften der Tangen-
tialabbildungen d©, am Punkt v, abgeleitet werden. Diese sind jedoch zur Zeit alle
nur verwegenen Hoffnungen, und ich begniige mich in der vorliegenden Arbeit mit
dem Beweis einiger einfacher formeller Eigenschaften der Abbildungen ©,. Ab jetzt
wird nicht mehr von der wahren Perkolation die Rede sein, nur von den endlichen
Modellen. Insbesondere bezieht sich die ganze Zahl n nicht mehr auf das Schachbrett.

Wenn den in dieser Arbeit dargelegten Ideen alle Klarheit nicht mangelt, ist
es dank der vielen Besprechungen mit Claude Pichet, Philippe Pouliot und Yvan
Saint-Aubin in Montreal. Ich danke ihnen.

II. BESCHREIBUNG DER MODELLE

II.A. Die Mengen und die Wahrscheinlichkeiten. Jeder natiirlicher Zahl ¢
ist eins unserer Modelle zugeordnet. Die grundlegenden Gegenstinde im Modell
sind eine endliche Menge %), und eine geschlossene Untermenge II, der Menge
aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf 2),, sowie Abbildungen ©, = @én) von Iy in
sich selbst. Die Zahl n ist auch eine natiirliche Zahl, die wir nicht jedesmal in der
Bezeichnung explizit erwdhnen, damit Platz fiir andere Indizes iibrigbleibt. Es ist
jedoch nicht die Zahl n der Einleitung. Zum Zweck der Dualitéat, der diese Arbeit
hauptsdchlich gewidmet ist, fithrt man eine zweite Abbildung ©7 ein. Das Hauptziel
ist in der Tat, zu zeigen, dafl diese Abbildungen wirklich dual sind. Wir nehmen
allerdings gleichzeitig die Gelegenheit wahr, einige zu weiteren Untersuchungen
notige Definitionen anzugeben.

Es sei Q ein Quadrat der Seitenldange 1. Wir teilen jede Seite in £ Intervalle
der gleichen Lénge % auf, um, da das Quadrat vier Seiten hat, eine Menge 2, zu
bekommen mit 4¢ Elementen. Diese Intervalle nennen wir Strecken. Ein Element aus
der Menge ), wird eine Menge von Verbindungen zwischen Paaren von Strecken
sein, also eine Funktion auf 20, x 2,, die nur die Werte 0 und 1 nimmt. Bevor wir
die Bedingungen beschreiben, die diesen Funktionen auferlegt werden, fithren wir
einige Terminologie ein.

Es sei R der Rand des Quadrats Q. Auf R sind zwei Orientierungen moglich.
FEine Reihe aq, ..., a, heifit zyklisch, falls diese Strecken alle verschieden sind, und
man ihnen in der gegebenen Reihenfolge begegnet, wenn man den Rand in der
durch eine der Orientierungen, gleich welche gegebenen, Richtung durchliuft. Ein
offenes Intervall (o, 3) ist die Menge aller Strecke auler o und g selbst, denen
man begegnet, wenn man der Rand in einer gegebenen Richtung von « bis 8
durchlduft. Das Intervall ist folglich nicht eindeutig bestimmt. Um eins der zwei
moglichen Intervalle zu bestimmen, kann man eine Strecke angeben, die es enthélt.
Ein geschlossenes Intervall o, 8] wird dhnlich definiert, nur daff es auch a und
enthéalt. Halboffene Intervalle sind auch moglich.

Definition II.A.1. Die Menge 9, ist die Menge aller Funktionen y auf 2, x 2,
mit Werten aus {0, 1}, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(1) Fiir jedes a € Ay gilt y(o, ) = 1.
(2) Fiir alle o« und S gilt y(a, 8) = y(B, a).
(3) Wenn a und 8 benachbart sind, gilt y(«, 8) = 0.
(4) Wenn «, 8, v, 0 zyklisch ist, & und g nicht benachbart sind, und wenn
dartiber hinaus y(a,vy) = y(5,6) = 1, dann gilt y(a, §) = 1.
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Die Bedingung (3) ist etwas kiinstlich, aber ohne sie wére die dynamischen
Eigenschaften der Abbildung ©, nicht die erwiinschten. Die Bedingung (4) hat einen
offensichtlichen geometrischen Ursprung in der zwei-dimensionalen Perkolation. Zwei
Wege miissen sich kreuzen, wenn einer von « nach -~y fithrt, und der andere von
nach 6. Wenn man alle moéglichen Permutationen der Reihe «, 3, 7, § in Betracht
zieht, folgert man leicht aus der Bedingung (4) dafl jedes nicht benachbarte Paar
aus der Reihe verbunden ist.

Als erste Begriindung dieser Definition ist gezeigt worden, dafl die unten einge-
fithrte Abbildung @f) einen Fixpunkt v, besitzt, der nicht allzuweit vom Punkt 7
liegt. Die dazu notigen numerischen Untersuchungen sind jedoch etwas umsténdlich,
und werden in dieser Arbeit nicht besprochen werden.

Es sei I1(2),) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf ). Diese Menge ist
allerdings ein topologischer Raum. Das dynamische System, das die Renormalisie-
rungsgruppe fiir die Perkolation in einem endlich-dimensionalen Raum ann&hernd
nachahmen sollte, will man zuerst mittels einer Abbildung auf den ganzen Raum
I1(Q),) definieren. Aber diese allzu einfache Definition erweist sich als nicht zweck-
méfig, weil die Folgen der wichtigen FKG-Ungleichung dabei verlorengehen. Um
diese zu behalten, schranken wir uns vom Anfang an auf einen Unterraum II, von
I1(9)y) ein, und priifen nach, dafl unsere Abbildungen den Rahmen dieses Raumes
nicht sprengen.

Die Menge 9), ist geordnet. Es gilt y > ¢/, wenn fiir jedes Paar o und 3 gilt,
y(a, B) = v/ (e, B). Eine Funktion f auf 2, heiit zunehmend, wenn f(y) > f(y') ist,
falls y > o/ ist.

Definition IT1.A.2. Der topologische Raum II, ist der Unterraum aller Wahrschein-
lichkeitsmafle m aus I1(),) der Art, dafl fir alle zunehmenden Funktionen f und g
auf ), gilt

(2.a.1) /fgdw> /fdﬂ/gdw.

Es ist klar, da8 wenn die Bedingung fiir zunehmende Funktionen gilt, dann
gilt sie auch fiir abnehmende Funktionen. Auflerdem, wenn a und b zwei Konstante
mit demselben Vorzeichen sind und die Bedingung fiir f und ¢ gilt, dann gilt sie
auch fir f 4+ a und g sowie fir af und bg.

Der Raum II, enthélt zwei einfach definierbare Mafle. Es seien y; die Funktion,
fir die y4 (o, B) = 1 fiir jedes nicht benachbarte Paar, und y_ die Funktion, fiir die
y—(a, B) = 0 ist, wenn « # . Das Maf} 7 ist auf y; konzentriert, und m_ auf y_.

Hilfssatz I1.A.3. Es seien 0 < a, B <1 und a+ 8 =1. Wenn 7 in Il liegt, dann
liegen amy + Br und am_ + pw auch in 1l,.

Es sei v = anq + f7. Die Differenz

/fgdz/—/fdu/gdy

ist grofer oder gleich der Summe der folgenden Ausdriicke

a/fdwi/gdﬂi-i-ﬁ/fdﬂ/gdw
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und

—a2/fd7ri/gd7ri—aﬁ/fdﬁ/gdﬂi
faﬁffdﬂ/gdﬂifﬁz/de/gdﬂ

Weil o — a? = B — 82 = af ist, ist die Summe gleich o3 mal

Fus)g(ws) ~ £ws) [ gdn—gtus) [ fan+ [ fan [ gar

Wir vereinfachen diesen Ausdruck und erhalten

/{f(yi) — f}dﬂ/{g(yi) —g}dr>0.

II.B. Die Abbildungen. Die Abbildungen werden anfangs auf dem Niveau der
Mengen ), eingefiihrt, und dann auf die Rdume II, iibertragen. Die Ubertragung auf
die Rdume I1(Q),) ist ohne weiteres moglich, fiir die Radume II, mufl die Bedingung
jedesmal nachgepriift werden. Es seien k£ und ¢ zwei natiirliche Zahlen der
Art, daB k|¢. Wir definieren eine Vergréberung I' = Ty, die ), in Q). schickt. Jede
Strecke o’ aus %A ist in einer eindeutig bestimmten Strecke o aus 2, enthalten.
Es sei 3y eine Funktion aus 2),. Wir definieren y = I'y’ durch die Bedingung, daf3
y(«, B) dann und nur dann gleich 1 ist, wenn « und § nicht benachbart sind, und
es Strecken o/ C a und ' C 3 gibt, so daB y'(a’, ') = 1. Der nichste Hilfssatz
braucht kaum erwahnt zu werden, da sein Beweis klar ist. Wir bemerken nur, wenn
o Ca,f CB,9 C,und §& C 6, und wenn ferner «, 3, v,  zyklisch ist, dann ist
auch o/, ', +', & zyklisch.

Hilfssatz 11.B.1. Die Funktion y gehért zu Yy
Diese Abbildung ergibt auch in der iiblichen Weise eine Abbildung der Menge

() in TL(Ys), die wir auch mit T' = I'{, bezeichnen. Der nichste einfache Hilfssatz
erlaubt uns, sie als eine Abbildung von Il in I zu betrachten.

Hilfssatz 11.B.2. Das Bild von Il liegt in I1j.

Es sei m das Bild von 7/. Wenn f und g zwei zunehmende Funktionen auf Q)i
sind, dann sind ihre Urbilder f/ und ¢’ zunehmende Funktionen auf 2),. Es gilt

folglich,
/fgdﬂ:/f'g'dw’E/f’dﬂ"/g'dﬂ’:/fdw/gdﬂ.

Wir fihren auch eine Abbildung & = @fw ein, die das n?-fache Produkt 3 =
Ny X -+ x Yy in Y, abbildet. Da jedes Wahrscheinlichkeitsmafl 7/ auf ), ein
Wahrscheinlichkeitsmafl 7" auf 3 definiert, weil 3 ein Produktraum ist, konnen wir
dem Ma$ 7’ ein Mafl m zuordnen,

)= > =)
(y")=y
Wir setzen ®(7') = ®¢,(') = 7. Die Abbildung
o 3 — @nf

la3t sich aber nicht ohne Umstand definieren.
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Wir stellen uns vor, das grofie Quadrat Q sei aufgeteilt in n? kleinen Quadraten

i, 1 <4,7 < n. Der Raum 3 kann definiert werden als
n
3= Z gj(i,j)’

i,j=1

wobei 9)(“7) = ), fiir alle 7 und j. Ein Element von 3 ist folglich ein Punkt,
v =(yij | 1<i,j<n)

Es sei 2; ; = A, nur daB es jetzt als eine Menge von Strecken auf dem Rand von
1; ; betrachtet werden sollte. Als solche gehéren sie entweder zum Inneren von
9 oder zu seinem Rand. Wir nennen sie deswegen entweder innere oder duflere
Strecken. Jede der vier Seiten des Randes ist folglich mittels dieser kleinen Strecken
aufgeteilt in nf Intervallen der gleichen Lange. Die Menge der 4n¢ Strecken, die auf
dem Rand liegen, ist mit 2, identifiziert.

Um das Bild ®(y’) zu definieren, fiihren wir zusétzliche Mengen g, ; ein. Wenn
und f in ; ; liegen und nicht benachbart sind, dann ist g, ;(«, 8) = y; j (o, ). Wenn
sie benachbart sind, gilt yi’j(m B) =1, dann und nur dann, wenn entweder « oder
B inner ist, und es einen Zyklus («,v, 8, 6) gibt, fir den y; (o, v) = v:,;(8,9) = L.

Hilfssatz I1.B.3. Es sei (o, 3,7,0) einen Zyklus in R, ; der Art, daf§ g, ;(a,7) =
Y, ;(8,6) = 1. Wenn o und 8 nicht benachbart sind, oder wenn eine dieser beiden
Strecken eine innere Strecke ist, gilt y,; ;(a, B) = 1.

Da weder o und «y noch 1 und § benachbart sein kdnnen, ist die Aussage klar. Es
seien o und S zwei Strecken aus 2,,,. Ein zuldssiger Weg, der von « nach g fiihrt
ist eine Reihe,

(i07j0)3 (i27j2)a RN (i2r7j2r)a
und eine Reihe,
A_1,01,...,02r41,
die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(2.b.1) Fir 0 < k < r seien ¢/ = ig, und i’ = dgr1o. Es seien j', j” dhnlich
definiert. Dann ist aor41 in /Ay j» und in A~ ;» enthalten. Es gilt ferner
a_1 = o c€ Qliodo und Qopq1 = ﬂ S mi27‘7j27“'
(2.b.2) Fiir 0 < k < 7 ist aggy1 eine innere Strecke.
(2.b.3) Fiir 0 < k <7 gilt g, ;(ap—1, 00k 41) = 1.

Es sei § die Funktion auf 2,4, die so definiert wird, dal §(«, 8) = 1, dann und
nur wenn es einen zuléssigen Weg gibt, der von a nach g fithrt. Die Funktion y wird
definiert, indem man y(«, 8) = y(a, B) setzt, fir nicht benachbarte @ und g, und
y(a, B) =0, wenn « und B benachbart sind.

Satz I1.B.4. Die Funktion y gehért zu Dne.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes I11.A.1, des Abschnitts III.
Wenn wir diesen Satz annehmen, kénnen wir die Abbildung ® auf 3 definieren,
®(y') = y, und folglich die Abbildung ® von I1(Q),) in T1(Ye)-

Hilfssatz 11.B.5. Das Bild von I, liegt in I1,,.
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Wenn die Bedingung fiir 7" gilt, dann gilt sie auch fiir 7. Es geniigt
also, zu beweisen, wenn sie fiir 7’ gilt, dann gilt sie auch fir «”/. Da 3 ein Pro-
dukt ist, ist das eine sofortige Folge des néachsten Hilfssatzes und eines einfachen
Induktionsarguments.

Hilfssatz I1.B.6. Es seien m und wo Mafe auf geordneten Mengen X1 und Xs.
Wenn die Ungleichung (2.a.1)) fir m und mo gilt, dann gilt sie auch fir das Produkt

T =711 X 2.

Es seien f und g zwei zunehmende Funktionen auf X; x Xs. Dann gilt

/fgdﬂ'Z/f(xl,l‘g)g(a?l,l‘g)dﬂ'ldﬂ'g

:/{/f(ml,xz)g(xl,xg)dm}d7r2.

Weil f(x1,22) und g(x1,x2) fir gegebenes x5 zunehmende Funktionen von 1 sind,
ist der Ausdruck rechts grofler denn oder gleich

/{/f(xl’zQ)dﬂ-l}{/g(xlsz)dﬂ'l}dﬂ'z = /F(xg)G(:z:Q)dm,

wobei die Definition der zwei Funktionen F' und G klar ist. Da sie auch zunehmend
sind, gilt

/F(Z’Q)G(l’g)dﬂ'g > /F(mg) d’/TQ/G(l‘g)d’ﬂ'g :/fdw/gdw.

Die Abbildungen, die von Hauptinteresse sind, weil sie die Menge II; in sich selbst
abbilden, sind
0=06,=0y" =T},

II.C. Dualitéat. Fiir gewisse Zwecke braucht man einen Begriff der Dualitdt, und
das Hauptziel dieser Arbeit ist, die Grundziige der Dualitdt zu beschreiben, und
insbesondere die Existenz einer zu © dualen Abbildung ©* zu zeigen. Wir fiihren
zundchst eine Dualitdt auf der Menge ), ein. Es sei y € 2),. Wir definieren eine
Funktion 3 auf 20, x 2, indem wir 3(«, ) = 1 setzen, dann und nur dann, wenn
es keinen Zyklus («, 3,7, d) gibt, fiir den y(5,0) = 1. Sonst ist y(«,y) = 0. Folglich
gilt y(c,v) = 1, dann und nur dann, wenn « von 7 durch keine Verbindung aus
y getrennt wird. Insbesondere ist y(a, ) = 1 fir jedes . Die Funktion y gehort
der Menge Q) nicht an, da g(«, 8) immer gleich 1 ist, wenn « und S benachbart
sind. Deshalb fiihren wir eine zweite zusétzliche Funktion y* ein, indem wir y*(c, 8)
gleich g(a, B) setzen, wenn « und 8 nicht benachbart sind, und sonst gleich 0. Die
Funktion y* heiflen wir zur Funktion y dual.

Satz II1.C.1.

(1) Die Funktion y* gehort zu Q.
(2) Die zu y* duale Funktion ist y.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes III1.B.1. Es sei A = A, die
Abbildung, die y nach y* schickt. Dem Satz zufolge ist A eine Involution der Menge
. Wenn y1 > ys ist, ist A(y1) < A(yz), so dafl die zugeordnete Abbildung von
I1(9)y) in sich selbst die Menge II; in sich selbst abbildet. Wir betrachten A = A,
hauptsichlich als eine Abbildung auf II,.
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Hilfssatz 11.C.2. Es gilt Ff;Ag = A;J‘f;.

Die Gleichung dieses Hilfssatzes, der die Vertréglichkeit der Vergroberung mit der
Dualitdt behauptet, schreiben wir normalerweise der Kiirze halber I'’A = AT'. Es sei
Yy € Y. Wir setzen y = I'(y’). Wir betrachten y* = A(y) einerseits und z = TA(y')
anderseits und zeigen, dafl z = y*.

Es seien o und 8 zwei Strecken aus . Wir nehmen an, dafl « # § ist, und
dafl o und S nicht benachbart sind, denn die Gleichung z(«, 8) = y*(«, 3) ist sonst
trivial. Wenn z(«, 8) = 1, existieren zwei Intervalle o/ C a und 3’ C g, fir die
A(y')(e/,8) = 1. Wenn aber «, v, 8, § zyklisch ist, und 7' C v, §' C §, dann ist
o, v, B, 0" auch zyklisch, und folglich y'(+’,4’) = 0. Hieraus folgt, weil 4" und ¢’
beliebige Unterstrecken von v und ¢ sind, dal y(v, ) = 0. Da «, v, 8, J eine beliebige
zyklische Reihe, in der @ und § getrennt sind, sein kann, gilt ferner y*(«, §) = 1.

Auf der anderen Seite, wenn z(«, 3) = 0 ist, dann ist A(y)(¢/, ') = 0 fiir jedes
Paar o/ C a und B’ C f. Folglich existiert eine zyklische Reihe o/, v/, 8/, §' der
Art, daB y/(v/,¢") = 1. Wir brauchen jedoch mehr, insbesondere sind 4" und ¢’ zu
unserem Zweck untauglich, wenn eins oder das andere in « oder 3 enthalten ist.
Wir brauchen ein Paar {7/,0'}, das diese Gleichung erfillt und der Art, dafi o/,
v, B, &' fiir jedes o/ C a und jedes 8’ C 8 zyklisch ist. Denn ' ist dann in einer
Strecke v aus 2y enthalten, und ¢’ in einer Strecke ¢, und die Reihe «, ~, 3, § ist
notwendigerweise zyklisch. Weil y(v,d) = 1 ist, gilt y*(a, 8) = 0.

Um das Paar {y/,6'} zu erhalten, fixieren wir 5’ und wéhlen ein provisorisches
Paar {7/,d'} der Art, dafl /(1/,9") =1 ist, und so daf die Menge aller o’ C «, die
zusammen mit 8’ v/ und §’ eine zyklische Reihe o', +/, ', ¢’ bilden, maximal ist.
Die Vereinigung aller dieser o’ ist offensichtlich ein zusammenhéngendes Intervall.
Wenn sie nicht « selbst ist, dann ist entweder 7' oder ¢’ in a enthalten und an
die Vereinigung angrenzend. Dies gelte fiir /. Wir wenden die Bemerkung des
vorhergehenden Absatzes auf das Paar {7/, 8’} an, um die Existenz eines Paares
{71,017} zu folgern, fiir das y/(v4,07) = 1 ist, und die Reihe ~', v4, 8, 8] zyklisch
ist. Wir konnen das offene Intervall (7', 8’) so wihlen, das es jedes in Betracht
kommende o sowie ¢’ und §7 enthilt. Die Strecke v; liegt dann auBerhalb dieses
Intervalls. Wenn ~1, v/, 01, ¢’ zyklisch ist, gilt y'(71,0") = 1 wegen der Definition
II.A.1, so daBl wir ] durch ¢’ ersetzen konnen. Wir kénnen folglich unter allen
Umsténden annehmen, dafl §; im Intervall [¢', 3') enthalten ist. Dann ist jedoch
fiir das Paar {v}, ]} die Menge der zugelassenen a grofer als die entsprechende
Menge fiir {7/,8’}, was unserer provisorischen Wahl widerspricht. Die Vereinigung
ist daher a. Um das Argument zu beenden, wéhlen wir nochmals ein provisorisches
{7/,¢'} mit y'(7’,4") = 1, aber so da} die Menge aller 8’ C 8 der Art, daf§ o/, v/,
B, 8" zyklisch fiir alle o/ C « ist, maximal ist. Dann beweist man wie vorher, dafl
die Vereinigung dieser /3’ gleich (3 ist. Somit wird der Hilfssatz bewiesen.

Das Analogon des Hilfssatzes fiir die Abbildung & ist leider nicht giltig, und
wir sind genotigt, eine zweite Abbildung ®* zu definieren, die mit der Gleichung
®*A = A® im Sinn formuliert wird. Zwecks der Definition dieser Abbildung fiihren
wir einige zusétzliche Begriffe ein. Die ganzen Zahlen £ und n sind wieder vorgegeben,
und ®* soll zunéchst eine Abbildung der Menge 3 in 9),,¢ sein. Da A eine Involution

ist, ist es uns erlaubt, nicht ®*((y;;)) direkt zu definieren, sondern ®* ((yf J)) Die

Funktionen y; ; bleiben trotzdem die zentralen Gegensténde, und nicht y; ;» sondern
¥s,; die im Vordergrund zu behaltenden dualen Gegensténde. Alle diese Begriffe
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werden auch spéter in leicht abgednderter Gestalt und in einem leicht abgednderten
Rahmen vorkommen.

Schleifen. Eine Schleife ist eine vier-tupel (o, o/, 3, 5’) aus einem der Menge 2, ;,
in dem « und $ die Hauptgegenstinde sind, und o’ und 8’ nur zusitzlich. Die
Strecken o und 3 miussen beide innere sein. Es sind ferner o und o’ sowie 8 und 3’
benachbarte Paare. Eine Schleife heifit zuldssig, wenn o und o/ mit 8 und mit 5’
durch g; ; verbunden sind. Es sind nur die zulédssigen Schleifen, die im folgenden
gebraucht werden. Die Strecken in einem Paar {«, o’} oder {8,5'} werden oft
gespannt geheiflen.

Enden. Ein Ende besteht aus drei Strecken {a, o/, 8}, und o und o' bilden darin
ein gespanntes Paar. Sie miissen benachbart sein. Das Element /3 ist eine duflere
Strecke. Das Element o« mufl dagegen eine inneres sein. Zuldssige Enden sind von
zweierlei Art.

(a) Alle drei Strecken liegen in demselben %, ;. Es gilt 4, ;(a, 8) =, ;(/, ) =
1.

(b) Die Strecke o gehort gemeinsam zu zwei aneinander angrenzenden Quad-
raten Q; ; und Q; ;. Die Strecke o liegt in ;s ;- und ist eine duBere. Die
Strecke 3 ist ein Nachbar von « in 2; ;. Der Fall, da8 (i, 5') = (¢, ), ist
auch moglich, aber von keinem Interesse. Dann ist 5 = o/, und solche Ende
erweisen sich als iiberfliissig.

Knoten. Ein Knoten {«, o/, 8, 3’} besteht aus vier Strecken. Es sind wieder beide
Paare {o, o’} und {8, 5’} benachbart. Knoten sind alle zuldssig und von dreierlei
Art.

(a) Alle vier Strecken im Knoten sind innere, und entweder o = 8 und o = '
oder = 3 und o/ = .

(b) Die Strecken a und f sind innere, und a = (. Sie sind zwei aneinander
angrenzenden Quadraten ; ; und Q, ;; gemeinsam. In entarteten Féllen
konnen diese Quadrate gleich sein. Die Strecke o gehdrt zum Quadrat Q; ;
und S’ zum Quadrat Q; ;.

(c¢) Alle vier Strecken sind innere. Die Strecken o und o’ gehoren zu einem
Quadrat £; ;, und die Strecken 5 und 3’ gehoren zu einem zweiten Quadrat
Qy j7, das das erste an eine Ecke beriihrt, so daf8 die beiden Quadrate einen
einzigen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Punkt gehort zu allen vier
Strecken.

Mittels dieser zusétzlichen Begriffe definieren wir jetzt die Abbildung ®*. Wir
fiihren den Begriff eines breiten zuldssigen Weges ein, der von einer Strecke a aus
A, zu einer Strecke S fiihrt. Wir setzen y(«, 5) = 1, dann und nur dann, wenn
es einen zuldssigen breiten Weg gibt, der von o nach § fithrt. Aus 7 leiten wir y*
ab, indem wir Verbindungen zwischen benachbarten Punkten aufheben, und setzen

o* ((yl* ])> = y*. Ein breiter zuldssiger Weg, der von « nach f fiithrt ist eine Reihe

C—17 ceey 02T+1?
in der jedes Glied eine Schleife, ein Ende, oder ein Knoten ist, aufler wenn r = —1
ist.
Wenn r = —1 ist, gehdren a und § zu demselben Quadrat 9, ;. In diesem Fall

ist C_1 = {«, 8} und es wird verlangt, daf8 ; ;(«, 8) = 1. Das erste Glied der Reihe
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ist sonst ein zuldssiges Ende
/
Coi={a=a_1,a, 0}
Die Glieder Cy;, 0 < 7 < r, sind alle Knoten,
/ /
Cai = {ai, Ay, 042i+1,0<2¢+1}-

Die Glieder Cy;41, 0 < i < r, sind zuléssige Schleifen,

! !
Cait1 = {@2iy1, Qi 41, 02012, A0}
Es ist schliefflich C9,41 ein zuléssiges Ende,

Cari1 = {Q2rq1, 01, Q2pp2 = B
Die Definition von y* haben wir schon erkliart. Der Wert von y*(«, 8) ist gleich

Y(a, B), auBler wenn a und f benachbart sind. Der néchste Satz ist zusammen mit
dem Satz I1.B.4 das Hauptergebnis dieser Arbeit.

Satz I1.C.3. Die Funktion y* gehort zu Qe und ist der Funktion ®((y;;)) dual.

Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folge des Satzes I11.A.4. Die Abbildung
O* von 9, in sich selbst ist die Verkettung I' - ®*. Die Abbildung ® kann auch
als eine Abbildung der Menge I1(9),) in II(),¢) betrachtet werden. Der néchste
Hilfssatz wird genau wie der Hilfssatz I1.B.5 bewiesen.

Hilfssatz 11.C.4. Das Bild von I, unter ®* liegt in Il,,.

I1.D. Beispiele. Obwohl alle in den Begriff der Dualitit eingehenden Definitionen
elementar sind, sind sie auch leicht miflverstandlich. Folglich ist es niitzlich, sie sowie
ihren Zweck an Hand einiger Beispiele zu veranschaulichen. Auf der Abbildung 1
wird ein einfacher zugelassener breiter Weg gezeigt. Es ist klar, wie er alle moglichen
Wege von unten nach oben blockiert. Das wesentliche Glied ist die Schleife im
inneren Quadrat, an die zwei Enden gebunden werden. Ein Weg, der von unten
ankommt, kann zum Beispiel die Strecke a erreichen. Diese Strecke ist jedoch im
inneren Quadrat B mit keiner Strecke oberhalb des Paares {a,d} verbunden, und
im linken Quadrat A mit keiner Strecke oberhalb des Paares {a, €}, so dafl der Weg
nicht weiter nach oben hin eindringen kann, und zunéchst nach unten zuriickkehren
muf}; um anderswo eine wirkliche Bresche zu suchen. Wenn ein zuléssiger Weg iiber
duflere Strecken fithren konnte, findet sich vielleicht an e oder 7 eine Bresche. Da
solche Wege nicht zugelassen werden, brauchen wir in A und C' nur Enden und nicht
Schleifen.
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Abbildung 1

Obgleich in der Definition einer Schleife, eines Endes oder eines Knotens die zwei
Strecken o und o’ nicht symmetrisch auftreten, spielen sie in der Tat dieselben
Rollen, denn {«, &/, &/, a} ist eine zulédssige Schleife, die @ und o’ umtauscht.

Obgleich wir Verbindungen zwischen benachbarten Strecken ausgeschlossen haben,
sind einige fast entartete Schleifen sehr wichtig. Das sind Schleifen {«,o’, 5, 5},
fiir die @« = § und o und B’ die zwei Nachbarn von « sind. Auf der Abbildung 2.a
werden funf Strecken auf einer inneren Seite abgebildet. Obwohl die Strecken «, -,
und € mit auflerhalb des Bilds liegenden Strecken im ersten Quadrat A verbunden
sind, und S und ¢ mit Strecken derselben Art in B, besteht keine Maoglichkeit diese
Strecken iiber die im Bild gezeigten Strecken zu verbinden. Dementsprechend kann
ein Teil eines breiten zugelassen Weges angelegt werden, wie auf der Abbildung 2.b.
Es ist jedoch wohl moéglich, daf3 dieser Teilweg, der sich zwischen den sich nicht
einander beriihrenden, von auflen ankommenden Verbindungen schléngelt, nicht bis
zum Rand ausgebaut werden kann.
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“C(
]

| Y
]

| €

Abbildung 2.a

Auf der Abbildung 2.b werden drei Schleifen A, B, C' gezeigt. Die werden anein-
ander angebunden mittels Knoten der Art (a), und der zustande kommende breite
Weg fithrt vom gespannten Paar {«, 3} zum gespannten Paar {0, e}.
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Abbildung 2.b

Um den Grund zu erkldren, warum die anderen Arten von Knoten und Enden
eingefithrt werden, betrachten wir den Fall £ = 1. Die Menge 2); besteht aus vier
Elementen. Die werden wir gewohnlicherweise wie auf der Abbildung 3 zeichnen.
Das erste Element (3.a) enthélt keine nichttriviale Verbindung. In (3.b) und (3.c) ist
eine einzige nichttriviale Verbindung vorhanden, die einander gegeniiberliegenden
Strecken verbindet. In (3.d) sind alle einander gegentiberliegenden Strecken verbun-
den. Also im Gegensatz zu (3.b) und (3.c) sind zwei nichttriviale Verbindungen
vorhanden statt einer einzigen. Nur im Fall (3.d) ist die Funktion 7 ungleich der
Funktion y. Die Funktion (3.d) ist zur Funktion (3.a) dual. Die Funktionen (3.b)
und (3.c) sind dagegen selbstdual.

Wir betrachten die Abbildung ® = ®1. Auf der Abbildung (4.a) werden die vier
Zustande y; j, 1 < 14,7 < 2, gezeigt. Das Bild y = @((yi’j)) enthélt offensichtlich
keine nichttriviale Verbindung. Die dualen Zusténde werden auf der Abbildung
(4.b) gezeigt. Es mufl gezeigt werden, warum ®* angewandt auf diese Zustédnde die
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Funktion liefert, die alle nichtbenachbarten Strecken verbindet. Wenn dagegen ® auf
diese Zustinde angewandt wird, erhalten wir diejenige Funktion, die folgende nichttri-
viale Verbindungen enthélt und keine andere: (v,7n'); (v, d'); (d,€); (6,7'). Wenn der
Satz I1.C.3 gilt, mufl ®* und (4.a) eine Funktion liefern, die alle nichtbenachbarten
Paare aufler (8’,n) und (v, €’), die wenigstens eine der vier senkrechten Strecken =,
~', 8, 0" enthalten, verbindet, die aber keine Verbindung von ungleichen waagerechten
Strecken enthélt.

:
L

3a 3b

Abbildung 3

Wir behandeln zunéchst ®* und (4.a) und erkldren wie die horizontalen Verbin-
dungen entstehen. Weil v und o’ sowie § und 8 benachbart sind, sind {«, a’, v} und
{B,8,6} zulassige Enden. Die werden gebunden durch den Knoten {«,a’, 3,3’}
der Art (c). Folglich sind v und § verbunden. Um v mit §’ zu verbinden, legen wir
einen breiten Weg an, der mit dem Ende {7, a, o’} beginnt. Mittels des Knotens
{a,d/, B8, 8} binden wir dieses Ende an die zuléssige Schleife {5’, 3, 3,0}. Da ¢ eine
duflere Strecke ist und S eine innere Strecke ist, ist {4, 3,0’} ein zuldssiges Ende,
das wir durch einen entarteten Knoten eine der Art (b) an die Schleife {8’, 3, 5,0}
binden kénnen. Folglich sind v und ¢’ verbunden. Dafl die Verbindung von § mit
~" auch vorhanden ist, wird dhnlich gezeigt. Eine letzte horizontale Verbindung,
die noch fraglich ist, ist die von ¢’ mit v'. Von §’ aus erreichen wir auf dem Weg
nach v das gespannte Paar {a, a’}. Dieses Paar ist auch in der zuldssigen Schleife
{a,a’,a’, v} gespannt. Mittels des entarteten Knotens {v, o/, ~, @’} der Art (b) wird
diese Schleife an das Ende {7, o/,v} gebunden.
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Abbildung 4.a

Abbildung 4.b
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Die Verbindung von « mit 7" entsteht, indem man mit dem Ende {~, «, n} beginnt,
und es mittels des trivialen Knotens {«,n’,«,n'} an das Ende {«, 7,1} bindet. In
derselben Weise erhélt man die Verbindung von § mit e.

Damit eine gegebene duflere Strecke Glied einer nichttrivialen Verbindung sei,
muf} sie entweder schon in dem sie enthaltenden Quadrat nicht trivial mit einer
zweiten Strecke verbunden sein, was bei £ = 1 ausgeschlossen ist, oder zu einem
Ende gehoren. Die waagerechten Strecken in (4.a) gehoren nur zu zulissigen Enden
der Art (b). Fir die Strecken €’ und 7 kann das entsprechende Ende nicht fortgesetzt
werden. Fiir 7 und € kann es auf nur eine Weise fortgesetzt werden, und fithrt dann
entweder zu «y oder jeweils zu d.

Wenn wir ®* auf (4.b) anwenden, bekommen wir alle Verbindungen, die bei (4.a)
vorhanden sind. Dariiber hinaus bekommen wir wegen der Symmetrie beziiglich der
zweien Richtungen, der horizontalen und der vertikalen, alle vertikalen Verbindungen.
Wenn wir (4.b) in einer der mittleren Achsen spiegeln, enthalten die vier sich daraus
ergebenden Elemente aus 2); alle Verbindungen, die in (4.a) vorhanden sind. Folglich
sind im gréfleren dufleren Quadrat alle Verbindungen zwischen nichtbenachbarten
horizontalen und vertikalen Strecken auch vorhanden.

Da der Fall £ = 1 und n = 2 zu Mif}verstandnissen fithren kann, weil wir besonders
bei der Anwendung von ®* auf (4.a) alle entstehenden Verbindungen aus fast gar
nichts aufgebaut haben, betrachten wir auch den Fall / = 1, n = 3 und Funktionen
(yij), 1 <i,j < 3, die denen in (4.a) und (4.b) dhnlich sind. Die werden in den
Abbildungen (5.a) und (5.b) aufgezeichnet.
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Abbildung 5.a
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Abbildung 5.b
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Die Abbildung ® = &} bildet (5.a) an die Funktion ab, die keine nichttriviale
Verbindung enthélt. Das Bild von (5.b) ist dagegen die Funktion, die alle moglichen
Verbindungen enthélt, aufler denen, die € oder 1 mit einer anderen Strecke verbin-
den. Folglich nach dem Satz I1.B.3 enthélt das Bild von (5.a) beztiglich ®* nur die
Verbindungen zwischen ~ und 1’ und zwischen ¢ und ¢’ und sonst keine nichttriviale
Verbindung. Die Verbindung von 7’ mit ~ entsteht, indem man mit dem Ende
{n',a,n} der Art (b) beginnt, und mittels eines trivialen Knotens es an das Ende
{7,7m,a} bindet. Im Gegensatz zu (4.a) und ®} kommen keine andere Verbindungen
zustande. Dafl ®* angewandt auf (5.b) die Funktion ergibt, die alle nichttrivialen
Verbindungen enthélt ist weniger erstaunlich, und leicht einzusehen.

III. ZUSATZLICHE THEORETISCHE ENTWICKLUNGEN

III.A. Unregelmiafliges Aufhédufen. Dem quadratischen Aufhdufen, das verwen-
det wird, um O zu definieren, fehlt eine gewisse Geschmeidigkeit, da es sich als
glnstig erweist, die Beweise mittels eines Induktionsarguments durchzufithren. Zu
diesem Zweck wollen wir die kleinen Quadrate einzeln dem groflen Haufen hinzufii-
gen. Wir stellen uns vor, die ganze Ebene sei regelméfig aufgeteilt in Quadrate, so
dafl um jeden ganzzahligen Gitterpunkt in der Ebene ein zunéchst leeres Quadrat
der Seitenldnge 1 liegt, in das wir eine Fliese einlegen koénnen. Eine endliche Anzahl
solcher eingelegten Fliesen, oder die entsprechende Vereinigung von Quadraten,
wird einfach zusammenhédngend genannt, wenn sie erhalten wird, indem man mit
einem gedeckten Quadrat beginnt, und gewisse zu beschreibende Gesetze einhaltend
die anderen eins nach dem anderen hinzufiigt. Diese Gesetze schreiben vor, wie
die neue Fliese der alten Konfiguration von Fliesen angelegt werden kann. Im
wesentlichen wird es verlangt, dafl der Rand des Haufens bei jedem Schritt eine
einfach zusammenhéngende Kurve bleibt, wie er beim ersten Schritt, bei dem der
Haufen aus einem einzigen Quadrat besteht, ist. Wir beschreiben alle zugelassenen
Hinzufiigungen eines Quadrats einer schon vorhandenen zugelassenen Konfiguration.
Damit wir leicht auf diese Beschreibung hinweisen kénnen, stellen wir uns vor, dafl
die neue Fliese um den Punkt (0,0) eingelegt wird, und die Méglichkeiten nur bis
auf Drehungen und Spiegelungen beschrieben werden. Dann kénnen wir annehmen,
dafl das Quadrat um den Punkt (—1,0) schon besetzt ist.

(i) Keins der drei Quadrate an den Punkten (0,1), (1,0), und (0, —1) ist schon
besetzt. Dann gibt es zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten.
(a) Weder (—1,1) noch (—1,—1) ist schon von einer Fliese gedeckt.
(b) Der Punkt (—1,—1) ist gedeckt, und der Punkt (—1,1) nicht gedeckt.
(¢) Beide Punkte (—1,=+1) sind schon gedeckt.
(ii) Der Punkt (0,1) ist schon gedeckt, aber weder das Quadrat an dem Punkt
(1,0) noch das am Punkt (0, —1) ist schon besetzt.
(a) Weder der Punkt (—1,—1) noch der Punkt (1,1) ist schon von einer
Fliese gedeckt.
(b) Der Punkt (—1,—1) ist schon von einer Fliese gedeckt; der Punkt (1,1)
aber nicht.
(c) Beide Punkte (—1,—1) und (1,1) sind schon gedeckt.
(iii) Die Punkte (0,1) und (0,—1) sind schon gedeckt; der Punkt (1,0) aber
nicht gedeckt.
(a) Weder der Punkt (1, —1) noch der Punkt (1,1) ist schon gedeckt.
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(b) Der Punkt (1,—1) ist schon von einer Fliese gedeckt, der Punkt (1,1)
aber nicht.
(c) Beide Punkte (1,—1) und (1,1) sind schon gedeckt.

Es muf} bei jeder neu eingelegten Fliese bewiesen oder verlangt werden, dafl
der Rand einfach zusammenhéngend bleibt, und insbesondere, dafl keine Fliesen
einander allein an einer Ecke beriihren, ohne dafl wenigstens eins der anderen zwei
Quadrate, zu denen diese Ecke gehort, auch schon besetzt ist. Deshalb wird es
vorausgesetzt oder leicht bewiesen in den einzelnen Féllen:

(i) Keiner der zweien Punkte (1,£1) ist schon gedeckt.

(ii) Der Punkt (1, —1) ist noch nicht gedeckt. Der Punkt (—1,1) ist dagegen
notwendigerweise, da wir bisher die Gesetze eingehalten haben, schon ge-
deckt.

(iii) Die Quadrate an den Punkten (—1,=+1) miissen schon besetzt sein. Es ist
klar, daf wir das urspriingliche quadratische Aufhiufen von n? Quadraten
auf diese Weise erhalten kénnen.

Das neu besetzte Quadrat hat vier Seiten, die wir nach einem offensichtlichen
Prinzip mit S,, S,,, S¢ und S, bezeichnen. Einige dieser Seiten gehoéren zum Rand des
alten Haufens. In jedem Fall wird eine zusammenhéngende Menge dieser Seiten an ein
Intervall aus dem Rand des alten Haufens geklebt, und der Rand des neuen Haufens
besteht aus der Vereinigung der iibriggebliebenen Teile der Rénder des Quadrats
und des alten Haufens. Er ist folglich eine einfach zusammenhédngende Kurve. Wie
bei dem quadratischen Aufh&ufen stellen wir uns vor, dal der Rand jedes Quadrats
£ im Haufen aufgeteilt in 4¢ Strecken der gleichen Léinge ist. Es sei 21n die Menge
dieser Strecken. Der Begriff einer &ufleren oder einer inneren Strecke dndert sich bei
dem Ubergang vom alten Haufen §) zum neuen $’. Damit wir die Entwicklung der
Wege und insbesondere der breiten Wege dabei verfolgen kénnen, miissen wir im
voraus vorschreiben, welche Strecken in den Réndern der verschiedenen Quadrate bei
wiederholter Hinzufiigung noch eines Quadrats innere Strecken des Haufens werden
koénnen. Zu diesem Zweck sei fiir jedes 9 eine Untermenge Iy von g vorgegeben.
Wir nehmen an, dafl bei jedem Schritt die zusammengeklebten Strecken alle in der

Vereinigung
Ul
2

liegen. Folglich kénnen nur Strecken aus dieser Vereinigung innere werden. Fiir ein
quadratisches Aufhdufen ist jedes Iy implizit als die Menge aller inneren Strecken
aus 2y definiert. Wir werden an den entsprechenden Stellen den Zweck der Menge
In genauer erklaren.

Fiir einen gegebenen Haufen $) sei S die Vereinigung aller Strecken aus allen 2Ag,
0 C 9, die zum Rand gehoren, also die Vereinigung aller &ufleren Strecken. Es sei
Ig die Menge aller Strecken die gleichzeitig duflere sind und zu einer der Mengen
15, Q C $ gehoéren. Wir nehmen an, dafl fiir jedes £ im Haufen eine Funktion yq
in ), vorgegebenen ist. Sie wird als Funktion auf 2[4 betrachtet. Mittels dieser
vorgegebenen Funktionen werden vier Funktionen yg, 7g, s, und y§ auf S x S mit
Werten in {0, 1} definiert. Die Funktion yg wird aus 7g abgeleitet, indem man den
Wert von 7g allein an benachbarten Paaren abéndert, wo er dann 0 wird. Genau
so wird auch y§ aus ys abgeleitet, so da8 in der Tat nur zwei Funktionen definiert
werden miissen.
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Wir definieren 3¢ mittels der Menge {yn | NCH }, in genau derselben Weise,
wie wir ®(y’) durch {¥; ;} definierten. Die Funktionen 7, werden aber etwas anders
definiert. In der Tat sind die Mengen Iq zu nichts anderem als zu diesem Zweck
eingefiihrt worden. Die Funktion §4 unterscheidet sich von der Funktion yo nur an
benachbarten Paaren. Damit G (e, ) = 1 muB} entweder « oder § in Iy liegen, und
ferner muB es einen Zyklus («, 7, 8,9) geben, fiir den ya(a,vy) =1 und yq(8,9) =
1. Die Funktionen 7, sind folglich definiert nicht allein mit Bezug auf den zu
betrachtenden Haufen, sondern auch auf weitere vergroflerte Haufen. Mittels dieser
Funktionen fithren wir den Begriff eines zulédssigen Weges ein. Es ist y¢(a, §) = 1,
dann und nur dann, wenn es einen zulédssigen Weg gibt, der von « € S nach g € S
fuhrt. Um den néchsten Satz auszudriicken, brauchen wir eine Definition, die erst
im néchsten Abschnitt angegeben wird.

Satz IT1.A.1. Die Funktion §g erfillt die Bedingungen |(3.b.1)| und |(3.b.4)| Die
Funktion yg ist folglich eine Menge von Verbindungen im Sinne des ndchsten
Abschnitts.

Die Funktion §g wird mit Hilfe des Begriffes eines zugelassenen breiten Weges
eingefiihrt. Wie bei einem quadratischen Aufhédufen werden breite Wege aus Schleifen,
Enden, und Knoten zusammengesetzt. Diese Begriffe miissen jedoch leicht abgeén-
dert werden, damit wir ein Induktionsverfahren durchfithren kénnen. Insbesondere
miissen die Mengen I in Betracht gezogen werden. Da dhnliche Begriffe nochmals
im néchsten Abschnitt eingefiithrt werden miissen, begniigen wir uns damit, dafl wir
die Unterschiede hervorheben.

Schleifen. Eine Schleife {«, o', 8,8’} besteht jetzt aus Strecken, die zu einem
gemeinsamen A gehoren. Die zusédtzliche Bedingung ist, dafy die Schleife nur dann
zugelassen wird, wenn Jq (o, ') = 0 und 745(5,8’) = 0 sind.

Enden. In einem Ende {«,a/, 8} muB 74 (o, ) = 0 sein.

Knoten. Sie sind wieder von drei Arten. Fiir die Arten (a) und (b) kommt keine
neue Bedingung hinzu. Fiir einen Knoten der Art (c) bilden die vier Strecken die
Arme eines Kreuzes, und « ist zu o’ orthogonal, sowie 8 zu 3’. Es miissen allerdings
wenigstens drei der dieses Kreuz beriihrenden Quadrate zum Haufen gehdren, aber
es ist gleichgiiltig welche. Im Gegensatz zum quadratischen Aufhédufen gehéren
vielleicht nicht alle vier das Kreuz umgebenden Quadrate zum Haufen. Es wird
jedoch verlangt, dafl @ und o’ zu einem gemeinsamen Quadrate 9 gehoren, und 3
und 3’ zu einem gemeinsamen ‘P.

Um diese Definition teilweise zu erkldren, beweisen wir einen einfachen Hilfssatz.

Hilfssatz II1.A.2. Es seiy € Y. Es seien o und B zwei benachbarte Strecke aus
Ap, die durch y mit einem gemeinsamen v verbunden sind. Dann gibt es kein Paar
{7,8} der Art, daf$ (o, B,7,0) ein Zyklus ist, und y(a,d) =1 und y(B,9) = 1.

Wir nehmen an, es existiert ein solches Paar. Man beweist den Hilfssatz, indem
man bemerkt, dafl § und § einerseits in dem Intervall [, ] enthalten werden miissen,
das f enthélt, und andererseits in dem Intervall [3,~], das a enthélt. Dies ist ein
Widerspruch. Als unmittelbare Folge dieses Lemmas bekommen wir ein zweites.

Hilfssatz I11.A.3. Es seien Q € § und « und B zwei benachbarte Strecken in Aq.
Es sei vorausgesetzt, daf es eine Strecke € € £, die ungleich o« und B ist, gibt, fir
die die Gleichungen yq(e,a) =1 und Y (e, 5) = 1 gelten. Dann ist q (o, B) = 0.
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Wenn («, 3,7, d) ein Zyklus ist, dann ist entweder € # v oder € # . Wenn zum
Beispiel € # ~, gibt es eine Reihenfolge, in der die Menge {a, 3,7, €} ein Zyklus wird.
Diese Hilfssdtze erlauben uns, alle Konstruktionen fiir ein quadratisches Aufhdufen
als spezielle Fille derselben Konstruktionen fiir ein unregelméfiges Aufhdufen zu
betrachten. In der Tat sind die zusétzlichen Bedingungen fiir Schleifen und Enden
iiberfliissig. Sie erweisen sich nur im néichsten Abschnitt als unentbehrlich. Wir
haben es dennoch vorgezogen, sie an dieser Stelle einzufiihren.

Diese neuen Definitionen gestatten uns eine neue Definition eines breiten zugelas-
senen Weges, und schlieflich der Funktion yg. Bei der Aussage des nachsten Satzes
greifen wir zu den Definitionen des néchsten Abschnitts vor.

Satz III.A.4. Die Funktion ys ist zur Funktion ys dual.

Der Satz selbst wird als Folge des Satzes II1.B.3 im Abschnitt II1.C bewiesen
werden. Wir schlieBen sofort aus dem Satz, dafl y§ eine Menge von Verbindungen
im Sinn des néchsten Abschnitts ist.

III.B. Mengen von Verbindungen. Wir betrachten einen Kreisrand oder all-
gemeiner eine einfach geschlossene Kurve. Diese Kurve teilen wir in geschlossene
Intervalle auf, die wir Strecken nennen. Es sei S die Menge der Strecken. Es wird
immer angenommen, dafl S wenigstens zwei Elemente enthélt. Normalerweise durch-
schneiden sich zwei Strecken entweder tiberhaupt nicht oder in einem einzigen Punkt.
Wenn ausnahmsweise S nur zwei Strecken enthélt, dann haben diese Strecken zwei
Endpunkte gemeinsam.

Der Begriff eines Zyklus aus S ist klar. Er bedeutet eine Reihe («, 3,7, §) von vier
Strecken aus S in der Reihenfolge, in der man ihnen begegnet, wenn man die Kurve
in einer oder der anderen Richtung durchlduft. Eine Menge von Verbindungen in S
ist eine Funktion yg auf S x .S mit folgenden Eigenschaften:

(3.b.1) Jede Strecke ist mit sich selbst verbunden, so daf ys(a, a) = 1.

(3.b.2) Keine Strecke ist mit einem Nachbarn verbunden, so daf ys(«, 8) = 0, wenn
«a und 8 benachbart sind.

(3.b.3) Wenn (a, 8,7, 9) ein Zyklus ist, und ys(«a, ) sowie ys(53,9) gleich 1 sind,
dann ist ys(«, 8) = 1, auBerdem wenn « und 8 benachbart sind.

Jeder Menge von Verbindungen ys konnen wir eine duale Menge ys zuordnen.
Wie vorher, setzen wir 3s(a, ) gleich 1 dann und nur dann, wenn es keinen Zyklus
(o, B,7,9) gibt, in dem ys(B,d) = 1 ist. Anschaulicher ausgedriickt besagt diese
Bedingung, dafl « und v durch keine Verbindung aus yg getrennt werden. Die
Funktion 75 selbst ist nicht die duale Funktion, da es vielleicht die zweite Bedingung
einer Menge von Verbindungen nicht erfiillt. Die duale Funktion selbst, y§, erhalten
wir, indem wir alle Verbindungen von benachbarten Strecken aufheben. Es gilt also
y5(a, B) = Ys(a, B), wenn « und § nicht benachbart sind. Dagegen gelten fiir ein
benachbartes Paar die Gleichungen,

/y\S(aaﬁ) = 17
ys(a, B) = 0.

Wir ziehen es jedoch vor, mit yg zu arbeiten, und werden oft von ihr als von der zu
ys dualen Menge reden. Der néchste Satz wird im Abschnitt IV bewiesen werden.

Satz II1.B.1.
(1) Die Funktion y% ist eine Menge von Verbindungen.
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(2) Die zu y§ duale Menge ist ys.

Es ist gewOhnlicherweise vorteilhaft, einer Menge von Verbindungen ein zweites
und ein drittes Datum hinzuzufiigen. Der in dieser Weise zustande kommende
Gegenstand wird auch eine Menge von Verbindungen genannt. Um die neuen
Objekte von den alten zu unterscheiden, statten wir das entsprechende Symbol mit
einem Querstrich aus. Das erste Datum ist eine Untermenge Is von S; das zweite ist
eine Menge zg von Kurzverbindungen. Diese Menge zg ist eigentlich eine Funktion
auf S x S der Art, dafl zg(a, 8) = 0 ist, aufler wenn « und 8 benachbart sind. Die
Kurzverbindungen verbinden deshalb nur benachbarte Strecken. Aufler dieser ersten
Bedingung ist der Menge zg eine zweite Bedingung auferlegt. Es sei («, 8,7, d) ein
Zyklus, fiir den ys(a,v) = ys(8,0) = 1 ist. Wenn « und § benachbart sind und eine
in Ig liegt, dann verlangen wir, dafl zs(a, ) = 1. Die Menge 7 erhélt man, indem
man den Verbindungen in ys die Verbindungen in zg hinzufiigt. Die Funktion 74
erfiillt die folgende Bedingung:

(3.b.4) Wenn (a, 8,7, 9) ein Zyklus ist, und §¢(«,y) sowie 5¢(3,0) gleich 1 sind,
dann ist Fg(a, 8) = 1, auBer wenn o und § benachbart sind, und beide
aufBerhalb Ig liegen.

Sie erfiillt dagegen die Bedingung nicht. In gewisser Hinsicht ist es vorteil-
haft nur mit der Menge 44 zu arbeiten. Ihr werden nur die triviale Bedingung
sowie die Bedingung auferlegt. Thre Werte auf benachbarten Elementen sind
beliebig bis auf die Beschrinkungen, die aus Bedingung folgen. Die Bedin-
gung ist fiir die Perkolation wichtig, den kombinatorischen Konstruktionen
dagegen eher nutzlos und lastig. Alle in ys und zg enthaltene Auskunft ist auch in
Yy enthalten.

Wir stellen uns einen Kreis vor, in dem ein Durchmesser ausgezeichnet ist.
Die Enden des Durchmessers schneiden den Kreisrand in zwei Kurvenbogen. Die
Vereinigung des Durchmessers und eines Bogens ist eine einfach geschlossene Kurve.
Es sei S und T Aufteilungen der beiden in dieser Weise zustande kommenden
geschlossenen Kurven. Wir nehmen an, dafl der Durchmesser selbst eine Vereinigung
von Strecken ist, die gleichzeitig zu S und zu T gehoren. Es seien Q = SNT die
Menge dieser gemeinsamen Strecken und R die Menge der Strecken, die im Rand
enthalten sind. Dann ist R = S A T. Die Strecken aus () nennen wir innere, und
die aus R nennen wir dufSere. Die Menge R ergibt eine Aufteilung des Randes.

Es seien yg und Yy, zwei Mengen von Verbindungen. Wir wollen diese zwei Mengen
zusammenkleben, um eine dritte Menge yr auf R zu bilden. Statt yg unmittelbar
zu definieren, definieren wir 7. Aus dieser Menge bekommen wir yr, indem wir alle
Verbindungen von Nachbarn autheben, und zg, indem wir nur die Verbindungen
von benachbarten Elementen in Betracht ziehen. Wir setzen voraus, dal die Menge
@ zu dem Durchschnitt Is N I gehort. Die Menge Ig sei Is A Ip.

Es seien a und 3 zwei Strecken aus R. Ein zulidssiger Weg, der von a nach
flihrt, ist eine Reihe

A= Q0. Oy Qpy1 = f3,
in der ayq,...,a, alle innere Strecken sind. Ferner muf} jedes Paar {«;, aj11}, 0 <
1 < r, entweder durch yg oder durch ¥, verbunden sein. Fiir ¢ = 0 oder ¢ = 7, ist
die Verbindung in yg oder 4, je nachdem, ob die entsprechende Strecke o oder 8 in
S oder T liegt. Es ist auch moglich, dal » = 0. Dann ist der Weg eine unmittelbare
Verbindung zwischen o und 5 aus einer der zweien Mengen §g und %p. Der néchste
Satz wird in V.D bewiesen.
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Satz III.B. Die Funktion §p erfillt die Bedingung und die Bedingung
(3.b.4)| beziiglich der Menge IR.

Wir wollen die zwei Mengen s und 7 unabhingig zusammenkleben. Die zu die-
sem Zweck notige Definition ist leider etwas umstédndlich und verlangt die Einfithrung
einiger zusédtzlicher Definitionen, mit denen wir in einem anderen Zusammenhang
schon vertraut sind, so daf§ wir nicht weiter versuchen werden, die Begriffe anschau-
lich zu machen. Die zusétzlichen Bedingungen sind jetzt unentbehrlich.

Schleifen. Eine Schleife ist eine vier-tupel {«, o/, 8,3’} aus S oder T, in dem «
und S die Hauptgegensténde sind, und o’ und S’ nur zusétzlich. Die Strecken o und
B miissen beide innere sein. Es sind ferner o und o’ sowie 8 und 3’ benachbarte
Paare. Wenn §g und y; vorgegeben sind, heifit eine Schleife zuléssig, wenn o und
o' mit B und S’ verbunden sind, entweder durch 7s oder §r, je nachdem ob das
jeweilige Paar in S oder in T liegt. Es miissen ferner die Gleichungen 7, (o, o) =0
und 5 (3, 8") = 0 gelten, wobei P gleich S oder T ist, je nach der Lage des Paares.
Es sind die zuléssigen Schleifen, die von Hauptinteresse sind. Die Elemente in einem
Paar {«, o'} oder {3, 8’} werden oft gespannt geheifien.

Enden. Ein Ende besteht aus drei Strecken {«, o', 8}, und o und o’ bilden darin ein
gespanntes Paar. Sie sind benachbart. Das Element f ist ein dufleres. Das Element
a muf} dagegen ein inneres sein. Zulédssige Enden sind von zweierlei Arten. Es sei P
gleich S oder T', je nachdem wo f liegt.

(a) Es gilt gp(a, B) = yp(a/,8) = 1. Es gilt yp(a,a’) = 0.

(b) Die Strecke o' ist eine duflere und S ist ein Nachbar von o. Wenn 8 # o’
sind diese zwei Strecken in R notwendigerweise benachbart, bis auf den Fall,
daf} « die einzige innere Strecke ist. Dann wird diese Bedingung zusétzlich
verlangt.

Der Fall, dafl 8 = o ist, ist von geringem Interesse, denn dieses Ende erweist
sich als tiberfliissig. Obwohl bei den Enden sowie bei den Schleifen o und o’ oder 8
und B’ nicht symmetrisch auftreten, wird die Symmetrie wieder hergestellt mittels
der Definition eines Knotens.

Knoten. Ein Knoten {«, o/, 8, 3’} besteht aus vier Strecken. Es sind wieder beide
Paare {«a, o’} und {8, 5’} benachbart. Knoten sind alle zuldssig und von zweierlei
Art.
(a) Alle vier Strecken im Knoten sind innere, und entweder o = § und o = '
oder = 3 und o/ = .
(b) Die Strecken o und S sind innere, und a = . Die Strecken o und 8’ sind
dagegen duflere.
Es seien « und S zwei duflere Strecken. Ein breiter zulidssiger Weg, der von «
nach S fiihrt, ist zunéchst eine Reihe

O—la .. '3027"-&-13

der gewisse ndher zu beschreibende Bedingungen auferlegt werden. Es bestehen
zwei Moglichkeiten. Eine ist trivial. Die ganze Zahl r = —1, die Strecken o und 3
liegen beide entweder in RN S oder in RN T, und sie sind verbunden durch die
jeweilige Menge yp von Verbindungen, wobei P gleich S oder T ist. Es gilt also
yp(a, 8) = 1. Das einzige Element C_; der Reihe ist das Paar {«, 8}. Wir reden
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von einer unmittelbaren Verbindung. Sonst ist 7 > 0. Das erste Glied der Reihe ist
ein zuléssiges Ende

C_1={a=a_1,a0,0a;}.
Die Glieder C5;, 0 < i < 7, sind alle Knoten,

! /
Coi = {2, 0y, i1, 041 )

Die Glieder Cy;41, 0 < i < r, sind zuléssige Schleifen,

o / /
Coiy1 = {2iy1, Aojt1, X242, Ny o }-

Es ist schlieflich Co,41 ein zuléssiges Ende,

Corg1 = {241, by g, Qaryo = B}

Diese Beschreibung eines zulédssigen breiten Weges ist etwas umstédndlich, und es ist
normalerweise einfacher statt allen Schleifen, Enden und Knoten, die Reihe,

o= «x_1,Qp, ag, ey g, O/Qi? Oézi+1, 04/21-_’_1, e ,a2r+1, Ol/2r+1, OZQT+2 = ﬂ
anzugeben. Wir setzen yg(a, 8) = 1, dann und nur dann, wenn es einen breiten
zuldssigen Weg gibt, der von a nach § fithrt. Es wire nach wie vor genauer von
einem von ¥s, Yr, Yg, und g, zugelassenen Weg, oder wenigstens von einem von
ys und yr zugelassenen, zu reden. Wir erlauben uns jedoch etwas Nachlassigkeit in
den Redewendungen.

Als Beispiel eines etwas entarteten breiten Weges, betrachten wir zwei benachbarte
duflere Strecken, o € S und g € T'. Es sei v ihr gemeinsamer Nachbar in (). Dann
ist

C—l = {aa’y”ﬁ}
CO = {%04»%5}
Cl = {a7776}

ein breiter zugelassener Weg, der von a nach S fithrt. Folglich sind zwei solche
Elemente immer durch 7 verbunden. Allgemeiner gilt

Satz II1.B.3. Die Menge ygr ist zur Menge yr dual.

Dieser Satz wird in V.D bewiesen. Damit wir diesen Satz sowie die vorhergehen-
den auf das Aufhédufen verwenden kénnen, brauchen wir zwei Hilfssdtze. In diesen
Hilfssédtzen wird der Begriff einer Schleife leicht abgeéndert. Eine Schleife oder Ende
im schwachen Sinn erfiillte dieselben Bedingungen wie eine Schleife oder ein Ende,
nur daf im zweiten gespannten Paar beide Elemente dufere sein kénnen. Ubertrie-
benerweise nennen wir {a, o', 8, '} eine zuléssige Schleife im sehr schwachen Sinn,
wenn beide gespannte Paare nur duflere Elemente enthalten. Diese ungeschickt be-
nannten Begriffe werden sehr selten verwendet. Nichtsdestoweniger sind die néchsten
zwei Hilfssétze fiir die Beweise der Hauptergebnisse unentbehrlich und erméglichen
das Verwenden des Induktionsverfahrens. Sie erkldren die Einfithrung der Mengen
Is und Iy und die Bedingung, die einem gespannten Paar in einer zugelassenen
Schleife oder in einem zugelassenen Ende auferlegt wird. Ein zugelassenes Ende oder
eine zugelassene Schleife in R wird aufgebaut als Kette von zugelassenen Schleifen,
Enden und Knoten in S und 7.
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Hilfssatz I11.B.4. Es seien «, 3, und 3’ drei Strecken aus R. Es sei vorausgesetzt,
daf es einen zuldssigen Weyg,

C*la cre C2r+1a
gibt, der von « nach B fihrt, sowie einen zuldssigen Weg
D71>' . ')D2S+17

der von « nach B fihrt. Es sei weiter angenommen, daff yr(8,5") = 0. Es werden
zwei Moglichkeiten unterschieden:

(1) Die Strecken 8 und B’ gehdren beide entweder zu Ig oder zu Ip. Dann
existiert eine Reihe,
E*la RS E2t+1a

die genau so gebildet ist, wie ein zuldssiger breiter Weg, der am Punkt
a anfingt, nur daff das letzte Glied Eary1 nicht ein Ende, sondern eine
Schleife, zuldssig im schwachen Sinn,

Eaiy1 = {v2t41. Y2641, 8,8’}

oder in Ausnahmefillen, dafi t = —1, ein zuldssiges Ende, wieder im schwa-
chen Sinn,
Eyrp1 = {v-1,6,6'},
ist. Es ist v_1 = a.
(2) Die Strecke 8 gehirt zu Is und die Strecke B’ zu Ir. Es sei~y der zu 5 und
B gemeinsame Nachbar in Q. Dann existiert eine Reihe ahnlicher Art, in
der das letzte Glied eine zuldssige Schleife

Eair1 = {7v2t+1, Y2041, B}
oder

Eory1 = {72e41,¥904157, B}
ist, und im Ausnahmefall t = —1, ein Ende

E*l = {7717’775}
oder

E_, = {7—17775/}

Wir betonen, dafl im ersten Teil des Hilfssatzes, wenn zum Beispiel 8 und 8’ beide
zu S gehoren, dann ist (6, 5') = 0, und ferner im zweiten Teil ist Fg(v,5) =0
oder §g (v, 5") = 0, je nachdem welches Paar {7, 8} oder {v, '} in Ea;y; auftritt.
Der zweite Hilfssatz unterscheidet sich kaum vom ersten. Da er dem gesamten
Beweis so wichtig ist, schreiben wir ihn trotzdem vollstdndig auf.

Hilfssatz II1.B.5. Es seien o, o, B, und B’ vier Strecken aus R. Es seien a und
o' sowie  und B’ benachbart. Es gelten folgende Gleichungen:

/y\R(aaﬁ) = /y\R(O/aﬁ) = @\R(aaﬁ/) = @\R(a/aﬁ/) = 17
yR(a7a/) = ?R(Baﬁl) =0
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(1) Wenn « und o zu einem gemeinsamen Ip, P =S oder P =T, und  und
B zu einem gemeinsamen Ip: gehoren, existiert eine Reihe,

E_1,..., By,

die genau so gebildet wird, wie ein zuldssiger breiter Weg, bis auf das erste
und das letzte Glied. Diese sind zuldssige Schleifen im schwachen Sinn und
folgenderweise gestaltet:

E—l = {04,04/7'70,76};
Eaiy1 = {v2t+1, Y2041, 5, 8’}

Ausnahmsweise, wenn t = —1, ist E_1 eine Schleife im sehr schwachen
Sinn.

(2) Wenn die Strecke 8 zu Is gehért und die Strecke 8" zu I, und die Strecken
a und o dagegen zu derselben Menge S, sei~ der zu 8 und B’ gemeinsame
Nachbar in Q. Dann existiert eine Reihe dhnlicher Art, in der das letzte
Glied eine zuldssige Schleife

Eary1 = {2141, Va441,7, B}
oder

Eair1 = {72141, Y2041, 7, '}

ist, und im Ausnahmefall t = —1, eine Schleife

E_1={v-1,71,7. B}
oder

E = {’77177/717’71 BI}

zuldssig im schwachen Sinn.

Es kommt allerdings noch ein dritter Fall vor, wenn « und 8 zu S gehoren
und o und 8’ zu T. Die Aussage mufl dann entsprechend geandert werden. Dies
iiberlassen wir dem Leser. Es stellt sich heraus, dafl wir noch was beweisen miissen,
um das Induktionsverfahren erfolgreich durchzufiihren. Obwohl wir yr, ¥z und Ir
eingefiihrt haben, haben wir die Funktion yr mit Hilfe der Funktion 3, definiert,
und nicht umgekehrt wie fiir 75. Es erweist sich, daf die durch yr und Iy definierte
Funktion nicht immer die durch zulissige Wege definierte Funktion ist, auch wenn
vorausgesetzt wird, dafl ¥g und ¥, durch ys, yr, Is, und I definiert werden. Ein
einfaches Beispiel wird auf der Abbildung 6 gezeigt. Es gehéren a und g zu Ig,
und yr(v,9) ist 0, wenn v # 4. Der Weg von « nach § kann bei wiederholter
Zusammenklebung wichtig werden. Die Abweichung der beiden Definitionen von g
voneinander wird uns in der Mitte des néchsten Abschnitts einige Schwierigkeiten
bereiten. Die folgende Bedingung bleibt leider beim Zusammenkleben nicht erhalten,
und wir brauchen einen Ersatz.

(3.b.5) Es sei §g eine Menge von Verbindungen und Ig eine zusétzliche Menge in
S. Es sei {#, '} ein benachbartes Paar aus S mit 8 € Is. Es sei ferner
a ungleich 8 oder #’, und ys(o,8) = 1 und ys(a, ') = 1. Dann gilt
ys(B,8) = 0. Es gilt auch gg(8,8’) = 0, wenn weder 8 noch g zu Ig
gehort.
Wenn wir yg aus yg ableiten, dann hat diese Bedingung zur Folge, dafl 7gq
wiederum aus yg und Ig abgeleitet werden kann.
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Hilfssatz I11.B.6. Es sei die Anzahl der Elemente in S wenigstens 4, und es gelte

die Bedingung|(3.b.5)| fir das Paar {8, 8’} und jedes a. Wennyg(e, B) = 1, ewistiert
ein Zyklus (a, B,7,0) in S, fir den ys(a, 8) =1 und ys(vy,0) = 1.

Auf der einfach zusammenhéngenden Kurve, die S aufteilt, beginnen wir am
Nachbarn zu « auf der [ gegeniiberliegenden Seite, und gehen wir von o weg, bis
wir die letzte Strecke § erreichen, fiir die ys(«, ) = 1. Die Strecke v wird beziiglich
B &hnlich definiert. Wenn g(a, §) = 1 ist, folgt es aus der Bedingung daf3 die
Reihe (o, 8,7, d) zyklisch ist. Da yg und yg dual sind, gelten folgende Gleichungen

ys(a,6) = ys(a,v) = ys(B,7) = ys(B,0) = 1.
Somit wird der Hilfssatz bewiesen.

Abbildung 6

Um uns auf die Aussage des nétigen Hilfssatzes, der einen Ersatz zur Bedingung
liefert, vorzubereiten, wollen wir zu einer genauen geometrischen Vorstellung
der breiten Wege, die in den zweien Hilfssétzen I11.B.4 und I11.B.5 auftreten, gelangen.
Diese Vorstellung ist auch niitzlich fiir einen Haufen, auf den wir bald zuriickkommen
werden. Eine (schwach) zulédssige Schleife hat zwei natiirlich definierte Seiten. Es
seien {a, o'} und {3, f'} die zwei gespannten Paare der Schleife. Die Bezeichnung sei
so gewahlt, dal sie nicht beriicksichtigt, welche Strecken innere und welche duflere
sind. Es wird vielmehr verlangt, daf {«, o/, 8, 8} zyklisch ist. Dann ist eine Seite
{a, 8} und die andere {a/, 3’}. Wir stellen uns also die Schleife als ein Band vor, das
sich vom Paar {a, '} zum Paar {3, 8’} streckt. Die den Schleifen aus einer Reihe

w :Eflv"'vEZt%*l
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entsprechenden Bander werden in einer natiirlichen Weise ausgefiillt von den Knoten,
oder eigentlich von den Knoten der Art (b) und (c), denn die Knoten der Art (a)
tragen nichts bei. Das Ergebnis ist ein langes Band mit zwei Rdndern.

Ein Knoten der Art (b) trdgt ein eingesetztes Dreieck mit Ecken o = 3, o’ und
3" dem Band bei. Die Seiten der zwei Schleifen, die die gemeinsame innere Strecke
« = [ enthalten, werden zusammengenaht, und zwischen die Seiten, die o/ und
B’ enthalten, wird die Seite (¢, 8") des Dreiecks eingenéht. Die Seiten (¢, o’) und
(8,B’) des Dreiecks werden also direkt an die entsprechenden Enden der Schleifen
angenaht. Ein Knoten der Art (c), der nur fir Haufen auftritt, tridgt dem Band
ein rechteckiges Stiick bei. Die Strecken seien, in zyklischer Reihenfolge um ihren
gemeinsamen Punkt, die Strecken a, o', §’, 8. Die Seiten (a, @) und (8, 8’) werden
an die Enden der zwei Schleifen angeniht, und die freien Seiten sind («, 8) und
(o, B"). Wenn, wie beim zweiten Teil des Hilfssatzes I11.B.4, die letzte Schleife das
Paar {3, 8’} nicht erreicht, so dafl, zum Beispiel, das letzte angespannte Paar in
FEsi11 gleich {7, 8} ist, dann ndhen wir noch ein Stiick an das Band, ein Dreieck
(8,',7). Die Seiten (8, ") und (v, 8’) bleiben frei, und die Naht ist an der Seite
(7, B)-

Auf diese Weise ergibt der breite Weg W im Satz I11.B.5 ein Band mit zwei
Réndern und zwei Enden. Die Enden sind («, ') und (3,8’). Ein breiter Weg
wie der, der im Hilfssatz I11.B.4 beschrieben ist, ergibt dagegen ein Band, dessen
eines Ende in einen Zipfel an der Strecke a entartet. Wir betonen, dafl bei dieser
geometrischen Denkweise die Strecken als Punkte vorzustellen sind, so dafl das Band
nur mit Vorsicht als ein Gegenstand in derselben Ebene wie die Quadrate dargestellt
werden kann. In beiden Féllen bestimmt das Band eine zyklische Reihenfolge auf
der Menge der Strecken in seinem vollstandigen Rand. Auflerdem ist der Begriff
von zwei benachbarten Strecken auf diesem Rand klar. Intuitiv ist es klar, daf
Y r-Verbindungen ein auf diese Weise gebildetes Band nicht durchqueren kénnen.
Insbesondere, wenn {a, a’} ein gespanntes Paar an einem Ende des Bandes ist, gilt
Yr(o,a’) = 0. Diese Aussage ist der Inhalt des Hilfssatzes II1.B.7; sie ist leider keine
Folge des Satzes I11.B.3, und muf} zusétzlich bewiesen werden.

Bei den Hilfsséatzen I11.B.4 und II1.B.5 kommen zwei Arten breiter Wege vor. Bei
der ersten ist 5¢(5, 8) = 0 oder G (8, 5') = 0, denn die Schleife

Eoiy1 = {72t+177§t+17ﬁ7ﬁ/}

wére sonst nicht zuldssig. Von der zweiten haben wir nur verlangen kénnen, daf fiir
die letzte Schleife, die beispielsweise folgende Gestalt hat,

Eopy1 = {72t+1a’)’§t+1a% 5/}7

gr(v, ") = 0 sei. Der néchste Hilfssatz liefert einen zweckméfigen Ersatz fiir die
Bedingung da er biirgt, daB8 g (5, 8’) = 0 ist, wenn eine Kette vorhanden
ist, die wie die in den Hilfssdtzen II1.B.4 und IT1.B.5 aus zuldssigen Schleifen und
Enden gebaut wird, ohne daf jedoch im voraus verlangt wird, da8l 7z(5,8’) =0
sei. Es geniigt, eine Kette wie im Hilfssatz I11.B.4 zu betrachten, und der Hilfssatz
betrifft implizit diesen Fall. Wenn es um eine Kette wie im Hilfssatz I11.B.5 geht,
kénnen wir dann eines der gespannten Elemente o oder o’ auslassen. Die Strecke «
ist natiirlich eine duflere. In der Aussage unterscheiden wir der Klarheit halber zwei
Falle, obwohl der Schlufl immer derselbe ist.

Hilfssatz I11.B.7.
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(1) Die Strecken 8 und ' gehoren beide zu S oder zu T. Es sei
W=F_1,...,E3
ein zuldssiger breiter Weg, der mit einer Schleife

Eopy1 = {’72t+1a’)’§t+1a B, 5I}a
oder im Ausnahmefall t = —1 mit einem Ende

E2t+1 = {’Y—b 6) B/}a

endet. Dann gilt 5r(B,5) =
(2) Es liegen B in S und ' in T, und 7 sei ihr gemeinsamer Nachbar in Q. Es
set
W = E_l, .. .,E2t+1

ein zuldssiger breiter Weg, der mit einer Schleife

Eory1 = {’thﬂa’)’ét-s-la% 5/}7

oder im Ausnahmefall t = —1 mit einem Ende

E2t+1 = {7—17 Y, 6/}a
endet. Dann gilt wieder 5r(5,8') =

Es ist eher der entsprechende Hilfssatz fiir unregelméflige Haufen, den wir brau-
chen. Seine Aussage befindet sich im néchsten Abschnitt. Den Hilfssatz II11.B.7 selbst
werden wir im Abschnitt V.F beweisen.

III.C. Zuriickfithrung der Beweise auf Mengen von Verbindungen. Die
Dualitét, also der Satz III.B.1, wird direkt im néchsten Abschnitt behandelt. Es
handelt sich im vorliegenden Abschnitt darum, die Séatze II1.A.1 und I11.A.4 aus
den Sétzen II1.B.2 und III.B.3 abzuleiten. Beide Sétze besagen nichts, wenn der
Haufen $) aus einem einzigen Quadrat besteht. Es kommt folglich darauf an, die
Giiltigkeit der Satze fiir einen Haufen £’ nachzupriifen, wenn £’ aus $) und einem
hinzugelegten Quadrat Q besteht, und die Sétze fiir $ gelten. Zu diesem Zweck
werden wir die Sétze I11.B.2 und III.B.3 anwenden. Es seien S die Menge der dufleren
Strecke von $ und T die Menge der dufleren Strecken von . Dann ist () die Menge
der zusammengeklebten Strecken und R die Menge der dufleren Strecken fiir §3'. Es
seien Is der Durchschnitt
Sl Iy

B
und It = In. Als Induktionsannahme setzen wir unter anderem voraus, dafl die
Funktionen ygs, §g, ¥s und y%, von denen nur g und ys unabhéngig definiert werden
miissen, die durch die Mengen {ng |$ 655} {Isjp |‘I§€5’J} und {Z‘B "BGYJ}
definierte Funktionen sind, und beweisen, da8 yr, g, ¥r, und y5 dann die durch
die entsprechenden Mengen fur $)’ definierten Funktionen sind.

Daf} der Satz ITI.A.1 eine unmittelbare Folge des Satzes I11.B.2 ist, ist klar, denn
die Definitionen der entsprechenden Gegensténde %g sind offensichtlich vertraglich.
Dagegen miissen wir, um den Satz II1.A.4 aus dem Satz III.B.3 abzuleiten, die
Definitionen der Funktionen g, die in den beiden Sitzen verwendet werden, genauer
ansehen. Die breiten zugelassenen Wege,

W = C*lw ~~aC27‘+1a
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werden bei den zwei Sitzen anders definiert, und es mufl gezeigt werden, dafl wenn
ein breiter zugelassener Weg in dem einen Sinn vorhanden ist, der von « nach
fithrt, dann steht auch ein Weg im zweiten Sinn zur Verfiigung. Wir werden auch in
derselben Weise die Reihen, die in den Hilfssdtzen II1.C.1 und III.B.7 vorkommen,
vergleichen, denn wir wollen den Hilfssatz II1.C.1, der unten angegeben wird, aus
dem Hilfssatz I11.B.7 ableiten.

Erstens ist es nicht sofort klar, daf eine von yg zugelassene Schleife oder ein von
ys zugelassenes Ende durch eine Kette von {ng ’ PBeHh } zugelassenen Schleifen,
Enden und Knoten ersetzt werden kann. Zu diesem Zweck beweisen wir die Hilfsséitze
II1.B.4 und III.B.5 mittels Induktion. Sie erlauben uns in dem Induktionsverfahren,
jede Schleife oder Ende beziiglich S schrittweise abzudndern, indem wir riickwérts
durch die hinzugefiigten Quadrate durchgehend diese Schleife oder dieses Ende
aus Schleifen und Enden in den einzelnen Quadraten aufbauen, und dann, um
das Induktionsverfahren einen Schritt weiter vorwértszubringen, die entsprechende
Moglichkeit fir das Paar R und $’ nachpriifen.

Es muf} folglich untersucht werden, ob die durch die Knoten erlaubten Verbin-
dungen zwischen Ketten in $) oder in S und Ketten in £ wirklich dieselben sind,
und dariiber hinaus, ob sie dquivalent den Verbindungen durch Knoten in dem
Haufen $)’ sind. Diese Untersuchung ist auch ein Teil des ersten Verfahrens, des
schrittweisen Aufbauens von Schleifen und Enden, dessen Moglichkeit in einer streng
systematischen Darlegung als Sétze, die mittels Induktion zu beweisen wéren, for-
muliert wiirden. Diese Sétze wéren den Sétzen I11.B.4 und II1.B.5 &hnlich, nur
dafl die Aussagen noch umstéandlicher wéren. Folglich ziehen wir es vor, sie nicht
ausdriicklich anzugeben, obwohl wir gelegentlich diejenigen Stellen hervorheben
werden, die dem Nachpriifen dieser Moglichkeit gewidmet sind.

Einen Hilfssatz moéchten wir dennoch ausdriicklich angeben. Er entspricht dem
Hilfssatz I11.B.7; er bezieht sich aber auf einen unregelméfiigen Haufen und die
durch die Menge {yn} definierte Funktion 3. In der Aussage verliert das Symbol £
voriibergehend seine Bedeutung als hinzugelegtes Quadrat.

Hilfssatz III.C.1. Es set
W = E*l? LY 7E2’r‘+1;

eine Kette, die alle Bedingungen eines zuldssigen breiten Wegs erfillt, nur dafi das
letzte Glied Ear11 eine der folgenden Gestalten hat.

(1) Es endet mit einem gespannten Paar {8, 5'}, in dem 8 und ' beide dufere
sind, sie zu einem gemeinsamen Quadrat 9 gehdren, und G (B, 8') = 0 ist.

(2) Es endet mit einem gespannten Paar {~,3'}, in dem ein Element ' ein
aufSeres ist, das zweite v ein inneres, und Yo (v, 8) = 0 ist, wenn Q das
diese beiden Elemente enthaltende Quadrat ist. Es sei 8 eine dritte dufSere
Strecke, die eine Ecke gemeinsam mit v und 3’ besitzt.

(3) Es endet mit einem gespannten Paar {7y,~'}, in dem beide Elemente inner
sind. Sie gehoren zu einem Quadrat Q, fir das Ya(v,7') = 0. Es seien
weiter B und 8’ zwei verschiedene dufere Strecken, so daf$ alle vier Strecken
B, B, v, 7 eine gemeinsame Ecke haben.

Dann gilt g(5,8) = 0.
Wir bemerken, dafl es wohl moglich ist, dafl v und S zu keinem gemeinsamen

Quadrat gehoren. Wir heben hervor, dafl der Weg mit einem Ende {«, 1,71}, in
dem « eine duflere Strecke ist, beginnt. Dieser Hilfssatz wird auch mittels Induktion
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bewiesen; er ist allerdings auch im schrittweisen Aufbauen der Ketten von Schleifen
und Enden verwickelt. Da zu seinem Beweis kein Aufbauen explizit notig ist, konnen
wir diesen Beweis nach dem restlichen Beweis angeben. Genauer erklirt, um bei den
Beweisen von den Sétzen und II1.A.3, sowie bei den Beweisen der implizit zur Hilfe
herangezogenen Verallgemeinerungen der Hilfssétze I11.B.4 und II1.B.5, von $ auf
$’ iiberzugehen, verwenden wir den Hilfssatz auf $) allein. Folglich ist es gestattet,
bei den Beweisen aller anderen Satze und Hilfssitze fiir )’ diesen einen Hilfssatz
auf $ zu verwenden.

Zum Zweck des schrittweisen Aufbauens der Ketten ist es sonst vorteilhaft, minde-
stens fiir die Vorstellungskraft weniger anstrengend, die verschiedenen im Abschnitt
ITI.A beschriebenen Fille einzeln zu behandeln, obwohl wir in der Tat insgesamt
zwei fragliche Konfigurationen auszeichnen konnen, die allein problematisch sind.
Bei den anderen ist dennoch der erste Teil des Hilfssatzes I11.C.1 unentbehrlich. Die
problematischen Fille treten auf, erstens, wenn in $)’ drei Quadrate eine gemeinsame
Ecke besitzen, und nur zwei von diesen Quadraten zu ) gehoren, und zweitens, wenn
vier Quadrate in $’ eine Ecke gemeinsam haben, und nur drei von diesen Quadraten
zu $) gehoren. Diese Konfigurationen sind fraglich, entweder weil in $) Knoten der Art
(¢c) vorhanden sind, die bei dem Zusammenkleben von g und gr nicht unmittelbar
verwendet werden, oder weil im Kreuz von Strecken um die gemeinsame Ecke die
zwei Strecken, die in S benachbart sind und Zusammenklebungen vermitteln, in
keinem gemeinsamen Quadrat enthalten sind, und deswegen beim Zusammenkleben
in den Haufen keine direkte Rolle spielen.

Abbildung 7

Bei dem Fall (i) kommt nur eine einzige fragliche Konfiguration vor, und zwar bei
den Fallen (i.b) und (i.c). Es geniigt (b) allein zu behandeln. Es sei « die letzte unten
liegende Strecke in S,.(—1,0), der rechten Seite des Quadrats am Punkt (—1,0). Alle
Strecken aus S,.(—1,0) liegen in S und in Q. Es sei o’ ihr Nachbar in S,.(—1,—1). Es
liegt o’ in S N R. Es seien 8 = a, betrachtet aber als Strecke in T'N Q, und S’ sein
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Nachbar in S, (0,0). Die Strecke 8’ liegt in T'N R. Es sind « und S innere, o’ und
B’ duBere. Folglich ist {«, o, 8,8’} ein moglicher Knoten fir das Zusammenkleben
von ys und yr, wenn yg(a, o) = 0 und yo (6, 8’) = 0. Im Haufen $) gehoren o und
o' dagegen zu keinem gemeinsamen Quadrat. Die Strecken und die betreffenden
Quadrate werden auf der Abbildung 7 gezeigt.

Wir nehmen an, es kommen zwei Schleifen oder Enden im breiten von ygs und
yr zugelassenen Weg vor, die durch diesen Knoten zusammengebunden werden. Es
sei v der zu « und o’ gemeinsame Nachbar in S, (—1,0) N S,(—1,—1). Wenn wir
die Induktionsannahme fiir ), also die Moglichkeit des Aufbauens einer Kette von
Schleifen, Knoten und Enden aus $) mit denselben Anfangspunkten und Endpunk-
ten wie denen der zusammengebundenen Schleifen und Enden, voraussetzen und
dariiber hinaus die Hilfssitze I11.B.4 und III.B.5 oder eigentlich ihre $ betreffenden
Verallgemeinerungen anwenden, bekommen wir eine Kette, deren letztes Glied eine
zugelassene Schleife oder ein zugelassenes Ende ist, fiir das das gespannte Paar
{a,a’} entweder durch {«,~} oder {a/,~} ersetzt wird. Im ersten Fall konnen
wir es mit dem darauf folgenden Element, einer Schleife oder einem Ende, durch
den Knoten {a,~,a, 8’} der Art (b) verbinden und im zweiten durch den Knoten
{d/,v,a,B8'} der Art (c). Diese sind Knoten in $)’. Wir heben hervor, da§ im ersten
Fall Fy;(a,7) = 0, P = S(—1,0) ist und im zweiten 7y (a’/,v) = 0, P = S(~1, -1).
Folglich ist es moglich, insofern nur diese erste Art von fraglichen Knoten vorhanden
ist, das erwiinschte Aufbauen durchzufiihren.

Wir wiederholen, bei dem Ubergang von S zu §) ist fraglich ein Knoten, der eine
Schleife beziiglich S mit einer Schleife beziiglich T' (oder Q) verbindet, wenn die
erste Schleife mit dem gespannten Paar {«, o’} endet, und die zweite mit {a, 5'}.
Wir wenden den Hilfssatz I11.B.4, oder eigentlich seine nicht angegebene Verallge-
meinerung auf $ an, um die Existenz eines diese Schleife ersetzenden zulassigen Teil
eines breiten Weges zu zeigen, der entweder mit dem gespannten Paar {7, a} endet
oder mit dem Paar {v,a’}. Im ersten Fall ist o’ unniitz; die Verbindung kommt
mittels des Knotens {«, v, o, 3’} zustande; im zweiten mittels {o’,~, o, 8'}. Dagegen
beim Paar S und T wird die direkte Verbindung zwischen {v, o'} und {3, 5'}, die
in $’ vorhanden ist, vermittelt. Beziiglich §) ist ndmlich {v,a’, a} ein zugelassenes
Ende, so daB, wenn wir aus der &ufieren Strecke € oder aus einem Paar {e, ¢’} von
inneren Strecken in §) auf einem Teil eines breiten Weges das Paar {7, o’} erreichen
konnen, dann kénnen wir aus € oder {e, €'} das Paar {o/, a} auf einer Schleife oder
auf einem Ende in S erreichen. Wenn wir uns vergewissern, dafl 7g(a, o) = 0 ist,
koénnen wir den entsprechenden Teil des breiten Weges in $) durch diese Schleife oder
dieses Ende ersetzen. Der Hilfssatz I11.C.1 wird gerade zu diesem Zweck eingefiihrt.
Da er einen Teil der Induktionsannahme ausmacht, kann er, genauer sein zweiter
Teil, hier angewandt werden.

Eine zweite fragliche Konfiguration tritt beim Fall (1.b) auf, wenn zwei Schleifen
oder Enden in S mittels eines entarteten Knotens {«, o/, o, &'} der Art (b) (beziiglich
des Paares S und T') zusammengebunden werden. Wenn wir die Schleifen oder Enden
durch Ketten ersetzen, wie nach der Induktionsannahme méglich ist, dann enden
die betreffenden Glieder dieser Ketten entweder mit dem gespannten {a,~} oder
{a/,v}. Wenn beide Glieder mit demselben angespannten Paar enden, dann kénnen
wir sie ohne weiteres mit einem Knoten der Art (a) oder mit einem entarten Knoten
der Art (b) beziiglich $’ zusammenbinden. Wenn eins der Paare a enthélt, und das
andere o/, dann ist {7, a,v,a'} der nétige Knote in §)’, und er ist wieder der Art
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(b) aber nicht entartet. Wir konnen schliefen, daf diese fragliche Konfiguration die
Gleichheit der beiden yg nicht beeintrachtigt.

Somit wird gezeigt, dafl insofern es sich um die Konfiguration der Abbildung 7
handelt, die Verbindungen, die beziiglich R, S, und T entstehen, dieselben sind,
wie die, die beztiglich {yy} entstehen. Es konnen jedoch bei dieser Konfiguration
Schleifen oder Enden beziiglich R auftreten, fiir die die Analoga der Hilfssétze I111.B.4
und II1.B.5 beziiglich $’ nicht ohne weiteres Folgen von diesen zwei Hilfssitzen allein
sind. Diese sind diejenigen, in denen das letzte angespannte Paar gleich {a’, 5’} ist,
und werden wichtig, wenn das auf der Abbildung 7 fehlende Quadrat eingelegt wird.
Im Gegensatz zu S und T, fiir die die gemeinsame Ecke dieser zwei Strecken zu
einem einzigen inneren Intervall « gehort, gehort sie in $’ zu zweien, namlich o und
~v. Wenn wir die zwei in Betracht kommenden Hilfssétze auf S und 7" anwenden,
bekommen wir Ketten, die mit einer Schleife enden, in der entweder {«, 5’} oder
{a, o’} gespannt sind. Im ersten Fall kann dieses gespannte Paar unmittelbar mit
{, 8’} mittels des Knotens {f’,«, ', &’} der Art (b) verbunden werden, so da8
nichts verloren geht, und wir uns mit diesem Paar begniigen kénnen.

Im zweiten Fall sieht man, warum die Aussagen der Analoga der Hilfssitze
umstéandlicher wéren. Denn wenn wir zuriickgehen durch die hinzugekommenen
Quadrate (nicht in der Reihenfolge, in der sie angelegt werden, sondern in der
umgekehrten) um die Kette fiir $ aufzubauen, miiiten wir vielleicht zunéchst
eine Reihe von Schleifen und Knoten einfithren, die mit dem gespannten Paar
{a,a’} enden. Aber danach, wenn wir dem Schritt erreichen, bei dem entweder der
Punkt (—1,0) oder der Punkt (—1,—1) erst gedeckt wird, ist {a, &'} nicht mehr
zugelassen, und wir fithren schlielich eine Reihe ein, die mit dem Paar {~,«a}
oder dem Paar {v,a’} endet. Es mu8 folglich bei den verallgemeinerten Hilfssitzen
IT1.B.4 und III.B.5 nicht wie in den urspriinglichen zwei Moglichkeiten vorgesehen
werden, sondern drei, die den drei an die gemeinsame Ecke angrenzenden Quadraten
entsprechen.

Die zweite fragliche Konfiguration ist allerdings diejenige, bei der wir diese neu
erhaltene $’ das Quadrat Q' am Punkt (0, —1) hinzufiigen, um £ zu bekommen,
und es ist zweckméfig sie so zu behandeln, denn in den vorhergehenden Absétzen sind
die nétigen Bezeichnungen schon vorhanden. Es seien S’ und 7" die Aufteilungen des
Randes von $ und des neu hinzugekommenen Quadrats 9. Die Knoten beziiglich
S und T7, die fiir $' und Q' nicht unmittelbar verwendbar sind, sind der Art (a)
und verbinden Schleifen, die mit dem Paar {o/, 8’} enden. Wenn es sich um das
Zusammenbinden einer Kette aus S’ und eines Elements aus 7" handelt, haben wir
oben den Fall, bei dem die Hilfssétze II1.B.4 und ITII1.B.5 eine mit dem Paar {a, 8’}
endende Kette ergeben, schon behandelt. Beim zweiten Fall miissen wir erst in $’
die neue Kette bilden, die mit {~, o} oder mit {v, &'} endet. Wenn sie mit {v, a}
endet, verwenden wir im neuen Haufen $)” den Knoten {v,a, ', a} der Art (c).
Wenn sie mit {7y, a’} endet, verwenden wir den Knoten {a/,v,a/, 5'}.

Wenn es sich dagegen um zwei zusammenzubindende Ketten aus S’ handelt,
dann kénnen die neuen Glieder beiden mit einem der drei Paare {«, '}, {a, 7},
oder {o’, 7} enden. Die kénnen dann entweder mittels eines Knotens der Arten (a),
(b) oder (c¢) zusammengebunden werden.

Umgekehrt kann eine Schleife in ', in der {&/, 3’} gespannt ist, mit etlichen
zuldssigen Schleifen in ' gebunden sein, und zwar mit Schleifen, die mit den drei
gespannten Paaren {a, 8'}, {a,v}, {¢/,7} enden. Jede dieser Schleifen wire das
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letzte Glied eines breiten Weges, dem wir ein Ende hinzufiigen kénnen, um breite
Wege zu bekommen, die o oder 8’ in S’ mit der Anfangsstrecke des Weges verbinden.

Zum Beispiel, wenn das gespannte Paar {«, 3’} ist, so dafl der Weg die Anfangs-
strecke mit 3’ verbindet, konnen wir ihm das Ende {«, #’,a'} in S’ hinzufiigen, um
einen Weg zu bekommen, der die Anfangsstrecke mit o/ und 8’ verbindet. Beziiglich
S’ und T" kann dann der Weg, der mit {o/, 5’} endet, direkt mittels des trivialen
Knotens {¢/, 8',¢/, 8’} der Art (a) an den Weg in T’ gebunden werden. Es mufl
jedoch bewiesen werden, damit dieser Weg zugelassen wird, da8 yg (o/, ') = 0. Da
die Schleife, mit der wir anfingen, zuléssig war, ist diese Gleichheit eine Folge des
zweiten Teils des Hilfssatzes I11.C.1.

Wenn der Weg in $’ mit {«, v} endet, dann mufl er zweimal verldngert werden,
einmal nach o/ und einmal nach ', und wir brauchen den dritten Teil des Hilfssatzes.
Wenn er mit {7, a’} endet, dann wird der Weg erst nach o und dann weiter nach 3’
verldngert.

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des Hilfssatzes II1.C.1. Da der Hilfssatz leer
ist, wenn der Haufen aus einem einzigen Quadrat besteht, betrachten wir einen
Haufen $), fiir den er gilt, und einen Haufen $’, der aus H und einem hinzugelegten
Quadrat £ besteht. Wir wenden den Hilfssatz II1.B.7 auf die sich durch die Rénder
der § definierenden Quadrate ergebende Aufteilung S des Randes von $) und auf
die Aufteilung T' = Ay des Randes von £, sowie die durch S und T definierte
Aufteilung R des Randes von $)’, an. Wegen der vorhergehenden Darlegung konnen
wir die Kette W des Hilfssatzes, die beziiglich $’ definiert ist, durch eine ahnliche
Kette beziiglich S, T und R mit denselben Endpunkten a, 3, und 8’ ersetzen.

Das dazu verwendete Verfahren haben wir ausfiihrlich dargelegt. Die gesamte
Kette wird aufgeteilt in kiirzere Ketten, und jede kurze Kette bestimmt eine Schleife
beziiglich S oder T'. Zum Beispiel, bei der ersten Konfiguration haben wir eine Kette
von Schleifen und Knoten, die mit dem Paar {7, o’} endet, mit einer Schleife, die
mit {a, o’} endet, ersetzt.

Bei der zweiten fraglichen Konfiguration haben wir in S’ den Teil des breiten
Weges, der mit {a, 8}, {a, v}, oder {a’,7} endet, verlingert, um eine Kette zu
bekommen, die eine Schleife in S’ definiert. Diese Schleifen sind wegen des Hilfssatzes
III.C.1, auf $H angewandt, alle zulédssig. Folglich, wenn wir zum Paar S und T
iibergehen, liefert der Weg W einen dhnlichen zugelassenen Weg beziiglich S und 7.
Auf diesen Weg wenden wir wiederum den Hilfssatz I11.B.7 an, um die Aussage des
Hilfssatzes II1.B.1 fiir $’ zu erhalten.

Der erste Teil des Hilfssatzes ist klar, denn wenn 3 und 8’ zu einem gemeinsamen
B gehoren, ist der Schlufl eine unmittelbare Folge des Hilfssatzes I11.A.3. Fir die
anderen Teile liegen alle betreffenden Strecken auf zwei oder drei Quadraten. Wir
fihren das Anh&ufen aus nur bis zum Punkt, wo der Haufen alle diese Quadrate
enthilt. Dieser Haufen sei §’, und der vorhergehende sei §). Diese Bezeichnung
haben wir schon benutzt bei der Besprechung der fraglichen Konfiguration. Dem
Weg W folgen wir in $)’ zuriick, bis er §)’ verlafit, wo wir ihn abschneiden, notfalls
die erste Schleife der neuen Kette mit einem Ende ersetzend, damit diese neue Kette
als breiter Weg betrachtet werden kann. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
kénnen wir annehmen, dieser neue Weg sei W selbst.

Die moglichen Konfigurationen der Strecken im zweiten Teil des Hilfssatzes werden
in der Abbildung 8 gezeigt.
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Abbildung 8

Fiir den zweiten Teil des Hilfssatzes ist die Konfiguration (8.a) nicht fraglich
im obigen Sinn. Die Strecken v und 8’ gehoren zu einem Quadrat 9B, und Q und
B werden beim Ubergang von $ zu $’ zusammengeklebt lings einer Seite, die y
enthélt. Es kann angenommen werden, dafl  das neu hinzukommende Quadrat ist.
Die Aussage II1.C.1 ist eine direkte Folge des Hilfssatzes I11.B.7.

Bei der Konfiguration (8.b) ist Q entweder das 8 enthaltende Quadrat oder das /5’
enthaltende Quadrat. Wenn es 3 enthélt, wenden wir den Hilfssatz II1.C.1 auf §) an,
um zu folgern, dal ¢ («, 5) = 0 ist. Wir schlieflen dann aus dem Hilfssatz II1.B.7,
daB y5(8,8") = 0 ist. Wenn Q die Strecke 8’ enthélt, kénnen wir den Hilfssatz
II1.B.7 direkt anwenden.

Beim dritten Fall dagegen, bilden die drei betreffenden Quadrate die erste fragli-
chen Konfiguration, und wir verwenden die in der Beschreibung dieser Konfiguration
benutzten Bezeichnungen statt der des Hilfssatzes selbst. Wenn das letzte angespann-
te Paar in W das Paar {7, a'} ist, konnen wir den Hilfssatz fir $ anwenden, um zu
schlieBen, daBl T¢ (o, a’) = 0 ist. Dann wenden wir den Hilfssatz III.B.7 auf das Paar
S und T an, um zu schliefien, dal Fx(a/,8") = 0 ist. Wenn sie mit {v, a} endet,
dann wenden wir den Hilfssatz fiir $ an, um nochmals zu zeigen, dafl Fg(o, ') = 0.
Aus dieser Gleichung folgt wieder, dal §z(a’, 8’) = 0 ist. Wenn dagegen das letzte
angespannte Paar {«, 5’} ist, konnen wir den Hilfssatz III.B.7 direkt anwenden.

Nun haben wir den schwierigsten Teil des Beweises, wo das Argument ziemlich
dicht geworden ist, hinter uns, und haben den Punkt erlangt, wo wir nur die Sétze
IT1.B.2 und II1.B.3 zeigen miissen. Diese zwei Sdtze beziehen sich allein auf Menge
von Verbindungen auf Kreisrdndern oder geschlossenen Kurven, und von Haufen
wird nicht mehr die Rede sein.

a

1=
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Abbildung 9

Man sieht von der Abbildung 9 warum die zusétzliche Bedingung und die
Mengen Ig und I7 wesentlich sind. Wenn man die Funktion y fiir das Aufhiufen
von drei Quadraten mittels Induktion bildet, indem man zuerst £; und Qo zusam-
menklebt, wie auf der Abbildung 9, und dann das Ergebnis mit Q3 zusammenklebt.
Die Verbindung von « mit § wird nur erhalten, wenn man gleich beim ersten Schritt
~v und § verbindet. Weil v und § beim letzten Schritt innere Strecken sind, miissen
sie schon beim ersten als Mitglieder von Ig, ausgezeichnet werden.

IV. DUALITAT

IV.A. Beweis des Hilfssatzes III.B.1. Um den ersten Teil des Satzes II1.B.1 zu
beweisen, miissen wir nur die Bedingung nachpriifen. Wir setzen y = yg und
y* = y&. Es seien y* (o, 8) und y* (o, ') beide gleich 1, und die Reihe «, &/, 5, 5’
sei zyklisch. Diese vier Punkte in der gegebenen Reihenfolge teilen die Menge S in
vier Intervallen [, /], [&/, 8], [B, 8], und [B’, a] auf. Wenn y(v,d) = 1, liegen v und
d in ein und demselben dieser Intervalle. Hieraus folgt sofort, dafl (o, ) = 1.

Der zweite Teil der Aussage ist kaum schwieriger. Es ist erstens klar, daf§ die
Gleichung y(v,d) = 1 die Gleichung y**(,d) = 1 zur Folge hat. Es sei y(v,d) = 0.
Wir folgern aus dieser Gleichung, dafl y**(~,d) = 0.

Es seien A und B die zwei Intervalle (v, d). Dann definiert die Reihe (v, A, 6, B)
eine Orientierung in S. Beziiglich dieser Orientierung sei « die letzte Strecke aus
A und 8 die erste aus B, die an v durch y verbunden sind. Es kann sein, dafl «
oder f gleich v ist. Wir definieren o/ € A und 8’ € B in derselben Weise, aber
beziiglich § statt . Da y(v,d) = 0 kommt « nicht nach o', und 4’ nicht nach «'.
Wenn o € [o, '] C A und 8”7 € [3, '] C B liegen, gilt y*(«”, 8”) = 1. Folglich ist
y*(7,8) = 0.

V. BEWEISE

V.A. Erste Abanderungen. Wir haben die Aussagen der Sitze in einer Reihen-
folge angegeben, die die fiir unsere Modelle grundlegenden Ergebnisse hervorhebt,
indem diese Ergebnisse an die erste Stelle gesetzt, und die anderen erst nachher
erklart werden. Da diese zusétzlichen Séatze, die sich auf das Zusammenkleben von
Mengen von Verbindungen bezichen, eigentlich nur Hilfssétze sind, wéren sie als
erste zu beweisen. Wir haben es jedoch vorgezogen, ihre Folgerungen erst fiir unsere
Modelle abzuleiten, und kommen jetzt zu den Beweisen der Sétze selbst. Um wéh-
rend dieser Beweise nicht stdndig vorgreifen zu miissen, schicken wir ihnen einige
noch elementarere Lemmas voraus.

Die Richtschnur unseres Vorgehens ist, alle Aussagen mittels zweckméfligen
Induktionsverfahren stindig auf die einfachsten Fille zuriickzufiihren. Der Ubergang
von den endlichen Modellen zu Haufen hat uns die nétige Geschmeidigkeit gewahrt,
und der Begriff einer Menge von Verbindungen hat uns erlaubt, einen Haufen zu
vergrofern, indem wir ihm schrittweise einzelne Quadrate hinzufiigen. Wir brauchen
dariiber hinaus ein Mittel, das uns erlaubt, die Anzahl der Elemente in den zu
betrachtenden Mengen von Verbindungen zu vermindern, indem wir einige Strecken
zweckméfBig zusammenkleben oder aufheben, und gleichzeitig die Verbindungen
neu definieren. Es wird jedesmal zu beweisen sein, wenn die Satze II1.B.2 und
I11.B.3 nach der Abanderung giiltig sind, dann gelten sie auch fir die urspriinglichen
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Mengen. Wir werden bei den Beweisen der drei Hilfssdtze I11.B.4, II1.B.5 und II1.B.7
dhnlich verfahren.

Wie bei den Sétzen handelt es sich zundchst um zwei Gegenstiande, die Mengen
von Verbindungen yg, yr, ihre dualen Gegenstinde ys und yr sowie Ig, I und
zwei Mengen von Kurzverbindungen. Diese zusétzlichen Verbindungen definieren
die Mengen §g und Y.

Wir geben zunéchst eine Reihe von zuléssigen Abdnderungen an. Die oft umsténd-
lichen Beweise der Zulassigkeit werden, wenn nicht ausfiihrlich, doch mit vielen
Einzelheiten durchgefithrt, damit wenigstens der Verfasser sich selbst von ihrer
Stichhaltigkeit tiberzeugt. Es ist ndmlich bei den Argumenten leicht, diese oder
jene Moglichkeit zu iibersehen, und die Gefahr deshalb grof3; dal ihnen ein Fehler
unterlduft.

Es sind nichtsdestoweniger allgemeine und sehr dhnliche Verfahren, die wir ver-
wenden bei diesen Abdnderungen. Bei den ersten Abdnderungen, die in diesem
Abschnitt beschrieben werden, werden weder die Streckenmenge R noch die zusam-
mengeklebten Mengen von Verbindungen 35 und gy verdndert. Die Mengen S und
T und die Mengen von Verbindungen yg und %, werden jedoch abgeéndert. Die
abgednderten Mengen S’ und 7" werden erhalten, indem wir Strecken aus Q@ = SNT
entweder aufheben oder zusammenkleben. Die abgednderten Mengen §g und g
werden verschieden definiert. Nachdem sie definiert worden sind, ergeben sich yg-
und y7v, indem wir alle Verbindungen zwischen benachbarten Strecken in 3¢, und
g ausstreichen. Die Mengen Is» und Ip werden jeweils als Is NS und Iy N T’
definiert. Die dualen Mengen zu ys: und y7 seien ys und yr-.

Es seien 7y und g5 die Zusammenklebungen der abgeénderten Mengen. Es wird
in jedem Fall klar sein, daf ¥z = Y. Dagegen wird die Gleichheit
(5.a.1) Yr = Ur
gewOhnlicherweise nicht ohne weiteres klar. Der Beweis wird jedoch jedesmal ele-
mentar sein, da es sich um eine anschauliche geometrische Aussage handelt. Alle
Beweise sind dhnlich, und, damit wir uns nicht stdndig wiederholen, beginnen wir
mit einem Umrif} des allgemeinen Beweisverfahrens.

Die Gleichheit wird bewiesen, indem man zeigt, da8 ¥ C yr und yr C Yr.
Es sei zunéchst

W' a=a_1,00,Qp,...,02 11,0, 1, 0tz =
ein breiter von den Mengen ys/, y17, Yo/, Y zugelassener Weg, der von « nach
fihrt. Wie vorher driicken wir uns oft kiirzer aus und nennen einen breiten Weg
dieser Art von yg: und yp/ zugelassen.

Um zu beweisen, daff die Menge ¥}, in Jr enthalten ist, &ndern wir W’ schrittweise,
um einen breiten Weg zu bekommen, der von yg und yr zugelassen wird, und der von
« nach § fithrt. Es geht darum, die von 3s nicht zugelassenen Schleifen oder Enden
aufzuheben und sie durch anderen zugelassenen Schleifen und Enden zu ersetzen,
um einen breiten, von den Mengen yg und yr zugelassener Weg, zu bekommen.

Ein Ende {a;,a;,a}, i = j £ 1 oder eine Schleife {a;, o], aj, o} heifit proble-
matisch, wenn es nicht gleichzeitig zu ys und ys. oder zu yr und g7+ gehort. Die
genaue Beschreibung dieses Begriffs ist in jedem Fall verschieden. Wir betrachten
innerhalb W’ Ketten von problematischen Schleifen,

/ /
K =op,ap,...,00, 05,
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wobei Ketten, die mit einem Ende beginnen oder enden, auch betrachtet werden.
Die ganze Zahl k ist ungerade und ¢ gerade. Diese Ketten werden durch Ketten von
Schleifen und Enden ersetzt, die beziiglich ys und yp zuldssig sind. Die Schleifen
und Enden auflerhalb dieser Ketten werden nicht problematisch sein und werden
folglich beziiglich yg und yp zulédssig. Der auf diese Weise zusammengelegte breite
Weg W wird o und 3 verbinden. Somit wird bewiesen, da8 ¥ C yr.

Ein umgekehrtes Verfahren wird uns erlauben, breite von ygs und yr zugelassene
Wege durch von yg/ und yps zugelassene Wege zu ersetzen, und somit die Gleichheit
bei jeder Art Abdnderung zu folgern. Nachdem wir die Abdnderungen einge-
fiihrt und bewiesen haben, daf} sie die Giiltigkeit des Satzes II1.B.3 nicht beeinflussen,
werden wir nachpriifen, dafl simtliche Abdnderungen die wichtige Bedingung
nicht beeintrachtigen. Aus einem strengen logischen Gesichtspunkt, miifite es vorher
bewiesen werden, dafl diese Bedingung auch fiir 7 gilt, da diese Tatsache wahrend
der Beweise angenommen ist. In dieser Hinsicht sind wir nachléssig gewesen. Da
die Bedingung trivial ist, ist die Giiltigkeit des Satzes I11.B.2 auch nicht von
den Abédnderungen beeintrichtigt.

Abinderung A.1. Die erste Abdnderung ist einfach. Wenn ~ eine innere Strecke,
die mit keiner anderen Strecke verbunden ist, dann kénnen wir v aufheben, um
neue Streckenmengen S’ = S\ {7} und 77 = T \ {7} sowie neue Mengen von
Verbindungen yg, und ¥ zu erhalten, ohne dafi die Zusammenklebungen 7, und
Yr sich verdndern. Bei dieser Abanderung wird allerdings vorausgesetzt, dafl v nicht
die einzige innere Strecke ist. Es ist ohne weiteres klar, dafl ¥';, die sich daraus
ergebende Zusammenklebung der neuen Mengen ¥g, und ¥, gleich yp ist.

Fir die Zusammenklebung der Mengen ys: und 77 sind dagegen einige Be-
merkungen notig. Die Funktion §s verbindet einige Strecken aus S mit . Diese
Verbindungen sind natiirlich keine Verbindungen in 7s.. Sonst besteht 7s: aus
den Verbindungen in ys. Die Menge 37+ wird in derselben Weise aus yr erhalten.
Einige Schleifen und Enden werden problematisch genannt. Eine von yg oder yrp
zugelassene Schleife oder Ende heifit problematisch, wenn es « enthélt. Eine von
ys: oder yr: heifst dagegen problematisch, wenn es einen Nachbarn von ~ enthélt.
Es seien 4’ und +” die zwei Nachbarn von ~y in S und 4’ und §” seine Nachbarn in
T. Gewohnlicherweise ist v gleich ¢’ und 7" gleich §”. Nur wenn /' und §’ dufere
Strecken sind, sind sie verschieden.

Es sei {a, &/, 7,7’} eine von g4 zugelassene problematische Schleife. Es sei vor-
ausgesetzt, dafl weder o noch o gleich ~ ist. Dann sind 4 und +" nicht durch
yg verbunden, und deshalb auch nicht durch %g,. Eine Verbindung in yg, die «
oder o von +” trennt, wiirde es auch von « trennen. Folglich ist {«,a',v",~'}
von g zugelassen. Die Schleifen, fiir die o oder o’ gleich « ist, brauchen nicht
ersetzt zu werden. Wenn zum Beispiel @ = 7, dann ist o’ entweder 4’ oder ~”.
Wenn o =« ist die neue Schleife {”,a’,7",+'} gewifl zugelassen. Sie kann jedoch
einfach ausgelassen werden, wie iibrigens die alte Schleife auch. Wenn o/ = " ist,
verbindet diese Schleife zwei Schleifen, die durch zwei in S’ oder T" liegende und
entweder unmittelbar oder mittels eines Knotens der Art (b) aneinander anschlie-
Bende Schleifen ersetzt werden, so dafl die durch diese Schleife zustande kommende
Verbindung unniitz ist.

Wenn umgekehrt {o, o’,v"”,~v'} von §g, zugelassen wird, so dafl 7q (v/,7"”) =0,
und wenn {a, '} # {v"”,~'} ist, dann werden {«, o', v,+'} und {a,&/,~v"”,v} von
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ys zugelassen. Man verfdhrt dhnlicherweise mit den Enden. Dabei miissen auch
Enden {7/,~,7'}, falls sie vorkommen, nicht iibersehen werden.

Wir legen yg-zuldssige und yp-zulissige oder yg/-zulédssige und yp/-zulédssige
Enden und Schleifen zusammen, um yr und y% zu erhalten. Um zu zeigen, dafl
Yr = Yr ist, ersetzen wir systematisch in von yg zugelassenen breiten Wegen alle
Schleifen und Enden, die ein gespanntes Paar {v,~'} oder {v,~”} enthalten, durch
Schleifen oder Enden, die {7’,+”} enthalten oder, wenn es erlaubt ist, lassen wir
sie aus. Wenn die Schleifen durch yr zugelassen sind, wenn sie also Strecken nur
aus der Menge T enthalten, wird das Paar {~,~'} durch {¢’, "} ersetzt. Umgekehrt
ersetzen wir Schleifen oder Enden, die {7',~7"} oder {4¢’,6”} enthalten, mit Schleifen
und Enden die v enthalten. Wir bemerken, dafl bei diesem Verfahren die Knoten
leicht abgeindert werden miissen. Wenn zum Beispiel 4" und ¢’ duflere sind, dann ist
ein Knoten der Art (a), der {~,+”} mit sich selbst verbindet, durch einen Knoten
der Art (b), der {+',+"} mit {¢’,6”} verbindet, zu ersetzten. Da v nicht die einzige
innere Strecke ist, ist in diesem Fall notwendigerweise v = §"'.

Abanderung A.2. Eine zweite Abdnderung dhnlicher Art kann definiert werden,
wenn 7 eine innere Strecke ist, die mittels 7, mit keiner Strecke aufler sich selbst
verbunden ist. Im Gegensatz zu der ersten Abdnderung kann v jedoch mittels gg
mit anderen Strecken in S verbunden werden. Die erste Abdnderung ist folglich
ein spezieller Fall der zweiten. Die zweite ist nicht schwieriger, und ihre ausschlag-
gebende Rolle beim Beweis kann leicht verkannt werden. Die Strecke « wird nochmals
ausgehoben, um S’ und 7" zu bekommen, und g, genau wie vorher definiert. Die
Menge von Verbindungen yg erhélt man, wenn man alle Verbindungen mit v
aushebt, und neue Verbindung einfithrt, indem man g (e, 8) = 1 setzt, wenn a und
B in S liegen, und Fg(a,v) = 1 und Gg(B,v) = 1 ist. Im Gegensatz zur Abanderung
A.1 ist es moglich, nicht nur dafl einige Verbindungen in 35 abhandenkommen,
sondern dafl auch neue Verbindungen entstehen, weil die Verbindungen durch g4
von v mit anderen Strecken ausgestrichen werden.

Die eigentliche Gefahr ist, dafl neue Verbindungen entstehen, denn eine Verbin-
dung zwischen « und 3, die vorher durch 7s nicht verbunden waren, konnen durch
Ys verbunden sein, wenn jede yg-Verbindung, die sie trennt, v mit einer zweiten
Strecke verbindet, und wenn keine neu entstandene %g,-Verbindung, die die Strecken
a und  voneinander trennt, existiert.

Es seien o und 8 durch ys: verbunden, nicht aber durch 7s. Es seien I; und I
die zwei offene Intervalle (a, 8) in S. Die Strecke 7 gehore I;. Dann existiert ein
0 € Iy, das mit v durch 3¢ verbunden ist. Es kann dagegen keine Strecke v; € I
auBer v geben, die mit einer Strecke aus I verbunden ist. Die Folge ist, daf} es einen
zuldssigen breiten Weg gibt, der von « nach f fithrt. Der Klarheit halber schreiben
wir diesen Weg vollstindig auf. Es sei 4’ der Nachbar von v zur Seite « und ~” der
Nachbar zur Seite .

C1={a," 7}
Co = {7,777},
Cr = {7777}
Cy = {v,7",7,7"},
C3 = {v,7", 8}
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(1 ist eine Schleife in 7. Wenn wir statt einer einfachen Verbindung ein zuléssiges
Ende {a, 8,8’} hétten, konnten wir eine dhnliche Reihe bilden, die aber, statt mit
einem zuléssigen Ende zu enden, mit einer zuléssigen Schleife,

C3 = {777//”87 5,}7

enden wiirde. Schleifen werden dhnlich behandelt.

Wie bei der ersten Abanderung ist es sofort klar, dal §g, und g, eine Zusam-
menklebung 3, ergeben, die gleich 7 ist. Der Beweis, da8l yr- = yg ist, ist auch
dem Beweis derselben Gleichung fiir die erste Abdnderung dhnlich. Wie wir schon
bemerkt haben, ist einige Vorsicht jedoch angebracht, da bei den breiten Wegen,
die in der Konstruktion von §r/ vorkommen, noch problematischer sein konnen.

Es sei {a,a’,7,7'} eine von yg zugelassene problematische Schleife. Auch in
diesem Fall sind 4’ und 4" nicht durch §¢ verbunden. Eine Verbindung in g kénnte
« oder o von 4" trennen, aber nur dann, wenn es eine Verbindung der Strecke
~ mit einer zweiten Strecke ist. Diese sind jedoch gerade die Verbindungen, die
aufgehoben werden, um gg zu bilden. Da « und o’ nicht durch gg von +' getrennt
sind, kann eine neu entstandene Verbindung sie auch nicht von 4" trennen. Folglich
wird {a, &/, 7", v} von yg: zugelassen.

Die von yg/ zugelassenen Schleifen und Enden kénnen aus zwei Griinden proble-
matisch sein. Diejenigen, die problematisch sind, weil sie Verbindungen zwischen
Strecken aus S’ enthalten, die in §s/ liegen und nicht in 7s, sind schon behandelt
worden. Die anderen werden wie bei der Abdnderung A.1 behandelt. Bei der Ab-
anderung A.2 ist es moglich, dafi {a, o/,v"”,~'} von yg zugelassen ist, ohne dafl
{a,a/,7,7'} und {e, &/, v", v} beide von Fg zugelassen werden. Eine dieser Schleifen
ist aber notwendigerweise zugelassen, und eine reicht.

Abinderung A.3. Die dritte Art Abdnderung wird vorgenommen, wenn ein
benachbartes Paar {y1,72} in @ durch g verbunden ist. In diesem Fall werden S’
und 7" erhalten, indem wir v; und 75 zu einer einzigen Strecke v zusammenkleben.
Die abgednderten Mengen 3¢ und 7, werden definiert, so dafl

yS’(aaﬂ):yS(a7ﬁ)7 yT’(avﬁ):gT(a7B)a

wenn weder « noch 8 in {y1,72} liegt. Man setzt §g (o,y) = 1, wenn entweder
Yg(a,v1) oder Fg(a, 1) gleich 1 ist, und sonst gleich 0. Der Wert von g (ar, v) wird
ahnlicherweise definiert. Bei dieser Abdnderung ist es auch klar, dal 75 = yp.

Wenn weder a« € S noch 8 € S in {y1,72} liegt, ist ys(a,8) = Ys(a, f).
Ferner gilt die Gleichung ys/(,y) = 1, dann und nur dann, dafl gs(a,v1) = 1
oder ys(a,y2) = 1 ist. Die neue Menge yr wird genau so aus yr abgeleitet. Da
Ys(71,72) = 1 werden die Schleifen und Enden, in denen 7; und 72 gespannt sind,
nicht von yg zugelassen. Ein gespanntes Paar {J,v,} oder {J,72} in einer von yg
zugelassenen Schleife oder in einem zugelassenen Ende wird durch {0,~} ersetzt,
und die damit zustande kommenden Schleifen und Enden werden von ygs zugelassen.
Umgekehrt wird ein gespanntes Paar {d,~} in einer von yg zugelassenen Schleife
oder in einem von yg zugelassenen Ende durch ein Paar {4,7;} ersetzt. Der Index ist
entweder 1 oder 2 und so gewéhlt, dafl § und ~; benachbart sind. Es ist ausdriicklich
zu bemerken, daf} die dabei entstehenden Schleifen oder Enden zuléssig sind, denn
eine Strecke, die durch ys- mit § und v verbunden ist, ist notwendigerweise durch
ys mit derjenigen der Strecken v; und 79, die zu 0 benachbart ist, verbunden, wenn
Yo (0,7) = 0 ist. Die von y7 zugelassenen Schleifen und Enden, sowie die von yr
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zugelassenen Schleifen und Enden, in denen ~; und 72 nicht gespannt sind, werden
dhnlich behandelt.

Schleifen und Enden, die von yp zugelassen sind, und in denen 7 und 7, gespannt
sind, koénnen jedoch in einem breiten Weg vorkommen. Diese sind auf den ersten Blick
besonders problematische Schleifen und Enden, weil man denken kénnte, wegen der
Abénderung wiirde der Weg hier unterbrochen. Es sei zum Beispiel E = {a,v1,72}
ein zugelassenes Ende. Eine darauf folgende Schleife im breiten Weg kann keine
Schleife von Verbindungen in ys sein. Folglich ist sie eine Schleife, deren Strecken in
T liegen. Die Strecken eines darauf folgenden Ende miifiten auch in T liegen. Es sei
zum Beispiel D = {v1,7v2, 3,5’} eine von yr zugelassene Schleife. Die Zuléssigkeit
von D und E hat zur Folge, dal auch {«a, 8,8’} ein zuldssiges Ende ist, weil zum
Beispiel eine Verbindung, die 8 von « trennte, wiirde notwendigerweise eine der
Strecken a und § von ;1 oder 7, trennen. Die Kette

O‘771a727717727ﬁa/8/

kann daher durch das Ende {a, 8, 3’} ersetzt werden. Man verfahrt auch so, wenn
FE eine Schleife ist oder D ein Ende.

Es bleibt jedoch zu beweisen, dafl alle diese Abdnderungen zuléssig in dem Sinn
sind, dafl sie die Bedingung nicht beeintrachtigen. Bei der Abanderung
A.1 ist das ohne weiteres klar. Bei der Abénderung A.2 ist nur der Ubergang von
Yg zu Yg fraglich. Es sei (a1, P1,71,01) ein Zyklus in S’ und zwar der Art, daf§
Yo (a1,v1) =1 ist, nur weil o3 und ~; beide durch g mit v verbunden sind. Wenn
aus demselben Grund g (51,91) = 1 ist, ist die Gleichung Fg/ (a1, 1) = 1 fiir ein
nicht benachbartes Paar {a, 81} sofort klar. Sonst bestehen zwei Moglichkeiten,
entweder (aq, 1,7,01) ist ein Zyklus oder (v1,51,7,01) ist ein Zyklus. Wenn die
erste Moglichkeit gilt, ist die Gleichung 3¢ (a1, 81) = 1 fiir nicht benachbarte
und f; eine Folge der Bedingung fiir yg. Allgemeiner gilt in beiden Fallen
wegen [(3.b.4)| die Gleichheit ys(531,7) = 1. Folglich ist yg/ (a1, 81) = 1.

Dafl die Mengen %g, und gy, die man von der dritten Art Abédnderung bekommt,
auch die Bedingung nicht verletzen, ist ziemlich klar.

V.B. Weitere Abanderungen. Die Abédnderungen, die wir im vorigen Abschnitt
beschrieben haben, hatten keinen Einflu weder auf die Menge 3 noch auf die
Menge yg. Die Abdnderungen, die wir in diesem Abschnitt beschreiben, werden auch
bei dem Induktionsverfahren verwendet. Im Gegensatz jedoch zu den vorigen, sind
die neuen Mengen R’ nicht gleich R, und die neuen Mengen 3, und yr verschieden
von den alten, §p und yg, so dafl es bewiesen werden mufi, wenn 3, und yrs dual
sind, dann sind auch i und g dual. Bei diesen Abdnderungen werden nur duflere
Strecken aufgehoben oder zusammengeklebt, so dafl die sich daraus ergebenden
Folgen fiir Schleifen und Enden leichter iiberschaubar sind. Es kann auch in allen
Féllen leicht nachgepriift werden, dafl die Mengen %g, und % die Bedingung
erfiillen.

Abiénderung B.1. Es seien 7/ und 7" zwei verschiedene auflere Strecken in S, die
mit einander durch §g verbunden sind. Das Intervall [y/,~"'] sei so definiert, daf} es
keine innere Strecke enthélt. Wir setzen erstens voraus, dafl keine Strecke aus

(7/7,}///) C [’_}/7,}///}
mit einer Strecke aus dem Komplement von [y/,~”] verbunden ist. Unter dieser
Annahme heben wir die Vereinigung der Strecken im Intervall (7/,4”) auf, um eine
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neue Streckenmenge S’ zu bekommen. Wir setzen

(5b1) Ygr (Oé, 6) = ?S(av 6)3
wenn o € S’ und 8 € 9’ sind.

Hieraus folgt sofort, dafl unter derselben Annahme
(5b2) /y\S’(aaﬂ) = yS(avﬂ)'

Weder die Menge T noch die Menge 3 wird gedndert.

Die Menge R’ wird auch erhalten, in dem man alle Strecken in (y/,7") aufhebt.
Sie ist also S" A T. Es gilt offensichtlich die Gleichung g (o, 8) = Jg(a, 8), wenn
beide Seiten definiert sind. Wenn « dem Intervall (4/,+") gehort und 8 dem Intervall
[v',7"], dann ist Gg(a, B) = ¥g(a, 8) und yr(a, 5) = ys(a, 5). Wenn S auflerhalb
dieses Intervalls liegt, ist Tr (e, 8) = 0 und yr(a, B) = 0.

Es sei vorausgesetzt, dal yr die zu yr- duale Menge ist. Wir wollen daraus
schliefen, dafl yr zu yr dual ist, also dal gr(«, 5) = 0, dann und nur dann, wenn es
eine yp-Verbindung gibt, die @ von § trennt. Wenn « in (7/,~”) liegt, ist das klar,
denn g ist zur Menge ys dual. Insbesondere, wenn 8 auflerhalb [y/,~"] liegt, ist

/y\R(O‘7 B) = ﬂs(a,,é’) =0,
und die Verbindung von 4/ mit 7 gehort zu 5, und zu gg. Es sei schliefflich weder
a noch f im Intervall (v/,7”). Der erwiinschte Schluf ergibt sich dann aus der
Annahme, dafl §r zu yg dual ist.

Es ist niitzlich, die Abdnderung B.1 unter allgemeineren Umsténden einzufiihren.
Es sei v eine gegebene innere Strecke. Wir lassen yg-Verbindungen zwischen v und
Elementen aus (7/,v”) zu. Der einzige Unterschied zum vorhergehenden Argument
ist dann, dafl ys(a, B) fir a und B in (v/,~"”) gleich 0 sein kann, weil ein drittes
Element zwischen ihnen mit « verbunden ist. Da dieses Element in R mit 4" und ~”
verbunden ist, konnen wir wie vorher schlieflen.

Abianderung B.2. Es sei v eine Strecke aus @, dafl &uleren Strecken sowohl aus
S wie aus T benachbart ist. Es liegt also v am Rand der Menge . Wir nehmen an,
dafl v durch yg mit dufleren Strecken aus S und durch yp mit dulleren Strecken aus
T verbunden ist. Sei € diejenige Strecke aus S, die mit v verbunden ist, und deren
Abstand von v in R so klein wie moglich ist, und 7 die entsprechende Strecke aus T'.
Im Ausnahmefall, daf§ @ eine einzige Strecke enthélt, miissen wir auch das Ende
von ~ bestimmen, von dem wir Abstdnde messen.

Wir wollen S und T abdndern, indem wir die Strecken in (e,7) aus S und die
Strecken in (n,+) aus T aufheben, um Mengen S” und T’ zu bekommen. Die Menge
R wird dementsprechend gedndert. Die Mengen von Verbindungen yg und ¥
werden durch die Gleichungen

yS’(a7ﬂ) = ?s(‘%ﬁ%
yT/(Of,,B) = gT(O‘7B)a

definiert, wenn die linke Seite iiberhaupt definiert sein sollte. Es gelten dann auch
die Gleichungen,

:'/J\S’(O‘aﬁ> = @\S(aaﬂ)a
@\T’(aaﬁ) = @\T(aaﬁ)a

unter derselben Bedingung.
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Es ist klar, dal
yR’ (Oé, 5) = gR(aa ﬂ)a

wenn « und 8 in R’ liegen. Wir nehmen an, dal §r zu yr dual ist, und folgern
daraus, daf auch yr zu yr dual ist. Es sei (¢, 7) das Intervall zwischen € und n, das
beriihrt. Wenn weder a noch 8 in diesem Intervall liegt, dann ist yr(«, 8) = yr/(«, 5),
weil die Strecken aus (e,7) auf keinem breiten Weg zwischen « und g liegen. Da
eine Yp-Verbindung, die a von § trennt, auch eine §p/-Verbindung ist, ist yg(c, 8)
dann und nur dann gleich 0, wenn o und S durch eine yz-Verbindung getrennt sind,
und die Dualitdtsbedingung in diesem Fall erfiillt.

Wenn « in (e,7n) liegt, und 8 auflerhalb [e, 7], dann trennt die 7 g-Verbindung von
€ mit ) die Strecke a von . Es existiert ferner kein breiter Weg, der von « nach g
fithrt. Erstens ist das einzige Ende, das mit « beginnt, das Ende {«,~,~'}, wobei +/
der Nachbar von v in S, jeweils in T, ist. Wir nehmen an, a gehére zu S. Dieses
Ende kann unmoglich der erste Teil eines breiten Weges sein, das zu 3 fiihrt, denn
die einzigen Glieder, die in einer nicht trivialen Weise an dieses Ende gelegt werden
konnen, sind Enden {f’,7,~'} oder {8’,v,7"}, wobei 4" der Nachbar von ~ in T
ist und B’ notwendigerweise zum Intervall [y”, 5] gehort. Folglich gilt yr(w, 3) = 0.
Der Leser wird bemerkt haben, daf} die zusétzliche Bedingung, die wir Enden der
Art (b) auferlegt haben, in diesem Argument unentbehrlich ist.

Dagegen wenn 3 in [y, 7] liegt, und von keiner yp-Verbindung zwischen zwei
Elementen aus [y”, 7] von ~ getrennt ist, ist

@777, 8

ein breiter zugelassener Weg, der von « nach g fiihrt. Folglich ist yr(a, 8) = 1. Sonst
ist yr(a, B) = 0. Wenn S € [e,7/] ist, und wenn es auch von keiner yg-Verbindung
zwischen zwei Elementen aus [e,~’] von « getrennt ist, ist es unmittelbar mit  durch
ys verbunden, und deshalb auch durch yg. Es trennt auch keine 7 -Verbindung o
von 3. Somit wird die Dualitdt von yg und yg bewiesen.

Abianderung B.3. Eine dritte Abdnderung ganz dhnlicher Art kann vorgenommen
werden, wenn vorgegeben sind:

(1) zwei benachbarte innere Strecken v € S und v2 € T}

(2) zwei duBere Strecke v und +4 aus S sowie 74 und ~4 aus T,

die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) 1 und 72 sind weder in S noch in T' verbunden;

(2) in S ist 44 mit 71 und 74 mit y9, und in T ist 44 mit v; und 74 mit v
verbunden;

(3) es seien (v1,7%) sowie (v4,7%) so definiert, dafl sie aus lauter duBeren
Strecken bestehen, dann ist keine Strecke aus (v],7%) mit einer Strecke
auflerhalb [vy], v4] verbunden, und keine Strecke aus (v{,~4) mit einer Stre-
cke auBerhalb [v{,~v4].

In diesem Fall schneiden wir alle Strecke aus (71, v4) und (v{,7%) aus, um S, T’ und
R’ zu bekommen. Die Funktionen %, und yp werden genau wie bei der Abédnderung
B.1 erhalten, und es wird auch genau so bewiesen, dafl die Aussage I11.B.3 fir S
und 7" aus dieser Aussage fiir S’ und T” folgt.
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V.C. Widerspiegelung. Es ist niitzlich, eine vorbereitende Abénderung der Men-
gen ys und yg gleich am Anfang vorzunehmen, bevor wir das Zusammenkleben
beginnen. Es sei v eine gegebene innere Strecke. Wir fiihren mittels v eine Menge
Y sowie eine Menge ¥ ein, und werden leicht zeigen kénnen, daf die sich durch
Zusammenklebung von 7y und 7, ergebende Menge 7y gleich der Menge 7 ist,
und die Menge ¥ gleich yr.

Wir setzen yg(a, 8) = 1, wenn yg(a,y) = 1 und gg(5,7v) = 1 ist. Da die Menge
Is unverdndert bleibt, gilt die Durchschneidungsbedingung fiir ¥g, wenn sie fiir
Yg gilt. Es seien (a1, 81,71, 01) zyklisch und ¥ (a1, 1) = ¥s(B81,01) = 1. Wenn die
Verbindungen von «; mit v, und von f$; mit d; schon in Fg liegen, dann ist ay
auch durch yg und folglich durch 7s mit 81 verbunden. Wenn beide Verbindungen
nur mittelbar, durch ~, zustande kommen, dann kommt auch eine Verbindung
von a1 mit 1 durch v zustande. Wenn dagegen weder (51 noch §; gleich + ist,
und die Verbindung von «; mit v; mittelbar, dann ist entweder (a4, 51,7, d1) oder
(71, 81,7, 01) zyklisch, und folglich wegen der Bedingung ist gg(B1,7v) = 1,
so dafl oy und (; mittels v miteinander verbunden sind.

Die Menge ¥ ist etwas kleiner als die Menge §g, obwohl sie darin enthalten ist. Es
fehlen ihr nédmlich einige Verbindungen mit v. Wenn « und 8 mit « verbunden sind,
und wenn (o, 7, 8, 6) zyklisch ist, dann ist 6 von 7 durch die neue Verbindung von «
mit (3 getrennt, so daf §5(d,v) = 0. Da die §g-Verbindungen von « und § mit ~, die
Moglichkeit einer von yg zugelassenen Schleife oder eines von yg zugelassenen Endes,
die v und J enthalten, ausschlieflen, ist der mogliche Verlust dieser Verbindungen
folgenlos. Fiir die drei Hilfssétze I11.B.4, II1.B.5, und II1.B.7, bei denen es sich nur
um ¥ und zugelassene breite Wege handelt, ist diese Abdnderung auch gestattet.

V.D. Beweise der Sitze IT1.B.2 und ITI.B.3. Essei N die Anzahl der Elemente
in der Vereinigung S UT. Wir verwenden ein Induktionsverfahren, in dem N als
Induktionsparameter dient. Beim Beweis der Satze kénnen wir alle beschriebenen
Abénderungen verwenden, auch diejenigen, die wir durch die Vertauschung von S und
T erhalten. Wenn wir irgendwelche dieser Abénderungen vornehmen kénnen, sind
wir wegen der Induktionsannahme sofort fertig. Als erste Vereinfachung verwenden
wir wiederholte Widerspiegelungen, so dafl wir schliefllich annehmen kénnen, dafl
wenn v eine innere Strecke ist, dann folgt die Gleichung Fg(a, ) = 1 aus den
Gleichungen gg(a,v) = 1 und gg(B,v) = 1. Eine dhnliche Annahme gelte auch fiir
Yr-

Wir kénnen weiter annehmen, dafl entweder @ = S N7 eine einzige Strecke
enthélt, oder dafl jede innere Strecke mittels g und mittels y; mit einer zweiten
Strecke verbunden ist. Jede Strecke, mit der 3¢ eine innere Strecke verbindet, liegt
allerdings in S, wdhrend 7, sie mit einer Strecke in 7' verbindet. Wir nehmen
schliellich an, da keine benachbarten inneren Strecken verbunden sind, weder
durch yg noch durch y.

Obwohl die Aussage I11.B.3 ohne Voraussetzung der Giiltigkeit der Aussage I11.B.2
genau gesehen fiir uns keinen Sinn hat, beweisen wir zunéchst jene Aussage, und
priifen diese nur nachher oder nebenbei nach. Wir beweisen zuerst den Satz I11.B.3
im Fall, daf} es eine einzige innere Strecke v gibt, und diese mittels 7 mit keiner
zweiten Strecke verbunden ist. Dann gelten folgende Gleichungen:

(5.d.1) wenn « € RNSund 8 € RN S,
yR(O‘ﬂB) :?S(a75)§
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(5.d.2) wenn o« € RNT und € RNT,

Yr(e, B) =Yr(a,B),
@\R(aaﬁ) = gT(aa/B);
(5.d.3) wenna € RNSund € RNT,

gR(Oé, 6) =0.

Jede dieser Gleichungen, bis auf die zweite Gleichung (5.d.2), ist sofort klar. Wenn
diese zweite Gleichung nicht gélte, gébe es ein Paar {«, 8} aus T, und zuldssige
Enden {«a,v,v'} und {5,~,7"”}, wobei v/ und " Nachbarn von 7 sind, so daf§
yr(a, B) gleich 0 wire. Wenn ' = +" ist, dann kann 7, die Strecken o und S nicht
trennen. Folglich gilt §r(a, 8) = 1, was ein Widerspruch ist. Wenn 4/ # +”/, dann
kann allein eine Verbindung von v mit einer zweiten Strecke die Strecke o von
trennen, und diese Verbindungen werden von den Voraussetzungen ausgeschlossen.

Fir o und 8 in RN S kann dagegen yr(«, 8) = 1 sein, ohne daf gs(a, 8) =1
ist, aber nur dann, wenn y durch g mit einer zweiten Strecke verbunden ist. Wir
bestimmen eine Richtung auf dem Kreisrand. Es seien, beziiglich dieser Richtung,
o’ die erste und B’ die letzte der Strecken aus RN S, die durch g mit « verbunden
sind. Dann ist yr(c, 5) = 1 und gs(«, 8) = 0, wenn « vor o auftritt, und S nach f’,
und wenn ferner yg(a,v) = ys(B8,7) = 1 ist. Bis auf eine triviale Vertauschung von
« und S kénnen sonst diese beiden Gleichungen nicht gleichzeitig gelten. Diese Paare
sind gerade diejenigen, deren Elemente durch die Verbindungen in % zwischen
~v und einem zweiten Element aus S N R getrennt werden, nicht aber durch die
Verbindungen in 5.

Fin erster einfacher Fall, immer noch unter der sehr beschrankenden Annahme,
dafl @ aus y allein besteht, das in 7" mit keiner zweiten Strecke verbunden wird,
kann gleich erledigt werden. Wenn R N S eine einzige Strecke « enthélt, dann
ist yr(a, B) = yr(y,B) fir jedes B € T, weil jede Strecke 8 aus T, die durch yr
mit v verbunden ist, auch mit seinen Nachbarn verbunden ist. Der Satz I11.B.3
ist folglich trivial und nichts besagend, weil fiir jedes 8 aus RN T die Gleichung
Yr(a, B) = Gp(y,B8) = 0 gilt. Der Satz III.B.2 ist auch in diesem Fall trivial.
Infolgedessen setzen wir bei der weiteren Behandlung des Falles §(v,0) =0, § # 7,
voraus, dal RN S wenigstens zwei Strecken enthalt.

Nur der Fall, dal « € RN S liegt und f € RN T, ist aus der vorhergehenden
Besprechung nicht klar. In allen anderen Fillen ist gezeigt worden, dafl gr(«, 5) =0
ist, dann und nur dann, wenn o und § durch 5 getrennt sind. Fiir « € RN S und
B € RNT gilt die Gleichung yr(«,5) = 1, dann und nur dann, dafl ein breiter
zugelassener Weg,

(5.d.4) %77, 9, B,

vorhanden ist, denn jeder lingere Weg 1483t eine Verkurzung zu. Es sei 7" der zweite
Nachbar von v in S. Wenn 7 einen zweiten Nachbarn in T besitzt, sei es 6”. Wegen
der Voraussetzungen, sind g (5,4") und g7 (3,6") gleich 1, wenn g7 (5,~v) = 1 ist.
Ein breiter Weg der Art existiert dann und nur dann, wenn S nicht von =
durch gy, getrennt ist, und a durch g weder von v noch von '. Der Bemerkung
im néchsten Absatz zufolge ist yr(a, §) dann und nur dann gleich 0, wenn « von
durch 3¢ getrennt ist, oder wenn 5 von v durch g. Das heifit, wenn a und 8 durch
Yr getrennt sind, denn eine trennende Verbindung liegt entweder in 7g oder in gy
und trennt eine der beiden Strecken von ~.
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Damit es nicht ibersehen wird, heben wir hervor, dafl wenn « nicht von y getrennt
ist, dann kann es unmoglich von +" und +” gleichzeitig getrennt sein. Das ist sofort
klar bis auf den Fall, dafl beide trennende Verbindungen die Strecke « selbst mit
anderen Strecken verbinden. Dann miissen wir die vorbereitenden Widerspiegelungen
in Betracht ziehen.

Der Satz I11.B.2 ist im allgemeinen trivial, wenn es eine einzige innere Strecke
gibt, und sie durch 7 mit keiner zweiten Strecke verbunden ist. Zwei durch yp
verbundene Strecken liegen dann entweder beide in RN S oder RNT. Folglich wenn
(a1, B1,71,01) ein Zyklus ist, und

Yr(ar,m) =Yr(B1,61) =1
gilt, dann liegen alle vier Elemente entweder in RN S oder in RN T. Die Bedingung
fiir ¥ ist infolgedessen eine Folge derselben Bedingung fiir 4g und .

Wir nehmen jetzt an, daf} jede innere Strecke durch g und durch g, mit anderen
Strecken verbunden ist. Es seien o und 8 zwei miteinander verbundene innere
Strecken, so gewéhlt, dafi die Anzahl der Strecken im Intervall (a, 8) so klein wie
moglich ist. Das Intervall (o, 8) ist natiirlich so gewéhlt, dal es aus Strecken in
@ besteht. Es sei §g(o, 8) = 1. Wenn v im Intervall (o, 8) liegt, kann v durch 74
mit keiner zweiten Strecke verbunden sein. Sonst wére es mit « oder S verbunden,
was unserer Wahl von « und 8 widersprechen wiirde. Wegen der Moglichkeit der
Abédnderungen A.2, konnen wir folglich annehmen, dafi das Intervall (a, ) leer
ist. Dann sind a und g benachbart, und die Abénderung A.3 ist moglich. Da
wir voraussetzten, wir hitten jede mogliche Abédnderung vorgenommen, um die
Induktionsannahme anzuwenden, folgern wir, daf§ keine innere Strecke mit einer
zweiten inneren Strecke verbunden ist.

Es seien ayq, ..., oy die &uleren Strecken in S, die durch §g mit einer inneren
Strecke verbunden sind. Wir zdhlen sie in zyklischer Reihenfolge auf. Es sei @,
diejenigen Strecken aus @, die mit «; verbunden sind. Die Menge @ ist die Vereini-
gung der Mengen @;, 1 < i < s. Weil wir sonst eine allgemeine Abanderung der Art
B.1 vornehmen koénnten, kénnen wir annehmen, dafl wenn @; N Q;» nicht leer ist,
dann ¢ = ¢ 4+ 1 ist, und o; und o benachbart. Unter diesen Umstanden enthilt
Q; N Q; genau eine Strecke. Es kénnen hochstens zwei Strecken zu einem gegebenen
Q@; gehoren. In derselben Weise definieren wir 1,...,5; in T und Q;-, 1<j<t,
mit &hnlichen Eigenschaften. Dann ist o; dann und nur dann mit 3; verbunden,
wenn (; N Q) nicht leer ist.

Wegen der Moglichkeit der Abdnderungen B.2 kénnen wir annehmen, daf die
erste Strecke aus )1 den Strecken oy und (31 benachbart ist, und die letzte innere
Strecke, die in @, und @} liegen muf, den Strecken a; und ; benachbart. Aus der
Moglichkeit einer Abdnderung B.3 schlieen wir, daf alle dufleren Strecken aus S in
{a1,...,as} liegen, und alle &ueren Strecken aus T in {f1,..., S}

Wenn s =t = 1 priift man leicht nach, dafl ¥z zu yr dual ist, denn es gilt

Yr(o, f1) = Yr(aa, 1) = 1.
Aus Symmetriegriinden betrachten wir also nur zwei Félle: s > 1, ¢ = 1 und
s > 1, ¢t > 1. Im ersten Fall verbindet yr jedes nicht benachbarte Paar, und yr
verbindet kein nicht benachbartes Paar. Folglich sind sie zueinander dual. Das ist
auch so im zweiten Fall, wenn @) eine einzige Strecke enthélt. Wenn yg so einfach
ist, ist die Aussage I11.B.2 auch ohne weiteres klar.
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Wir betrachten also den zweiten Fall unter der zusédtzlichen Voraussetzung, dafl
es wenigstens zwei innere Strecken gibt. Wenn @; sowie @)} wenigstens zwei Strecken
enthalten, dann dient die erste dieser Strecken zu keinem Zweck, und kann, ohne dafl
yp oder yr beeinflufft wiren, ausgelassen werden. Wir kénnen folglich annehmen,
daB @1 ein einziges Element v enthélt. Wenn Q)5 die Menge Q1 enthalt, ist ai; durch
Yy von allen Strecken in R aufler sich selbst und seinen Nachbarn ag und 3; getrennt.
Es ist auch in S selbst von allen Strecken aufler sich selbst und seinen Nachbarn
getrennt. Ferner sind die Jp-Verbindungen, in denen oy vorkommt, tiberflissig, da
die Gleichung 7y (a1, 8) =1 die Gleichung 7y (a2, 8) = 1 zur Folge hat. Der breite
Weg

a1, v, 1,7, b1, f1
verbindet a3 und S;. Folglich gilt yr(a1,81) = 1. Es gibt keinen breiten Weg, der
mit a; beginnt und nicht mit «y selbst, as, oder 51 endet. Wir folgern erstens, dafl
die Dualitat, insofern sie a; betrifft, giiltig ist, und zweitens, dafl wir a; autheben
konnen, ohne die trennenden Verbindungen oder die Werte von 35 und yr sonst
zu storen. Folglich kénnen wir die Induktionsannahme anwenden, um die Aussage
II1.B.3 zu erhalten.

Um die Aussage I11.B.2 in diesem Fall zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dafl wir
nur Zyklen, in denen a; vorkommt, behandeln miissen, denn die anderen werden
von der Induktionsannahme gedeckt. Das sonst nach der Aushebung vielleicht
genierende benachbarte Paar {as, 1} ist sowieso verbunden. Es sei @1 = {v}. Weil
yR(Oél,B) = ?5(776) fir 6 ERNS iSta und ?R(Oélaﬁ) - yT(PYaﬂ) fir 6 € RN T7
folgt die Bedingung fiir ¥y, sofern sie a; betrifft, aus derselben Bedingung
fiir y¢ und Y.

Wir nehmen zuletzt an, dal Q1 N Q2 leer ist. Wenn @) die Menge Q) nicht
trivial durchschneidet, dann kann «; in allen trennenden yx-Verbindungen wieder
durch a ersetzt werden, und das schon verwendete Argument ergibt das erwiinschte
Ergebnis, und zwar die erwiinschten Ergebnisse, denn die Aussage I11.B.2 folgt
wieder aus dem hervorgehenden Argument. Der einzige Fall also, den wir noch
behandeln missen, ist derjenige, fiir den @Q; = @} ist, und ein einziges Element
enthélt. In diesem Fall ist Yr(ay,8) = 1 nur fiir 8 gleich a; oder §;, i =1, 2. Es ist
o nur mit sich selbst und 81 durch 7, verbunden und mit sich selbst, os, 81, und
B2 durch yg. Die Verbindung von ay mit 35 trennt es von jeder anderen Strecke.
Die Verbindung von a; mit 37 trennt dagegen keine Strecken. Hieraus schlieflen
wir nochmals, dafl die Dualitét, sofern «y darin vorkommt, gilt, und dafl wir a;
aufheben konnen, ohne die die anderen Strecken betreffende Lage zu dndern. Wir
wenden die Induktionsannahme auf die gedinderten Mengen an. Somit wird Satz
II1.B.3 schliefllich bewiesen. Um den Satz II1.B.2 zu beweisen, heben wir am besten
a1, B1, und die Strecke in @7 alle aus.

V.E. Beweis der Hilfssitze II1.B.4 und III.B.5. Obwohl diese zwei Sétze in
dhnlicher Weise bewiesen werden, ziehen wir es vor, zunéchst den Hilfssatz I11.B.4
zu beweisen, denn die dazu ndtigen Bezeichnungen sind einfacher. Es seien

U = (C—la ceey CQT+1))

V - (D_l’ ey D2S+1)7
die zwei in Betracht kommenden breiten Wege. Wir betrachten alle moglichen

Abénderungen, und zeigen, wenn die Aussage I11.B.4 nach der Abénderung gilt, gilt
sie auch vor der Abdnderung. Dann kénnen wir, genau wie bei den vorhergehenden



50 ROBERT P. LANGLANDS

Beweisen, die Aussage auf relativ einfache Félle zuriickfiihren. Wir bemerken sofort,
dafl bei den zweien vorliegenden Sétzen sowie bei dem Satz III.B.7, die Widerspie-
gelungen ohne weiteres vorgenommen werden kdnnen, da sie die breiten Wege nicht
beeinflussen.

Bei jeder Abdnderung ersetzen wir einige problematische Schleife oder Ende in U
und V', um breite von den neuen Mengen von Verbindungen zugelassene Wege U’
und V' zu bekommen. Wir verwenden die Induktionsannahme, um eine Reihe

W' = (E'1,...,Eb )

zu erhalten. In dieser Reihe ersetzen wir, wenn es notig ist, die problematischen
Schleifen und Enden, wobei allerdings, wenigstens wenn es um Abédnderungen der Art
A handelt, auch das letzte gespannte Paar gedndert werden kann, und bekommen
schliellich eine Reihe,
W = (Ezlv s vEé/t”+1)a

die oft schon die von dem Hilfssatz verlangte Reihe W ist. Unter gewissen Umstédnden
miissen dennoch weitere Ersetzungen vorgenommen werden, um W aus W abzulei-
ten.

Fir Abanderungen A.1 und A.2 kénnen wir die Zuléssigkeit dieses Verfahrens
fast sofort der Beschreibung der betreffenden Abédnderung ablesen. Der Fall (2)
des Satzes ist vielleicht etwas fraglich, wenn bei der Abdnderung es gerade =y ist,
die weggeworfen wird. Denn das letzte angespannte Paar, dessen Existenz im Satz
behauptet wird, enthélt v. Es sei 4" der Nachbar von « in @, und {+/, 8} das letzte
gespannte Paar in Ej, ;. Wenn § in T liegt, konnen wir einfach »’ durch v in
Ej,,, ersetzen, um FEo;qq zu erhalten. Wenn dagegen 8 in S liegt, und es sich
um die Abdnderung A.2 handelt, dann kann Fg(8,v) = 1 sein. Folglich ist diese
unmittelbare Ersetzung nicht zugelassen. Wenn 54(5,7) = 1, ist gg(7',7) = 0. Es
sind ferner die anderen Glieder 911 und ~4,, 41, oder im Ausnahmefall v_;, von
E3,,, nicht von v getrennt. Wir kénnen folglich das Paar {3,7'} durch {v,~'}
ersetzen. Diese Ersetzung zusammen mit den notigen Ersetzungen der anderen
Schleifen und Enden ergibt aber einen Weg, der zunéchst im Sand verlduft, denn er
endet am inneren Diameter, an dem Paar {v,7'}. Um {, 8’} zu erreichen, kénnen
wir aber dann eine weitere Schleife {7',~,8’,v} in T hinzufiigen, denn in T ist die
Strecke v mit keiner anderen verbunden, und folglich yr(/,8’) = 0.

Daf} das Verfahren auch auf die Abdnderungen A.3 verwendbar ist, 148t sich leicht
nachpriifen. Alle Schleifen und Enden in U und V, in denen 7; und -5 gespannt sind,
werden erst, mittels des wihrend der Einfiihrung dieser Verdnderung beschriebenen
Verfahrens, durch verkiirzte Schleifen und Enden ersetzt, die dieses Paar vermeiden,
und die neuen dabei erhaltenen Wege durch von yg/ und y7s zugelassene breite
Wege U’ und V' ersetzt. Das weiter zu verwendende Verfahren, das W' und W
ergibt, bietet kaum Schwierigkeiten.

Wir betrachten trotzdem den Fall (2) etwas néher, unter der Annahme, daf§ das
zusammengeklebte Intervall v am Ende des Durchmessers liegt. Sei, zum Beispiel,
{v2t/ 41,7941, 8,7} das letzte Glied der Reihe W’. Es ist gleichgiiltig, ob seine
Elemente S oder T gehoren. Liegen sie in 7T'. Es sei 7; der Nachbar von § in
{71,72}. Da 8 mit v durch g, nicht verbunden ist, ist es weder mit v; noch mit 7,
verbunden. Wegen der Bedingung und der Definition der Abénderung ist
weder 724741 noch 4, ; von 71 durch Fr getrennt, weil eine trennende Verbindung
notwendigerweise eine Verbindung mit v, wére, und diese Verbindung wiirde das
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jeweilige Element 72/ 1 oder 75, ; von 3 trennen. Der Ausnahmefall, dafi ¢ = —1,
wird dhnlich behandelt.

Wenn bei der Abéanderung B.1 entweder die Strecke 8 oder die Strecke 5" auBBerhalb
[v',7"] liegt, dann liegen sie beide auBerhalb (v',+”), und die Aussage I111.B.4 fiir
S und T ist eine unmittelbare Folge derselben Aussage fiir S’ und 7’, denn ein
breiter Weg, der mit {f, 8’} endet, kann in das Intervall (y/,~”) nicht eindringen.
Wenn dagegen eine dieser Strecken in (7/,~") liegt, dann liegt die andere, sowie «,
in [v/,7"]. Die Strecke 8 liege in (7/,+”). Dann ist r = —1 und C_; ist entartet,
eine direkte Verbindung in ys von a mit 8. Wenn /' auch im offenen Intervall
(+',+") enthalten ist, ist s = 1 und D_; entartet. Die Aussage folgt also sofort, wie
auch im Fall, daf8 o in (v/,~") liegt. Wenn {o, 8’} in {7/,~”} enthalten ist, dann ist
entweder « = 3, ein trivialer Fall, oder « # ’. In beiden Fillen ist ys(a, 8') = 1,
so dafl es eine unmittelbare Verbindung von o mit 8’ gibt, obwohl der Weg V' selbst
kompliziert sein konnte. Wegen der Existenz dieser direkten Verbindung ist die
Aussage klar.

Bei der Abdnderung B.2 ist ein Intervall (e,n) ausgezeichnet. Es ist das Intervall,
in dem alle Abstdnde gemessen werden. Es liegt entweder jede der Strecken «, S,
und 8’ im Intervall [¢, n], oder eine liegt auBerhalb dieses Intervalls und dann liegen
alle im Komplement von (¢, 7). Im zweiten Fall ist die Aussage II1.B.4 eine Folge
derselben Aussage fiir die abgednderten Mengen. Es seien also alle drei Strecken in
[e,n]. Dann kann W mit der Hand konstruiert werden, ohne auf die Beschaffenheit
von U und V genauer zu achten.

Es sei zum Beispiel a € [¢,7/]. Wenn 8 und S’ auch in [¢,~'] liegen, dann ist
{a, B, 8’} zuldssig im schwachen Sinn. Wenn 8 und ' in [n,~"] liegen, ist

W = {71 A7 7" " 8,8}
ein moglicher Weg. Wenn schliefilich 8 und 3’ Nachbarn von ~ sind, ist

W - E*l = {O[,ﬂ,’)’}
die erwiinschte Reihe.
Unter den Umstédnden, die eine Abéinderung der Art B.3 gestatten, lauft alles
innerhalb drei verschiedener Mengen ab:

(1) des Intervalls [y{,v1] in S, das +4 nicht enthélt, und des entsprechenden
Intervalls [y{,v1] in T
(2) des Intervalls [v5,72] in S, das ~{ nicht enthéalt, und des entsprechenden
Intervalls [v4, 2] in T
(3) der zwei iibriggebliebenen Intervalle [v{,~5] und [7{,74] und des Paares
{’71772}'
Die zwei ersten Fille werden wie vorher behandelt, die Aussage wird auf die entspre-
chende Aussage fiir S” und T” zuriickgefiihrt.

Beim letzten Fall kénnen die Wege U und V entweder direkt sein, oder das
gespannte Paar {v1,v2} enthalten. Wenn der Weg auf diese Weise durch {v1,72}
vermittelt ist, ist weder 41 noch 2 durch 5g (jeweils ) von 3 (jeweils §) getrennt.
Es ist folglich leicht, W aufzubilden, wenn U und V entweder beide direkt oder
beide vermittelt sind. Seien dagegen, zum Beispiel, U direkt und V' vermittelt. Es
sind dann die drei Strecken «, 8, und 3’ entweder alle in [y{,~5] oder alle in [v{, 4]
enthalten. Wir nehmen an, daf} sie alle in dem ersten dieser Intervalle enthalten
sind. Wenn yg(a, 8') = 1 wire, oder wenn 3s(8,71) = 1 und ys(8,v2) = 1 wéren,
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wire eine der folgenden breiten Wege méoglich:

W ={a,8,8'};
oder
W = {a, 71,72}, {8, B/, 71,72}

Wenn ys(a, ') = 0 ist, ist o von B’ durch 7g getrennt. Diese Verbindung kann
jedoch 3" weder von ~; noch von ~y, trennen, und kann ferner o nicht von 3 trennen.
Da 8 und 3’ benachbart sind, liegt folglich 3 zwischen o und /', und diese trennende
Y- Verbindung verbindet 5 zu einer zweiten Strecke jenseits cv. Sie trennt deshalb «
von 7y und s, was auch unmoglich ist. Somit ist bewiesen, dafl bei dem Beweis des
Satzes 111.B.4 die Abédnderung B.3 erlaubt ist.

Bei dem weiteren Beweis verfahren wir wie im Abschnitt V.D. Wir erledigen zuerst
einige triviale Falle. Damit unsere Bezeichnungen eindeutig bleiben, umnennen wir
die Strecke a des Satzes auf e.

Wir nehmen zunéchst an, dal @ aus einem einzigen Element v besteht. Es seien
~" und 7" seine Nachbarn in S, und ¢’ und §” seine Nachbarn in 7. Wenn U und V'
direkte Verbindungen sind, 148t sich W ohne weiteres konstruieren. Es sind sonst nur
zwei Félle, die problematisch sein kdnnten. Wir beschreiben zwei typische Beispiele.

Erstens ist es moglich, dal « und 8 unmittelbar durch g verbunden sind, und
B’ € S mit a durch einen breiten Weg V verbunden ist. Als gespanntes Paar in
diesem Weg konnte {7,4’} vorkommen. Wenn S’ nicht durch ¢ von « getrennt ist,
ist

W= {a, 8,8}
ein moglicher Weg. Wenn aber 3’ und a getrennt sind, dann ist 5’ auch von v
getrennt. Das ist ein Widerspruch.

Es ist auch moglich, dal & mit 8 € T durch einen Weg, in dem {~, '} gespannt
ist, verbunden ist, und mit 8’ € T durch einen Weg verbunden ist, in dem {v, 5"}
gespannt ist. Wenn [ nicht von §” getrennt ist, oder 5’ nicht von §’, ist entweder

W ={a,7.7"}{7.7" 70"}, {r,8".8,8'}
oder
W= {av s 7I}7 {’77 7/7 s 51}7 {’77 (ya B, B/}
ein moglicher Weg. Im allgemein ist jedoch 4/ nicht durch g von 4" getrennt, wenn
Us(a,v') = 1 und ys(a,v”) = 1, so dafl wir das Paar {v,7'} und {v,7”} mittels
der Schleife {v,7’,7v,~"”} auf jeden Fall verbinden kénnen.

Wir fiihren jetzt die Bezeichnungen, die wir vorher verwendet haben, ein, und
nehmen an, dafl es wenigstens zwei innere Strecken gibt. Die ganzen Zahlen s und ¢
werden auch wie vorher definiert. Der Fall s = ¢ = 1 kommt bei den Satzen I11.B.4
und I11.B.5 nicht in Betracht. Auf jeden Fall ist er ganz trivial. Der Fall s =1, ¢ > 1
rdumen wir zunéchst ab, obwohl wir nachher den Fall s > 1, ¢ > 1 in derselben
Weise behandeln werden.

Am einfachsten beschreiben wir die moglichen Tripel {a, 8, 3'}. Es sei zuerst
B =p;und B’ = By, i’ = j+1, in T. Die Strecke & muBl dann in S liegen. Es
ist ferner der Durchschnitt Q; N Q;, leer, weil es angenommen worden ist, dafl
Jr(B,8") = 0. Es seien 4/ und +" die aneinander liegenden Strecken aus @ und
Q. Als Weg W wihlen wir

{a,v" 4"}, 44", 8,8}
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Wenn 3 € S liegt und 8’ € T, und sie benachbart sind, dann ist notwendigerweise
unter den jetzt obwaltenden Umsténden Gz(8,5") = 1, so daf dieser Fall nicht
auftritt, und nicht nur fiir s = 1, sondern fiir beliebige s und t.

Esseienalso s > 1,¢t>1,und =4, in S, ' = Bj, j' = j+1, in T. Wir fithren
~" und +" wie vorher ein, und zwar, so dal v/, v/, a1,...,a, zyklisch ist. Es sei
7' der letzte Index, fiir den 7/ € @y, und " der erste, fiir den v € Q;. Dann ist
a = q, fur ¢/ < i < 14", aber sonst beliebig. Da " — i’ < 1, ist die Auswahl nicht
gerade ergiebig. Auf jeden Fall kbnnen wir W wie vorher konstruieren.

Somit wird der Hilfssatz II1.B.4 bewiesen. Es ist klar, dafl der Hilfssatz II1.B.5
in genau derselben Weise bewiesen werden kann. Folglich beschreiben wir seinen
Beweis nicht, und wenden uns dem Beweis des Hilfssatzes II1.B.7 zu.

V.F. Beweis des Hilfssatzes II1.B.7. Dieser Hilfssatz wird natiirlich auch mittels
eines Induktionsverfahren bewiesen. Bei dem zweiten Teil ist 8 € S und 8’ € T;
um jedes Miflverstdndnis zu vermeiden, sei dann e ihr gemeinsamer Nachbar in Q.
Dann ist das letzte gespannte Paar in der Schleife Eo;yq das Paar {e, 8}, und das
Symbol «y bleibt frei. Als erster Schritt mufl jede Abénderung nochmals betrachtet
werden, aber hinsichtlich der neuen Aussage. Da wir ferner bei den Abénderungen
die Moglichkeit einer Vertauschung von S und T benutzt haben, um die Anzahl der
Fiélle in Schranken zu halten, miissen wir uns jetzt die nichtsymmetrischen Falle
genauer ansehen. Es geniigt, in den Voraussetzungen die Moglichkeit, dafl 5’ € S
und S € T, auch zuzulassen.

Im allgemeinen bleibt der Wert von 3(3,5’) bei Abédnderungen der Art A
unangetastet. Es mufl nachgepriift werden, ob die neue Kette W', die entsteht, wenn
alle problematischen Enden und Schleifen ersetzt werden, so endet, dafl der Satz
IT1.B.7 auf sie angewendet werden kann. Nur die zweite Halfte des Satzes ist in dieser
Hinsicht fraglich. Bei der zweiten Halfte ist es wohl méglich, dafl die Konstruktionen,
die beim Ubergang zu W’ eingefiihrt worden sind, auch auf die letzte Schleife oder
das letzte Ende E5;y; vorgenommen werden miissen.

Wir betrachten zunéchst die Abdnderungen A.1 und A.2. Wenn + ungleich € ist,
ist auch der zweite Teil klar. Wenn dagegen v = € ist, dann konnen wir annehmen,
{7',¢'} sei das Paar {8, 8'}. Dann ist die letzte Schleife in W gewifl problematisch.
Sie wird jedoch, nach dem allgemeinen Verfahren durch eine Schleife, in der {v/,v"}
oder {0’,0"”} gespannt ist, ersetzt. Folglich ist

yR(ﬁa ﬁl) = le(ﬁa ﬁ/) = 0.
Eine Abédnderung der Art A.3 bietet iiberhaupt kein Problem, denn, wenn es sich
um den zweiten Teil des Satzes héndelt, ist € = v und, wenn zum Beispiel § € S ist,
ist ¥g/ (8,7v) = 0, dann und nur dann, wenn

yS(Bafyl) 255(6772) =0

ist. Dagegen koénnen wir nur behaupten, dafi die Gleichung g, (a,y) = 0 die
Gleichungen Gy (o, 1) = 0 und Fp(a, v2) = 0 zur Folge hat. Dies aber reicht.

Bei einer Abdnderung der Art B.1 spielt sich wie beim Beweis des Satzes I11.B.4
alles entweder im Intervall [y/,4”] oder im Komplement des Intervalls (v',~") ab.
Die Aussage II1.B.7 fiir S und 7T ist im ersten Fall trivial und im zweiten eine Folge
der Aussage fir S" und 7".

Bei einer Abanderung der Art B.2 sind es das Intervall [e, ] und das Komplement
des Intervalls (e,7n), in denen sich alles abspielt. Wenn sich alles innerhalb des
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Intervalls [e, 7] abspielt und 8 und ' beide zu S oder zu T gehoren, dann ist
yr(B,B") gleich 54(8, 8'), jeweils T (8, 6). In diesem Fall ist folglich Tr(8,8) =0
laut Voraussetzung, denn W ist zuldssig. Wenn 8 € S liegt und 8’ € T, dann ist
nach Voraussetzung §(8,3’) = 0, denn jeder Weg von S nach ' wiirde iiber
fithren, und entweder ist Fg(7, 8) = 0 oder Fp (v, ) = 0, weil sonst wire § = € und
B = 7, was keinen Platz fiir « iibrig 148t, wenigstens wenn vorausgesetzt wird, dafl
(e,m) nicht leer ist. Wenn sich alles aufierhalb (e, n) abspielt, kénnen wir die Aussage
fiir R’ unmittelbar anwenden.

Eine Abdnderung der Art B.3 behandeln wir wie beim Beweis des Satzes I11.B.4.
Drei Falle werden unterschieden. Die zwei ersten Falle werden wie die Abanderung
B.2 behandelt; die Aussage ist sowieso eine unmittelbare Folge der Aussage fur R'.
Beim dritten Fall ist {5, 8} entweder gleich {v],~4} oder gleich {7{,~4}, oder kein
Weg W kann eine Schleife, in der {71,772} gespannt ist, enthalten. Im zweiten Fall
ist W entartet,

W = {Oé, Ba 6/}7

und die Aussage eine Folge der Zuldssigkeit dieses Endes. Wenn W nicht entartet
ist, muB {~v1,v2, 8, 8’} eine zugelassene Schleife sein, und das ist nur méglich, wenn
y5(8,8") =0, jeweils 5 (8, ') = 0, ist. Es muf} dariiber hinaus « in S liegen, wenn
{B,8'} in T enthalten ist, und umgekehrt. Hieraus folgt leicht, daf} es keinen Weg
gibt, der von 8 nach ' fithrt. Wenn I; und I die zwei Intervalle sind, in denen der
Punkt zwischen v; und 72 den Durchmesser aufteilt, dann wiirde er eine zuléssige
Verbindung enthalten, die zwei Strecken, eine in I; und eine in I, verbindet. Eine
Verbindung dieser Art existiert aber nicht. Folglich ist 75(8,5") = 0.

Wir nehmen jetzt an, dafl alle moglichen Abdnderungen vorgenommen worden
sind, und betrachten zuerst den Fall, dal Q) aus einem einzigen Element ~ besteht.
Es kann §g(8, 8') = 1 sein, nur wenn jede der Strecken 8 und ' durch §g oder g
mit v verbunden ist. Wenn es so ist, kann der Weg des Satzes unmoglich existieren.

Dasselbe Argument kann allgemein angewendet werden, um die zweite Hélfte der
Aussage zu beweisen. Auch die erste Halfte, denn wenn alle méglichen Abdnderungen,
sowie alle moglichen Widerspiegelungen schon vorgenommen worden sind, kann
Yr(B,B") =1 sein, nur wenn gy¢(8, ') jeweils F (5, 8') schon gleich 1 ist.
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