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ACIKLAMA

Belki bildiginiz gibi bir deney olmak {izere buraya gelerek Tiirkce konusup ders vermek is-
tedim. Davetiniz i¢in ¢ok tesekkiir ederim. Tecriibeme gére bir kimse bir dil 6grenmek isterse,
matematik hakkinda konusmasi en etkili bir usuldur. Yani konusacagini iyi hazirlayarak
ders verirken hi¢ durmadan konusabilir. Hi¢ kimse soziinii kesemez.

Dinleyicilere ya sabir cekmek lazim gelebilir. Bu derslerde olacagini bilmem. Her halde,
ilk derslerde, soru hemen soracaginiz yerde dersin sonunu bekleyerek benimle o zaman
konugmaniz daha iyi olur.

Otuz yil evvel bu iilkede bir yil gecirdim, ama o zaman dili az 6grendim. Bir iki yildan
beri dille ugragiyorum ama konugma firsatim az oldu. Amerika’nin sesini dinleyebiliyordum.
Fakat konugma tecriibem yok!

Tiirkge gergekten 6greneyim diye iilkenize donmeye karar verip, Cihan Saglhioglu'na yaz-
digimda, tasrada konusmami 6nerdim, fakat o Istanbul veya Ankara’da olsun dedi. Oyle
ise, siz Kars’da baglasaydim, daha iyi olurdu diye diigliniirseniz, sugu Cihan’a atabilirsiniz.

Sonra anlatacaklarimin ¢ogu matematik olacak, ama bagta farkh seyler nakledecegim.
Soylemimin kotii oldugundan veya yazdig 1m ibarelerde her tiirlii hata bulundugundan,
soyleyecegimi belki anlamiyacaksiniz. Onceden her seyi yazdigimdan, uygun ise, konus-
urken size metni gosterebilirim. Ne var ki, baglamamizdan evvel ciddi bir uyarma lazimdir.
Soylemek isteyecegim kadar Tiirkge hakimiyetim yok! Dolayisiyla beni dinlemek zor olacak.

Malzemenin basit oldugunu vurguluyorum. Dolayisiyla tecriibeli olmayan 6grencilere
uygun. Kimse anlamazsa, benim kusurum olur.

Yazarken sozliigii kullandim, hatta matematikte tanimlanmig kavramlar i¢cin. Matematik
kelime hazinesinin devaml degistig ini saniyorum. Yanlis kelime kullanirsam, onu hemen
diizeltmeniz daha iyi olur.

Robert Langlands tarafindan verilmis konferans dizisi, birinci kisim. Haziran, 2003, Yildiz Universitesi.
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Tekrarlayayim, baglica amacim Tiirkce 6grenmek oldu, ama dersleri hazirlayarak icerige,
ozellikle eski Yunan matematigine, hayran kaldim. Tabii, hazirlanmaya baglarken bir ¢ok
merak ettigim vardi, ama Oklid’in Ogeler’inde bulundugunu kesfederken, o zamandaki
diigiiniirlerin bilimde ve felsefede meydana getirdigi katkilar1 yavas yavas takdir etmeye
bagliyorum. Yeni anlayisimi, az bile olsa, size aktarma umudundayim. Siz evvelce matematik
ustalarin yazilarimi okumaya diigkiin olmadinizsa bile, belki beni dinledikten sonra onlari
okumak isteyeceksiniz.

Ben ise Oklid’in, Dekart’mn veya Gauss’in yazilara dalarak matematikci olmak icin fazla
olgunlagtim. Yazik ki, daha gencken, bunu ¢ok az yaptim.

Her ders igin, iki saat 6ngoriilmiis. Benim o kadar konugabilecegim belli degil. Sizin beni
o kadar dinleyebileceginiz de belli degil. Bu iki saat ikiye boliinmesini 6neririm. Elli beg
dakika konusacagim, ondan sonra duracagim. Bir az dinlenerek, elli bes dakika daha devam
edip etmiyecegimize karar verecegiz.

ONSOZ

Oklid’in yazdigi geometrinin Ogeler’i kitap veya ciiz denilen on {i¢ kissmdan ibarettir.
Icerigi basit degil. Tabii basit, kolay ispatlanan teoremler var. Oklid gibi biz teorem
degil 6nerme deriz. Ama ayn1 zamanda Ogeler'de 6nermeler kadar mantiki yap: 6nemlidir.
onermelerin bilimsel diizeyi de cok yiiksek. Ozellikle son ciizlerdeki ispatladigi iddialarda
eski Yunanlilarin matematik ustaligi yansiyor.

Farkli sebeplerden, farkli amaclarla Ogeler okunabilir. Evvela, bugiinlere kadar siiren ve
cagdas fizikle matematikte onemli olan kavramlarin baglangiginin temelleri birinci clizde
atilmigtir. On dokuzuncu ylizyilin bagindan beri geometrinin merkezinde bulunan egrilik
kavrami bu clizdeki basit goriinen 6nermeler arasinda saklaniyor. Yani ciiziin otuz ikinci
onermesinde iiggendeki ii¢ dahili aginin toplaminin 7’ye esit oldugunu iddia edilir. Bugiinkii
kavram kullanilirsa, bu 6zellik Oklid’in geometrisinin diiz, egriliginin sifir oldugunu ifade
eder.

Iki binden fazla yildan sonra, yirminci yiizyilinda Einstein’in genel izafiyet teorisinin
onerilmesi ve kanitlanmasiyla, herkes yasadigiz uzayin egri oldugunu anlayabilirim. Einstein
fizigin Oziline niifuz etmesi yani sira bizi azimi ile sebatina da hayran birakir. “Egdeger-
lik ilkesi™ni kesfedince, durmamis, 6nceden bilinen matematik kavramlarini arayip, onlar:
gelistirmis, temel fiziksel kavramlarina uygulayacag: bir diizeye getirmisti.

Einstein’in bagarisina imkan veren ilerlemelerin kokleri Fransiz devriminden onceki
yillarda, yani ge¢ Avrupa Aydinlanmasinda bulunur, ama 18. yiizyilin sonu ile 19. yiizyilin
baglarinda Gauss’in meydana getirdigi iki fikir sayesinde Einstein uygun kavramlar: el
altinda bulmustur. Bu iki fikir belki ayni fikirin iki tarafidir. Yani bir yandan, ayni dénemde
yagsayan fen adamlariyla filozoflara kargi Gauss bulundugumuz uzayin diiz olmadigini
tasavvur edebilmis, 6te yandan, yerden yere degisen egrilikten bahsetmek icin gerekli
yontemleri ortaya koymustur.

Gauss ile Einstein arasinda ¢ok c¢arpici bagka bir Alman matematikgi ve fen adama,
Bernhard Riemann, cesitli matematik alanlarina nemli katkilar yapt1. Ozellikle, o Gauss’in
iki fikrini Einstein’in kullanabilecegi sekilde gelistirdi. Bu ii¢ bilim adamini, onlarin kisiligini,
fikirlerini daha iyi tanima, daha iyi anlama biiyiik zihni keyiftir. Ayn1 zamanda, ii¢iiniin
yagadiklar1 donem Almanya’nin parlak bilim dénemiyle rastlagmic stir. Gauss ge¢ Aydin-
lanma doneminde dogdu ama Napoléon’ii ve Napoléon sonradaki yeni kurulmug Alman
devletlerini gérdu. Riemann, Almanya’da, Napoléon savaglari sonradaki “Biedermeier”
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denilen dénemin zihni ve ahlaki topraginda yetigmistir. Bismarck doneminden evvel Olerek,
Almanya’nin sanayisini gelistirip zenginlegerek biiyiik devlet oldugunu gérmedi.

Diger taraftan, Einstein, cok acidan isyankar olmasina ragmen, bu dénemin bir ¢ocugu
idi ve niteliklerinden birgogu ortami tarafindan belirlendi. O Alman Imparatorlugunun
Birinci ile Ikinci Diinya Savagindaki inigi ile yikimini ve sonralari Alman entellektuel saninin
sonmesini gordii. Bu dénemin de, bu saninin da simdi bitmis olmasina ragmen, matema-
tiklerinin anisi, katkilar: durur. Gegmisi merak edersek, biz, bu ii¢ diigiiniirlerin bilimsel
eserlerini okuyunca, donemin ustaligina hayran kalarak, cok ¢abalamaksizin ustalarinin
yagadiklar1 cevrede, yasadiklar: iilkede, kisilikleriyle tanmgabiliriz.

Ama Gauss’tan Einstein’e kadar akan biiyiik nehirin kaynagina karigan iki irmak var.
Oklit ve genellikle, Gauss’a kadar her matematikci ve her filozof icin, uzayda, bilhassa
diizlemde, her yer aynidir. Buradaki yer ile oradaki yer ayni ozelliklere sahiptir. Gauss
mesaha memuru olarak birkac¢ ay mesaha ederek Braunschweig’ta yolculuk yapti. Belki
bunun dolayisiyla arzdaki yerlerin hep ayni olmadiu gimi takdir etti. Daglar ovalara veya
derelere benzemiyorlar.

O zaman da, bugiin de bunu ifade etmek i¢in, koordinatlar lazimdir, yani geometrinin
cebirle ifade edilmesi lazim. Cebir gergevesinde yapilan geometriye “kartezyen” geometri
denilir. Tabii kartezyen geometrinin gelisimi Dekart tarafindan pek ¢ok etkilenmistir,
ama herkesin inandiginin tersine Dekart kendisi bizim anlamimizda koordinat kullanmadi.
Bununla beraber, usta bir matematikgi olarak, Dekart inlii eseri, “Discours de la méthode™a,
bir ilave olarak, “La géométrie” baglikli metinde, cebir kullanilmazsa ¢ok zor olan hendesi
onermelerin cebir ile nasil ¢oziilecegini gosterdi. Bu metni, hi¢ olmazsa bag kismini, anlatmak
oldukga kolay. Anlatinca, Dekart’in matematik yetenegini degerlendirebilecegiz.

Ama Dekart matematik¢iden daha ¢ok filozof ve fen adami olarak énemli idi. Onu taniyip
anlamak istersek, yalniz matematige kattig: fikirleri degil, felsefeyle fene ne kattigini da
bilmeliyiz. Hepsiden ziyade, 16. ylizy1l ile 17. yiizyilin bagi boyunca siiren Avrupadaki dinsel
savaglar ile, 17. ylizyilin ikinci yarisindan ve 18. yiizyilin sonuna kadar siiren Aydinlanma
doneminin arasindaki orta yerde alan gecis simasidir. Yazdigi pek ¢ok mektuplari okuyunca,
oncelleri veya kendi kusagi ile ilgilerini anlayabiliriz, belki o bilimsel devrenin dokusu ile
yapisina, girebilir iz. Ozellikle, Eflatun gibi Dekart matematik kabiliyetli ve matematikte
etkili olan bir filozof idi. Biz bugiin bunun gibi bir etkinin miimkiin olabilecegine inanmiyoruz.
Bu iki simanin etkisinin nasil meydana geldigini anlamaya ugrasabiliriz, Tam anlamaya
asla ermiyecegiz, ama tegebbiis edince, zanaatimizin etrafindaki zihni veya entellektuel
derinligini daha iyi degerlendirebiliriz.

Resmedecegimiz ii¢ donem olacak: eski Yunanli dénem; burada Yenicag denilen déneme
denk diisen ge¢ Ronesansle erken Aydinlanma dénemleri arasindaki yillar; ve Fransiz dev-
riminden sonraki, simdiye kadar siiren ¢ag. Bu dizi i¢in, ikinci dénemin en énemli simasi
Dekart olacak. Tabii, ii¢iincu donemde ii¢ 6nemli sima olacak, yani, Gauss, Riemann ve Eins-
tein. Bu {i¢ kisiyi filozof sayarsak, konumuz olan ii¢ dénemden matematik yoniinden ikisinin
felsefe tarafindan c¢ok etkilenmis oldugunu diislinebiliriz. Ben, Gauss'in ile Riemann’in bazi
yazilarinin diigiince tarihinde en 6nemli olaylar arasinda oldugunu inancindayim. Einstein’in
filozof olduguna herkes elbette inaniyor.

Ikinci doneme ait dizimde konusulacak en 6nemli yaz1 Dekart’in iinlii metni La géométrie
olacak. Uciincii déneme ait en 6nemli incelenecek makaleleri de hemen verebilirim:

e Carl-Friedrich Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas.
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Ama ilaveten mektuplariyla kendisi i¢in yazdigi notlari, yani Gauss’in zamaninda belki
pusulalar denilen yazilar, incelememiz gerekecek, ozellikle hiperbolik geometri iizerine
fikirlerini anlatmak istersek.

e Bernhard Riemann, Ueber die Hypothesen, welche die Geometrie zu Grunde liegen,
° , Commentatio mathematica, qua respondere tentatur questioni
ab III™* propositae.

Einstein’in ilk makalelerinden daha kolay okunan ve fizik¢i olmayanlar i¢in Einstein kendisi
tarafindan yazilan iki risale bana ¢ok faydali oldu.

e Uber die spezielle und die allgemeine Relativitéitstheorie.

e Grundziige der Relativitédtstheorie

Matematikte de, iistelik mantikta da usta oldugu halde, bildigim kadar Oklid filozof
degilmis. Eflatun’un adin heniiz andigimiz halde, Oklid’in déneminde matematikte felsefenin
etkisinin varolup varolmadigini, Hankel fonksiyonlar1 dolayisiyla babasinin adini tanidigimiz
34 yasinda genc¢ 6lmiis Hermann Hankel’in soézlerinden yine 6grenebiliriz.

Die Verbindung philosophischer und mathematischer Productivitat, wie wir sie
ausser in Platon wohl nur noch in Pythagoras, Descartes, Leibniz vorfinden,
hat der Mathematik immer die schonsten Friichte gebracht.

Bir yabanci dil konusan Tiirklerden belki yiizde doksani Almanca konustuklar: halde, bu
climleyi cevireyim.
Eflatin disinda, yalniz Pisagor, Dekart ve Leibniz’ta bulunan filozof ile
matematik verimliliginin birlestirilmesi matematige her zaman en giizel
mahsuller: verds.

Ne var ki, biz bu goriigii tam kabul etmeyiz, zira bize gore Gauss, ya da Riemann ile
Einstein da, filozoflar. Hankel, elbette Einstein’i tanimamig belki Riemanni da tanimamais
ama en azindan Gauss’in ismini kuskusuz tanimigti. Fakat Gauss hem o zaman hem bugiin
matematikgi, astronom, veya fizikci olmak {izere iinliiydu. Tabii felsefede bu bagka ii¢ alan
kadar, 6nemli degil, fakat gayri Oklidyen olmayan geometri hakkinda diigiinceleri sayesinde,
filozof olarak da onu tanimamiz lazim.

Ciimlede bagka kabul edemeyip anlamadigimiz iddialar bulunuyor. Mesela Pisagor’un
kim oldugu simdi tarihgiler ve filologlar arasinda tartigilan bir konudur. Bazilarina gore
tamamen dini bir sima olmustur, bagkalarina gore, matematige 6nemli katkilar yapmigti.
Bu iki ag1 iki kitapta ileri siiriilmiis. Birinciden iki baskisi, ilk olarak Almanca yazilmis,
ondan sonra Ingilizceye cevrilmis yayimlamigtir.

Kitabi yazan {inlii Alman tarih¢i, Walther Burkert’in iki baskisinin arasinda goriiglerini
degistirdiginden, iki kitabin da okunmasi lazim. Yakinda ¢cok okunan bir dergide onun
Pisagor’un soOylencesini, en azinda soylencenin bilimsel kismini, tamamen imha ettigini
okudum. Yani, bildiginiz gibi, Pisagor hakkinda her tiirlii hikaye var, Misir’a gitmis,
irrasyonel veya adini tasayan teoremi kesfedince kurban etmis. Bu hikéyelerin ardinda ne
gercekligin oldugunu bilinmez. Dergideki makalenin Burkert’in séylenceyi imha ettigini iddia
etmesine ragmen, makaleyi okudugumdan bir iki ay sonra ¢aligtigim Enstitii’deki bilim tarihi
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hakkinda bir konferans dinleyince, Pisagor’in geleneginin tamamen sdylence olmadigini
ogrendim. Bir Rus tarih¢i, Leyonid Simud, tarafindan {iniin eski haline getirildigini 6grendim.
Kitabr Rusga olarak yayimlamig ama Almanca terciimesi da var.

e Walter Burkert: (a) Weisheit und Wissenschaft, (b) Lore and Science in Ancient
Pythagoreanism.
o 1. 2Kmyn B pannem [ITudaropencme

Biz bu kisa dizide bu kitaplarda ne anlatildigini incelemeyecegiz, ama gelecek yilda onlar:
okuyup anlamamdan sonra, daha uzun bir dizide onlara gene gelecegiz.

Anlagilan, meslegimizin tarihini anlamak istersek, Pisagor’un kim oldugundan, etrafinda
ne kesgfedildiginden veya eski zamanda matematik ile felsefe arasinda ne baglar oldugundan
tam bihaber kalamayiz.

Fakat uzman olmayanlarin uzmanlarin tartigmanini yakindan izlemesi kolay degil. Pek
az mevcut belge var. Onlar1 okumak i¢in, eski Yunanca 6grenmek lazim. Istersem belki
sabirla gittikce okuyarak 6grenebilirim. Ogrenmemin miimkiin olmasina ragmen, 6grensem
bile, belgelerin icerdigi malumati—yani olgulari—degerlendiremem. Uzmanlarin yazilarini
okuyunca, temel bilgiye sahip olmadigimi anladim. Hankel’e gore Pisagor ile Eflatun eski
Yunanh dénemde matematikte cok etkiliymigler. Hatta matematige katkida bulunmuslar.
Bugiinkii uzmanlara inanirsak, Pisagor’un ne yaptigi o kadar belli degil. Ama yazilarini
okuyunca daha onemlisini hemen anliyoruz. Kendinin fikirlerini anlatarak, Eflatun 6nceller-
inin felsefesini yorumlayip anlatmis. Ozellikle zaman zaman Eflatun’un yazilarmda Pisagor
soz konusudur. Eflatun’un pesinden giderek, tilmizleri, yani 6grencileri veya tarafatari
kendinin fikirlerini Pisagor’a atfetmigler. Dolayisiyla sonradan ¢ok belgede rastlanan Pisagor
hakkinda hikayelerin tarihi temelleri yok. Edebi nedenle, daha kandirici olmak i¢in, kendi
diisiincelerini Pisagor’un agzinda koymuslardur.

Elbette, Pisagor’un kim oldugunu, ne yaptigini anlamak ¢ok zor olacakti, Eflatun’un
kim oldugunu, ne yazdigin1 anlamak ise daha kolay. Istersek her yazisiy1 yazilmis sekilde
veya cevrilmis gekilde okuyabiliriz. Tabii, bildiginiz gibi, o ¢ok yazdi. Gercekten, Eflatun’un
biitiin yazilarinin her acidan ¢ok faydali olmasina ragmen, matematikgiler hepsini okumak
elbette istemez. Ilkonce yiizeysel de olsa matematige ait metinleri ile fikirlerini biraz tanimak
lazim.

Eflatun yaklagik milattan 400 yil énce yasadigi ve Oklid yaklagik milattan 300 yil nce
yasadigi halde, Eflatun’un matematikte ne bilebildigini bilmek istersek, ilk asama olarak,
Oklid’in Ogeler’i inceleyebiliriz.

Eflatun ve Eflatuncularla ilgimiz yoksa bile, Ogeler, yalniz matematik acisindan olsa,
inandigimizdan daha zengindir. Macerali bir sefer olarak, bazi boliimlerini anlatacagim.
Anlatacagimdan sonra Eflatun’un yazilariyla veya Pisagor ile Pisagorcularla nasil iligkili
olduklarini soracaglzﬂ

'Ben bu dersleri hazirlayip verirken goriislerim daha capli olurdu. Kaynaklar: eski Yunan matematikte
bulunan ve bugiine kadar matematigin ana fikirleri kalan en az iki ilke var, bir tarafta, diizlemin ve uzamin
niteliklerini belirleyen egrilik, 6biir tarafta geometriyi cebirle ve 6zellikle irrasyonel sayilarla baglayan kavramlar
veya iligkiler. Bagladigimda bu ilkelerden yalniz birisinin yiizyillar boyunca gelismesini nakletmek istedim.
Fakat Ogeler’i inceleyip. Eflat’un matematigi nasil etkiledigini anlamaya ugrasirken, diger ilkenin eskiden
ve zamanimiz ne kadar énemli oldugunu gittikce takdir ederdim. Ben Ogeler’i okuyunca Oklid’in sundugu
anlatmalarimin ¢agdas matematik metin okulur gibi okulup ispatlarini tetkik edilmesi lazim oldugunun farkina
vardim. Bu yeni goriiglerimin metnimde ifade edilmesine heniiz tamamen kavugmadim.
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Ilkénce Ogeler’in birinci ciiziinde bulunan egrilik kavramina ait olan énermeleri incele-
yecegiz. onermeleri ile ispatlarini kismen hemen anlayacagiz ama bazinin manasini yalniz
sonradan Oklidyen olmayan geometrinin gelismesini inceleyip anlayinca takdir edebilecegiz.

Eflatun’un yazilar1 arasinda bulunan ©coutitog ile Tiuonog adli kitaplarin her ikisi 6nemli
ilgilendigimiz malzeme icerir. Theaetetus, Eflatun’dan bir az gen¢ olan bir matematikgi
imis. Ozellikle irrasyonel iizerine 6nemli kavramlar: ile teoremleri kesfetti. Thaetetus Theo-
dorus’un talebesi idi. Eflatun’un Theaetetus adli tartigsmasinda Sokrat Theaetetus ve
Theodorus’la tartigirken, o Theaetetus’un kare koklerin dizisini nasil kegfettigini anlattigini
nakleder. Theodorus kendisi ilk koklerin, v/2, v/3, /5, irrasyonel oldugunu ispatlamisti. Ama
Eflatun’un metnine gore ve herkesin kabul ettigi gibi, genel teorem Theaetetus tarafindan
kesfedilmis. Her kare olmayan tam sayimin kare kokii irrasyonel olur, mesela v/17.

Meger Theaetetus yalniz bu teorem degil, irrasyoneller hakkinda onuncu ciizde gelistirilen
genel teorinin icerdigi kavramlar: da kegfetmis.

Tabii Theaetetus ve Timaeus adli kitablarin konusu yalniz matematik degil. Heracleitus
(M. E. 500) ve Parmenides (yaklagik M. E. 420) gibi eski filozoflarin peginden giderek,
Eflatun da evrenin hem yapisini hem de olugmasini anlatmak istemisti. Ya da genel
olarak degigimi anlatmak istemigti. Mesela evrenin toprak, hava, ates ile sudan ibaret
oldugunu sanarak, havanin nasil atese degistigini veya topragin nasil sudan hasil oldugunu
anlatmaya ugrasiyordu. Muntazam ii¢ buutlu cisimlerin niteliklerini kullanarak, ¢ok giizel
bir teori gelistiriyordu. Oklid’in on ii¢iincii ciiziinde bu ii¢ buutlu cisimler insa edilip
nitelikleri incelenir. Bu inganin irrasyonel sayilarin teorisiyle siki bir ilgisi var. Ingaya ait
teori kismen Theaetus tarafindan gelistirilmisti. Oklid’in on {iciincii ciiziinde biitiin teori
meydana konulmus. Eflatun’un resmettigi evrenin ¢ok giizel olmasina ragmen, Eflatun’un
kosmologisinden, ii¢ buutlu cisimlere ait ve Oklid’in Ogeler'inda bulunan kavramlar ile
iddialar cagdas bilime daha yakindir. Yani, Ogeler’ eler’da bulunan teoriyi biz bugiin bile
faydayla inceleyebiliriz.

Her halde biz evvela Ogeler’in onuncu ile on {iciincii ciiziinde bulunan teoremleri sunacagiz.
Zaman kalirsa, ondan sonra Eflatun’un resmettigi evreni ziyaret edecegiz.

Kendi hayatimla baglayacagimi beklemezdiniz, ama Einstein’i Oklid’le baglayan ve zevk-
le hatirladigim anilarim var. Miisaadenizle, bu matematikte baglangiclarima ait anilarla
baglayayim. Ilkonce, iiniversiteye kaydoldugugum zamandaki durumumu resmedeyim. Tiirk-
¢em bu ige yetmedigi igin, sizin hi¢ bir sey anlamamaniz muhtemel. Uzun bir hikaye
nakletmemden sonra, Einstein ile Oklid’e gelecegiz.

Ikinci Diinya Savagindan hemen sonra, Kuzey Amerika’da, bilhassa Kanada’da, biiyiik
merkezlerin digindaki ortam kusgkusuz hepinizce bilinmez. Ailemin savagtan sonra tagindigi
yer koy degildi. Belki kasaba denilebilecek bir yerdi, ama yine de kasaba kadar biiyiik degildi.
En 6nemli 6zelligi olarak, kira bedeli ucuz olan ¢ok ev vardi. Avrupalilar, baslica Ingiltere,
Iskocya, veya Irlanda’dan gocenler, 19.yiizyilin sonunda ile 20. yiizyilin baginda o bélgeye
gelip, yerlestiklerinde, yiizyillarca orada yasamig olan yerliler ¢icek hastaligi salginlarinda
oldiiklerinden, ¢ok ucuz satin alinabilecek arsalar varmis. Kiyida oldugundan, merkezden
uzak olmadigindan, ¢ok hiinersizce ¢erden ¢opten yapilmig, ucuz kiralanacak tatil evleri
kasabada bulunurdu. Bu sebepten, az parali, ya da fakir aileler, yagh insanlar, boganmig
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veya bagka nedenden kocasiz ama ¢ocuklu olan kadinlar orada yasiyorlardi. Tabii oldukca
olagan goriinen aileler de vardi. Onlarin neden orada bulunduklarini, ya da, ¢zellikle, saf
¢ocuksu gozlerimde tamamen olagan goriinen kendi ailemin ne sebepten oraya geldigini
yalniz ¢cok sonradan, bir yetigkin olarak, sordum.

Oradaki orta okulda ile lise gibi okulda yedi yil gecirdim. Bagka 6grenciler beklenen
nitelikteydi, bazen oldukca iyi, bazen olduk¢a ahmak. Ben, onlarin ¢gogundan daha genctim,
onlardan ¢ok etkilenerek, buluga erdim, okulda hi¢ zihinsel cogskuya kapilmadim, hi¢ bir
sey o6grenmedim. Ogretmenlerin de her tiirliisii vardi. Bazi adamakilli yetersiz, baskalar
diiriist ve yeterli egetmenlerdi. Ama ben budalaca bir isyankarlikla, hi¢ kimseden bir gey
ogrenmek istemezdim. Sikiir ki, okuldaki son iki yilimda, gen¢ her 6grenci tarafindan
sevilen ve Ingilizce edebiyata hayran olan bir 6gretmen geldi. O, bana o zamana kadar
hi¢ bir sey 6grenmemis oldugumu agikca anlatti, ama iiniversiteye kaydolmazsam yazik
olur diye, beni sikigtirdi. Belki ergenligimin en zor yillar1 zaten bitmisti. Hemen heyecana
kapildim, sinavlar i¢in ¢aligtim, ¢ok basarili olup burs kazandim. Boylece, daha on yedi
yasinda degilken, yiiksek tasarilarla dolu olarak, iiniversiteye vardim.

Annem, hakkimdaki sikintilar1 ile endigeleri hafifleyerek, kuskusuz mutlu olmustu. Ama
o benim nelere ve ne kadar kapilmis oldugumu bilemezdi. Benim ise telafi edecegim yedi
yil vardi. Sabirsizdim, ¢apli bir sahnede rol alacagimin hayaline kapilmama ragmen, hig
tecriibem olmadigindan bir 6ngériilen meslegim, gercek tasarilarim hi¢ yoktu. Matematikte
yetenegim vardi ve, belki Einstein sayesinde, baz1 matematikciler ile fizik¢ilerin sadece iin
degil, ama entellektiiel, hatta ahlaki san kazandigini biliyordum. Her halde, iiniversiteye
vardig imdan kisa zaman sonra, yasadig imiz yerin yakininda bulunan niifusu belki yirmi
bin olan gercek bir kasabada, kitap¢inin, aslinda kirtasiyecinin, vitrininin 6éniinden gecerken,
parlak portakal rengi kabi olan kalin, “Albert Einstein: Philosopher-Scientist” adli bir kitaba
goziim takildi. Oldukca pahali idi, ama on yedinci dogum giiniim yaklagiyordu ve adetimiz
tizere hediye bekleyebiliyordum. Kitabi diledim. Annem ciddi, hic olmazsa zararsiz, seylere
ilgi gosterdigimden o kadar memnun idi ki kitabi satin alip, bana verdi.

Tabii, hi¢ bir sey anlamadim, ama kitapta Einstein’in yazdigi ve zihni olugmasini nakleden
makale bulunuyordu, hem Einstein’in Almanca metni hem de Ingilizce ¢evirisi. Einstein’in ne
yazdigina bakalim. Amerika onu benimsemesine, Einstein’in kendisi Almanya’y1 reddetme-
sine ragmen, o Wilhelm’in Imparatorlugunun bir iiriinii idi. Bence, hayatinin sonuna kadar
bu devirle memleketin davraniglarin1 kaybetmemis, hem yasam tarzini, hem de diigtinme
tarzini onlardan miras almigti. Meramini Almanca anlatmay1 yeglemisti. Bu nedenden,
kendi sozlerini vereyim.

“Im Alter von 12 Jahren erlebte ich ein zweites Wunder ganz verschiedener
Art: An einem Buchlein tber FEuklidische Geometrie der Ebene, das ich am
Anfang eines Schuljahres in die Hand bekam. Da waren Aussagen wie z. B. das
Sich-Schneiden der drei Hohen eines Dreieckes in einem Punkt, die—obwohl
an sich keineswegs evident—doch mit solcher Sicherheit bewiesen werden
konnten, dass ein Zweifel ausgeschlossen zu sein schien. Diese Klarheit
und Sicherheit machte einen unbeschreiblichen Eindruck auf mich. Dass die
Axiome unbewiesen hinzunehmen waren beunruhigte mich nicht. Ueberhaupt
gentigte es mir vollkommen, wenn ich Beweise auf solche Sdtze stiitzen
konnte, deren Giiltigkeit mir nicht zweifelhaft erschien. Ich erinnere mich
beispielsweise, dass mir der pythagordische Satz von einem Onkel mitgeteilt
wurde, bevor ich das heilige Geometrie-Buchlein in die Hand bekam. Nach
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harter Miihe gelang es mir, diesen Satz auf Grund der Aehnlichkeit von
Dreiecken zu “beweisen”; dabei erschien es mir “evident”, dass die Verhdltnisse
der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks durch einen der spitzen Winkel véllig
bestimmt sein miisse. Nur was nicht in dhnlicher Weise “evident” erschien,
schien mir tiiberhaupt eines Beweises zu bediirfen. Auch schienen mir die
Gegenstinde, von denen die Geometrie handelt, nicht von anderer Art zu
sein als die Gegenstinde der sinnlichen Wahrnehmung, “die man sehen und
greifen konnte.” Diese primitive Auffassung, welche wohl auch der bekannten
Kant’schen Fragestellung betreffend die Moglichkeit “synthetischer” Urteile
a priori zugrundeliegt, beruht natirlich darauf, dass diese Beziehung jener
geometrischen Begriffe zu Gegenstinden der Erfahrung (fester Stab, Strecke,
etc) unbewusst gegenwdrtig war.”

Yeniden, cevirisini verebilirim.

On ki yasinda ikinci ve tamamen farkly bir harika gordum; bir okul yilinin
basinda elime gegcen diizlem geometri tizerine kii¢tik kitaptan. Baz orada
bulunan iddialar, mesela ticgenin tc yiksekliginin bir noktada kesismesi, hig
astkar olmasina ragmen, o kadar kesinlikle ispatlanabilmis ki kusku kalmamasta.
Bu kesinlik, bu a¢iklik bende ifade edilemez bir intiba birakti. Aksiyomlarin
ispatsiz alimmast huzurumu kac¢irmadi. Bana stphesiz gorinen iddialara
dayanan ispatlar bulabilmekten tamamen memnun oldum. Mesela kutsel
kitabin elime ge¢mesinden evvel, Pisagor’un teoremini bana bir amcamin
anlattiginy hatirlyyorum. Birbirine benzer ticgenler kullanarak bu teoremi ¢ok
cabalayarak ispatlayabildim. Teoremi 6yle ispatlarken bana dik agily tiggenin
yanlariman oraminan bir dar aci tarafindan belirlendigi asikar gérinmisti.
Bence ispat, yalniz boyle belli olmayan seyler i¢in lazamdi. Bence geometriye
konu olan seylerle gorip dokundugunuz nesneler tamamen benzerdi. Bu ilkel
anlayrs onsel sentetik hikiim tzerine Kant n tinli sorunun temellerinden
biridir. Tabii anlayisiman kaynagr her geometrik kavramin—o:algi degnegi,
aralik filan—deneyli bir nesneye ait oldugunun bilingsiz farkinda olmustum.

Einstein’in otobiyografisinin hepsinin okunmasi ¢ok faydali olacagi halde, biz bu tek
bir bentten cok égrenebiliriz. Oklid’le baglayarak, biz Einstein’e kadar varmak istiyoruz.
Yani egrilik kavraminin Oklid’de nasil meydana cikip, ve iki bin ii¢ y1l sonra, Einstein’in
genel izafiyet teorisinde nasil kullanildigini anlamak istiyorum. Otobiyografisinda Einstein
egrilikten s6z etmez. Gercekten, Einstein’in andigi teorem Oklid’de bulunmaz. Saglamasini
biz sonra hatirlayacagiz, ama 6nce Abraham Pais’in giizel ve ¢ok yararl “Subtle is the Lord”’
baglikli Einstein’in biyografisinde bulunan bazi ayrintilar1 hatirlayayim.

FEinstein, ¢cok geng yastan beri, Jakob Einstein adli amcasinin tegviginden faydalanda.
Ozellikle, amcas1 on yasindaki cocuguya cozecegi matematik 6nermeler verdi. Bu yiizden
hatirladig1 geometri kitabini hediye olarak aldigi zamanda, yalniz on iki yaginda olmasina
ragmen Einstein oldukga tecriibeli kiiciik bir matematik¢iydi. Fakat abartmamaliyiz.

Pais’in kitabina gore, aldigi kitap, 1867 yilinda yayinlamig, iki Almanyali Heis ile Esch-
weiler tarafindan yazilan “Lehrbuch der Geometrie zum Gebrauch an héheren Lehran-
stalten” idi. Bu kitap hala baz kiitiiphanelerde bulunur. Gérdiim. cok giizel. Oklid’in
geometrisi hakkinda olmasina ragmen, baz kitapta bulunan teoremler Oklid’de bulunmaz.
Ya Oklid’dan sonra kesfedildiginden, ya bazen sadece Oklid tarafindan atlandig indan.
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Einstein’in dikkatini ¢eken teorem siiphesiz eski Yunanlilarca bilinmigti, ama bizim belki
sonra anlatacagimiz sebepten Oklid tarafindan toplanilmamis.

Baz1 temel teoremler amcadan daha 6grenmis olan Einstein kitapin icerdigi malzemeyi
anlayip degerlendirebiliyordu. Belli olmayan, beklemedik, zorla ispatlayacak teoremlere
biiyiilendi. Einstein otobiyografisinda kendisini carpan bir teorem anlatir. Ucgene ait
oldugundan, onu anlatacagimizdan evvel biz bazi iiggene ait tanimlamalar ve kavramlar
hatirlamaliyacagiz.

Ayni zamanda, Oklid’in Ogeler'min yapisini ve Oklid’e 6nemli goriinen kavramlar: ince-
lebiliriz. Ogeler’r yazdigi zaman Oklid’in on iki yaginda oldugunu sanamiyoruz. Teoremin
giizelligi veya carpiciligi Oklid icin en 6nemli niteligi muhtemel olmamis. Bilakis, geometrinin
temel ilkelerini korup saglamak istedi. Hic olmazsa, bana soyle goriiniir.

Birinci ciizde, kara cahil ¢ocugun bile goziine carpan geometrik cizimler var. Mesela tam
bagta, begendigim her 6grenciye taninmis ¢izimler bulunur. Dokuzuncu 6nermede bir aginin
iki egit aciya nasil boliinmesini anlatilmig (Sekil I). Onuncu 6nermede, bir dogru ¢izginin
ikiye boliintir (Sekil IT). On ikinci 6nermede, bir noktadan bu noktay1 icermeyen bir dogru
cizgiye bu ¢izgile dik ag1 yapan bagka ¢izgi ¢izilmig (Sekil III). Acaba, bu teoremler, her ne
kadar giizel olmalarina ragmen, Einstein’in 6lgiitiine uyar mi. Yani ¢abalayip diistinmeden
¢izimlerin Onermeleri ¢6zdiigii hemen bellidir.

Unlii Pisagor’un teoremi kirk yedinci nermesi olarak birinci ciizde bulunur. Ciiziin tam
son 6nermesinde, yani kirk sekizincide, Pisagor’un niteligine sahip olan {iggenin dik acili
olmasin ispatlanir. Okulda 6grendigimiz gibi, Pisagor’un adli teorem dik agili iiggenin
hipoteniisiindeki karenin bagka kenarlardaki karelerin toplamina esit olmasini iddia eder.
Hatirlarina gore, Einstein, amcasinin bu teoremi kendisine anlattig indan sonra, ¢cok ¢abala-
madan sonra ispatini arayip buldu. Boylece, bu iddia ol¢iitiine uydugunu sanabiliyoruz.
Otobiyografisinde Einstein’in anlattig: gibi, kesfettigi ispatta birbirine benzer olan tiggenlerin
nitelikleri uygulandi.

Birinci ciizdeki otuz ikinci énermeyi ispatlamak icin Oklid {inlii besinci 6nermeyi uy-
guylamis. Sonrada biz bu énermeyi Oklid’in anlattig: sekilde izah edecegiz. Birinci ciizde
onerme en azindan iki defa uygulanir. Mesela her ii¢cgenin ii¢ i¢ a¢inin toplaminin 7-ye
esit olmasini ispatlamak icin, ama Pisagor’un teoremi de onunla ispatlanir. Dolayisiyla,
Pisagor’un teoremi birbirine benzer olan {iggenlerin teorisiyle ispatlanabilirse, bu teori
besinci 6nermeye dayanmali.

Fakat geng Einstein’e gore, belki herkese gore, sekilde ayni olan—veya benzer—ii¢genlerin
teorisi sade ve belli. Oklid’ce, bilakis, o kadar belli degil. cocuklar icin, genel olarak sokaktaki
adam ic¢in, matematik asil ilkelerin 6lgek degismez olmasi bellidir. Ibaremin muhtemel yanlig
oldugundan, ne demek istedigimi siz belki anlamiyorsunuz. Bagka sozlerle tekrarlayim.
Sekillerini degistirmeden ama boylar: ile arasindaki uzakliklarini ayni oranda biiyiiterek,
bir takim nesnelerin yerine bagka bir takim gectirirsek, arasindaki matematik veya fiziksel
ilgiler degismez. Ik Yunanli matematikgiler ile filozofler i¢in bu niteligin agikar oldugundan
halde, meger Oklid icin asikar olmamug. Biiyiitmeye veya Slcege ait kavramlari ve teoremleri
o hemen uygulamamust1. Ozellikle Pisagor’un teoremini ispatlarken bagka yontemi uyguladi.
Ayni sekilde olan geometrik sekilleri ortaya koymasindan énce Oklid Ogeler'in besinci
ciizinde Evdoksus’un (Ingilizce Eudoxus) oran teorisini anlatiyor. Ardindan altinci ciizde
benzer iicgenlere ve bagka benzer geometrik gekillere ait teoriyi geligtirdi.

Hatirladiginiz gibi olgek degismezligi ilkeleri diizlemin veya uzayin diiz olduguna bagli-
dir. Dolayisiyla diizlemin diiz olmasi herkesin ¢ocuklugundan beri inandigi hatta bildigini
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zannettigi olgular bir sonucudur. Boylece Oklid’i inceleyince, ben Kant’mn sorununu yavag
yavas anlamaya bagliyorum. Belki bu yolda devam ederek, 18. ytlizyildaki filozoflar arasinda
yagsadigimiz uzay hakkindaki tartigmalari daha iyi anlayabilirim. Gauss bu tartigmanin
gercekten farkinda idi. Sonucta tartigmay: o halletmigtir bile.

Gauss’in fikirlerine geldigimizde, bir {iggenin i¢ agilarinin toplaminin 7’ye egit olmamasinin
sonugunun veya hatta bunun miimkiin olmasinin 18. yiizyihndaki filozoflar ile matematikgileri
sasirttigini gorecegiz. Bizi de belki sasirtacakti, ¢linkii genel olarak toplami w-ye esit
degilse, dlgek degismezligi gecerli degil, yanhs olur, ve {icgenlerin nitelikleri garip goriiniir.
Bu bes konferansda, Gauss’a, Oklidyen olmayan geometriye de gelmeyecegiz. Bu dizide
tiggenlerin nitelikleri ile paralel 6nermesi arasindaki baglantilar: anlatacagiz. Bildigim kadar
bu baglantilar Eflatun’un veya bagka filozoflarin yazilarinda bulunmuyor. Neden, bilmiyor.
Belki, Eflatun’dan sonra kesfedildiklerinden, belki hem Eflatun hem de halefleri 6nerme-
nin 6nlemini anlamamiglardi da ondan. Bu sorunun neden 18.yiizyilda o kadar ilgiyle
kargilandigi bana hala belli degil.

Yazdigim gibi, amcasmin Einstein’a verdigi kitap Oklid’in Ogeler’n degilmis, bagka,
egitimsel yonden daha kolay kitapmis. Fakat genc¢ oldugum zaman ben bunu bilmiyordum.
On alti yaginda ortaokulda hatta okulun son yillarinda adeta hi¢ bir sey ogrenmemis
ama matematik¢i veya fizik¢i olacagim diye, karar vermis delikanli olarak, Einstein’in
otobiyografisini okudugumda, bastan baglayim diye, Ogeler’1 okumak istiyordum.

O zaman ¢ok ucuz ve bazi ¢ok faydali olan bir kitap dizisi Kanada’daki her kitabev-
inde bulunuyordu, yani, Everyman’s Library adli dizi. Oklid’in Ogeler’1 da bu dizideydi.
Everyman’s baskisi icin Oklid’in Ogeler’iin iinlii yorumcusu Thomas Heath bir 6nséz yazdi,
ama ucuz olan baski ne yazik ki bu tefsirini icermiyordu. Onsoziinde Heath yazar ki

“The only general criticism of it which is deserving of consideration is that
it is unsuitable as a textbook for wvery young boys and girls who are just
beginning to learn the first things about geometry”

Kitap hakkinda genel yonden yapabilecek ve énemli olan tek bir elestiri var.
Geometriyi ilk defa olarak égrenen ¢ok gencogrencilere uygun degil.

Maalesef, satin aldigim ucuz baskiy1 okuyamadim. O zaman, matematik égrenmeye bagladi-
gimda, Ogeler’1 tek bagima okumak benim icin fazla zor idi. Hemen okumaktan vazgectim.
Olagan universite derslerini izleyip, Oklid geometrisini degil, daha kolay olan diizlemdeki ya
da uzaydaki koordinat geometriyi 6grendim. Yillardan sonra tecriibeli matematikgi olarak,
Ogeler’a déndiim, ama sade baskisma degil, Heath kendisinin tefsir ettigi tabiya. Ancak
yorumlarini okudugumde, geng oldugum zamanda onu anlamadigimin nedenini anladim.
Matematik ile felsefenin yoniinden, Ogeler cok derindir. ¢ok geng olarak, Einstein bazi 6ner-
meleri, sadece ¢ozecek muammalar olarak, cok giizel, cok cekici buldu. Ama Oklid’in amaci
sik sik teoremlerin sunulmasi degil, aksine temel matematik ve mantiki yapiy1 anlatmak
istedi.
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I. Sekil
Ozellikle, birinci ciizde, Einstein’in genel izafiyet teorisine ait olan paralel 6nermesi ile
onermenin sonucladigi teoremler bulunur. Sade ama ¢ok 6nemli ve egrilik kavramina ait
olan otuz ikinci énerme Oklid’i Einstein’le baghyor. Ucgenin ii¢ i¢ aginin toplaminm iki dik
aciya esit olmasi iddia edilir. Biz Oklid’in bu teoremi nasil ispatladigini anlatacagiz.

Sade bir 6nerme olarak, biz simdi gen¢ yaginda aldigi kitapta Einstein’i ¢arpan teoremi
ispatlayalim. Herhangi bir iiggende, bir kenarina ve kargidaki zirvesine bakalim. Bu zirveden
kenarina dik ag1 yapan dogru cizgi yliksekligi adlanir. Belli ki {i¢ yiiksekligi var. Einstein’i
carpan teorem bu ii¢ ¢izgi bir noktada kesigmesini iddia eder. Amcasinin verdigi kitapta
gibi, biz Oklid’de bulunan énermeler kullanarak onu ispatlayacagiz.
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L

IT. Sekil

Ik 6nce bagka bir teoreme bakalim. Sekilde gibi (I. Sekil veya I1. Sekil) ABC' bir iiggen
olsun. AB kenarmin orta noktasi ¢ noktasi olsun, BC kenarmin orta noktasi a, ve C A
kenarinda b. U¢ cizgi cizecegiz. Mesela AB kenarini ¢ noktasinda kesen ve bu kenara dik
olarak cizgiyi cizelim. Ug¢ kenardan her birisi bir ¢izgiyi belirtiyor. Bu ii¢ dogru cizgi bir
noktada kesigir. Yani sekilde a noktasindan ve ¢ noktasindan gecen cizgiler D noktasinda
kesigsinler. ¢ noktasindaki iki ag1 birbirine esit oldugundan, AD ile BD araliginin boyleri
birbirine esittir. Ayni sebepten BD ile C'D araliginin boyleri birbirine esittir. Boylece AD
boyu C'D boyuna esittir. Dolayisiyla {i¢lincii, b noktasindan gecen ¢izgi D noktasindan da
gecer. Dolayisiyla ii¢ ¢izilmis ¢izginin hepsi D’den geger.

Heniiz ispatladigimiz iddia Einstein’i carpan teoreme benzer ama ondan daha kolaydir.
Merkezi D noktasi olan ve her ii¢ noktadan gegen bir cember cizilebildigine dikkatinizi
cekiyorum (III. Sekil). Dérdiincii cliziinde beginci 6nerme olarak bu iddiaya benzer olan bir
teorem Ogeler’de bulunur.

IV. Ciizdeki 5. Onerme. Verilmis bir icgenin etrafina cemberin ¢izilmesi.

Daha zor olan teorem IV. §ekilde goriiliiyor. Onu ispatlamak i¢in yeni bir iiggen ¢izmaliyiz.
Bu adim kuskusuz Einstein’e gore beklenmedik idi, dolayisiyla ispata ¢ok hayran oldu.

Yeni iiggen V. Sekilde gosteriliyor. Mesela A noktasindan gecen ve Aa yiiksekligine dik
olan cizgi I H ciziliyor. Ug cizgiyi bdyle cizerek, biz GHI iicgenini elde eder. Ilk teoremi
uygulamak icin Al ile AH araliklarinin birbirine esit olmasini gosteririz. Aymi yontemle, BT
ile BG'nin birbirine esit ve C'G ile C'H’nin birbirine egit olmasini gosterebilecegiz. O zaman
ispatladigimiz teoremi GH I iiggenine uygularsak, li¢ ¢izdigimiz, A, B ve C noktasindan
gegen ¢izginin bir noktada kesistigi goriiriiz.
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IT1. Sekil

Al ile AH araliginin birbirine egit oldugunu ispatlayalim. BC' ile AH esittir, ¢iinkii BA
ile GH ve BC ile AH paraleldirler. Yani, C BAH sekli paralelkenardir. Benzer sebepten
I A’nin boyu BC'nin boyuna egittir. Boyle, iki boyu I A ile AH birbirine esit olur. Ayni
sebepten GC'ile CH veya GB ile BI birbirine esit olur.

Bu ispatta gercekten beklemedik ve ¢ok zevkli 6zellikler var!

OkLID’ IN OGELER’T

Simdiye kadar hepsinin ziyade uzun dizimde konularin ne olacaginmi anlattim. Bundan
fazla, cocuk olarak Einstein’in Oklidyen geometride neye hayran oldugunu égrendimk. Simdi
birinci konuya gelerek, Ogeler’e donecegiz.

Baslamamizdan evvel vurgulacagim bir sey var. Yani Istanbul’a vardigim giin buradaki
iyi tanimadigim meslektasa rastladim. “Bize matematikte yeni gelistirmeleri nakledeceksi-
niz” diye, bana nezaket gosterdi. Dinlediginiz gibi, anlatacagim seyler hi¢ yeni olmayacak.
Amacim tam bagkadir. Oklid’in, Dekart’in, Gauss’in veya Riemann’in yazilarmin icerdigi
fikirler ile kavramlar yeni degil, ama hepimize, genglere veya deneyimli matematekgilere,
faydalidir. Bu 6nemli dort diisiiniirlerin yarattigi alanlara, farkl diizeyde olsa bile, hepimiz
yaklagabiliriz. Bazen yaklasarak, bekledigimizden cok daha fazla 6greniriz. Bu konularin
glizelligiyle ya da nihayetsizligiyle karsi kargiya bulundugumuzda, biz hepimiz ayn1 durum-
dayiz. Bu durumda bugiin yaygin olan, “Yeni mi?”, “coktanberi bilinmis mi?” sorular1 artik
onemli degil. Kisa bir zaman i¢in olsa, biz hepimiz bu ortak bilgilere sahip oldugumuzu
takdir ederken, birbirimize egit oldugumuzu da kabul ediyoruz.
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C

IV. Sekil

Ogeler’de bulunan iic konular ele alacagiz. Birincisi ilk ciizinde bulunan paralel belite ait
geometrik kuramlar. Bu kuramlarin kokleri eski Yunanli matematikte bulunur, bilhassa M.
O. altmcr veya beginci yiizyilda ticgenin niteliklerinin kesfedilmesine aittir. Tembel olarak,
cok diigiinmeden matematikciler ile tarihgiler sik sik bu zamanki matematigi Pisagor’a
atfediyor. Haberdar iseler Pisagor’1 degil, etkiledigi diisiiniirleri kasteder. Habersiz isek,
biz kolayca aldatiliriz. Gergekten, o zamanda olugan matematigin tarihi anlatmak zordur.
Gercegl efsanelerden ayirmak ¢ok zor hatta olanaksiz. Kendimizi saf goriiglerden kurtarmak
istersek, ilk 6nce o yillardaki matematigin erigdigi diizeyi bilmemiz gerektir. Oncelerini,
mesela Pisagor’u, Eflatun ile Aristo’nun yazilarindan tanitildigimiz igin, bildikleri matematik
ozellikle onemlidir. Bu iki filozof matematikle ok ilgilenmigtir ve matematikgiler ile yakin
iliskileri varmug. Oklid’in onlardan sonra Misirli Iskenderiye’de yasamasina ve Ogeler’inin o
zamandaki matematigi tamamen icermemesine ragmen, biz Ogeler’inden pek cok Eflatun’u
etkileyen matematik ogrenebiliriz.

Pisagor hakkinda goriislerimiz Eflatun ile tilmizleriden ya da yeni Eflatunculardan
aldigimiz halde, Eflatun’un kendi yazilarda bulunan en giizel benler egrilige veya paralel
cizgilere ait degil, irrasyonel sayilara ve muntazam cisimlere aittir. Dolayisiyla Ogeler’inin
son ciizde biitiin yer alan muntazam cisimler teorisi ii¢iincii konumuz olacak. Bugiin gibi,
Oklid icin irrasyonel sayilar ile muntazam cisimlerin iliski hayli énemlidir. Bu iliski Oklid’in
kavramlarina uygun gergevede olusturmak icin biz ilk 6nce eski Yunanlh matematikciler
olugturdugu ve hayli derin olan geometrik cebiri anlatmaliyacagiz.
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I

V. Sekil
UCGENLER ILE EGRILIK

Iki tam farkli sebepten dolayi, bu dersleri i¢in otuz ikinci 6nerme 6nemlidir. 6nerme bir
ticgenin ii¢ i¢ agisinin toplami iki dik acina, yani 7’ye esitligini iddia eder. Hepsinden ziyade,
onerme Ogeler’in egrilige ait icerdigi bilginin oziitiir. Bundan fazla énermenin koklerinin
ilk Yunanli matematikte bulundugundan, onu inceleyerek biz hem eski matematiginin ne
oldugunu, hem eski matematikgilerin kim oldugunu daha iyi anlayabiliriz.

I Cliizdeki 32. Onerme. Her hangi bir iicgende, bir kenart uzatiirsa, bir dis agisi, kendisine
komsu olmayan iki i¢ agisinin toplamiya esit olur, ve ¢ i¢ agisinin toplama ki dik agiya
esittir.

Heath’in tabisinda ya da Everyman tabisinda her 6nermenin ispatinda uygulanan ve
onceden anlatilan onermeler isaret edilir. Dolayisiyla ispatin diizeni, ya da bazi yonden
kitabin yapigi, kolay anlagilir. Bir gekil (VI. Sekil) ile otuz ikinci 6nermenin ispatinin éncedeki
onermelere nasil dayandigini anlatabiliriz.
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32. Onerme

31. Onerme 29. Onerme
/\
23. Onerme 27. Ondrme
E(")nerme
20. ‘Onerme

19/ Onerme

15. Onerme

/

me 13. Onerme

\

11. Onerme

4. Onerme

1. Onerme

VI. Sekil

Sekildeki ikinci dizide 32.6nermenin tam altinda bulunun 29. 6nerme, paralel énermesini
dogrudan kullanan tek bir 6nermedir. Biz énermeyi heniiz vermememize ragmen, énermenin
Oklidyen geometride birbirine paralel olan dogru cizgilerin varoldugunu iddia ettigini hemen
sOylebiliriz.

Oklid’den Einstein’a gotiiren yolu izlemek istersek, on sekizinci yiizyildaki kesfedilen
ve paralel 6nermesi ile egriligi baghyan teoremleri incelemeliyecegiz. Onceden Oklid’in
Ogeler’inde paralel énermesi ile egrilik arasindaki ilgi {izerinde ne bulundugu diye sorariz.

Oklid’in yazdigina bakmamizdan evvel, baz1 Heath’in verdigi diger ispatlara bakalim.
Ilk verecegimiz ispatlar son yiizyillarda tarihgilerin 6nerdigi fakat eski belgelerde belki
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varolmayan ispatlardir. Gorecegiz gibi, bu ispatlarda Oklid’in yaptigi kadar ihtimam ed-
ilmemis. ¢ocuk olarak, Einstein’in buldugu ispatlar gibi, bizi ¢evreleyen uzaydan saf ve
bilingsiz anlayisimiza destekleniyorlar.

Ama 6nemli bir ozellik var. Matematigin baglangiclarinin izleri farklh tilkede bulunuyor
fakat bizim taniyip en ¢ok deger verdigimiz bilimin bu bolgede, daha ¢ok kesinlikle Iyonya’da,
milattan once altinci yilizyilda basgladigi anlagilan. Matematigin veya felsefenin eski dini
ortamdan nasil ortaya ¢iktigini bilemeyez. O cagda yasayan insanlarin nasil yagadigini, nasil
diisiindiigiinii elbette kavramaya ugragabiliriz ama asla bilemeyiz.

Bu son ciimleyi buraya gelip ilk dersleri vermemden evvel yazdim. Agikcasi gsimdi ciimlenin
cahilce bir goriisii ifade ettiginden siipheleniyorum. Belki bu dénemin mevcut olan izlerini
iyi taniyanlar o zamandaki insanlar nasil yasadiginiiyi biliyorlar. Her halde derslerin icerigi
tizerine diigliniince, benim cehaletimin belki herkesin cehaleti olmadigini fark ettim.

Matematigin baglangigina bagh olan iki iyi taninmis ad var, yani muhtemelen milattan
once altinci yiizyilin basinda yasayan Tales ve milattan énce 570’den 500’e kadar yasayan
Pisagor. Bu tarihler sahih olamaz, ama bu iki simanin o yiizyilda yasadiklarindan ve Tales’in
Pisagordan 6nce dogdugundan kusku yok. Biz Pisagor’un ne oldugunun sorununa sonra
donecegiz. Matematik¢i olsaydi bile dini sima olarak daha énemli idi.

VIL. Sekil

Pisagor hakkinda ¢ok az bilinir, ama Pisagorcular denilen tilmizleri varmis. Pitagorcularin
bilimsel faaliyetlerinin pek ¢ok izleri var. Oysa Tales Pisagordan goziimiizden daha saklamig
bir gahsiyet. Benim tanidigim bir tarih¢iye gore, “Tales onlara zaruri oldugu i¢in ¢agdas
alimlerin uydurdugu eski filozofdur”.

Eski dinin etkisinde bulunan kiginin sade matematik seyleri, mesela iiggenleri, dértgenleri,
kiigiik sayilar1 nasil gordiigiinii, onlarin onun i¢in hangi esrarh niteliklere sahip oldugunu
belki bilemeyiz. Elbette tarihgilerin 6nerdikleri ispatlar ilkel geometrik sekiller iizerine
diisiinceye dalmig olan bir kisi tarafindan kesfedilebilirdi. Halbuki, niye o zamanda bir kimse
bir geklin 6niinde sekil iizerine diisiinceye daliyordu, bilemeyiz.

Gergekten hepimiz bildigimiz gibi, bazen hatta gecen on yilda kesfedilmis ispat icin, onu
kesfeden matematik¢inin onu nasil buldugunu anlamak miimkiin degil.
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Oklid icin 180 mertebeye esit olan a¢1 bir ac1 degil, yani dogru cizgi tamimladigi ag1 bir
acg1 degil. Birinci ciizdeki onuncu tanimlamada dik agilik tanimlaniyor. VII. Sekilde gibi, bir
CD cizgisi bagka bir AB c¢izgisini £ noktasinda kessin. CEFA agis1 CEB agisine esit ise, iki
ac1 dik ac1 denirler. Dolayisiyla bazen agilarin toplami iki dik agiye esit ise, biz toplamin
180 mertebeye esit oldugunu diyoruz.

Heath’in verdigi ispatlar1 yami sira su yorumlar bulunuyor:

1) Anlagilan Eutocius (M. S. 650) Geminus'un (M. E. 70) yazdig1 bir metne aktarip yazmig
ki
“Bskiler her tirli iicgenin ki dik ag¢i icerdiging incelemis, ilk once eskenar
ticgende, ondan sonra tkizkenar ticgende, ve nihayet kenarlary birbirine esit
olmayan tg¢gende. Ardindan genel teorem ispatlanmas.”

Heath’in yazdig1 gibi, Proclus’a gore (M. S. 450) Eudemus (M. E. 320) genel teoremi
Pisagorculara hamletmigtir. Heath’e gore, Geminus’un atfattig: eskiler belki Tales devresinde
(M. E. 600 civarinda, ama Heath’e gére M. E. 624 - M. E. 547! Baz tarihgiler bilemedigimiz
tarihleri o kadar muhakkak nasil ve neden verdiklerini bilmiyorum.) yagayan hendesiciler
veya hatta Misirhilar olabilir. Oyle ise muhtemelen ardindan genel teoremi ispatlayan
Pisagorcular olmus, yani Pisagor'in (M. E. 570’ten 500’e kadar) muasirlar1 veya ardindan
gelen (yaklagik 450’e kadar) Pisagor okuluna veya mezhebine mensup olanlar. Bilemeyiz.

Hendesenin veya geometrinin gelismesi hakkinda yazan eski matematikler ve tarihciler
arasinda bazi onemli kigi varmis. Isimlerini ve yasadiklarini donemi ezberden 6grenirsek,
Heath’in yorumlamalarim izleyip daha iyi anlayacagiz. Ilk olarak, Aristo’nun bir talebesi
olan tarihci Eudemus varmis. O Oklid’den bir az evvel yagamisti. Ashnda Ogeler'in ortaya
ciktigina kadar gelistirilen geometri hakkinda yazmis. Hem matematik hem de astronomi
hakkinda yazmigti, ama bizi ilgilendiren yazi 6nemli Hendesenin Tarihi olacakti. Maalesef bu
yaz1 artik mevcut degil. Heath’e gore bu yazida ne bulundugunu, ¢cok sonradan Proclus’un
Ogeler {izerine yazdig1 Tefsir’den 6greniyoruz. Heath’e gore Proclus M.S. 410’dan 485’e kadar
yagadi. Ilk tahsilini Misirdaki Iskenderun’da gérmiis. Ondan sonra Atinaya giderek, orada
Yeni Eflatuncularla 6grenip kendisi Yeni Eflatuncu olurmus. Istersek mevcut olan tefsirini
¢evrilmis sekilde bulabiliriz. Terciimesi yakinda yayilandi. Muhtemelen ¢ok kiitiiphanede
bulunuyor. Ben heniiz okumadim.

Dedigim gibi, Geminus’un yaklagik M. E. 70’in civarinda yazdigi anlagilir. Muhtemelen
Rodos adinda dogmus Geminus astronomi tlizerinde hala mevcut olan bir eser ve matematik
lizerinde ama bugiin mevcut olmayan bagka bir eser yazmig. Anlagilan bu matematik yazilar:
cok tarihi bilgi iceriyormus. Maalesef ne igerdigi yalmz ¢ok sonraki yazilarin (Pappus, hem
de Proclus ile Eutocius ve sonradan baz1 Arap tefsirci) metinlerinden bilinir.

Tales veya Pisagor hakkinda rivayetler kuskusuz tam dogru degil. Ne var ki bu dénemin
gelismelerini anlamak igin, ilk 6nce onlarin tam yanlig olmadigini zannedip mana vermeye
ugragabiliriz. Her halde, agag1 yukar: hangi zamanda yasadiklarin1 da ne yapabildiklerini de
bilmeliyiz. Yoksa ¢ok yanilir, bu cagda matematigin veya bilimin nasil olustugunu hakkinda
biz higbir neticeye erigemeyiz.

Heath’in anlattigi gibi, mozaikle tecriibeleri sayesinde Misirlilar bir nokta c¢evresini
doldurmak igin, alt1 eskenar iiggenin, dort karenin, veya ii¢ altigenin kullanilmasinin miim-
kiin oldugunu anlamiglardi. Kenarlar: ve agilar: birbirine esit olan bagka ¢okgenin bu amagla
kullanilmasinin miimkiin olmadig 11 da anlamiglardi. Sonucu olarak alti eskenar {iggenin ig
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acis1 dort karenin i¢ agisina egittir. Bu yiizden eskenar ii¢ genin ii¢ acisinin toplami iki dik
aciya egittir. Biz eskilerin bu gekilde diisiindiigiine inanabiliriz.

Bunu anlattigindan sonra, Heath miimkiin olan ve bagka tarihgilerin eski ispat olarak
onerdigi ispat1 verir, ama kendisi 6nerinin o kadar inandirici oldugunu diistinmez. Her halde,
ikizkenar tiggene bakalim. VIII. Sekilde goriiliiyor.

B D C

VIII. Sekil

ABC' ikizkenar olsun. ABD f{iggenine ait toplam (yani ZABD + Z/BDA + ZDAB) ile
ACD ftiggenine ait toplamin (yani ZADC + ZDCA + ZCAD) toplamindan ABC' {i¢genin
acgilarinin toplaminin iki dik a1 eksigi var. Ama ABD iiggenin i¢ agilarinin toplami ACE
agilarinin toplamina egittir. Elbette ADC ile AEC agilarinin toplami dort dik agiya esittir.

Bu sebepten ABC' agilarinin toplami iki dik agiya esittir. Genel iddiayi ispatlamak igin
IX. Sekilde bulunan gekli kullanabiliriz.

IX. Sekil

Her halde, istersek, bdyle bir ispat kullanarak, iddianin dogru olduguna kendimizi ikna
edebiliriz. Ama 6nemli bir soru kaliyor. Ispatini aramamamizdan 6nce iddiay1 kesfetmemiz
lazim. Bu nasil yapilabilir. Kendi tecriibemize bakarsak, her hangi ciddi bir matematik
iddianin bulunmasi kolay degil. Eskiler niye genel iddialar ariyorlardi? Niye aragtirmaya
girismislerdi? Once iddianm kesfedilmesi lazim ki sonra genel ispat1 aranabilir. Bunun igin
onlarin iiggenlerle veya dortgenlerle eglenip oynamalar: lazimdi. Bu anlattigimiz yontem
iddiay1 ispatlamadiysa, teoremi kesfetmeye yeterdi. Her halde ben kendi kendime matematik
tizerinde diigiinmeye baglamadim. Size de belki uygun cesaret veren ortam lazimdi, ama tek
bir kere olsaydi bile bir kimse tek bagina matematik hakkinda diiglinmeye baglardi. Fikrimi iyi
anlatmiyorum, ama matematigin baslangiclarinda esrarengiz bir sey vardi. Diigiindiigiimiin
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ifade edilmesi kolay degil, ama bu noktada onemli ama meydana c¢ikarilamaz bir sey
oldugunu hissediyorum.

Pisagorcularin belki kesfettig: ispat Heath’in yorumlarinda bulunur. Bu ispat genel ve
heniiz anlatmadigimiz Oklid’in ispatina benzerdir, ama onun mantigi Oklid’in mantigindan
daha az aciktir. Heath’e gbre bu ispat Eudemus’un yazinda bulunmus. Proclus tarafindan
bize aktarilmig. Eski matematik hakkindaki bilgimizi araglh 6grendigimizi goriiyoruz.

D A E

X. Sekil
Oklid’in genel teoremi nasil ispatladigini anlatmamizdan evvel, ona benzer muhtemelen
Pisagorcularin olan ispati anlatalim. X. Sekildeki resmi kullaniyoruz. ABC' verilmis ticgen
olsun. DFE dogru ¢izgisi A noktasindan gecen ve BC' dogru ¢izgisine paralel olan bir ¢izgi
olsun. Oyle bir ¢izginin cizilebildigini kabul ediyoruz. O zaman DAB, BAC, EAC acilarinin
toplamu iki dik agiya esittir. Ama aymi zamanda, C'BA agis1t DAB agisina esit, BC A agist
da FAC agisina egittir.

Bu sezgili kavramamza agikar olan iddialar: kullanan ispat Oklid’in ispatindan ¢ok farkh
degil, ama OXklid iddialarinm paralel énermesinin sonucu olmasinin nedenini anlatiyor. Onun
ispat1 XI. Sekil’de gosteriliyor.

ABC verilmig bir tiggen olsun. Biz yeniden bir verilmis gizgiye paralel olan ve bir verilmis
noktadan gecen bir ¢izgi cizmeliyiz. Yani AB ¢izgisine paralel olarak C'E ¢izgisini ¢izelim.
Yirmi dokuzuncu o6nermeye goére AC' ¢izgisinin ikisi birbirine paralel olan AB ile CFE
cizgilerini kesigtiginden icters durumlu BAC ile AC'E agilar esittir. Benzer sebepten, yani
yirmi dokuzuncu 6nermeye gore, BC' ¢izgisinin aym iki AB ile EC' ¢izgisini kestiginden iki
agl yondes durumlu olduklarindan ECD dig agis1 ile ABC' i¢ agisina egittir.

ACFE ile EC'D agilarinin toplami1 AC'D agisina esit oldugundan, BAC' ile C BA agilarinin
toplam1 AC'D agisina egittir. ZBC'A 4+ ZACD toplami iki dik agiya esit oldugundan dolay,
BCA, BAC ve CBA {i¢ agisinin toplamu iki dik agiya esittir.

Gordiiglimiiz gibi, ispat bilhassa yirmi dokuzuncu 6nermeye dayaniyor. Simdiye kadar
bu 6nermenin iddiasini kesinlikle vermedik. Bu iki paralel ¢izgiyi kesen bir cizgiyle ilgilidir.
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XI. Sekil

I Clizdeki 29. Onerme Bir cizgi iki paralel ¢izgiyi keserse, iki icters durumlu agu esittir, iki
yondes durumlu acr esittir, ve iki yanal durumlu agimin toplama iki dik aciya egittir.

Bu iddianin ispati iinlii beginci énermeye dayanir. Bu énermenin gergekten bir varsayim,
veya isterseniz aksiyom, oldugu derin bir gézlemdi. Ne var ki, bildiginiz gibi, on dokuzuncu
yiizyila kadar, bu énermenin neden lazim oldugu anlasilmamis. Ancak sonrada, 6zellikle
Gauss s6z konusu olurken, biz gecen {i¢ yiizyilda, meydana gelen ilerlemeleri anlatacagiz.

B

/

A

|

C

XII. Sekil
Ilk 6nce, 6nermeyi anlatayayim. Bu onermenin ¢ok onemli oldugu halde, hepiniz belki
okulda 6grenmediniz. Boyle anlatiliyor.
Kai €av eic 0600 e0belog ebleia eunintovoa tag Eviog ol Eml To adTd HéEN
yoviog 800 6p0@v ENdocovag Ttolf], ExPBorhouévag tag 600 ebbelog én’ dmewpov
ocuptinTely, €’ & uépn eiolv al @V dLo 6pBGY ENdCCOVEC.

5. Postulat. Tki ¢izgi, bir ¢izgi ile kesistirildiginde, ayna tarafta olan iki i¢c aciman toplama iki
dik ag¢idan kiictik ise, bu iki ¢izginin aym taraftaki uzuntilar: kesigir.

Ug cizgi ile ikisinin uzatimlar1 XII. Sekilde gosterilir. Bazen besinci énermeye bir bedel
olarak Playfair’in belidi, veya aksiyomu, kullaniliyor. Bugiin bu aksiyom da, bagka besinci
onermeye bedel olan aksiyomlar da belki Oklid’in besginci énermesinden daha iyi taninir.
Ancak basta deyip, simdi gosterdigim gibi Oklid’in 6nermesi egrilik kavramiya dogrudan
dogruya aittir, belki bagka yonden de daha derindir.
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Playfairin aksiyomu. Verilmis bir noktadan gecen ve verilmis bir dogru ¢izgiye paralel olan
yalniz bir ¢izgi ¢izilebilir.

Aksiyom ile 6nermeyi incelemekten evvel, yirmi dokuzuncu 6nermenin beginci 6ner-
me kullanilarak nasil ispatlandigim anlatalim. (Maalesef, bu defa ne aksiyomun ne de
onermenin incelenmesinin zamam yok.) XIII. Sekli kullanacagiz. Bu ispatin orta okulda
kismen anlatilmasina ragmen, onda matematigin bazi ana kavramlarinin geligtirilmesini
vurguluyorum.

XIII. Sekil

Ispat on iigiincii 6nermeye dayaniyor, ama bu 6énerme oldukga kolaydir. Mesela AGH ile
BGH agilarinin toplumunun iki dik agiya esit olmasiniiddia eder. Her halde, sekilde E'F'
dogru ¢izgisi AB ile C'D dogru gizgisini kesir. Ilk olarak, AGH ile GH D icters agis1 birbirine
esit oldugunu ispatlayalim. Birbirine esit olmazlarsa, birisi bagkasindan daha biiyiik olur.
AGH agis1 daha biiyiik olsun. Her ikisine BGH agis1 eklensin. AGH ile BGH agilarinin
toplam iki dik agiya esittir. Bu iddia on ii¢ilincii 6nermenin sonu¢udur, ama dedigim gibi,
bu iddia oldukga belli dir. Béylece BGH ile GHD acilarinin toplami iki dik agidan daha
az dir. Dolayisiyla, besinci onermeye gore iki ¢izginin uzatimlar: kesigirler. Bu iki ¢izginin
paralel oldugundan, kesigmeleri miimkiin degil. Binaenaleyh AGH ile GH D agis1 birbirine
esittir.

AGH ile EGB agilar birbirine egittir. Neden? Bu iddianin bize agikar olmasina ragmen,
on besinci énerme olarak, Oklid onu ispathiyor. Yani,

I. Clizdeki 15. Onerme. Iki dojru ¢izgi kesisirlerse, ters agilar birbirine esittir.

Bu iddianin ne dedigi XIV.gekilden bellidir. AEC' ile DEB agis1 birbirine egittir. Bu
ispatlamak icin, Oklid on ficiincii 6nermenin sonucu olarak AEC ile AED acisin da, AED
ile DEB agisinin da toplaminin iki dik agiya esit olmasi sonucunu ¢ikarir. Dolayisiyla AEC
ile DE B acisi birbirine esittir.
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XIV. Sekil

Bu ispatta biz Oklid’in baska bir 6nermesini uyguladik. Yani Oklid’e gore dik ac1 nedir.
Bagka bir dogru ¢izgiye koymus bir dogru ¢izgi iki birbirine esit olan ac1 tegkil ederse, bu
acilar dik adlanir. Dordiincii 6nermesine gore, her iki dik aci birbirine esittir. Ogeler’da her
kavramin tam belli olmamasina ragmen, baz1 mefhumun ifadesi kesin ediliyor. Bilhassa bazi
herkesin hemen kabul ettigi kavramlar verilmis. Bu meydanda olan kavramlar arasinda,
birincisi ile ti¢linciisii soyle ifade ediliyor.

1. Meydandaki kavram. Ayni nesneye esit olan baska iki nesneler birbirine esittir.

3. Meydandaki kavram. Birbirine esit olan nesneler birbirine esit olan nesnelerden ¢ikarilsa
sonuclary birbirine esit olur.

Biz otuz ikinci 6nermenin ispatinin yirmi dokuzuncu énermeye nasil dayandiginmi simdi
anliyoruz. Yirmi dokuzuncu énermenin on ii¢iincii ile on beginci 6nermelere nasil dayandigini
da anlattik. VI.gekile gore biitiin dayanmasinin yapiligini anlamak icin hem otuz birinci
onerme ile ispatinin hem de kolay olan on iigiincli 6nermenin ispatinin anlagilmasi lazim.
Fazla olarak yirmi {i¢lincii 6nermenin ispatinin anlagilmasi da lazim.

On iigiincii 6nermenin ¢ok 6ncedeki 6nermelere dayanmasina ragmen, otuz birinci 6ner-
mesinden daha kolaydir, ya da gorecegiz gibi baz1 agidan tam bellidir. Buna ragmen, sonra
anlatacagiz. Otuz birinci 6nermenin ispatiyla bagliyoruz.

I. Ciizdeki 31. Onerme. Verilmis bir noktadan gecen ve verilmis bir cizgiye paralel olan bir
¢izginin ¢izilmest.

Bu 6nermenin Playfair'in aksiyomuyla iligkili olmas1 bellidir.

XV. Sekilda gibi verilmis nokta A ve verilmis ¢izgi BC' olsunlar. D noktasi BC' dogru
¢izgisinde herhangi bir nokta olsun. Yirmi ii¢iincii 6nermede gosterilmis gibi, zirvesi A, bir
kenar1 AD, ve ADC agisina esgit olan bir agt DAFE ¢izilsin. FF' dogru c¢izgisi FA dogru
¢izgisinin uzatimi olsun. Yirmi yedinci 6nermeye gore, FAD ile ADC agilar1 birbirine egit
oldugundan, BC' ile F'F iki dogru gizgileri birbirine egittir.
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B D C

XV. Sekil

Yirmi yedinci énerme kismen olarak yirmi dokuzuncu énerme kargitidir.

I. Cliizdeki 27. Onerme. Herhangi iki ¢izgi, bir ¢izgiyle kesilidiginde meydana gelen icters
durumlu agilar esit ise, ki ¢izgi paraleldir.

A F

XVI. Sekil

Yirmi {i¢iincii 6nermeyi ayni zamanda verelim.

IV. Ciizdeki 23. Onerme. Verilen bir ¢izginin tzerindeki herhangi bir noktadan, verilen bir
acrya esit acl ¢izmest.

Isterseniz kendiniz bu énermenin Ogeler’de bulunan ispatini okuyabilirsiniz. O kadar
zaman olmadigimizdan, biz yalniz yirmi yedinci 6nermenin ispati inceleriz. Bu ispatta genel
{icgenin 6nemli hususiyeti uygulanmis. Sonrada anlatacagimiz gibi, bazi iddialar Oklid’in
geometrisinin kiiresel olmadiginin sonucudur, bazi1 da hiperbolik olmadiginin sonucudur.
Oklidyen geometrinin kiiresel olmadigindan yirmi yedinci énerme dogrudur. Oysa besinci
onerme dolayisiyla Oklid’in geometrisi hiperbolik degil.

Yirmi yedinci 6nerme Oklid’in geometrisinin kiiresel olmadigini ifade eden on altinci
onermeye dayanmis.

IV. Ciizdeki 16. Onerme. Her hangi bir iicgende, bir kenarmin uzatildiginda, olusan dis acs,
komsu olmayan i¢ ac¢ilardan daha biyiktir.

Bu 6nerme XVI. Sekilde anlagilan. AC'D agist ABC agis1 veya BAC agisidan daha biiytiktiir.
Ilk 6nce yirmi yedinci 6nermeyi ispatlayalim.
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A /E B

XVII. Sekil

XVII. Sekli Oklid’den aldim. EF dogru cizgisi AB ile C'D dogru cizgilerinin kesmesinden
olusturan AEF ile EFD icters durumlu acilar: birbirine esit olsun. Oyle ise AB ile CD
dogru cizgileri birbirine paralel olur. Paralel olmazsalar, uzatimlar ya B ile D yoniinde ya da
A ile C yoniinde kesisir. Uzatimlar: B ile D yoniindeki G noktasinda kesissin. Oyle ise GEF
ticgeninin AEF' dig acis1t EF'G icters agiya esittir. Fakat EFG agis1t GEF tiggenin AEF dig
acgist komsu olmayan i¢ agisidir. On altinci 6nermeye gore, AEF agist GEF agisindan daha
biiyiiktiir. Dolayisiyla ayni zamanda AEF agis1 GEF agisidan daha biiylik ve bu ayni agiya
esittir. Bu miimkiin degil. Binaenaleyh iki cizgi paraleldir.

Simdi on altinci 6nermeye doneriz. XVI. sekilde gibi, ABC' bir iiggen olsun. BC' kenarist
D noktasina kadar uzatilsin. Su halde, AC'D dis agis1 kendisine komsu olmayan C'BA ile
BAC agilarindan daha biiyiik olur, diye Oklid iddia eder. Neden?

Onuncu énermeye gore, AC kenarimi ikiye bolebiliriz. Orta noktasi £ olsun. Ugiincii
onermeyi kullanarak, B ile E noktalarini birlegtiren dogru ¢izginin uzantisinda BE esit
F'FE olacak gekilde F' noktasini alalim. C' ile F' noktalar: birlegtirelim. AC' dogru ¢izgisinin
{izerinde herhangi bir G' noktasini alalim. Ogeler’de, iki noktanin birlesmesi ve bir dogru
¢izginin uzatilmas birinci ile ikinci 6nermelerde agik olarak ileri siiriildii. Sonug olarak, biz
Sekil.P’yi elde ediriz.

AEB ile CEF f{iggenlerine bakalim. AFE ile C'E kenarlar1 birbirine esittir. BE ile FE
kenarlar1 de birbirine egittir. On beginci énermeye gore AEB ile C E'F iki ters agisi birbirine
egittir. Hala ispatlanmamig olan dordiincii 6nermeye gore, AE B ii¢geninin ile C'E'F iiggeninin
karsilikli acilar birbirine esittir. Ozellikle, BAE acis1 ECF acisina esittir.

Oklid 6zel bir yontemle ispati bittirdi. Baz1 sekillerin ileri siirdiigii ama verilmis ak-
siyomlarinin sonucu olmayan nitelikler kullaniyor. EC'F' agisinin EC'D agisindan daha
kiiciik oldugundan dolayi, BAFE agis1 da EC'D agisindan daha kiigiiktiir. Boyle ispat etmek
istersek, bir dogru ¢izginin diizlemde iki tarafi varoldugunu ve iki dogru ¢izginin yalniz bir
noktada birbirini kesistigini bilmeliyiz. Oklid bu énermeleri aciklikla ileri siirmemistir, fakat
saklayarak kabul etmistir. Simdi bildigimiz gibi, kiiresel geometride, birinci énerme dogru
degildir.

On altinc1 6nermenin ispatinda yalniz on beginci énerme degil, ii¢lincii, dordiincii ile
onuncu 6nermeri uyguladik.

I. Clizdeki 3. Onerme. Iki birbirine esit olmayan dogru ¢izgi verilmis ise, daha biyiikten
daha Kig¢tige egit olan dogru ¢izginin ¢ikarilmast.

I. Clizdeki 4. Onerme. Iki iicgenin karsilikly ikiser kenarlar ve bu kenarlar arasindaki
acilary esit ise, karsilikl tabanlary da, iki tiggen de, karsilikly ikiser agilary da esit olur.
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Uciincii onermenin ispatlamasi kolay ve o kadar ilging degil. Aksine dordiincii 6nermenin
ispatlamasi Ogeler’deki miigkiilatlar1 meydana koyar. Ispatlamasini anlatmamizdan evvel,
onuncu 6nermeyi vereyim. Bu 6nermenin ispatlamasi da oldukga kolay.

I. Cliizdeki 10. Onerme. Bir dogru parcasinan iki esit parcaya bolinmesi.

Belki de sonra Oklid’in ifade ettigi kurallarda bulunan sorunu daha aciklikla anlatabilmek
icin kullandigim kelimelerin olagan olan anlamlardan farkl olan tanimi neden uygulaya-
cagimi hemen soylebilirim. Yani Oklid’in pesinden giderek AB dogrusunu diye ben A ile
B baglayan dogru parcasini kastediyorum. Ote yandan C' ile D noktas1 AB dogrusunda
bulunan iki nokta ise, C'D dogru parcasit AB dogrusunun igerdigi, C' ile D birlegtiren aralig
1 kastediyorum. Yilmaz Beyin komsu olarak, emekli lise 6gretmen Ismet Bey dogru ile
dogru parcas1 arasindaki farka dikkatimi cekti. Yani Oklid’e karsit bugiinkii 6grenciler
ve Ogretmenler i¢in dogru siirsizdir. Genel olarak bizim i¢in sinirh dir. Gene de, dogru
anlasaydim, “dogru ¢izgi” sézii bugiin kullanilmaz. Onu kullaniyorum.

Doérdiincii 6nermeyi ispatlarken, X VIII. Sekli kullanariz. Iki tiggen ABC ve DEF tiggenleri
olsun. AB kenar1 DE kenarina egit olsun, ve AC' kenar1 DF kenaria. BAC agist EDF
acisina egit olsun. 6nermenin ispatlamasinda st iiste gelecek sekilde koyma yontemi
kullaniliyor. Yani A noktasi D noktasina konsun. Aynm1 zamanda AB kenar1 DFE kenarina
konsun. Béylece B noktasi E noktasina gelir. BAC' ile EDF acilar1 birbirine esit oldugundan,
AC, DF’ye gelir. AC' ile DF dogru cizgileri birbirine egit olduklarindan, C' noktasi1 F
noktasina gakigir. Dolayisiyla BC' taban1 E'F' tabanina gakigir.

Bu son iddia o kadar belli degil. Gergekten ispatlamay1 dikkatli—hatta dikkatsiz—
inceleyince bunun tam ispat olmadigini goriiriiz. Aslinda Oklid baz1 dogru ile acik goriinen
kavramini tamamen anlatmanustir. Mesela hem Oklid dogru ¢izgi kavramini, hem iki noktay1
baglayan tek bir dogru c¢izginin oldugunu da anlatmamis. Bundan fazla dogru c¢izginin
parcasiin gene de dogru ¢izgi oldugunu anlatmamig. Ayni1 zamanda fist tiste gelecek sekilde
koyma yonteminden ¢ekindiginden, dogru ¢izginin iist iiste gelecek gekilde konulmasinin yine
de bir dogru cizgi verdigi anlatmamis. Bu eksiklikleri tamamlamak istersek, yeni Ogeler’i
yazmaliy1z. Zaten Hilbert tarafindan yapilmigtir.

A D

XVIIL Sekil

Biz otuz ikinci onermeye kadar her 6nerme iddia edip ispatlamamamiza ragmen, biz bu
onermeye kadar Ogeler’in ne icerdigini, 6zellikle Gauss, Riemann ve Einstein uyguladig
egrilik kavramina ait oldugunu icerdigini daha iyi anliyoruz. Baz1 sezgisel, ya acik olarak,
Oklid geometrisini kiiresel ile hiperbolik geometriden ayiran hususiyetlerinin énemleri takdir
edebildik. Ayrica Oklid geometrisinde lazim olan ama Oklid kendisinin meydana acikca
koymadigr kavramlar ile 6nermeleri tanidik. Birinci ciizde tam olarak kirk sekiz énermeler
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var. Son ikisi iinlii Pisagor teorem ile karsitin ifadeleridir. Biz su anda bu teoremlerle
ilgilenmiyorum. Ote yandan otuz iigiinciisiinden kirk altina kadar numarali on dért 6nermeler
ilerdeki konferanslarda ¢ok 6nemli olacak.

GEOMETRIK CEBIR

Cebirde, ozellikle cebirin baglangicinda carpma 6nemli bir iglemdir ve toplama kadar
onemlidir. Oklid’in Ogeler'inda carpma islemi geometrik yontemlerle tanimlanmistir. carp-
1m sade say1 degil, bir ylizol¢glimiidiir. Ama ¢arpma yapilmasi yetmez. carpma geometrik
yapilirsa mesela dik dortgenle iki ¢carpimin toplami nasil yapilir? Daha genel olarak, gekilleri
farkli olan iki alanin yiizol¢limiiniin toplami nasil hesaplanir. Tki carpimdan veya sekilleri
farkli olan iki alanin yiizolgiimiinden hangisi daha biiyiik oldugu nasil belirlenir?

Ogeler’de yiizolciimiiler seklin ticgenlere boliinmesiyle olciiliir. Inceleyecegimiz énerme-
ler arasinda bazis1 iiggenlerin, bazis1 paralelkenarlarin yiizol¢iimiiniine aittir. cok 6nemli
sorun olarak, yiizolgiimii verilmis her hangi sekillerin yiizolgiimiiniin toplamina esit olan bir
paralelkenarin nasil ¢izildigini anlatmaktir. Ik 6nce verilmis sekil bir tiggen olsun.

I. Clizdeki 44. Onerme. Verilmis bir iicgene alanca esdeger, bir kenart ve bir acist verilen
paralelkenarin ¢ilizmesidir.

“Bir sekil bir bagka sekile esdeger” diye, Oklid bir seklin yiiz6l¢iimiiniin bir bagka geklin

ylizolglimiine esit oldugunu kastediyor. Bu énermeden sonra énermede verilmig sekil herhangi
bir ¢okgen olabilir. Oklid “kenarlar1 dogru olan sekil” diyor, ama biz sadece “gokgen” deriz.

A

L

XIX. Sekil
I. Clizdeki 45. Onerme. Verilmis bir ¢cokgene esdeger, bir a¢isi verilen paralelkenarmn ¢izilmesi.
Bu 6nermeleri iki seklin yardimiyla sadece anlatabiliriz. XIX. Sekilde verilmis tiggen C"dir

ve verilmig a1 D’dir. Verilmis kenar AB kenaridir. BL paralelkenarin bir kenar1 AB’dir ve
ABM acgis1 D’ye acisina egittir. Ayn1 zamanda paralelkenarin yiizol¢iimii C’ye esittir.

D L

| SN

M

XX. Sekil
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XX. Sekilde bir ¢okgen ABCD verilmigtir. Bu ¢okgeni tiggenlere ayirdik. Verilmis agi
E’dir. 6nermenin iddiasinda agikar anlatilmamasina ragmen, kenar F'K de verilmis. F'H
paralelkenar1 ABD ii¢genine egdegerdir ve GM paralelkenart BDC' iiggene egdegerdir.
Dolayisiyla F'M yiizolgiimii ABC'D ¢okgene esdegerdir. Hemen gordiigimiiz gibi, kirk
dordiincii 6nermeyi kullanilarak, kirk beginci 6nerme kolay ispatlanir. Binaenaleyh kirk
dordiincii 6nermenin ispatlamasi yeter.

Kirk doérdiincii 6nermeyi ispatlamamizdan evvel, sonuglarini anlatmak isterim. Ik 6nce
Heath’in goriigleri sunarim. Heath yaziyor ki,

“We can now take stock of how far the propositions 1. 43—45 bring us in the
matter of transformation of areas, which constitute so important a part of
what has fitly been called the geometrical algebra of the Greeks. We have
now learnt how to represent any rectilineal area, which can of course be
resolved into triangles, by a single parallelogram having one side equal to any
gqiven straight line and one angle equal to any given rectilineal angle. Most
important of all such parallelograms is the rectangle, which is one of the
simplest forms in which an area can be shown. Since a rectangle corresponds
to the product of two magnitudes in algebra, we see that the application to
a given straight line of a rectangle equal to a given area is the geometrical
equivalent of algebraical division of the product of two quantities by a third.
Further than this it enables us to add or subtract any rectilineal areas and
to represent the sum or difference by one rectangle with one side of any given
length, the process being the equivalent of finding a common factor. But one
step still remains, the finding of a square equal to a given rectangle, i.e. to a
given rectilineal figure; and this step is not taken until I1.14.”

Heath’in deyisi ¢ok 6nemli, ama climleri uzun ve karmagik, Tiirkceye ¢evirmek kolay degil.
Tiirkceye cevirmesini sunmamdan evvel, onun ne dedigini kendimim kisa basit ciimlelerimle
anlatmaya cabalayayim.

Ucg 6nermerler, yan kirk ficiincii, kirk dérdiincii ve kirk besinci 6nermelerin yararligini
inceler. Oklid’in insa ettigi teori cebirsel geometri adlanir, ama bu bizim bugiinkii cebirsel
geometri degil, bu cebirsel iglemlerin geometrik yontemlerle yapiltigi teoridir. Heath’e gore
Oklid’in teorisi bu cebirsel geometri adiya layiktir. Bu {i¢ 6nerme Cebirsel geometrinin bizi
¢ok 6nemli bir kismi olan yiizol¢limiiniin seklini degistirmenin sorununa gotiiriiyor.

Oklid inceledigi alanlar cokgendir. Her cokgen iicgenlere boliinebilir. Kirk dérdiincii
Onermeye gore, her cokgen bir kenari ve bir agis1 verilen bir paralelkenara egdegerdir. En
onemli paralelkenarlar dik dértgendir. Bir alan gosterebilen sekiller arasinda bu sekiller en
basittir. Bir dik doértgen iki niceligin ¢carpiminin geometrik karsiligidir. Su halde, ¢ = ef
iki niceligin garpimi ise, ve a bagka bir nicelik ise, b = ¢/a boliimiiniin geometrik kargilik
verilmig dik dortgenin verilmis kenarin iistiine konulmasidir.

Bundan fazla, iiste koyma yontemle biz her hangi kenarlar1 dogru olan alanlar1 toplayabilir
veya cikarabiliriz. Mesela, ¢y, ¢s, c3, . .. filan hepsi yiizol¢giimii ve a verilmigbir aralik, biz
b1, bo, b, ... sOyle bulabiliriz ki, ¢c; = aby, co = abs, ... Dolayisiyla, c¢; ile ¢y alaninin toplamini
kenarlarinin boyu a ve by + by olan dik dortgen temsil eder. Oklid iki araligin boyunu
toplayabilir, ama iki yiizol¢limii dolaysiz toplayamaz. Halbuki, bu iiste koyma yontem ile
yiizolgiimler de toplananabilir.
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Onemli bir sorun iistii koyma yontemle ¢oziilmez, verilmis bir alana esdeger bir karenin
cizilmesi! Oklid onu sonra ¢oziiyor. Ben gimdi beceriksiz olsa, Heath’in deyisi Tiirkce
gevireyim.

Adisina layik olan Yunanly geometrik cebirin o kadar énemli kisma olan
yuzol¢tiiminin seklini degistirmenin sorununda bu ti¢ onermelerin bizi nereye
kadar gotirdigini biz simdi sorabiliriz. Elbette ticgene bolinebilen, kenarlar:
dogru olan her hangi bir seklin yizol¢imiinin verilmis bir aralikta ¢izilmis
olan ve verilmis bir acwyla paralelkenar: kullanarak nasil temsil yapildigine
ogrendik. Bu paralelkenarlar arasinda en onemli olan ve yiizélgiimi en basit
sekilde gosterebilen sekil dik dortgendir. Gorebildigimiz gibi, bir dik dortgen
cebirde bir ¢carpiman karsiligr oldu, verilmis yizdlgimiine esit olan bir dik dort-
genin verilmis bir araligin tstine konulmast cebirdeki ki sayinin ¢carpiminin
tigtinct sayrya bolinmesinin geometrik muadiliydir. Bundan fazla, bu islemin
yardimayla kenarlar, dogru olan sekillerin yiizél¢uimlerini toplayarak veya
ctkararak, toplama veya farky bir kenary verilmis olan bir dik dortgenle ifade
edebiliriz. Bu islem ortak bolen bir sayinin bulunmasina esdejer deger erdir.
Ama bir adim hentiz atilmadi, verilmis bir dik dértgene, yani genel bir
kenarlar, dogru olan sekile, esit olan karenin bulunmasi. Bu adim ikinci
clizdeki on dordinci onermeden once atilmaz.

Heath’in adlandirdigr son adimi attigimizdan sonra, biz karekokleri cebirsel hesaplama
durumda bulacagiz. Belli ki toplamlar, farklar, carpimlar ve boliimler bulmemizden fazla
karekokleri hesaplarsak, biz her hangi ikinci mertebeden olan bir denklemi ¢ozebiliriz.
Oklid’in bunu nasil yaptigini anlatacagiz. Ikinci mertebeden olan denklemi coziilerek, sik
sik irrasyonel sayilart meydana cikar. Ogeler'm onuncu ciiziinde Oklid’in dénemine kadar
geligtirilmemis irrasyonel sayilarin teoresini inceleriz. Ik 6nce baz1 Heath’in naklettigi ve
bizim simdi takdir edebildigimiz goriigleri sunarim.

Heath kendisinin dedigine gore,

“This proposition will always remain one of the most impressive in all
geometry when account is taken (1) of the great importance of the result
obtained, the transformation of a parallelogram of any shape into another with
the same angle and of equal area but with one side of any given length, e.g.
a unit length, and (2) of the simplicity of the means employed, namely the
mere application of the property that the complements of the ‘parallelograms
about the diameter’ are equal. The marvelous ingenuity of the solution. ..”

Biz kirk dordiincii 6nermenin ispat1 hala gérmedik. Dolayisiyla basitligini takdir edemeyiz.
Bundan fazla Ogeler'in onuncu ciizde gelistirilen irrasyonel sayilar teoresini hala incelemedik.
Buna ragmen bu yontemin irrasyonel sayilar hakkinda kavramlari meydana getirmesini
simdi anlayabiliriz. Heath’in tefsirini ¢evireyim.

“Bu 6nerme uzun zaman i¢in geometrinin en etkileyict onermelerinden bi-

risi kalacak, ozellikle (1) sekli her hangi bir sekil olan bir paralelkenarin

ayne acryla ve ayme yizoleuimaiyle fakat ayny zamanda bir kenary her hangi

bir verilmisuzunluk mesela ol¢iinliyle, bir baska paralelkenara degistirilmesi

sonucunun temel onemi de, (2) bundan fazla kullanilan vasitalar, yani para-

lelkenarin ‘kosegenine gore karsilikly paralelkenarlarin’ tamamlayicilarinin
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birbirine egit olmasindan fazla hi¢ kullanmamast da hesaba katilirsa. ¢ozim-
tuntin yaratacilige ile hineri. ..”

Biz bu iddiay1 hala tam anlayamayiz, ama 6nermeyi ispatlamamizdan sonra belli olacak.
Bildiginiz gibi Plutark yaklagik M. S. 100 yagayan biyografilar: ve bagka yazilar1 yazan
bir yazar idi. Heath ona agagidaki gézlemi atfeder.

“En geometrik olan teoremlerden, daha dogrusu em geometrik olan onerme-
lerden birisi olarak, iki verilmis sekilden, birisine esit, baskasina ayni sekilde
olan seklin verilmis bir aralg a konulmasidir. Bu onerme kuskusuz ti¢genin
hipoteniisiindeki karenin diger iki kenardaki karenin toplamina esdeger olmast
teoreminden daha mahir, daha bilimseldir.”

Herkes Ogeler’1 diisiiniirken, Pisagor’un teoriminin aklina hemen gelmesine ragmen, Plutark
belki hakli oldu.
Kirk dordiincii 6nermeyi ispatlarken, kirk ticiincii uygulariz.

I. Clizdeki 43. Onerme. Her hangi bir paralelkenarda, kisegene gore karsilikly paralelkenarla-
rin tamamlayicilarinin birbirine esit olur.

Bu 6nerme XXI. Sekilde anlatilir. Ispatini sonra anlatarim. Ama cebiri kullanarak, dogru
olmasinin sebebini kolay anlatabilirim. Verilmis agiyla paralelkenarin yiizol¢limii iki paralel
olmayan kenarin ¢arpimina orantilidir. Dolayisiyla EG paralelkenarinin yiizélgiimii ¢ x
EK x EB’ye esittir ve HF paralelkenarinin yiizolciimii ¢ x HK x HD’ye esittir. Zikrettigim
orant1 sabite c’dir. Iki paralelkenar EG ile HF kogegenine gore kargilikli oldugundan,
iki oran HK/KG = HK/EB ile EK/KF = EK/HD birbirine esittir. Dolayisiyla iki
paralelkenarin yiizolgiimleri birbirine esittir. Asagida Oklid’in geometri ispatini anlatarim.

A H D

XXI. Sekil

Kirk dérdiincii 6nermeyi simdi ispatlayalim. Sekil.S’yi kullanariz. Verilmig aralik AB olsun
ve verilmig iiggen C. Henuz anlatilmamig kirk ikinci 6nermeye gore, C' iiggenine esit olan
ve D agisiyla BEFG paralelkenarini ¢izebiliriz. EB araligit AB araliginin uzatimi olsun.
FG aralik H noktasina kadar uzatilsin ve AH dogrusu A noktasindan gegen BG kenarina
paralel olan dogru ¢izgi olsun.

H ile B noktalar1 BH dogru cizgiyle baglansinlar. HF Dogru cizgisi iki birbirine paralel
olan dogru ¢izgiyi keser. Dolayisiyla yirmi dokuzuncu énermeye gore, AH F ile HF E acgilarin
toplamu iki dik agiya esittir. Boylece, BHG ile GFE acilarin toplami iki dik agidan daha
az olur. Oyle ise, besinci 6nermeye gore, uzatilarak, HB ile EF dogru cizgi kesisirler. K
noktasinda kesigsinler. KL dogru ¢izgisi K noktasindan gegen ve F A ile F'H ¢izgilerine
paralel olan bir ¢izgi olsun.
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HA ¢izgisi L noktasina kadar uzatilsin ve GB ¢izgisi M noktasina kadar. Su halde
XIX. Sekli elde ederiz. HLKF paralelkenarinin koégegeni HK dogru cizgisidir. AG ile
M FE paralelkenarlardir, LB ile BF' birbirinin H K kosegeniyle ilgili olan tamamlayicisidir.
Dolayisiyla LB ile BF paralelkenarlar: birbirine esittir, yani yiizolgiimleri birbirine egittir.
BF paralelkenar1 C' {iggenine esit oldugundan, LB paralelkenar1 C’ye de esittir. GBE ile
ABM agilar1 birbirine egittir ve acit ABM D agisina esittir. Dolayisiyla C' yilizolgiimii AB
araliginin iistiine koyulmustur.

Kirk iiglincii 6nermeye hala ispatlamadik. Ispatlamamizdan 6nce ispatini anlatmadigimiz
otuz dordiincii 6nermeyi veririm.

I. Cliizdeki 34. Onerme. Her hangi bir paralelkenarda karsiikli kenarlar veya agilar birbirine
esittir. Kosegeni paralelkenarin yiizolcimiini ikiye boler.

XXI. Sekile bakalim. Sekilde ABC D kosegeni AC olan bir paralelkenardir. Birbirinin ta-
mamlayicisi olan BK ile KD iki paralelkenarlarinin yiizolgiimleri esittir. Neden? Ilkonce
otuz dordiincii 6nermeye gore ABC' ile ADC' iiggenlerinin yiizolgiimleri birbirine esittir.
Aymni sebepten hem AFK ile AHK {i¢genleri hem de KGC' ile KFC {iggenleri birbirine
esittir. Dolayisiyla BK tamamlayicist K D tamamlayicisina esittir.

Kirk ikinci 6nermenin ispati oldukga kolay. Iddiasini sunuyorum ama ispatlamiyorum.

I. Clizdeki 42. Onerme. Verilmisbir ticgene esit olan, verilmis bir acwla paralelkenarin
¢izilmesi.

IRRASYONEL SAYILAR

Istersek, biz ikinci ciizde bulunan onermeleri tek tek incelemeye devam edebiliriz, ama
onuncu ciize gelmek istiyoruz. Mamafih biz bilhassa irrasyonele gelmek istiyoruz. Birinci
clizii ile onuncu ciizu arasinda ¢ok hem 6nemli hem de giizel kavramlarla énermeler var, ama
bizim maksatlar i¢in onlar konu digidir. Mesela tigiincii ciizde cembere ait 6nermeler bulunur.
Geometrik yonden, bu 6nermelerden cogu pek giizel. Einstein’in 6l¢lidiine uyar. Yedinci,
sekizinci ile dokuzuncu ciizler tam sayilar hakkindadir. Bu doért ciizler, yani {i¢iincii, yedinci,
sekizinci ve dokuzuncu bu konferanslarda s6z konusu olmayacak. On birinci ile on ikinci
cozlerde ii¢ buutlu geometri hakkindadir, 6zellikle cisimlerin oylumunun hesaplanmasini
incelenir. Onlara da bu konferanslarda dokunmayacagiz.

Basgka yedi ciizler, irrasyonel sayilara veya muntazam {i¢ buutlu cisimlerin insa edilmesine
kismen aittir. Mesela dordiincii clizde ¢emberin icine dahilen temas etmek iizere muntazam
cokgenler cetvel tahtas: ile pergelle cizilir. Tabii her muntazam g¢okgen sdyle ¢izilemez.
Ucgen, dortgen, besgen, altigen, ya da ongen veya onbeggen i¢in, nasil yaptigimi Oklid
anlatmis. Muntazam cokgenlerin yapisi Ogeler’inde gelistirdigi cebirsel irrasyonel sayilarm
teorisine baghdir. Ogeler’inde teori aslinda iki mertebeden veya dért mertebeden olan irras-
yonel sayilar hakkindadir, ama bugiin bildigimiz gibi, muntazam c¢okgenlerin inga edilmesi
siklotomik sayilarina aittir. Gauss’in onyedigen inga ederken gosterdigi gibi, muntazam
cokgen inga etmesiyle ugragdigimizda Galois teorisinin ortasindaki sorunuyla rastliyoruz.
Oklid’in inceleyip ¢ozdiigii hallarda, muntazam cokgenlere ilgili irrasyonel sayilar, uygun
karekokleri kullanarak, ifade edilebilirler.

Ana amacimizin Oklid ile Einstein arasinda egriligin kavramina katkilarmin belirtilmesine
ragmen, bazi bu kavrami olusturan matematikciler matematikte ana bir fikir ve derin bir ilke
olarak geometri ile cebirin ¢ok yonden ayni konu oldugunu da meydana ¢ikardi. Dolayisiyla
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iki anlamda onlar Pisagor ile Oklid’in haleflermis. Biz geometrik cebiri ile Ogeler’deki
irrasyonel sayilar teoresini anlatarak, eski Yunanlilarin matematige biraktig: egriliginden
fazla olan ikinci miras1 da vurguluyoruz. Her diger matematikc¢iden once, Gauss egriligin de
irrasyonel sayilarin da teorisene katkida bulunmus oluyor.

Geng olurken her matematikc¢i Gauss’in on dokuz yaginda olarak onyedigenin nasil inga
edildigini kesfedigini 6grenir. Elbette bu harikulade bir kesif idi, ama ben matematik 6gren-
meye bagladigim zaman Gauss’in bagarisindan okudugumda onun ¢ok zeki olmasina ragmen
sadece ilk geometride bir kesif oldugunu saniyordum. Dogrusu Gauss onyedigeni nasil inga
ettigini hemen 6grenmedim ve tefekkiir etmeden yonteminin basit ilk geometrikten alinmig
ilkelerden daha ileri kavramlar kullanmadigini diisiiniiyordum. Yalniz ben degil pek ¢ok
matematikciler soyle diigliniir. Hakikat bagkadir.

1819 yilinda, kirk iki yasinda olarak, talebesi Christian Ludwig Gehrling’e yazdigi mek-
tupte Gauss kendisi ¢oziimiinii nasil kesfettigini naklediyor. Mektubundan anlayabildigimiz
gibi Gauss eski Yunanlilarin agtigi yolundamig ve geometri ile irrasyonel sayilar baglayan
ilkeleri uygulamig. Mektupta Gauss soyle yazdi,

Das Geschichtliche jener Entdeckung ist bisher nirgends von mair éffentlich
erwahnt, ich kann es abe sehr genau angeben. Der Tag war der 29. Marz,
1796, und der Zufall hatte gar keinen Anteil daran. Schon frither war alles,
was auf die Zerteilung der Wurzeln der Gleichung (2P —1)/(x — 1) = 0 in
zwet Gruppen sich bezieht, von mir gefunden, wovon der schéne Lehrsatz D.
A. p. 637 unten abhingt, und zwar im Winter 1796 (meinem ersten Semester
in Géttingen) ohne daf8 ich den Tag aufgezeichnet hatte. Durch angestrengtes
Nachdenken tiber den Zusammenhang aller Wurzeln untereinander nach
arithmetischen Grinden glickte es mir, bei einem Ferienaufenthalt in Bra-
unschweig am Morgen des gedachten Tages( ehe ich aus dem Bett gestanden
war) diesen Zusammenhang auf das klarste anzuschauen, so daf ich die
spezielle Anwendung auf das 17-Eck und die numerische Bestdtigung auf der
Stelle machen konnte. Freilich sind spdter viele andere Untersuchungen des
7. Abschnittes der D. A. hinzugekommen.

Siz bu satirlar1 okuduktan sonra Gauss™un geng yasta yazdigi iinlii D(isquisitiones) A (rith-
meticae) kitabim kiitiiphanede bulup okuyacaksiniz umuttayim. Metninde s6z konusu olan
(zP — 1)/(x — 1) denkleminin kokleri siklotomik sayilardir. Ama S. 637’de, yani kitabin
357’inci boliimde bulunan 6nerme bu koklerden ibaret olan bir toplamin ikinci mertebeden
olan bir irrasyonel say1 oldugunu iddia eder. Gauss kendisinin vurguladig1 gibi bu Ogeler’de
bulunan geometrik ifade edilen 6nermelere yakin olan iddia hem geometride hem sayilar
teoresinde 6nemlidir.

Gauss’un climlerini ¢evirelim.

O kesifin tarihinden hentz hi¢ bir yerde soz etmedim, ama ¢ok kolay anlata-
bilirim. 1796 yilin 29 martinin gund idi, hi¢ bir tesadif olmadi. Daha dnce
(2P —1)/(z — 1) denkleminin kéklerinin iki kisi ma bolindugine ait 637 say-
fasinda bulunan giizel 6nermenin tabi oldugunu her sey zaten Géttingen’deki
ikinci sémestrim olan 1796 kisda kesfetmis oldum, ama giinin tarihini not
etmedim. Braunschweig’da tatil giunlerimi gegerken, koklerinin aritmetik
anlamda karsilikluliskileriyle disinip ugrasarak, andigim giinde yatagimdan
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ctkmaktan evvel bu iliskiyi tam kesinlikle anlamay: basardim. Ben kesfetti-
gim ilkeleri hemen onyedigene uygulayabildim ve sayica saglayabildim. Tabi
ondan sonra D. A.’nin yedinci kismina pek ¢ok dtedeki arastirmamaekledim.

Ortak 6l¢iilmez sayilarin kesifi Yunanh geometride ana olaylardan birisiydi, ama kesifin
geometriyi nasil etkiledigi kesinlikle anlamam. Daha dogru Yunanlilar her iki araligin
ortak Ol¢iisiiniin olmadigini kegfettiler. Her uzulluk belirtilmis uzunlugun bir kesirli kat
olmadigindan, dogace verilmis sayilar, yani 1/2, 2/3, 8/5, 12/29, gibi bayag: kesirler ge-
ometride yetermez. Anlagilan her iki araligin belki bayagi kesir olmayan ortak oOl¢iimii
tanimlamak icin, Eudoxusun genel oran teorisi lazimdir. Bu teori Oklid’in altine: ciiziinde
gelirtilmistir. Teorisiyle herhangi iki aym ¢esit olan matematik niteliklerin, mesela iki
araligin ortak oOl¢iimii tanimlanabilir. Dolayisiyla, Eudoxus’un teorisiye dayanip geometrik
nitelikler kullanarak, eski Yunanlilar rasyonel veya irrasyonel sayilarin teorisini geligtirmistir.
FEudoxus’un bir buguk yizyildan evvel, tam sayilar incelerek, Pisagorcular ve bagka eski
matematikciler, ucgen sayilarin veya kare sayilarin geometrice etkilenmis olan kavramlarini
ortaya koymusglar.

Ronesans ve sonradaki donemlerden sonra olusturulan cebirsel kavramlar kullanilmazsa
irrasyonel sayilar teorisine Eudoxus’un teorisinin ihtiyacinin olmasina ragmen, ben beginci
clizlin icerigini incelemem. Yani hepimiz on dokuzuncu yiizyilda meydana konmus ¢agdas say1
kavramini iyi bildigimizden, hi¢ anlatmadan besinci cilizde bulunan kavramlar1 kullanabiliriz.

Ikinci clizde Heath’in adlandirdigi geometrik cebire yer verilir. Cebir kullanmazsak,
gerek acgikca gerek zimnen, biz cebirsel tanim gerektiren irrasyonel sayilari ortaya koyamaz.
Dolayisiyla geometrik cebirin temelleri bize oldukca 6nemlidir. Heath’in anlattig gibi, ikinc:
clizdeki besinct ile altincy 6nermeleri kullanarak

ar + 22 = b,

2 — ar = b,

(A)

iki denkleminin nasil ¢oziildiigiinii anlatabiliyoruz. Sonradan, oranin teorisinin geligtiril-
digindan sonra, altinci ciizdeki yirmi sekizince ile yirmi dokuzuncu 6nermelerde daha genel
olarak iki
(B) axr + [—)xQ = g,

c m
denklemi geometrik ¢oziilmiistiir. Bence, ikinci ciizde Oklid denklemlerini ¢6zmek
istememis. Tabii Heath ikinci ciizde bulunan yorumlariyla Oklid’in bu denklemleri ¢ozebil-
ecegini iddia edip ¢oziimiin nasil goriinecegini anlatar, ama fazla 6ne stirmiiyor.

Karekokler. Cebirde veya geometrik cebirde bir sayinin karekokiiniin cikmasi cok énemlidir. Oklid
be meseleyi Pisagor'un teoremi sayesinde cozliyor.

Cebir ya da cebirsel sayilar teorisinin geligtirmeyi anlatmak istersek, Heath’in geometrik
cebir konusunda tefsirini okumamiz ¢ok 6énemli olur. Bazi climlelerini burada aktaririm.
Evvela beni carpan bir iddia vereyim, ¢iinkii bu konferanslarda aldirmadigim Pisagor
teoreminin geometrik cebirdeki 6nemini gosterir. Heath yazar ki,

“Lastly, the extraction of the square root is, in the geometrical algebra, the

finding of a square equal to a given rectangle, which is done in II.14 with the
help of 1.47.”
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Geometrik cebirde her niceligin bir boyutu var. Oran olabilir, veya uzunluk, veya yiizol-
¢limii. Bir niceligin karekokiinii bulmak istersek, nicelik uzunluk olamaz, ama yiizél¢iimiiniin
karekokii uzunluktur. Olagan olarak, Ogeler’de karekokii aranan nicelikler yiizolciimiidiir.
Heath’in ciimlesinde s6z konusu olan ikinci ciizdeki on dordiincii 6nerme yalniz dik dértgen
degil her kenarlar1 dogru olan c¢izgi hakkindadir.

II. Clizdeki 14. Onerme. Kenarlary dogru olan verilmis bir sekile esit olan karenin ¢izilmesi.

Fakat fazla genellik aldaticidir. Yani birinci adim olarak, anlattigimiz birinci clizdeki
kirk beginci 6nerme kullanarak, verilmis sekile esit olan bir dik dortgen ¢izilir. Heath’in
dikkatimiza cektigi gibi, bu énermenin iddiasi altinci ciizdeki on igiincii 6nermeye esdeger
deger erdir.

VI Ciizdeki 13. Onerme. Iki verilmis araligin orta orantilisinin bulunmasi.

Iki aralik AB ve C'D ve aranan orta orantili E'F iseler, sart budur,
AB FEF
EF  CD’
yani
EF? = AB x CD.
Dolayisiyla bu iki 6nerme esdeger deger erdir.

Altiner ciize vardiginda Oklid’in besinci ciizde olusturdugu oranlar teorisi elde bulunuyor.
Bu teori on iigiincii 6nermeye uygulanabilir. Ama ikinci clizde teori elde degil. Ashinda, oran-
lar teorisini kullanmadan, ayni sekilde olan licgenlerin teorisinin geligtirilmesi miimkiin degil.
Dolayisiyla, Oklid ayni sekilde olan ii¢genlerin teorisini uygulayan yontemi kullanmadan,
bagka kanit1 bularak, Pisagor teoremisini birinci ciizde ispatladi. Bu teoreme dayanarak,
oranlar teorisini kullanmadan, iki cilizdeki geometrik cebiri tamamlayabilmis.

Evvelce anlattigimiz gibi, ikinci cilizdeki beginci ile altinci énermeler iki mertebeden
olan cebirsel denklemler ¢oziirler. On dérdiincii énermeyi ispatlamak icin, Oklid’in besinci
onerme kullanmasi bizi hayrette birakamaz.

On dordiincii 6nermenin ispatin1 daha kolay anlamak i¢gin, ilkonce besginci 6nerme ve
ispatin1 anlatayim.

II. Ciizdeki 5. Onerme. Bir dojru aralik birbirine esit olan ve birbirine esit olmayan araliklara
kesilse, ki birbirine esit olmayan araliklarin icerdigi dik dortgen yizoletimii, ki kesme
noktasinin arasindaki araligin tistiine ¢izilen karenin yizol¢imuyla beraber yarisimin tstune
cizilen kareye egittir.

Bu iddianin siiphesiiz tamamen sagirtmaca oldugundan, onu bir Ogeler’den alinan bir
sekille anlatarim. XXII. Seklinde AB dogru ¢izgisi C noktasinda iki birbirine esit olan aralige
boliiniir. Ote yandan D noktasinda ¢izgi iki birbirine egit olmayan aralig e boliiniiniir. Iki
biribrine esit olmayan araliklarin igerdigi dik dértgenin yiizolgiimii AD x BD’ye esittir.
Onermi cebirsel ifade edersek,

AD x DB+ CD?* = CB?,
denklemi elimize geger. AB uuzunlugu 1’e egve DB = x iseler, bu denim agik olan

(1—2)z+(1/2 —2)* = (1/2)*
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denklemine egdeger deger erdir. AB uzunlugu a’a esit ise, denklem goyle goriiniir,
(a —2)x+ (a/2 — 2)* = (a/2)*.
denklemini ¢ozmek istersek,
(a/2)* = (a/2 — 2)* = b
denklemini veya ona esdeger deger er olan
y'=(a/2)" =V, a/2-x=y

denklemini ¢ézmemiz lazim. Gergekten, b ile a verilmis iseler ve b say1 a/2’dan daha az ise,
su halde Pisagor teoremisi kullanarak, y’yi bulup denklemi ¢ozebiliriz. Asagida on dordiincii
ispatta benzer ispat kullanilir. Buna ragmen, Oklid kendisi veya denklemini ¢6zmez.

A C D B
O
/ H \
K T ] M
P/ /
E G F
XXII. Sekil

Anlagilan ikinci ciizdeki on dérdiincii 6nermeden fazla tek iki mertebeden olan denklem
¢Ozen Onerme on birinci 6nermedir. Be 6nermenin ¢ozdiigii denklem boyledir,

ala — ) = 22

Mesela, a 1’e esit ise, su halde = —1/2 ++/5/2, ancak = olumlu ise, x = —1/2 4+ v/5/2.
Boylece hemen tanidigimiz x sayisi tinlii bir sayidir. Denklem goyle verilebilir,

r 11—z

1 =z
Dolayisiyla, = sayis1 bir araligin asir1 ile orta orana boéliinmesinin ¢oziimdiir. Araligin
uzunlugu 1-e esit ise, boliimlerinin uzunlukleri x ile 1 — z olur. Iki esitolan x : 1 =1—x : x
orana altin oran denilir.

Gene de, bagka yontemle ikinci kes olarak Oklid bu énermeyi altinc ciizde ¢ozer. Munta-
zam beggen c¢izilmesi i¢in bu say1 ve geometrik yapisi oldukc¢a 6nemli. Hemen anladigimiz
gibi hatta eski zamanda geometrik yapiglar yani sira irrasyonel sayilar meydana ¢ikmiglar.

XXIII. Seklini kullanarak on dordiincii 6nermeyi ispatalim. Verilmis yiizolgiimi dik
dortgen BD olsun. BE ve ED birbirine esit ise, verilmis dik dortgen bir kare olunca,
onerme zaten ¢Oziilmiigtiir. Kare olmazsa, iki dogru ¢izgiden, birisi daha uzundur. BE
¢izgisi olsun. Harflar1 s6yle segebiliriz.

EF araligi ED araligina esit olsun. BF ¢izgisi G noktasinda ikiye boliinsiin. Merkezi G
ve yarigabt GB veya GF olan yarim ¢ember BH F ¢izilsin. DE dogru ¢izgisi nokta H kadar
uzatilsin. Simdi beginci 6nerme uygulayalim. BD dik dortgeni ile EG karesinin toplami GF
karesine egittir.
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C D

XXIIL. Sekil

GF araligit GH araligina esittir. Dolayisiyla, BD dik dortgeni ile EG karesinin toplami
GH araliginin ustiindeki kareye esittir. Pisagor teoremi sayesinde, GH kare HE ile GE
karenin toplumuna esgittir. Dolayisiyla dik dértgeni H E karesine esittir. Boylece 6nerme
ispatlanmigtir.

(oziimii anlattigimizdan sonra fikrinin ne oldugunu oldukga agiktir. Beginci 6nermeye
gore, bir dik dortgen iki karenin farkina esittir. Ama Pisagor teoremini uygulayarak, biz iki
karenin farkinin yerine bir kare gecirebiliriz.

Ispatin fikri cebirsel anlatabiliriz. Yani zy sayisinin karekokiinii nasil bulabiliriz. = = y ise
bu 6nerme kolay ¢oziilebilir. Aksi takdirde x sayis1 y sayisindan daha biiyiik olsun. x = u+wv
ve y = u — v olarak x ile y yerine, u ile v bulabiliriz. Su halde zy = u?® — v? ve Pisagor
teoremini kullanarak, aradigimiz c¢oziimii, w? = u? — v? elde ederiz.

Ikinci clizii artik birakacagiz, fakat, Heath’in pesinden giderek, birakmamizdan evvel
cebirsel icerigini yine de vurgulamak icin, on ilk 6nerme cebirsel ifade edelim. Biitiin ciizde
yalniz on dort 6nerme var, ve biz kalan dortlerinden daha ikisini anlattik. On ilk 6nermenin
cebirsel ifadeleri soyle,

) ab+c+d+---)=ab+ac+ad+---
(2) (a+b)a+ (a+b)b=(a+b)?
(3) (a+b)a = ab + a
(4) (a+b)*> =a® + b* + 2ab

a+b > la+b\?
ab+( ! —b) _( ! )
(2a + b)b + a* = (a + b)?

(a+b)*+a® =2(a + b)a + b
4(a+b)a+b* = {(a+b)+a}2

9) a2+b2:2{<a;rb)2+(a;rb—b>2}

(10) (2a+b)* +b* =2{a® + (a + b)*}

Tabii, bu iddialarin hepsinin geometrik ispatlanacagi zamaniniz yok! Fakat besinci ve
altincisina sonra geri donecegiz.

Dedigim gibi, doérdiincii cilizde ¢emberin icine dahilen temas etmek iizere muntazam
cokgenler cetvel tahtasi ile pergelle cizilir. Gauss’un katkilardan sonra, biz ¢izilmesinin
tekligin koklerine bagh oldugunu biliyoruz. Bu koklerin teorisine siklotomi denir. Aslinda
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eski Yunanlilar cebirsel irrasyonel sayilar: ile muntazam ¢okgenler arasinda baglantilarin
farkindadir, fakat bilgileri bizimki kadar gelistirilmemis. Iki mertebeden olan irrasyonel
sayilara dair bilgilerinin dordiincii ciizde anlatilmasina ragmen, baz 6zellikler ilk olarak on
ti¢iincii clizde anlatiliyor.

Bu konuda iki ana sorun var. Birisi, muntazam ¢okgenlerin cetvel tahtasi ile pergelle nasil
¢izilmesi? Tkinci, muntazam ¢okgen ¢emberin i¢ine dahilen temas etmek iizere ¢izilmis ise,
kenari ile cemberin yarigabinin orani ne olur? Bagka benzer sorun var. Verilmis muntazam
cokgenin i¢ine dahil kenarlara dokunan ¢emberin ¢izilmesi, veya ¢emberin igine dahil
kenarlar1 gember dokunan cokgen ¢izilmesi.

Bu sorulardan bazilarima hemen cevap verebilirsiniz. Ucgen veya muntazam dortgen
¢emberde nasil ¢izildigini biliyorsunuz. Dairenin yaricabi 1’e esit ise, kenarinin uzunlugunu
hesaplayabiliriz. Iki irrasyonel sayilar meydana getiriliyorlar, yani 2 ile 3 tam sayilarinin
kokleri. Begsgen veya ongen ise, bu sorulara ¢ogunuz kuskusuz hemen cevap veremezsiniz.
Mesela, dordiincii cilizdeki on birinci 6nermeye bakalim.

IV. Ciizdeki 11. Onerme. Verilmis bir cemberin icine dahilen temas etmek tizere, kenarlar
birbirine esit olan ve agilary birbirine esit olan besgenin ¢izilmesi.

Bu soruna Gauss’dan 6grenilmis olan ¢agdas yonden bakarsak, o kadar zor degil, ama bir
anlamda Gauss'un gelistirdigi kavramlarin kaynag: simdi anlattigimiz Oklid’in sundugu
teoride bulunur. Oklid on birinci énermenin ¢éziimii bagka 6nemli 6nermeye dayanarak
ispatlhiyor.

IV. Ciizdeki 10. Onerme. Tabandaki a¢ilar baskasvnan iki misli olan ikizkenar dicgen cizilmesi.

Tabandaki her iki agisinin begkat iki dik agiya esit oldugu bellidir. Dolayisiyla agilar kendisi
27 /5 derecesine esittir.

Yildiz gekli verilmigolan muntazam beggen Pisagorcularin 6nemli isaretiymis. Dolayisiyla,
bu iki 6nerme Pisagorculara erken bilinmis oldugu zannedilir. Bildiginiz gibi, Oklid M.E.
yaklagik ti¢ yiiz yil yagsamis. Pisagor M.E. altinciyiizyilda yasamis. Pisagorcular isaretleri
olmak iizere muntazam besgen ne zaman benimsediklerini bilmiyorum, ama tahmin ederek,
Pisagor’in zamaninda sdylerim. Soyle ise, Pisagorcular bu iki 6nermenin iddialarini beginci
yuzyilin bagina kadar anladi. Gérecegimiz gibi, 6nermelerinin tanitlamasinda bir araligin agiri
ile orta orana nasil béliinmesinden fazla {i¢lincii clizde bulunan cember hakkinda teoremler
uygulanir. Aslinda, bu teoremler yalniz gember hakkinda degil, cember ile dogru ¢izginin
kesigme noktalar1 hakkindadir. Teoremler cebirsel ifade edilirseler, iki mertebeden olup iki
bilinmeyen nicelik iceren denklem ile dogrusal denklemin birlikte ¢oztimleri hakkindadir.

Anlattigim gibi, Pisagor’in kim olmasi sorunu inceleyince, Pisagor’u Pisagorculardan
ayirmaliyiz. Bu iki 6nerme ile {i¢ilincii cliziin icerdigi bazi onermeleri incelerek, Pisagorcularin
¢ok erken ne kadar anladigi daha iyi anlariz.

Altin oran. Muntazam besgenin yapimi icin o kadar 6nemli olan altin oran da Pisagor'un teoremi
sayesinde geometrik belirtilebilir.

Bu iki 6nermenin ¢oziimleri bizim iddia ettigimiz ama ispatlamadigimiz ikinci clizdeki
on birinci 6nermeye dayanir. Buna hayret etmiyoruz cilinkii on birinci 6nermenin meydana
getirdigi say1 v/5 yardimiyla ifade edilir. Bu irrasyonel say1 tekligin besinci kikiine baghdar.
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II. Cliizdeki 11. Onerme. Verilmis bir dogru ¢izgisinin biting ile bir bolimindn icerdigi dik
dortgen baska bolimiinin tstindeki kareye esit olmak tizere dik dortgenin ¢izilmesi.

Bu 6nermenin iddiasinin cebirsel nasil ifade edildigini evvelce anlattik.

A C B D
7T \O
/ \

r H \ M
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/
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E G F
XXIV. Sekil

Ikinci ciizdeki on dordiincii 6nermeyi ispatlamak igin, ikinci cilizdeki beginci 6nermeyle
birinci clizdeki kirk yedinci 6nermeyi, yani Pisagor teoremini, uyguladik. On birinci 6nermeyi
ispatta altinci 6nermeyle Pisagor teoremi kullanilir. Altinci 6nerme begincisine benzer, fakat
iddiasi daha karmasgik.

II. Clizdeki 6. Onerme. Bir dojru ¢izgi ikiye bolinsin ve ayni dogru uzatisin. Su halde,
uzatilmes dogru ¢izgi tle onu uzatan bolimiinin icerdigi dik dortgenin ve verilmis dogru
ctzginin yarisiman ustindek: karenin toplaminin yarist, uzatan boliminle beraber yaptigr
dogru ¢izginin tstindeki kareye egittir.

Bu 6nceden eski Yunancadan Ingilizceye ¢evrilmis olan, ondan sonra Tiirkge iyi bilmeyen
kimse Ingilizceden Tiirkceye cevrilmis olan iddia o kadar belli degil. Belki XXIV. Sekline
bakinca, daha belli olur. Yani verilmig dogru ¢izgi AB’dir. Uzatilmig ¢izgi AD’dir. BD ile
DM dogru ¢izgilerin birbirine esit olduklarindan, énermede s6z konusu olan dik doértgen
AM dik dortgeni dir. Verilmis dogru c¢izginin yaris1 C'B ¢izgisidir. Onun {istiine konmus
kare LG karesine esittir. Bagka onermede s6z konusu olan kare C'F karesidir. AL ile HF
dik dortgenlerinin birbirine egit oldugunun belli oldugundan, énermenin dik dortgeni ile
daha kiiciik karenin daha biiyiik kareye esit oldugu agiktir.

Besinci ile altinci 6nermelerin cebirsel ifadeleri Heath’in denklem dizisinde verilmistir.
XXII. Seklina bakinca beginci énerme altinc1 kadar belli olduguna kabul edersiniz.

Simdi ikinci ciizdeki on birinci 6nermeyi ispatlayalim. XXV. Sekil kullanilir. Verilmis
¢izgi AB olsun. Bu ¢izginin tistiine ABC' D karesi ¢izilsin. F noktasinda AC ¢izgisi ikiye
boliinsiin. B ile E noktalarini birlegtiren dogru cizgi gizilsin. E'F' ¢izgisi BE cizgisine esit
olarak, C'A ¢izgisi F' noktaya kadar uzatilsin. F'A ¢izgisinin {istiine kare F'H ¢izilsin. O
zaman GH K noktasina kadar uzatilsin. Ju halde, AB ile BH dogru ¢izgilerinin igerdigi dik
dortgen AH c¢izgisinin listiindeki kareye esittir. Ilk 6nce altinci 6nermeye gore C'F' ile F'A
icerdigi dik dortgen, AF tstiindeki kareyle beraber E'F' iistiindeki kareye esittir. Fakat F'F
dogru ¢izgisi F B’ye esittir. Dolayisiyla C'F ile F'A igerdigi dik dortgenin ve AF {istiindeki
karenin toplam1 E'B iistiindeki kareye esittir.
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A agisinin dik oldugundan, Pisagor teoremini uygulayabiliriz. Dolayisiyla AE ve BA
istiindeki iki karenin toplami E B’ye esittir. Ju halde, C'F ile F'A igerdigi dik dortgen BA
iistiindeki kareye egittir.

F G
A H B
E
C K D
XXV. Sekil

Pisagor'un teoreminin uygulamasi. Biz Pisagor teoremle beraber, ikinci clizdeki besinci veya
altinci 6nermeyi kullanarak, ayrica iki 6nermenin meselerini ¢ozdik, ikinci cliziin on birincisi ile on
dordiincisu. Besinci ile altinci énermenin cebirsel 6zdeslikler olduklarini, halbuki daha derin olarak
on birincisi ile on dordiincisiiniin cebirsel denklemlerin koklerini verdiklerini vurgulayalim.

Her iki onermede iki mertebeden olan denklemin ¢ézmesi lazim. Her iki 6nermede benzer
yontem uyguladik, yani ikinci ciizdeki beginci veya altinci 6nermeyi kullanarak iki karenin
farki elimizde ettik. Pisagor teoremini uygulayarak, iki karenin farkisin yerine tek bir kareye
gectirdik. Kullandigimiz {i¢iincii ¢liziin otuz yedinci 6nermesi otuz altincisina dayaniliyor.
Otuz altincisin ispatinda hem de Pisagor teoremi hem de iigiincii ciizde geligtirilen ¢cemberin
nitelikleri uygulaniyor.

Uciincii ciiziin bagka kullanacagiz ama ispatlamayacagiz énermesi otuz ikincisidir. Bu
onerme diizlemin egriliginin sifir olmasinin bir sonugudur, yani her tiggenin dahil acilarinin
toplumunun iki dik aciya esit olmasi ispatinda kullaniliyor. Biz muntazam beggenin c¢izilmesi
icin, bu 6nermeyi uygulayacagiz. Bundan dolay1 Oklid’in pesinden giderek bizim anlatacagi-
miz besgenin c¢izilmesi kiiresel veya hiperbolik miistevide gecerli degil. Bu geometrilerde
basit muntazam cokgenlerin nasil ¢izildigi bilmiyorum. Bu meselenin ¢6ziimii hakkinda
heniiz diigiinmedim.
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Cemberler nitelikleri. Dordiinci cliziin on birinci 6nermesinin meselesi tekligin besinci kokiiniin
cizilmesidir. Bu meselenin coziilmesi icin Gclincl ciizde bulunan yontemler uygulaniyor, iki cemberin
veya bir cemberin ile bir dogru cizginin arakesitin belirlestigi noktalar kulllaniyor.

Biz ii¢ kullandigimiz 6nermeleri ispatlamadigimiz halde, hepsinin iddiasini verelim. Her
onermen yakinda konan sekille anlatiliyor.

II1. Ciizdeki 32. Onerme. Bir dogru ¢izgi bir cemberle temasta bulunursa, ve dokunma nokta-
dan ¢cember i¢cindeki cembert kesisen bir dogru ¢izgi ¢izilirse, ¢izigi ile kesisme noktalardan
gecen tegetler beraber yaptigi agilar ¢cemberin karsilikly kesmesinde olusan agilara egit olur.

A

XX VL. Sekil

XXVI. Sekilde bir cember ile EBF tegedi ¢izilirler. Cemberin i¢inde bir dogru ¢izgi BD de
cgizilir. Bir cemberin kesmesinde bulunan DCB agis1 C' noktasindan bagh degil ve EBD
acgisina esittir. Tabii o zaman diger kesmesinde olusan DAB agis1 F'BD agisina esittir.

III. Clizdeki 36. Onerme. Cemberin disinda bir nokta secilsin. Noktadan iki dogru ¢izgi gecsin.
Cizgilerden birisi ¢cembert kessin, baskasi cemberle temasla bulunsun. Su halde ¢emberi
kesisen dogru parca ile onun secilmis nokta ile ¢cemberin arasindaki parcasinin icerdigi
dikdortgen ¢emberle temasta bulunan dogru parcamin tstine ¢izilmis kareye esdegerdir.

XXVIL Sekilde gemberle kesisen dogru parga DA cizgisidir. Nokta ile gember arasindaki
parcast DC' parcasidir. Onermenin iddia ettigi esitlik

(C) DC x DA=DB’

denklemidir.
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XXVII. Sekil

III. Clizdeki 87. Onerme. Cemberin disinda bir nokta secilsin. Noktadan gecen iki dogru
cizgiden birisi cemberi kesissin, baskasi cemberden gecsin. Cemberi kesisen biitin dogru parca
ve se¢ilmis nokta ile cemberin arasindaki parcasinin icerdigi dikdortgen diger cemberden
gecen dogru parca tustine ¢izilmis kareye esit ise, cemberden gecen dogru ¢emberle temasta
bulur.

Bu 6nerme otuz altinci 6nermenin tersidir. Karenin iistiine ¢izildigi dogru parca D noktasi
ile gemberde bulunan B noktasini birlestiren dogru parcadir. Dikdortgen belirten iki dogru
cizgi DC' ile DA gizgilerdir.

Simdi dordiincii clize geri donerek, ikinci ciiziin on birinci 6nermesini kullanarak, dérdiincii
clizlin onuncu 6nermesinin meselesini ¢oziirtiz. Aradigimiz ikizkenari ¢izelim. Herhangi bir
dogru ¢izgi mesela XXIX. Sekilde gibi AB c¢izgisiyle baglayarak AB cizgisini C' noktasinda
s0yle keseriz ki AB ile BC' icerdikleri dik dortgen C'A ¢izgisinin iistiindeki kareye esit olur.
Merkezi A ve yaricabt AB olan BDFE c¢emberi ¢izilsin. Ispatlamadigimiz ama zor olmayan
dordiincii ¢lizdeki birinci 6nermeye gore, bu gemberin ¢gabindan daha kiigiik olan AC ¢izgiye
esit olan BD dogru gizgiyi ¢izebiliriz. AD ve DC dogru ¢izgilerini de giziriz. Biz Einstein’i
diizen geometrideki ¢arpan teorimden bahsederken, iddia edilen ciiziin besinci 6nermesine
gore, AC'D ftiggenin etrafina bagka bir ¢cember ¢izebiliriz.

AC ile BD dogru ¢izgisi birbirine esit olduklarindan, AB ile BC igerdigi dikdoértgen BD
iistiindeki kareye esittir. Bu kadar, cember hakkinda olan iiciincii clizden kacindik, ama
simdi Oklid’in {iciincii ciiziiniin son 6nermesi, otuz yedinci 6nermeyi uygulanir. Yani B
noktast AC'D ¢emberi diginda bulunur. BA dogru ¢izgisi A noktasinda ¢emberi ¢aprazlayip
keserek, BD dogru ¢izgisi gemberi B noktasinda keser. AB ile BC' igerdigi dik dértgen BD
iistiindeki kareye egit oldugundan, ¢izgi BD cemberi D noktasinda dokunur.
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XXVIII. Sekil

Bitmemisiz. Uciincii ciizde bulunan baska 6nermeyi uygulariz, yani otuz ikinci 6nermesi.
XXVI. Sekille iddiasini anlattik. Otuz yedinci 6nermenin varsayiminin cebirsel iddiasi otuz
altinci 6nermenin sonucu olan denklemidir. Onermenin geometrik ispatini vermeyiz,
fakat koordinatlar kullanarak, onu kolay saglayabiliriz. D = (0,0) ve F' = (b,0) olsunlar.
Cember
(x —b)? +y* =a?
denklemiyle tanimlansin. Su halde A ile C' noktalar1 elimize gegirmek igin, © = Ao, y = A\
olsunlar. « ile § sayilar1 A ile C' noktalar1 bulundugu dogru ¢izgi tarafindan belirtilmigtir.
Bu ¢izgi verilmis ise, iki nokta
(Aa —b)* + (AB)* = a®

denklemi tarafindan belirtilir. Bu denklemin iki kokleri A ile A" sayilarina esit iseler,
DC x DA carpimu M \'y/a? + $2 dir. XX carpiminin (b2 — a?) /(o + 3?) esit olmasmin belli

oldugundan dolay1, DC' x DA carpmmimin verilmis dogru cizgiye bagl olmamasi bellidir.
Ozellikle

a?b* — (b —a®)(a® + %) =0
ise, cembere teget olan dogru ¢izgi ile nokta B elimize gecir. Dolayisiyla denklemi DB
¢izgisinin cemberle temasta bulunmas: egsdegerdir.

Onuncu Gnermenin ispatina gene doneriz. XXIX. Seklinde iki cember var. Ugiincii ciiziin
otuz ikinci énermesini kiiciik cembere uyguluyoruz. Onermeye gore, BDC' acis1 karsilikl
DAC agisima egittir. Dolayisiyla BDA acisi iki aginin CDA ile DAC toplumuna esittir.
Fakat dis acinin BC'D da bu topluma esit oldugundan, BDA ile BC'D acilar1 birbirine
esittir. ABD ii¢geninin ikizkenar oldugundan, BDA acis1 ABD agisi, veya ayni olarak
CBD agisina egittir. Dolayisiyla DBA agist da BC'D agisina esittir. Soyle BDA, DBA ile
BC D acilariin hepsi birbirine egittir. Bundan fazla, DBC ile BC'D acilarinin birbirine esit
oldugundan, BD ile DC' kenarlar1 birbirine esittir. Fakat BD kenar1 C'A kenarina esittir.
Bu sebepten, C'A kenar1 C'D kenarina egittir. Dolayisiyla C DA ile DAC' agilar1 birbirine
egittir. Su halde C'DA ile DAC agilariin toplami DAC agisinin iki mislidir. O zaman BC'D
agisinin C'DA agisina veya DAC agisina esit oldugundan, BC'D agist da CAD agisinin iki
mislidir. Dolayisiyla ii¢ birbirine egit olan BC'D, BDA, ile DB A agilarindan her birisi DAB
acisinin iki mislidir. Ispat soyle bitmis.
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XXIX. Sekil
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XXX. Sekil

Onuncu 6nerme bitmis olarak, on birinci 6nermeyi XXX. Seklini kullanarak kolay saglaya-
biliriz. ACD ile ADC'" agilarimi ikiye bolerek, B ile E noktalarini elimize gegiririz.

Besinci ciizii atlayarak, altinc ciize geliyoruz. Hepsiden ziyade, iki mertebeden olan (B]
denklemlerinin ¢oziilmesine imkan verip onuncu ciizde geligtirmelere temel atan bu cliziin
yirmi sekizinci ile yirmi dokuzuncu 6nermesini inceleyecegiz. Ondan sonra, nihayet onuncu

clize gelecegiz.
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Baslayarak yirmi sekinci 6nermenin iddiasini verelim. Anlatildigindan sonra denkle-
mini nasil ¢ozdiigiinii anlatacagiz. Iddianin anlagilmasi o kadar kolay degil.

VI Ciizdeki 28. Onerme. Verilmis kenarlar dogru olan sekile esit olan ve verilmis paralel-
kenarla ayni sekilde (yani bu paralelkenara benzer) olan paralelkenarin eksigiyle olan bir
paralelkenarin verilmis dogru ¢izginin tstine konulmasi. Soyle, verilmis kenarlar: dogru
olan seklin yiizél¢tiimi verilmis dogru ¢izginin yarisinin tstine konmus ve eksine benzer
olan paralelkenardan daha biyiik olamaz.

XXXI. Sekline bakarak, bu karigik 6nermeyi anlatalim. Verilmig kenarlar1 dogru olan
sekil C' geklidir. Verilmis paralelkenar D geklidir. Verilmis dogru ¢izgi AB ¢izgisi olsun.
Onermenin ¢oziimii T'S paralelkenaridir. Fakat bu paralelkenar AB cizgisi tistiine konamaz.
Eksig1 var, yani ()B paralelkenarinin eksigidir. Eksigi D paralelkenarina benzerdir.

} N\?m

A
XXXI. Sekil

Bu 6nermenin .
ar — -2 =8

c

denklemini nasil ¢ozdiigiinii Heath anlatir. Verilmis D paralelkenar1 dikdortgen olsun. Q.S
ile S B orani bu dikdortgenin kenarlarinin oranidir. Orani ¢ : b olsun. )S kenarinin uzunlugu
x olsun ve verilmis dogru ¢izginin uzuklugu a olsun. O zaman eksik bx?/c sayisina esittir.
Dolayisiyla, C' seklinin yiizolgiisii S' ise,
ar — 9:82 =S.
c

Biz iddiasi anlatmig olan 6nermeyi ispatlayalim. Bazi bu ciizde bulunup daha o6nce
tanitlanmig olan bagka onermeleri kullanariz. Mesela AB ¢izgisi F noktasinda ikiye bol-
tinstin. Altinci ciizlin on sekizinci 6nermesine gore, E'D iistiine D paralelkenarina benzer
bir paralelkenar FBFG ¢izebiliriz. AG paralelkenar1 C' gekline esit ise, daha yapilacak sey
yok, ¢iinkii AG paralelkenar: C' gekline egittir ve eksigi D paralelkenarina benzer olan GB
paralelkenarina esittir.

AG paralelkenar1 C' sekline egit degilse, H E paralelkenar1 C' geklinden daha biiyiik olsun.
O zaman, GB de C seklinden daha biiyiik olur.

Sonra gelen adim belki ispatin en énemli adimidir zira bu adimda bir karekok c¢ikarilir.
Yani clizlin yirmi beginci 6nermesine gore, C' seklinin GB paralelkenarindan eksigine egit
ve D paralelkenarina benzer olan paralelkenar1 K N M L ¢izebiliriz. KM paralelkenar1 GB
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paralelkenarina da benzer olur. GB paralelkenar1 K M paralelkenarina benzer oldugundan
ve GE ile LK birbirine tekabiil ettiklerinden, GE araligi LK araligindan daha biiytiktiir.
Heath’in anlattigi gibi, Oklid onu ispatlamadan, bu iddiay1 kullanir. Heath Ogeler’e uygun
ispat verir. Biz Oklid’in pesinden giderek onu ispatlamadan devam ediyoruz.

GE kenar1 KL kenarindan daha biiyiik oldugundan GO araligi KL aralig a esit olmak
tizere O noktasimi bulabiliriz. Ayni sebepten, G P araligi LM araligina esit olmak {izere P
noktasini bulabiliriz. Ondan sonra, OGP paralelkenar1 tamamlayabiliriz. Bu paralelkenar
K M paralelkenarina benzer ve esittir, yani ikisinin yiiz6lgiimleri birbirine esittir. Dolayisiyla
G B paralelkenarina benzerdir. Bu belli oldugunu sandigimiz iddia yirmi birinci 6nerme
olarak Oklid tarafindan ispatlanmistir. Ciiziin bize tam belli gériinen yirmi altinci nermesine
gore, G paralkenarlar1 GB paralelkenarila beraber ortak kogegeni var.

Anlatalim. GQ ve GB birbirine benzerdir. Ustelik GQ paralelkenar GB paralelkenarinin
bir acisina konmug. Su halde, G@) paralelkenarinin kégegeni G B paralelkenarinin kdgegeninin
bir béliimii olur. Su iddianin ispatina altinci ciizde benzer sekiller hakkinda geligtirilen
teorinin gerekli olmasi bizi hayrette birakmaz. Orta okuldaki geometri bu konudan adeta
tamamen ibarettir.

XXXI. Seklinde UWV igaretle gosterilen GB ile GQ farki yvouwv (gnomon) adlaniyor.
Sekil soyle ¢izildi ki, BG yiizol¢imii C' seklinin ile K M paralelkenarinin toplumuna esittir.
Su halde, GQ ve KM paralelkenarlarinin birbirine esit oldugundan, UWV gnomonu C'
seklinin yiizolciimiine esittir. Biz ilk defa olarak gnomon kavramina rastliyoruz, ama Oklid’in
Ogeler’inde oldukca énemli bir kavramdir. (Anlagilan yvéduov sézii sadece “bildiren isaret”
diyor.) Her halde evvelden anlatigimiz birince ciiziin kirk ti¢iincii 6nermesini gore, gnomonda
bulunan PR paralelkenarinin yiizol¢cimii OS paralelkenarina esittir. Bu iki paralelkenara
() B paralelkenar1 eklense, yiizolclimleri birbirine esit olan OB ile PB paralelkenar1 elde
edilir. Fakat OB paralelkenar1 T'E paralelkenarina egittir. Dolayisiyla gnomonun yiizol¢timii
TS paralelkenarina egittir. Boylece T'S paralelkenar1 C' paralelkenarina esittir.

Nihayet verilmig dogru ¢izgi AB iistiine, verilmig C' sekline esit ve eksigi D paralelkenarina
benzer () B paralelkenar: olan T'S paralelkenar: konmustur.

Iki yontem. Ogeler’inde karekékler cikarilmak icin iki farkli yéntem gelistirilmis. Birisinde Pisagor
teoremi kullaniliyor, baskasinda birbirine benzer sekiller teorisi kullaniliyor.

Bu iddiay1 anlatmak icin kullandigimiz altinci cliziin yirmi besinci onermesine geri
donelim.

VI. Clizdeki 25. Onerme. Verilmis kenarlare dojru olan sekile benzer ve baska verilmis
kenarlar, dogru olan sekile egit olan bir seklin ¢izilmesi.

Ozellikle, birinci verilmis sekil bir kare ise ve ikinci verilmis sekil dikdortgen ise, bu énerme
ikinci ciiziin on dordiincii 6nermesinin bagka bir ¢oziimii ileri siiriir. Dolayisiyla énermenin
ispatinda karekdk cikarmasi saklanir. Nerede? Ispatta ciiziin on ficiincii 6nermesi kullanilir.

Biz bu 6nermenin iki verilmig araligin orta orantilisinin bulunmasi hakkinda oldugunu
evvelden anladik. Iki verilmig aralik AB ile C'D olsunlar.

EEF = ABxCD

denklemini ¢ozen aralik E'F' araniyor. Yani karekok araniyor. Bildigimiz gibi uygun dik agi
iicgenin yardimla bulunabilir. XXXII. Seklinde {i¢ tiggen bda, cda ve abc birbirine benzer
oldugundan ad? = bd x dc. bd ile dc uzunluklar: verilmis ise, biz uygun iicgiin cizebiliriz, yani
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iiclincii clizde geligtirilmis cember hakkinda olan teoriye gore, cab1 bc olan yarim g¢ember
¢izebiliriz ve ac dogrusuna dik olan c¢izgiyi cizerek, d noktasini elde ediyoruz.

d

b a C

XXXII. Sekil
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