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1. EINLEITUNG

Das Problem der Fortsetzbarkeit der Hasse-Weil-Zeta-Funktionen und allgemeiner
der motivischen L-Funktionen ist nach wie vor ein zentrales Problem der Zahlentheo-
rie. Es wird oft in zwei Probleme aufgeteilt, die getrennt zu l6sen sind. Es ist erstens
zu zeigen, daf} jede motivische L-Funktion gleich einer automorphen L-Funktion
ist, und zweitens, dafl jede automorphe L-Funktion fortsetzbar ist. Beide Probleme
sind in herzlich wenigen Féllen gelost und dann nur dank der Bemithungen vieler
Mathematiker iiber lange Zeit.

Nach den abelschen Varietéten sind in arithmetischer Hinsicht die Shimuravarie-
taten wohl die zugénglichsten, und diese Arbeit soll ein Beitrag zum ersten Problem
fiir die ihnen zugeordneten motivischen L-Funktionen sein. Die Shimuravarietdten
gehen aus der Theorie der automorphen Funktionen hervor und werden durch eine
reduktive Gruppe G mit zusétzlicher Struktur definiert. Erfahrungsgeméafl besteht
die Losung des Problems in einem gegebenen Fall aus zwei Bestandteilen, einer
gruppentheoretischen Beschreibung der Punkte der reduzierten Varietat, und kom-
binatorischen Argumenten, die das fundamentale Lemma von einschleiflen, um
den erhaltenen Ausdruck in eine Form zu bringen, die mit der Arthur-Selberg’schen
Spurformel verglichen werden kann. Wir beschéftigen uns hier nur mit dem er-
sten Problemkreis und verweisen fiir die Umformung auf zukiinftige Arbeiten von
R. Kottwitz.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Vermutung iiber die Reduktion modulo p
von Shimuravarietdten zu formulieren, sie plausibel zu machen, indem wir sie mit den
Standardvermutungen von Grothendieck in Beziehung setzen, und die Tatsachen zu
beweisen, die auf eine rein gruppentheoretische Formel fiir die Anzahl der Punkte der
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Reduktion modulo p fithren. Uber die Primzahl p miissen wir einige einschrinkende
Voraussetzungen machen die aber iiber den Fall guter Reduktion hinaus gewisse
Félle schlechter Reduktion zulassen. Es sei S = Sh(G,h)x (K = KPK, C G(Ay))
eine Shimuravarietdt, definiert iiber dem Reflexkorper E = E(G,h), und p eine
Primstelle von E tiber p, die gut ist. Es sei x der Restklassenkorper von E, und &y,
die Erweiterung von Grad m. Die Formel hat folgende Gestalt. Die Anzahl ’S (nm)‘
ist gleich

(1.1) D ue) - vol(Ge(Q)Zk /Ge(Ay)) - Y O(f")TOs(6y).
(st (7):(9)
r(ey,0)=1
Hier ist Zx gleich Z(Af) N K; die dulere Summe lduft iiber die stabilen Konjugati-
onsklassen von Z(Q) N Zx\G(Q). Die Zahl (e€) ist eine kohomologische Invariante,

() = |Ker s HY(Q,G.) — H'(A,Go) x H'(Q,Ga)|.

Die innere Summe lduft iber Konjugationsklassen von Elementen ~ € G(A’;) und
getwistete Konjugationsklassen von Elementen § € G(L). Hier ist L die unverzweigte
Erweiterung von Q, mit Restklassenkérper x,,. Die Symbole O bzw. T'O;5 bedeuten
Bahnenintegrale bzw. getwistete Bahnenintegrale, und die Funktion auf G (A’JZ) ist

P _ 1 P

fP= W - char K7,
wahrend ¢, ein durch die Shimuravarietit definiertes Element der Heckealgebra von
G(L) beziiglich K, ist. Von den Paaren v, § wird verlangt, dafl v stabil konjugiert
zu € ist, dafl die Norm von ¢ stabil konjugiert zu € ist und, die interessanteste
Bedingung, dafl die Kottwitz-Invariante (e;~y, d) definiert und gleich 1 ist. Obgleich
diese Formel in unserer Arbeit nicht auftritt, sondern einer zukiinftigen Arbeit von
Kottwitz vorbehalten ist, ist sie unschwer aus unseren Ergebnissen abzuleiten. Dies

ist eine Folgerung der Ergebnisse von Kottwitz [K3].

Im Fall, daf die Shimuravarietdt Sk kompakt ist, treten die Zahlen in der
Potenzreihenentwicklung des Logarithmus der Hasse-Weil-Zeta-Funktion von Sk in
der guten Primstelle p auf. Um die rechte Seite von mit der entsprechenden
Potenzreihenentwicklung von automorphen L-Funktionen, die zu automorphen
Darstellungen von G gehoren, zu vergleichen, miiffite man zunéichst das getwistete
Bahnenintegral von ¢, in ein gewohnliches Bahnenintegral einer Funktion f, auf
G(Q,) umschreiben. Falls das fundamentale Lemma im allgemeinen zur Verfigung
stiinde, kénnte dies nach Stabilisierung erreicht werden, und mit dem Satz von
Kottwitz [K3] wiirde tiberdies die Funktion f,, explizit hingeschrieben werden kénnen.
Es ist das Auftreten der Bedingung tiber die Kottwitz-Invariante, die dieses einfache
Vorgehen vereitelt. Man kann diese Bedingung als den Grund fiir das Einfiihren der
endoskopischen Gruppen in diesem Zusammenhang ansehen. Der Ausweg aus diesem
Dilemma ist es, die Hasse-Weil-Zeta-Funktion nicht mit einer zu G gehorigen auto-
morphen L-Funktion zu vergleichen, sondern mit einem Produkt von automorphen
L-Funktionen, die zu automorphen Darstellungen von endoskopischen Gruppen von
G assoziiert sind, etwa einem Produkt von der folgenden Form

(1.2) TTTTEGs 10 )™t
H 11
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Dabei ist II ein L-Paket, 7y eine virtuelle Darstellung der L-Gruppe “H und
der Exponent moglicherweise eine rationale Zahl. Man kann erwarten, dafl die
Potenzreihenentwicklung des Logarithmus von als Summe von stabilisierten
Spuren in einem gewissen Sinne geschrieben werden kann:

(1.3) > ST(fn).
H

Die Funktionen fp werden von der Form von (1.2) diktiert. Die weitere Strategie
besteht jetzt darin, die einzelnen Terme von t den stabilisierten Spurformeln
fiir die verschiedenen H auszudriicken und andererseits die Stabilisierung der rechten
Seite von durchzufithren, die auch auf eine Summe von stabilisierten Spurfor-
meln fir die endoskopischen Gruppen fiir passende Funktionen ff, fuhrt. Schliefllich
wéaren die Funktionen fy und f}; zu vergleichen. Obgleich dieses Programm im
Augenblick noch Zukunftsmusik ist, ist es Kottwitz gelungen, den elliptischen Teil
der Summe auf der rechten Seite von in der passenden Form zu schreiben.

Wir bemerken nebenbei, dafl aus der Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-Funktion
in der Form leicht folgt, dafl die Eigenwerte des Frobeniuselements Wurzeln
von Polynomen sind, deren Koeffizienten aus den Eigenwerten von Heckeoperatoren
gebildet werden. Diese Aussage ist auch eine Folge von Kongruenzrelationen, die in
vielen Féllen relativ einfach zu beweisen sind. Wahrend aber im Fall der Gruppe
GL(2) die Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-Funktion als Produkt von automorphen
L-Funktionen eine Folge der Kongruenzrelationen ist, ist dies fiir andere Gruppen
kaum zu erwarten.

Fiir die Berechnung der Zetafunktion reicht es, statt unserer Vermutung die Formel
(1.1) zur Verfiigung zu haben, und der Versuch eines Beweises dieser Formel im
Falle der Gruppe G der symplektischen Ahnlichkeiten fithrt auf eine verhiltnisméBig
elementare aber subtile Frage tiber prinzipal polarisierte abelsche Varietdten, die wir
an dieser Stelle explizit formulieren wollen. Es sei (A4, A) eine abelsche Varietdt vom
CM-Typ iiber C mit einer Q-Klasse von Polarisierungen. Dann ist (A, A) bereits
iiber einer endlichen Erweiterung von Q definiert und hat in einer gewéhlten Stelle p
iiber p gute Reduktion (A, A) iiber dem endlichen Korper Fy, ¢ = p". Der Frobenius-
endomorphismus von (4, A) iiber F, ist in einen Endomorphismus von (4, A) geliftet,
der durch seine Aktion auf der rationalen Kohomologie ein Element ¢ € G(Q)
definiert. Andererseits definiert die ¢-adische Kohomologie H'(A @, Fy, Q) fiir
alle £ # p eine Konjugationsklasse v € G (A?) und die kristalline Kohomologie (d.h.
die Theorie der Dieudonnémoduln) eine getwistete Konjugationsklasse § € G(L).
Die Vermutung von Kottwitz ist, daf die Invariante k(e;,d) gleich 1 ist.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt jedoch nicht in dem Beweis unserer
Vermutung oder ihrer Abschwéchung, sondern in ihrer Formulierung. Die Vermutung
beschreibt die Punkte der Reduktion modulo p als disjunkte Vereinigung von
Doppelnebenklassen, die von Konjugationsklassen von zuldssigen Homomorphismen
von Gerben in die zu G assoziierte neutrale Gerbe parametrisiert werden,

¢:P— Gg.

Hier ist P eine explizit konstruierte Gerbe. Um diese Konstruktion durchfiihren
zu koénnen, haben wir es vorgezogen, den Begriff einer Gerbe moglichst einfach
aufzufassen, als eine Erweiterung einer Galoisgruppe durch eine algebraische Gruppe
(den ,Kern® der Gerbe), da wir uns auflerstande fiihlten, mit dem abstrakten Begriff
umzugehen. Die Konstruktion von P ist ein Hauptanliegen unserer Arbeit, wie auch
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die Konstruktion des Homomorphismus
wT,p, P = gTa

der zu einem iiber Q definierten algebraischen Torus 7" und einem Kocharakter ;1 von
T assoziiert ist. Falls (T, hr) C (G, h) einen speziellen Punkt* der Shimuravarietét
definiert, so erhalten wir aus ¢ ,, mit p = g, durch Komposition mit der Inklusion
Gr C Gg einen Homomorphismus 97, : P — Gg, der sich als zuléssig erweist. Im
Falle der guten Reduktion ist jeder zuldssige Homomorphismus konjugiert zu einem
Homomorphismus von dieser Form fiir ein passendes (T, hr). Da im Kern von P ein
Element § existiert (genauer: eine Folge von Elementen d,,, die Potenzen voneinander
sind), dessen Bild in T unter ¢, rational ist, erhalten wir aus 17, ein Element
v € G(Q). Man kann leicht zeigen, dal (v, hr) ein Frobeniuspaar im Sinne von
[L1] ist und daB die Zuordnung ¢ — (v, h) eine Bijektion zwischen den lokalen
Aquivalenzklassen von zuléssigen Homomorphismen ¢ und den Aquivalenzklassen
von Frobeniuspaaren liefert. Hier heiflen zwei Homomorphismen von Gerben tiber
Q lokal dquivalent, falls ihre Lokalisierungen in jeder Stelle konjugiert sind. Man
sieht auf diese Weise ein, dafl die hier formulierte Vermutung die von dem ersten
von uns in [L1] geduBerte Vermutung zur Folge hat; aber die neue Vermutung ist
préziser, insofern als die in [LI] definierte Einbettung der dort definierten Gruppe
I(A%) in G(A%) dort nicht hinreichend genau definiert ist, um die Formel aus
ihr abzuleiten.

Die neue Vermutung hat aber auch einen anderen Vorteil gegeniiber der alten,
der sogar historisch gesehen ihr Ursprung ist. Die alte Vermutung versagt ndmlich
bereits in den einfachsten Féllen schlechter Reduktion. Dies spiegelt sich einerseits
darin wider, daf§ dann nicht jeder zuldssige Homomorphismus von der Form 7,
ist, und andererseits darin, da§ der Liftungssatz von Zink [ZI] in diesen Fillen
nicht mehr giiltig ist. In der vorliegenden Arbeit haben wir den Fall schlechter
Reduktion weitgehend vernachléssigt. Der zweite Autor beabsichtigt, in einer noch
zu schreibenden Arbeit einige Félle schlechter Reduktion eingehender zu behandeln,
und so die Vermutung aus einer zweiten Perspektive zu beleuchten.

Die Natur der neuen Vermutung hat ihren philosophischen Hintergrund in der
Grothendieck’schen Theorie der Motive. Die Existenz der Kategorie der Motive
iiber einem endlichen Korper kann bisher nur unter Benutzung der noch nicht
bewiesenen Standardvermutungen nachgewiesen werden. Andererseits ordnet die
von Grothendieck entworfene Theorie der Tannakakategorien, die von Saavedra
Rivano in [Sa] und Deligne und Milne in [DM] entwickelt wurde, einer abelschen
Kategorie mit Zusatzstrukturen, inbesondere einem Tensorprodukt, eine Gerbe zu
(wir haben das franzosische Wort beibehalten, denn die am néchsten liegenden
Ubersetzungen scheinen schon besetzt zu sein). Die Gerbe P ist diejenige Gerbe,
die zur Kategorie der Motive tiber endlichen Korpern, falls sie existierte, gehort.

Wir erkléren jetzt die Organisation des Artikels. Im §2 definieren wir eine Gerbe
Ton v, mit Zusatzstrukturen tiber einem globalen Korper, die zu einem Torus T'
und zwei Kocharakteren v, vo gehort. Falls diese Kocharaktere durch ,,Mittelung*
aus einem einzigen Kocharakter u entstehen, so konstruieren wir eine explizite
Neutralisierung 7, ,, = Gr. Die Hauptresultate dieses Abschnitts sind die Sétze 2.1
und 2.2. Die Konstruktion benutzt die Klassenkdérpertheorie und die Theorie von Tate-
Nakayama und verlauft &hnlich wie die Konstruktion der Taniyamagruppe. Es scheint
uns ein niitzliches Unterfangen, die Konstruktion durch eine Universaleigenschaft zu
charakterisieren. Dies wiirde unsere unsténdlichen Kozykel-Verifikationen ersetzen
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und vielleicht mehr Einsicht in die hier herrschenden Verhéltnisse liefern. Im §3
wenden wir diese Konstruktionen auf den Torus T" an, dessen Charaktergruppe von
der Menge der Weil-¢g-Zahlen erzeugt ist. Wir zeigen, daf3 dieser Torus so einfache
Kohomologie hat, daf die so konstruierte Gerbe P, wie auch die zu (T, 11) assoziierten
Homomorphismen v¢r, : P — Gr eindeutig charakterisiert werden kénnen. Die
Abschnitte 2 und 3 liefern die Basis fiir die Formulierung unserer Vermutung. Die
Vermutung iiber die Reduktion modulo p einer Shimuravarietéat S(G, h) ist zu Beginn
des §5 formuliert. Dort erkldren wir auch genau, welche Bedingungen wir an G
und an die Primzahl p stellen. Der Rest des §5 ist dem Beweis der Sétze 5.21 und
5.25 gewidmet, die den Ubergang von der Vermutung zur Formel gestatten.
Breiter Raum wird dabei der Definition der Kottwitz-Invariante gewidmet. Die
restlichen Abschnitte sind von weniger zentralen Interesse fiir unsere Arbeit. Im
§4 zeigen wir unter Annahme der Tate- und der Hodgevermutung, dafl die Gerbe,
die der mittels der Standardvermutungen konstruierten Tannakakategorie Mg der
Motive liber endlichen Koérpern entspricht, samt zuséatzlicher, beispielsweise durch
die verschiedenen Kohomologietheorien definierten Struktur, zur Gerbe P des dritten
Abschnitts isomorph ist.

Dieser Abschnitt ist im wesentlichen eine etwas ausfiihrlichere, aber immer noch
skizzenhafte Darlegung des Kapitels VI. in [Sa]. Im §6 zeigen wir, daf die in §4
vorgenommene Identifizierung von Gerben die Vermutung des §5 fiir Shimuravarie-
taten, die gewisse Modulprobleme 16sen, zum Beispiel fiir die der symplektischen
Gruppe entsprechende Varietét, zur Folge hat. In diesem Abschnitt stiitzen wir
uns auf Arbeiten von T. Zink [Z1] [Z2]. Da es sich dabei um einen konditionellen
Satz handelt, haben wir uns kurz gefafit. Wir weisen jedoch ausdriicklich auf den
Beweis von Satz 6.3 hin, in dem der Satz 4.4 verwendet wird. Es ist an dieser Stelle,
daf die weiter oben formulierte Kottwitz’sche Vermutung iiber abelsche Varietéten
zum Tragen kommen sollte, so dafl aus ihr die Formel zumindest im Falle der
symplektischen Gruppe folgen sollte. Wir haben in der Tat den Beweis mit Absicht
so gefiithrt, daf} er sich moglicherweise auf den Beweis der Formel anwenden
1aBt. Im §7 fithren wir zwei Beispiele an, eines, das zeigt, daf§ wir in der Vermutung
des §5 die derivierte Gruppe als einfach zusammenhéngend annehmen miissen, und
eines, das zeigt, dafl im Falle schlechter Reduktion viele zuldssige Homomorphismen
@ nicht von der Form %7, sind.

Zwei Fragen, die kaum zu umgehen sind, wenn man die Vermutung allgemein
beweisen will, werden in dieser Arbeit nicht beriihrt. Erstens, wenn G — G’ eine
zentrale Erweiterung ist mit Gqer = G, = Gsc, und wenn die Vermutung fiir G’
gilt, gilt sie dann auch fiir G7 Zweitens kommt es oft vor, dafl eine Shimuravarietit
Sh; auf eine natiirliche Weise in eine zweite Shs eingebettet ist. Das ist insbesondere
so bei speziellen Punkten, fiir die Sh; null-dimensional ist. Wie spiegelt sich diese
Einbettung in der Beschreibung der Reduktion der beiden Varietdten wider?

Wir bedanken uns bei Kottwitz, der uns seine Ergebnisse und Ideen mitgeteilt
hat und uns seine Aufzeichnungen zur Verfiigung gestellt hat. Der erste Autor
hat anlaBlich der Issai Schur Memorial Lecture in Tel-Aviv im Mai 1984 und der
Ritt Lecture an der Columbia University im Februar 1985 iiber die vorliegenden
Ergebnisse vorgetragen und bedankt sich bei den Zuhérern an beiden Orten fiir ihre
Nachsicht und Geduld beim Vortragen eines immer noch provisorischen Stoffes. Wir
danken beide der Humboldt-Stiftung fiir ihre Unterstiitzung mehrmaliger Besuche
des ersten Autors in Heidelberg, wihrend derer diese Arbeit zustande gekommen ist.
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Im folgenden ist p eine feste Primzahl, Q der Korper der algebraischen Zahlen, den
wir in einen algebraischen Abschlufl Q, von Q,, eingebettet haben. Wir bezeichnen
mit F den entsprechenden algebraischen Abschlu8 von F,,.

2. KOHOMOLOGISCHE KONSTRUKTIONEN

Dieser Abschnitt ist einigen Konstruktionen aus der Galoiskohomologie gewidmet.
Zunéchst erklaren wir unsere Terminologie.

Es sei k ein Korper der Charakteristik Null, der fiir uns entweder ein globaler oder
ein lokaler Korper sein wird. Es sei G eine algebraische Gruppe iiber einem algebra-
ischen Abschluf8 k. Falls G = Spec A, A = I'(G), und falls ¢ € Gal(k/k), so heifit
ein Automorphismus x von G(k) o-linear, falls es einen o-linearen Automorphismus
k" der Algebra A gibt, so daf3

k() (5(9) =a(f9),  feA geCk)

Das einfachste Beispiel ergibt sich durch die Aktion von Gal(k/k) auf G(k), falls G
iber k definiert ist. Eine Galoisgerbe iiber k ist eine Gruppenerweiterung

1 —— G(k) —— G —— Gal(k/k) —— 1

zusammen mit einem Schnitt o — g, fiir ¢ € Gal(k/K), fiir eine passende endliche
Erweiterung K von k, so daf§ der o-lineare Automorphismus
k(o) : g = 90995 ", g € G(k),

von einer K-Struktur auf G herriihrt. Es muf8 auerdem fiir jedes o € Gal(k/k)
und jeden Représentanten g, der Automorphismus k(o) o-linear sein. Es ist dabei
verstanden, daf} die endliche Erweiterung K durch eine groflere endliche Erweiterung
K’ ersetzt werden kann, so daf§ es sich in Wirklichkeit um einen Schnittkeim {g, }
fiir die Krulltopologie auf Gal(k/k) handelt. In den Bezeichnungen lassen wir den
Schnittkeim haufig weg und bezeichnen eine Galoisgerbe, manchmal auch kurz
Gerbe genannt, einfach mit G. Wir nennen G den Kern der Gerbe. Ein Homomor-
phismus von Gerben ist ein Homomorphismus der entsprechenden Erweiterungen,
der die Schnittkeime ineinander iiberfithrt und dessen Einschrénkung auf den Kern
algebraisch ist. Ein Element g aus dem Kern definiert durch Konjugation einen Auto-

morphismus einer Gerbe. In der Tat ist fiir eine geniigend grofle endliche Erweiterung
K/k das Element g K-rational.

90995 = 0o(g9) =g,
so daf} die Konjugation mit g den Schnittkeim erhélt. Zwei Homomorphismen ¢; und
@2 zwischen zwei Gerben heiflen dquivalent, falls ¢o = ad g o ¢1 mit g aus dem Kern
der zweiten Gerbe. Wir verweisen auf den §4 fiir den Vergleich unserer Terminologie
mit der in der Theorie der Tannakakategorien iiblichen. Das einfachste Beispiel
einer Gerbe wird durch eine tiber k definierte algebraische Gruppe G definiert, das
halbdirekte Produkt
Go = G(k) x Gal(k/k).

Eine solche Gerbe heifit neutral.

Wir fithren zunéchst einige Gerben iiber lokalen Koérpern ein, als erste die
Gewichtgerbe W, die iiber R definiert ist. Sie ist eine Erweiterung

1 Cx W Gal(C/R) —— 1
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Wenn Gal(C/R) = {1,:}, dann ist W durch C* und w = w(¢) erzeugt, wobei
w()? = —-1€ C*

und
wzw ™ = 1(z) = Z, z € C*.
Die Gruppe C* ist also als G,,(C) aufzufassen.
Als zweites fiithren wir die Dieudonnégerben ein. Die eigentliche Dieudonnégerbe
wird sich als direkter Limes solcher Gerben erweisen. Es sei also K eine endliche

Galoiserweiterung von Q,,. Wir definieren folgendermaflen eine Erweiterung:
1 K DK Gal(K/Q,) — 1

Sie wird durch K* und d¥ (o) erzeugt, wobei d& (o) — o, d¥(0)z = o(2)d% (o),
z € K*, und dff (0)df (o) = df ,df (00). Dabei ist dX  ein 2-Kozyklus in der funda-
mentalen Klasse der Erweiterung K/Q,. Die Erweiterung ist bis auf Isomorphismus
eindeutig bestimmt, und dem Satz 90 zufolge ist dieser Isomorphismus bis auf
Konjugation mit einem Element aus K* eindeutig bestimmt.

Die Gerbe DX erhalten wir durch Zuriickziehen und Vorwirtsschieben mittels
des Diagramms

Gal(Qp/Qp)
1 K DK Gal(K/Q,) — 1
Q,

Die Gruppe Q; ist wiederum als Gm(Qp) aufzufassen.
Wir bezeichnen den Reprisentanten von o in DX mit dX = d,, und fassen défﬂ

als einen Kozyklus zur Gruppe Gal(Qp/Qp) auf. Es sei K C K’. Dann gilt
(dng)k = dy.500(Co ) oy k=[K":K].

o’

o . . / . . . =X
Wir kénnen also einen Homomorphismus DX — DX definieren, indem wir z € Q,

nach z¥ schicken, und df " nach ¢, 1d§ . Wegen des Satz 90 ist dieser Homomorphis-

mus bis auf Konjugation mit einem Element aus Q; eindeutig bestimmt.

Lemma 2.1. Es sei ¢ : DX — G ein Homomorphismus von Gerben. Dann gibt
es eine unverzweigte Erweiterung L von Q,, einen Homomorphismus 1 : DL = G,
und eine Erweiterung K1, die K und L enthdlt, so daf$ das folgende Diagramm
kommutativ ist:

'DKI DL

—_—

DK — g
Es seien L die unverzweigte Erweiterung von Q,, deren Grad iiber Q, gleich dem
von K ist und K; die Zusammensetzung von L und K. Da die zwei Kozyklen dga

und dég dquivalent sind, sind DX und D* isomorph. Der Isomorphismus ist bis auf
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Konjugation mit einem Element aus Q; eindeutig bestimmt. Die Existenz von v
ist deshalb klar.

Es ist klar, dafl das Verfahren, mit dem wir D¥ definiert haben, iiber einem
beliebigen lokalen Korper verwendbar ist. Uber R fiihrt es zur Gruppe D€ = W,
und wir brauchen es tatséchlich nur iiber R und Q,,. Nichtsdestoweniger der Klarheit
halber werden wir die globalen Gerben dieses Abschnitts allgemeiner als eigentlich
nétig einfithren, und dafiir brauchen wir die allgemeinen DX’s. Die triviale Gerbe

1 —— Gal(k/k) —— Gal(k/k) —— 1

bezeichnen wir mit Galy und, wenn k = Q, mit G,.
Es sei jetzt T ein Torus tiber dem endlichen Zahlkorper F', der iiber der Galoiser-
weiterung L zerfdllt. Wie iiblich seien

X*(T) = Hom(T, G,,), X.(T) = Hom(X*(T), Z).

Das zu p € X, (T) gehorige Element aus Hom(G,,,,T) schreiben wir in der Form:
x — xt. Wir fixieren im folgenden zwei Stellen v; und ve von F', die wir auf L
erweitern. Die erweiterten Stellen werden mit v} und v} bezeichnet. Es seien gegeben
zwei Elemente 11 und vy aus X, (7T") mit folgenden Eigenschaften:

(2.a) v; ist invariant unter Gal(L,; /Fy, ).

(2.b) Es gilt
Z ovy + Z ovy = 0.

o€Gal(L/F)/ Gal(L,; /Fuy) o€Gal(L/F)/ Gal(L,y /Fu,)
Nach der Theorie von Tate-Nakayama entspricht v; einer Klasse «; aus
H? (Gal(Lvé JF,), T(Ly, )) .

Wegen existiert ferner eine globale Klasse aus H? (Gal(L /F ),T(L)), deren
lokale Komponenten auflerhalb v; und wvs trivial sind und die in v; gleich «; ist.
Diese globale Klasse, die allerdings nicht eindeutig definiert ist, spielt eine wichtige
Rolle in der Konstruktion der T, vy, vo zugeordneten Gerbe Ty, ,,. Sie wird jetzt
mit Hilfe der Weilgruppe explizit eingefiihrt.

Die Gerbe T = T,, ., ist eine Gerbe iiber F' mit Kern T, folglich eine Erweiterung

1 T(F) T Gal(F/F) —— 1

Um sie zu definieren, brauchen wir einen 2-Kozyklus {t,,} von Gal(F/F) mit
Werten aus T'(F). Dann ist 7 durch t,, ¢ € Gal(F/F) und T(F) erzeugt, und
tote = tootoo-
Die Lokalisierung G, von G an der Stelle v von F' ist eine Gerbe iiber F,,, die

durch folgendes Diagramm definiert werden kann:

Gal(F,/F,)

|

Gal(F/F)

H
“
S
Q

ol

b
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Ein Homomorphismus ¢ einer iiber F,, definierten Gerbe H nach G ist ein Homo-
morphismus von H nach G,,.

Gewohnlicherweise ist es besser, eine endliche Erweiterung K von F' derart zu
wahlen, dafl G iiber K definiert werden kann, also durch ein Diagramm:

Gal(F/F)
1 G(K) Gx Gal(K/F) —— 1
G(K)

Wenn v, eine Erweiterung von v auf K ist, kann G, tiber K, definiert werden,
und wenn K hinreichend grof ist, ist H auch iiber K,; definiert und ¢ durch
¢ Hr, = 9K,

Um die Wahl von v, zu vermeiden, kénnen wir durch die Einbettung

G(K) - [[ G(Ky)
v’ v
eine Erweiterung

Il — Hv’|v G(k,) — Gy — Gal(K/F) —— 1

einfithren. In dem Fall, da§ G iiber F definiert ist und g,g9,! = o(g), und wir
interessieren uns fiir keinen anderen, 148t sich die Erweiterung G mittels G, allein
definieren.

In der Tat, jedem v" ordnen wir ein pu = p,y aus Gal(K/F) der Art zu, dafl
\pz|y = |z|y, ¥ € K. Dann erweitert sich y : # — px zu einem Isomorphismus
p Ky — K, der wiederum p: G(K,; ) — G(K,) definiert. Folglich ist

H G(Kv’)

v’ |v
ein induziertes Objekt fir die Gruppe Gal(K/F'). Der Kozyklus {g, -} nimmt Werte
in dieser Gruppe und zwar in ihrem Zentrum an. Wir kénnen einen zweiten Kozyklus
einfithren, indem wir

ol = HJIO—,LL’a QN/ = M//Qu”, Ou’, 0y € Gal(Kvé/Fv)
schreiben, und

r I I "
9970- - p“ ggu//,du/'
MII

setzen. Es liegen pu, ¢, " in {p,}, das ein Repréisentantensystem fiir Gal(K,; /K.)
in Gal(K/F) ist, und das Produkt erstreckt sich iiber diese Menge. Nach dem
Shapirolemma angewandt auf das Zentrum sind die beiden Kozyklen {g,,} und
{9,.-} dquivalent.

Wir kénnen dasselbe Verfahren auf H anwenden, um H* zu bekommen. Dann
definiert ¢ : H — G, auch ¢* : H* — G. Wenn wir das Shapirolemma nochmals
anwenden, diesmal auf G, sehen wir sofort ein, dal zwei Homomorphismen ¢, ¢
dann und nur dann dquivalent sind, wenn ¢7 = ad g o ¢* mit g € [[.,,,, G(Ku ).

v’ v



10 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

Diese etwas umstéandlichen Betrachtungen werden vorgefithrt, weil 7 mit Homo-
morphismen

Co, ¢ phvi T, i=1,2, C:Galp, =T, v#u,
ausgestattet werden soll. Die Einschrankung von (,, auf den Kern wird durch
x — x¥ definiert. Es seien d}, , und d2 , die durch (dj:ﬁ;l )¥1 und (déf}é)” definierten
Kozyklen von Gal(F'/F) mit jeweiligen Werten in [T, , T'(Lu).
Nach den vorangestellten Bemerkungen werden ¢, und ¢, definiert sein, wenn

wir jedem p aus Gal(L/F) ein Element e, aus T'(A ) zuordnen kénnen, so daf

—1 g1 2
eQQ(eU)eQU tQ;U - dQ’UdQ’U'

Die Abbildung ¢, wobei v gleich v; sein kann, erhélt man, indem man e, auf
1./}, T(Ly) projiziert, um e,(v) zu bekommen, und dann d, (v = v;) oder o
(v # v;) nach ey(v)t, schickt.

Um den Kozyklus {t,,} und die Elemente e, zu bekommen, wéhlen wir in der
tiblichen Weise [MS1] Diagramme

1 — L}, — Wy, jp, —— Gal(Ly; [ Fy,) —— 1

| | |

1 CL Wpp —— Gal(L/F) — 1

Wir wéhlen ferner wie in [MSI] Repréisentantensysteme &; von
Gal(L/F)/ Gal(Lvé/Fvi)

mit 1 € &;. SchlieBlich wihlen wir Représentanten w, € Wy, ,, F,, YOn 0 €
Gal(Ly /Fy,) wnd w, € Wr p von g € &; mit w; = 1 in beiden Féllen und
setzen

Wpo = WyWe, nweES; o¢€ Gal(LU;/Fvi).

Diese Reprasentanten sowie der entsprechende durch die Gleichungen
Wewe = Ao (1)Woos 0,0 € Gal(L/F)

definierte Kozyklus héngen von ¢ ab. Es gelten folgende Bedingungen:

Ly
(i) Apo(i) =dpo 0,0 € Gal(L,; /Fy,),
(ii) A, o) =1, o € Gal(Ly /Fy,), p € &;,
(iii) Ao (i) = pAp (i) € p(Ly,, ), 0,0 € Gal(Ly /Fy,), p € &;.

Um d}, , zu definieren, brauchen wir ein Reprasentantensystem von Gal(Ly/F,,).
Wir nehmen die w,.

Es sei
n= Z oV = — Z ovs.

0€Gal(L/Q)/ Gal(L ¢ /Fu,) 0€Gal(L/Q)/ Gal(L,; /Fuy)
Die Kozyklen {4, (1)} und {A,,(2)} sind kohomolog. Es gelte
Ag,a(l)A;};@) = BQQ(BU)Bg_ala

mit B, € Cr. Dann gilt auch
(2.c) A} 5(1)A,3(2) = Bjo(Bs)"B,,'-

0,0
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Wir fiihren folgende Elemente aus Cr, @ X,.(T) ein:
i)= [] 48" B, =Co(1)C,(2)By.
HES;
FEine leichte Rechnung zeigt, dafl
(2.d) E,0(E,)E,,)} = dj ,d. 0,0 € Gal(L/F).

0,0 70,07

Diese Gleichung gewinnt erst einen Sinn, wenn man bemerkt, dafl

[[7(Zy) = CLeX.(T).

v'|v;

Der Rand von C,(¢) ist ndmlich

—OpuV; QUI“h QO 1l
H AQ’H H QA Aga n
n

oder

Ain HA ouVi (1) AW ()

OO

mit Vorzeichen gleich (—1)¢. Es gllt ferner
[T 40t @4gs, @) = [T45:5,0 Hu’Az:z )= dyo
o

Damit folgt aus .
Die Elemente d, , gehéren schon zu Hv,m T(Ly,) CT(AL). Wir liften E, nach

e, € T(Ar) und erhalten somit aus (2.d]) Gleichungen

699(60) ,z_)a dgl) adf),
mit ¢, € T(L).

Es muB jetzt nachgepriift werden, da 7 mit den zusétzlichen lokalen Homo-
morphismen von sdmtlichen wéhrend seiner Konstruktion getroffenen Wéahlen un-
abhéingig ist, wobei zu bemerken ist, da$§ eine Abdnderung von e, in fo(f~!)e,,
f € T(AL) zuléssig ist, denn die lokalen Homomorphismen werden dabei durch
dquivalente ersetzt.

Diese Wihlakte zdhlen wir zunachst auf: (i) die Liftungen e, von E,; (ii) die
berandende Kokette {B,}; (iii) das Représentantensystem &; und die Représen-
tanten w,; (iv) die Einbettung WLU,_/F%_ — Wp,r und die Représentanten w,,
o€ Gal(Lv;/Fvi ); (v) die v; teilende Stelle v}

(i) Wenn wir e, durch e, = s,e, ersetzen, erhalten wir den Kozyklus

/ _ —1 -1
tg,o’ - SQ Q(SO') SQUtQ:U'

Der durch t’g — s;ltg definierte Homomorphismus tbertragt die gestriche-
nen lokalen Homomorphismen in die ungestrichenen.

(i) Wenn wir B, durch Fo(F~')B, ersetzen, wird E, durch E,F"o(F~") er-
setzt. Wir konnen also e, durch e, fo(f~!) ersetzen, wobei f eine Liftung
von F ist. Somit bleibt {t, ,} erhalten.
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(iii) Die Représentanten w,,, u € &1, kénnen wir durch b, w,, ersetzen. Dann wird

allgemein w, durch byw, ersetzt, wobei by, = by, p € &1, 0 € Gal(Ly,, /F,,).
Wir hatten ferner

B"Q =b,B,
statt B, und

Cgl(l) = Cg(l) . Hb;@#l/l Q(bu)fg,uulbzzyl

= Co(1)b, "Fo(F)™

F=]Jo,
n

mit

denn
penvi — pi'vi

wenn op = 1’ 0,1, 0,0 € Gal(Ly; /Fy, ). Daher kénnen wir e, durch
egfg(fil)

mit f einer Liftung von F' ersetzen, und ¢, , bleibt dabei erhalten.

Das Repréasentantensystem {u} konnen wir durch { w = /w(u)} ersetzen,
wobei o(u) € Gal(Ly,;/F,,). Wir wihlen w, = w;y = w,wy(,)- Dann gilt
allgemein

Wi = Wplo () Wo = M(AU(H),U(1)>wH/U, o € Gal(Ly [ Fy,).

Wir setzen
buo = HAs(u),0 (1).

Es liegt in yu(L,;). Der neue Kozyklus ist
Alg,a(l) = Q(bo)bgb;alAQ,a(l)'
Es gilt ferner

L) =[] A4, @)
M/

—OMpV1

HAQ%W(M)(I)igHVI H(bgb;ul/ Q:U‘(Aa(u),l))
7

m

Der zweite Faktor ist gleich

H(b by )4,

denn A,(,),1 = 1. Der erste ist
HA Qlﬂfl
om0 (

Folglich ist

r_ —ouv1 popv

E,=E, HAQH U(L)bw ’
I

wenn B), = b,B,. Der zweite Faktor liegt in [,

automatlsch gehftet

T(L,) und wird deshalb

vy
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Es unterscheiden sich also t}, , und ¢, , nur um ein Element aus

I @)

v’ vy
Da t,, und t}, , in T'(L) liegen, gilt t, , =t, ,. Es unterscheiden sich auch
e, und €, nur um ein Element aus ], T'(L.). Folglich sind die lokalen
Homomorphismen auflerhalb der Stelle v; gleich. Um zu zeigen, da8 sie auch
in v; gleich sind, geniigt es zu zeigen, daf die Projektion von
—opvy opv
| EEAL
n
auf T(L,,) gleich 1 ist, wenn ¢ € Gal(L,;/F,,). Das einzige Glied des
Produkts, das zu dieser Projektion beitréagt, ist das u = 1 entsprechende,
und es ist 1, denn o(1) = 1 und
App1 =1, b,=1
Die Einbettung ¢ : Wy, ,, F,, = Wr/F kénnen wir nur abédndern, indem wir
Y1
¢ durch ad x o ¢ ersetzen, x € C',. Wir kénnen also w, durch xo(x_l)wg
fir jedes o € Gal(L/F) ersetzen. Alle Kozyklen bleiben dabei erhalten.
Wenn wir w, durch byw,, b, € L, ersetzen, konnen wir w,, behalten, so
1

daf A, (1) durch
Alg,o‘(l) = Ag,o(l)bgg(bo)bgal

ersetzt wird, wobei

bl»LQ = :u(bg)7 o€ Gal(Lvi /F'Ul)‘
Da yu(b,) € (L, ) liegt, hat diese Abéinderung keinen Einflu, weder auf ¢, ,
noch auf die lokalen Homomorphismen auflerhalb v,. Daf} die Abdnderung
auch keinen Einflul auf die Aquivalenzklasse von ¢,, hat, priift man leicht
nach, wenn man darauf achtet, daf der auf Gal(L,;/F,,) abgeinderte
Kozyklus auch in der Definition von D" auftritt. Die Repréisentanten
Wy, O € Gal(Lvi/Fvl) werden ndmlich durch w, = b,w, ersetzt, und die
Projektion von e, auf T'(L,;) mit b} multipliziert.
Die letzte zu behandelnde Willkiirlichkeit ist die Wahl von v]. Jede andere
vy teilende Stelle vf’ von L bekommt man, indem man A € &; wéihlt und
vy durch

|)‘$|v’1’ = |x‘v{

definiert. Dann ist

Gal(Lyy /Fy,) = AGal(Ly, /Fy )A"

Dementsprechend erhalten wir die der Stelle v{’ entsprechenden Kozyklen
und Objekte, indem wir mit A konjugieren. Zum Beispiel

AIQ,U(1> = )‘(A)\*lgk)\*la)xl))'

Dieser Kozyklus ist dem alten kohomolog und eine leichte Rechnung ergibt
A‘/L_),J(]‘) = Ag,0(1>DQQ(DJ)D;al

mit

D, = )\<A;}1’gk(1))A;f\(1)A,\,xl(1).
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Es gilt ferner, wenn wir A, (1) zu A), , abkiirzen,

Co(1) = H(AQ.,)\,U)\fl)ig)\l“qa

"
denn vj = Avy. Es sei \p = p/Ay mit p' € &; und Ay € Gal(Ly /Fy,).
Dann gilt

I I

oA A~ — Ag,u’)\u/)\*l

—1
:Q(Aiﬂ,)\“,)ﬁl) A/Q,N’A/Q,LL’,AM/A*M

und

Al = Apuwo(Dy)DyD, .
Hieraus schlieBen wir sofort, daf £, und E, sich um den Faktor
—QHV1
@e) T o T 4ura [T ey D
iz iz iz

unterscheiden, wo wir p statt p’ schreiben.
Wir betrachten

(2.9) T4 a a2 DG,
o
das von p abhingt und zeigen, daf es sich als ein Produkt

o(X)Y Z,
darstellen 148t, wobei X und Y von p unabhéngig sind, und Z, in

[T 7@

v’ vy

liegt. Dann ist (2.¢]) gleich
o(Y)Y " o(Z1)Z;
woraus sofort folgt, dafl {¢, .} erhalten bleibt, sowie die lokalen Homomor-

phismen auflerhalb v;.
Statt behandeln wir

(2.¢) A'W,/\W\_lD;#l

und schreiben es als

0(Xu) Y Zpp-
Hier ist op = p/ o, o € Gral(Lvi/Fv1 ). Der Ausdruck gleicht
Agpu -t QN(D)\HA*)D;})\“)\—M
das wir entwickeln, um ein Produkt mit sieben Gliedern zu bekommen
Appaa—t QH/\(A;—ll,\“)QM(A;“l,\—l,,\)QH(A,\,,\*I))\(Akl,Q#AH)AW,\“AA,AAX},\A~
Wir setzen
Xy = pMAL ) Ay a-).
Aus dem gesamten Produkt schneiden wir

-1
AQM,/\M*IQ“(AAW\—%/\) = Aginaa-tn = Agu,
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heraus und fiigen es 7,/ , zu. Das Glied A;{\_l wird Y, beigefiigt. Es bleibt
iibrig
)‘(Az\*l,gu)\u) = )‘(Ax\*l,/ﬂgu/,k,b)
= At A A, A AN ).

"0
Hiervon bekommt Z,, , das Produkt

A;’{Qu,)\“)‘(A)\_lu’,gu/)\p) = A(A)\_lu’,guu\“)
und Y, das Glied A(Ay-1 ).

Wie schon hervorgehoben, miissen wir, um die Aquivalenz der Homomor-
phismen in v; zu zeigen, nur die Homomorphismen von D" nach T be-
trachten. Der durch v}’ definierte Homomorphismus entspricht dem Kozyklus
A, (1), 0, 0 € Gal(Lyy/F,,). Der durch v} definierte entspricht der Pro-
jektion von diw auf T(ng’), 0,0 € Gal(Lvi//Fvl). Da oA = AA"1o) = Aoy,
o0 € Gal(L,y/F,,), ist diese Projektion nichts anderes als A, /(1). Bis auf
einen Rand ist fiir o € Gal(L,y/F,,) die Projektion von auf T'(Ly;)
gleich der von ¢(Z1)Z, ", die ihrerseits gleich ist

Q(A)\yl)g)\(Al’l)Ail )\(Aié)\) = 1,

op,1
denn Ay = 1, oA = Apx.
Es gibt noch eine Vertriglichkeit nachzupriifen, die sogar etwas drgerlicher als
die vorherigen ist. Es sei namlich L' D L eine zweite Galoiserweiterung von F und
wj Primstellen von L', die v teilen. Es sei

I/é = [qu/ : Lvé]Vi = Ell/z

Wir kénnen ’77,17,4 samt zusétzlichen lokalen Homomorphismen einfithren, und wir
miissen zeigen, dafl die so ausgestatteten 7., ,, und 7,/ ,, kanonisch isomorph sind.
Wir vereinfachen die Bezeichnungen folgendermafien:

G = Gal(L/F), G' = Gal(L'/F), H = Gal(L'/L),

G; = Gal(Ly [ Fy,), G, = Gal(L),, /F,,), H; = Gal(Ly; /Ly,).
Die Gruppe H; ist H N G;, und wir wahlen Repréisentanten A von H; in H. Dann
wihlen wir Représentanten p/ von HG) in G’. Als Repréisentanten von G in G’
nehmen wir die p’A. Schlielich nehmen wir die Projektionen u der ' auf G als
Représentanten von G; in G. In der Weilgruppe Wp,,p wihlen wir w,/x = wyr - wa
mit wy € Wy Wir wéhlen auch Rechtsrepréisentanten v von H; in G/ und setzen

Wayy = WyWy, v € H;.
Dann gilt
WA AWy 1= W) - Wy - Wy = Wy,
so dafl
A'y,u = ]-7

wenn v in H und v in dem Rechtsreprisentantensystem enthalten sind.

Es sei
Dy (i) = H A (0).

YyEH
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Wir betrachten den Kozyklus
Ay (i) = Aly (VDM (D7 (1)) Dy (1)
mit £ = [H : 1]. Man rechnet leicht nach, daf er gleich ist

-1
HA@’,’YA@/vU'W'
v

Folglich héngt er nur von der Projektion o von ¢’ auf G ab und ist 1, falls ¢’ € H.
Wir zeigen zunéchst, dafl
(2.h) Alg/’o./ (l) - ].7

wenn ¢ € H und o’ € HG,. Das Element o'+ 148t sich als dv schreiben mit 6 € H
und v aus dem Rechtsreprésentantensystem. Dann gilt

-1
Ay 10 = 0 (A5,0)) A5, () Al 5(0) = Aty 5(0).

Folglich
[T 40 .0mG) =TT Ay s6)-
o’ )

Da § auch H durchlduft, ist gliltig.

Aus der Kozykelbedingung schlielen wir, da$ Aj, (i) nur von den Projektionen
0, o abhéngt und in C, enthalten ist, wenn o', ¢’ in HG, liegen. Es liegt in der Tat
inL,=CrnN [l L., denn

"ol
' —1 —1
Ay () =45 Ar o = [ A4, A0 0
2l g
mit v = v(o). Die rechte Seite ist selbst gleich
H 0 (A7) Ay = H Agyw
Bt Bt
und o'y € HG..

Da die Kozyklen Af),7
wéahlen, dafl

o~ und A, , sowieso kohomolog sind, kénnen wir A, , so

Apo = A 0,0’ € HG..

oo

Es gibt im allgemeinen eine Kokette By (i), so dafl

Al (i) = Ao (i) By (1) (Byr (1)) By 4 (4).-
Das Produkt By (i)D;/l(i) ist ein Kozyklus auf HG). Folglich ist

By (i) = Dy (i)F'o' (F')™, F'eCyp.
Weil wir By (i), ¢’ € G’, durch

By (i)F' ¢/ (F')
ersetzen kénnen, kénnen wir annehmen, dafl
By(i) = D, (i), ¢ € HG,

Nachdem wir die auftretenden Kozyklen und Koketten sorgféltig und zweckméBig

gewdhlt haben, werden wir jetzt die erwiinschte Vertréglichkeit ohne allzu grofie
Miihe nachpriifen kénnen.
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Es gilt

Z ovy =1 = .
G'/G),
Wenn
Ay o ()AZ,(2) = Byd (Bo) Byl
dann ist der Rand von Bg, gleich dem von BQBQf(l)BQ_,I(Z). Folglich gilt
By = ByBy(1)B,'(2)F'o(F')™',  F' €Cyp.

Wir rechnen zunéchst Cy (i) aus, wobei wir z.T. das 4 fallen lassen.
_ op' ;]
(Z) - HHA,Q NTADN
op AV o' A\ g —op'v;
B HH{ A AQ A AQ'?ﬁ' }
_H{A QM/\VA QMV}
- o' 1A o1 :

Wir entwickeln

HA QHV

/)\/

H A;ﬁ#w H By (@)~ m Ql(Bu’ (1)) s BQ’/L/(i)gH .
Iz w
und bemerken, daf3

HB —en'vi _ BQ,(i)(—l)in.

17

Wir schlieflen aus diesen Glelchungen, dal F, das Produkt ist von E,, einem Rand,

und den Ausdriicken

(2.0) 114, f’j,‘f H o(Buw(@) % "By Y, i=12.
A

Diesen Ausdruck multipli21eren wir mit dem Rand

HB u vi HB —p'v;
und erhalten
*Q;UIIV; 123 123
HAQ/;L’,A HBQ,U« QM B () M
249
Es sei o'y = “/1914’ g;/l € HG.. Es gelten

By (Z)Bﬂll (i)il = A‘ull’glu’l A;,ll’g/ ) Wy (BQ;/ (Z)) = <B%’1 (Z)>
K1

und
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Infolgedessen ist durch

(2.) HM(Q,A )" Hu( )"

zu ersetzen. Wir schreiben hier p/ statt ), um die Bezeichnung zu entlasten. Das
Element Q/H/ liegt in HGY, so dafl

BQ;L/ (Z) = H Ag;,w(i)

yeH

*HHAQ/M'

A YEH;
= HHA@ ;2 (8) e A (8)-
Da [H; : 1] = ¢; und v} = {v;, folgern wir hieraus, daf (2.j) gleich ist
(2k) IT #« Ag A )

BHAY

das in [],.,. T(L.,) liegt. Es ergibt sofort die Gleichung
\v w

(2£) tg/70/ = t&(,, g/, O'/ S Gal(L//F),
denn t, 1, o ist einerseits in T(L’) erhalten und andererseits in
IT v IT 7))
w’|vy w’|vg
Es ist auch klar, daf§ die lokalen Homomorphismen auflerhalb v, und v dquivalent

sind. Wir wollen auch zeigen, daf} z.B.

’

L

Dt —— T,
J/ 1272
L,

D > Ton s

kommutativ ist. Rechts steht der aus (2.€) hervorgehende Isomorphismus. Auf dem

Kern von DL”i ist die Kommutativitat allerdings klar. Was sonst in Betracht kommt,
ist die Projektion von (2.k)) auf T'(L! ,)7 namlich

H A% =GY.

YEH,

Daher geniigt es, folgende Gleichung zu zeigen:
Ay (1) =A% ()G, 0 (Go) "Gy o, o0 €G,

wobei beide Ausdriicke in der Gruppe L’ ;i enthalten sind.
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Wir haben schon gesehen, dafl
Ay (1) =] A%, (1) Ay o4 (1)

veH
= H A;}y(l)AQIy’YV(1>7
v

wobei v der Représentant von ¢’ im Rechtsreprisentantensystem ist. Wir haben
auch gesehen, daf} rechts stehende Produkt gleich H'v Ay, (1) ist. Wir interessieren
uns fiir dieses Produkt als ein Element aus L;U,l, so dafl wir es auf die entsprechende
Koordinate projizieren und

H AQ’%V(l)

YEH,
bekommen. Dieses Produkt ist wiederum gleich
IT A, (D Ay (1) = A% ()G, (GG o
YEH,

Die Konstruktion von 7, ., ist offensichtlich funktoriell in 7', v1, vo. Wenn wir
namlich einen tiber F definierten Homomorphismus ¢ : T — T” und v, = ¢(v;),
i =1, 2 haben, dann bekommen wir ohne weiteres einen Homomorphismus ¢ von
Tor v nach Tyr oy

Wir formulieren einige der erhaltenen Resultate in einem Satz.

Satz 2.2. Es sei T ein uber F definierter Torus, der tber der Galoiserweiterung
L von F zerfillt. Es seien v und vy zwei Stellen von F und v} und v} gewdhlte
Erweiterungen auf L. Es seien zwei Kocharaktere v1 und ve aus X.(T') gegeben, die
die Bedmgungen und erfilllen. Dann definiert die obige Konstruktion eine
Gerbe T =Ty, v, tber F' mit Kern T, die ausgestattet ist mit Homomorphismen

C:Galp, =T v # vy, Vg,
Co, : D 5T i=1,2,

so daf ¢y, auf dem Kern durch x — ¥ gegeben ist. Diese Gerbe ist eindeutig bestimmt
bis auf einen Isomorphismus, der die lokalen Homomorphismen in dquivalente
uberfihrt. Falls L' O L eine grofiere Galoiserweiterung ist, auf die die Stellen v} in
wj erweitert sind, so ergibt die obige Konstruktion einen Isomorphismus

" ~
7:/1,1/2 — 7:’111/2 )

wobei
vi=I[Ly, : Ly]-vi i=1,2,

so daf8 die folgenden beiden Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:

T

’ vi,V2

Galg 2 v # v, 02
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L/
DY —— T,

’
l/17l/2

L)
L,/
D —— Toyum
Die Konstruktion ist funktoriell in T, vy, vs.
Eine Moglichkeit, die obige Situation zu erhalten, ist, daf§ »; und vy durch

Mittelung aus ein und demselben Kogewicht entstehen. Es seien also T ein Torus
tiber F und p ein Element aus X, (T'). Wir setzen

v; = (1)1 Z ol
o€Gal(L,, /Fy,;)
Wir werden einen kanonischen Homomorphismus 7,, von der entsprechenden Gerbe
Toy .0, nach der neutralen Gerbe G einfiithren.
Vorher definieren wir in einer sehr einfachen Weise einen Homomorphismus &,
von DL+ nach Gr. Der Kérper L zerfillt T, und v’ ist eine Primstelle von L, die
eine Primstelle v von F' teilt. Es sei

vV = Z U/,L
o€Gal(L,/Fy)

&, wird folgendermafen definiert:

Eulz) = 2", z €L

FCHES [ )
oe€Gal(L,,/Fy)

wobei d, , der DL definierende Kozyklus ist, und do = dg“". Man priift leicht nach,
daB &, in der Tat ein Homomorphismus ist.
Der einzufithrende Homomorphismus 7, hat folgende Eigenschaften:

(i) 74 0y, ist zu £, dquivalent;
(ii) 7, 0 Gy, ist zu &_,, dquivalent;
(iii) 7, o ¢, ist die kanonische Neutralisierung von Gr.
Es wird 7, durch
Ty ity —> S X0
definiert, wobei s, € T(L) und
sgg(s(,)s;gl = tpo-
Es existiert ferner f € T(ApL), so dafl
feQSQg(f_l) = elg
folgende Eigenschaften besitzt:

(i) die Projektion von e/ auf L, ist 1, wenn v' weder v; noch vy teilt;

(ii) die Projektion von e}, auf T'(L,;) ist

e
I 4.5V ena).

o€Gal(L,, /F,,)
K2

LS
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Es sei {B,} die in (2.¢) auftretende Kokette. Wir setzen

F= ]I B,™

0€Gal(L/F)

E,() =[] I A0 ),

TES; UEGal(L,U( /F“i)
%

so dafl
E,y(i) € H T(Ly).
v’ |v;
Eine leichte Rechnung ergibt die Gleichung
(2:m) By, = E,(1)Ey(2)Fo(F™).

Es gilt namlich fir 7 € &;, 0 € Gal(Lvi,/Fvi)
AQFFU(i) = AQTaU(i)AQ,T(i)’
so dal C,(7) das Produkt von
H Aé:’l)’wu(i)

o€Gal(L/F)

I II  AGYe =EG)

TEG; UEGal(Lv/_/Fyll)
i

und

ist. Folglich ist

Bo = {H A;‘é““(l)Asm)}{BgEQu)Eg(z)}

g

Bool
= FﬁlQ(F)EQ(l)EQ(Q)-

Die Elemente F, (i) sind schon nach T(Ap) geliftet. Wir liften F' in ein Element

f und bekommen
seof 0(f 1) = Eo(1)E,(2)
mit s, € T(L). Es gilt also
elg = EQ(l)EQ(2)>
so daB €], offensichtlich die erwiinschten Eigenschaften besitzt.

Es muf nochmals nachgepriift werden, ob s, bis auf einen Rand von den in ihrer
Konstruktion getroffenen Wihlakten unabhéngig ist. Diese werden wieder als (i) bis

{H( : B»Bg;)”“}{BQEQ<1>EQ<2>}

21

(v) aufgezahlt. Die unter (v) erwédhnte Moglichkeit bedarf besonderer Beachtung.

(i) Wenn wir eine Liftung e, = 7,e,, 7, € T(L) nehmen, dann wird ¢, , in
t o =1, 0(r;")reety o abgeindert, und der Isomorphismus zwischen den

zwei so zustande gekommenen Gerben durch

" —1
ly, =1, o

definiert. Da s, durch r,'s, ersetzt wird, geht ¢ nach r,'s, x ¢ in der

neutralen Gerbe Gr, das auch das Bild von rgltg ist.
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Wenn wir B, durch B,Go(G™') ersetzen, wird F mit
H G~ %o(@)2H
0

multipliziert. Wenn wir G in g liften, kénnen wir

f=rlo*elg)**

statt f wéahlen, und
Flo(f)~t = fe(f~Hg "olg").

Wir hatten schon geschen, dafl e, durch eyg"o(g~") ersetzt wird. Somit
bleibt {s,} erhalten.

Eine dhnliche Rechnung zeigt die Kompatibilitdt unter Abdnderung der
Reprasentanten w,, 7 € G;. Wenn wir das Représentantensystem &; selbst
abéandern, dann wird B, mit einem Element aus [[,,, L., multipliziert.
Folglich werden weder ¢, , noch s, gedndert.

Eine Abénderung der Einbettung Wi, R, — Wy, r dndert die Kozy-

Y1

/|,Ui

klen nicht und folglich auch nicht {s,}. Eine Abdnderung von w,, ¢ €
Gal(Ly; /Fy,) multipliziert B, mit einem Element aus [[,,, T'(L.) und
verursacht keine Anderung von {s,}.

Wenn wir v] abandern und durch v} ersetzen,

|)‘x‘v§/ = |x|v17

Z o= A Z oA

o€Gal(L g /Fuy) o€Gal(L,; /Fu)

dann ist

und wird im allgemeinen nur dann gleich Av; sein, wenn A so gewéhlt werden
kann, daB A~'x = . Deshalb setzen wir diese Bedingung voraus. Es ist
aber sogar in diesem Fall nicht so, da§ 7, unabhéngig von v{ ist. Es seien
nédmlich gg,g Liftungen von A, , und C,  r der durch

Q(Ava,t)lz{_l AVQ,GTAV;;- = CQ,O’,T

oo, T
definierte Teichmiillerkozyklus. Dann ist
o= ]I X
o€Gal(L/Q)

ein 1-Kozyklus von Gal(L/Q) mit Werten aus T'(L) und 7, wird durch
Ty, i to = ToTu(t,) ersetzt, wenn v} durch vy ersetzt wird.
E, wird ndmlich mit dem Ausdruck (2.¢) multipliziert, der gleich ist

oY)Y 1 o(21)2,"

Andererseits wird F' mit

v= [ Dby~

o€Gal(L/F)

multipliziert. Nach den Definitionen ist

U = [T A1) 47543
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und

Y= 1] A5 [ MAs- )™
T€SG, T€S,
Folglich gilt

0yt =TT (AAx - 00)7 434 H)\ Ay )™,

Wegen der Kozykeleigenschaft ist das erste Produkt auf der rechten Seite

gleich
[TMAs-rondsm )7 = [T A [T A (A )
Wenn ¢ in 7Gal(L,,/F,,) liegt, ist
AMAy-10) = MAy-1y) (mod T(Lvi)).

Wir kénnen daher UY ~! in das Produkt von [], ,Zg“)\ und einem Element
aus [[,,, T(L.) liften. Es gilt ferner

T4 et =TT 0 = e

[T A%k A2 =1.

denn

0,0\

Somit ist s}, = 7,5,.
Wir wollen schliefilich zeigen, da 7, unabhéngig von L ist. Es sei L'’ O L eine
Galoiserweiterung von F'. Wir verwenden die fritheren Formeln wieder. Um dasselbe
Symbol nicht mit zwei Bedeutungen zu verwenden, schrieben wir

Bl = B,By(1)B,"(2)Go(G) ™!

Aus den fritheren Rechnungen ergibt sich, da} £, das Produkt von E, und zwei
anderen Faktoren ist. Einer ist fiir s,» belanglos, weil er in

I 7@ I] 7(Z.)
v’ vy v’ vz

liegt. Der andere ist

T]H HB ;1,1/11_[9 —op'v;

Andererseits ist .
r_ —o'p
= H B o
¢'€Gal(L'/F)
Wir zeigen, dafl

F'F~ 1G"HHB )=V (modulo [ T(Lw) |,

i=1 p v’ |vy,v2
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wobei V' nicht nur invariant ist, sondern tatséchlich das Bild eines Elements aus
T(Ap). Somit wird s, = s,. Wir zeigen in der Tat, daf

W = HB;1

yeH

in Cp, liegt, und

0€Gal(L/Q)
was hinreicht, denn A — C7, ist surjektiv.
Es sei ¢/ € Gal(L'/F) und es sei p) sein Représentant modulo HG,. Es mufl
gezeigt werden, dafl

-1 -1 -1
(2.n) o | I B;-B.GB,, (1)B,,(2)
yeH
kongruent ist zu
(2.0) II B¢,
yeH

mit Gleichheit, wenn ¢ € H.
Es gilt erstens

H B;}/ HB"/ HB_ ;'Q‘Y 1) Agr,05(2)
YyEH
_Bé H( o’ Q’Y Ayl Q“f )HB

wobei o/ = ¢/ ~'. Somit ist (2.n)) gleich

(2.p)
By (DB (2 [] (47", () A01.0(2) )’ (B (1B1(2))o(B,) B,
mal .
Zweitens gilt
o' (B <z’>)Ba/<z‘> = B (1) ALy (DA, ),
und
Bt ( H Aoty

yeH
da o'p; € HG.
Wenn ¢’ € H,so ist B, = B, =1, p;, =1, und

HAU'Q’Y HAU’Y

was die erwiinschte Gleichhelt ergibt.
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Im allgemeinen, wenn ¢’ € p;Hy; mit v; aus dem Rechtsreprasentantensystem

von H; in G}, so gilt
H Agt g4 (1) = H Aa’,uiwi (4)
B! v
und
Agr e (DAL (D) = 0 (A ()7 Atz () € 0 i (L),

Ferner ist
A;,{m(i)Ag,“M(i)Aa% (i) = 0’ Ay 4 (i) = 1.
Somit ist gleich
0(By)Bo Ay, (1) Ag 11y (2).

04 o, p
Aber
Ao (i) = Ag (i) (mod L;u;)v
und
O'(BQ)BUA;,Z(I)AU@@) =1,
da oo =1.

Wir formulieren wieder das Wesentliche in einem Satz.

Satz 2.3. In der Situation von Satz 2.2 sei p ein Element aus X, (T), das die
Kocharaktere v; durch Mittelung ergibt

vi = (1)1 Z Ol

o€Gal(L,, /F,,)
k2

Dann liefert die obige Konstruktion einen Homomorphismus 7, von der Gerbe
Tor s in die neutrale Gerbe Gr, so daff 7, 0 (, fiir v # v1, vo zur kanonischen
Neutralisierung dquivalent ist und so daf 7,0 Cy, 2u &, dquivalent ist und 7, 0 Gy, 2u
&_,, (die Definition von &, erscheint nach Satz 2.2). Der Homomorphismus 1, ist
eindeutig bestimmt bis auf die Komposition mit einem Automorphismus von Gr, der
in allen Stellen dquivalent zum identischen Automorphismus ist. Die Konstruktion
ist funktoriell in T, u.

3. DIE PSEUDOMOTIVISCHE GALOISGRUPPE

In diesem Abschnitt fithren wir zwei Gerben ein, nicht nur die eigentlich wichtige,
die wir die pseudomotivische Galoisgruppe nennen, sondern auch eine untergeord-
nete, die nur da ist, um die Vermutung im fiinften Abschnitt fir die allgemeinste
Shimuravarietédt formulieren zu kénnen.

Die pseudomotivische Galoisgruppe P ist als direkter Limes definiert. Es sei L
eine endliche Galoiserweiterung von Q im Korper Q der algebraischen Zahlen in C
und m sei eine natirliche Zahl. Wir definieren zunéchst eine Gerbe P(L,m), deren
Kern ein Torus P(L,m) ist, den wir definieren, indem wir den Galoismodul seiner
Charaktere vorschreiben. Es sei ¢ = p™, wobei p die ein fiir allemal fixierte rationale
Primzahl ist.

Definition 3.1. Die Gruppe X (L, m) der zu L und m zugeordneten Weilzahlen
besteht aus denjenigen m aus L mit folgenden Eigenschaften.
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(a) Es gibt eine ganze Zahl v; = vy (), so daf fiir alle archimedischen Primstellen
v von L gilt

H orm| =q¢".

c€Gal(L,/R)
(b) Fiir jede Primstelle v € L iiber p gibt es ein vo(v) = va(m,v) € Z mit

7]y = H om = qu2(v)-

oc€Gal(L,/Qp) »

(¢) In allen endlichen Stellen aufierhalb p ist 7 eine Einheit.

Aus dem Dirichletschen Einheitensatz folgt, da X (L, m) endlich erzeugt ist. Aus
X (L, m) dividieren wir die endliche Gruppe der darin enthaltenen Einheitswurzeln
aus, um einen torsionsfreien Modul X*(L, m) zu erhalten. Den entsprechenden Torus
bezeichnen wir mit P(L,m). Der Modul X*(L,m) ist offensichtlich ein Gal(Q/Q)-
Modul. Folglich ist P(L,m) iiber Q definiert.

Notfalls, um Miflverstdndnissen vorzubeugen, schreiben wir x fiir den Charakter
von P(L,m), der der Weilzahl 7 € X (L, m) entspricht. Wir fixieren ein fiir allemal
eine Einbettung Q — Qp und folglich eine Primstelle v5 von jedem in Q enthaltenen
endlichen algebraischen Zahlkorper L. Es sei v; die durch L C Q C C gegebene
archimedische Stelle von L. Wir definieren folgendermaflen die Kogewichte 1, 1
aus X.(L,m) = X, (P(L,m)):

(33“) <V13X7r> :Vl(’]r)a

(3b) <V27X7r> = 1/2(71',1)2).

Die Relation ist offensichtlich, wahrend aus der Produktformel folgt.
Dabei sollte bemerkt werden, daf} dieses v; sogar unter der vollen Gruppe Gal(Q/Q)
invariant ist.

Folgende Funktorialitdten sind vorhanden:

(3.0) Wenn L C I/, ¢* = ¢} 1, : X*(L,m) — X*(L',m) schickt 7 nach
sich selbst.
Wenn m|m/', ¢* = ¢}, ., + X*(L,m) — X*(L,m') schickt 7 nach

m’/m

(3.d)

Die kontragredienten Abbildungen sind Homomorphismen der iiber Q definierten
Tori P(L',m) und P(L,m’) nach P(L,m).
Lemma 3.2.
(a) Es gilt
¢m,m’(Vz() = Vi.
(b) Es gilt
bL, (Vi) = Ly Lo, Jvi.

Dabei sind v} die durch I/ CQ C Cund L' C Q C Qp definierten Primstellen
von L.
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Wenn m durch m’ ersetzt wird, wird ¢ durch qml/ ™ ersetzt. Daraus folgt die
erste Behauptung sofort. Die zweite folgt aus der Gleichung
[L;{:Lvi]

H o = H om ,

UGGal(L;/_/Qp) g€Gal(L., /Qp)

die fiir 7 € L gilt.

Das Verfahren des vorigen Abschnitts ordnet dem Tripel P(L, m), v1, vo und dem
Korper L eine Gerbe P(L, m) zu. Aus Lemma 3.2(a) folgt, dafl es einen kanonischen
Homomorphismus ¢ = ¢ : P(L,m’) — P(L,m) gibt. Im vorigen Abschnitt
wurde gezeigt, dafl die mittels P(L, m), v1, vo und L definierte Gerbe der mittels
P(L,m), [L;, : Ly ]v1, [L;é : Ly,|ve und L' definierten isomorph ist. Infolgedessen
gibt es auch einen kanonischen Homomorphismus ¢ = ¢, 1, : P(L',m) — P(L, m).

Als Vorbereitung auf den néchsten Abschnitt, in dem wir einen kanonischen
Isomorphismus zwischen der pseudomotivischen Galoisgruppe

P =1limP(L,m
ym (L,m)
und der echten motivischen Galoisgruppe aus den Standardvermutungen und der Ta-
tevermutung ableiten, miissen wir einige kohomologische Eigenschaften des inversen
Systems der P(L,m) zeigen. Vorher fithren wir eine zweite etwas kiinstliche Gerbe
ein, die wir mangels Erfindungsgabe die quasimotivische Galoisgruppe nennen. Sie
wird mittels der quasi-Weilzahlen definiert.

Definition 3.3. Die Gruppe Y (L, m) der L und m zugeordneten quasi-Weilzahlen
besteht aus denjenigen 7 aus L mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl vy = vy (), so da8 fiir alle archimedischen Primstellen

v von L gilt
[L,:R]
H o — qV1 [L:Q].
o€Gal(L/Q)
(b) Fiir jede Primstelle v € L iiber p gibt es ein vo(v) = va(m,v) € Z mit

|7T|v = H om| = quz(v)~

o€GallL,/Qy) |,

(c¢) In allen endlichen Primstellen auflerhalb p ist = eine Einheit.

Wie die X (L, m) bilden auch die Y/(L,m) ein inverses System. Um Y*(L, m) zu
bekommen, dividiert man Y’ (L, m) nach der i.a. unendlichen Gruppe aller Einheiten
aus, nicht nur der Einheitswurzeln. Wir erhalten ein inverses System von Gerben
Q(L,m), dessen Limes Q wir die quasimotivische Galoisgruppe nennen.

Die Gruppe P(L,m) enthélt eine Reihe {d,,}, m|n, n geniigend hoch, von ausge-
zeichneten rationalen Punkten, die durch die Gleichungen

X (0n) = 7"/

definiert werden. Dabei mufl n/m durch die Ordnung der Torsion von X (L,m)
teilbar sein. Die Rationalitédt von d,, folgt aus

U(Xﬂ(dn)) = (Jﬁ)n/m = Xon(6n).
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Die Gleichungen

¢m,m’ (§n) = 0n, ¢L,L’ (5n) =0n
priifen sich leicht nach. In Q(L, m), dem Kern von Q(L,m), gibt es kein eindeutig
bestimmtes §. Wir kénnen etliche definieren, und die fehlende Eindeutigkeit werden

wir meistens iibersehen. Wenn k geniigend hoch ist, dann gibt es ein kommutatives
Diagramm von Gal(L/Q)-Moduln

Y(L,m)
/

k-Y*(L,m)

T~

Y*(L,m)
Wir definieren 6,, durch die Gleichungen

X (6n) = n(x") =
Es ist also fiir jedes w die Zahl 7"y (4, ) eine Einheit.
Es seien T ein Torus tber Q und p € X.(T). Wenn T iiber L zerfallt, und
wenn m gentigend hoch ist, ordnen wir dem Paar (T, 1) einen iiber Q definierten
Homomorphismus v, : Q(L,m) = T zu. Falls

(3.¢) (c—-1D0e+DHu=0+1)(c—1)p=0,

wird ¢, durch P(L,m) faktorisiert werden kénnen, und ist als ein Homomorphismus

von P(L,m) nach T zu betrachten. Dabei ist zu bemerken, daf} die einbettung
X(L,m) C Y(L,m)

einen Homomorphismus Q(L, m) — P(L, m) definiert.

Der Homomorphismus v, wird durch einen Homomorphismus von Galoismoduln
X*(T) — Y*(L,m) definiert werden, und zwar durch X*(T) — Y(L,m), A — m,
wobei gelten muf

Tox = o(m)).

Wenn die Gleichungen gelten, wird auch gelten

o (L(ma)  TA) = Toirtor = Tt1)or = Tanr = L(Tr) - T
und

L(7T)\)7T,\=7TL)\+)\=7TL/)\+)\=L/(7T,\)7T)\, J =owo !
Damit ist ¢(my )7y eine rationale Zahl, und 7y € X (L, m).
Um A — my zu definieren, wihlen wir ein zweckméfiges v € T(Q) und setzen
™ = A(7).

Fiir die Gruppe P ist dann ¢, (0,,) = 7. Fiir die Gruppe Q ist A(y ™14, (6)) eine
Einheit fiir jedes \. Wir werden also v durch 1, (0,,) ersetzen kénnen und annehmen,

daB 1, (0m) = 7.
Von v,, werden die Bedingungen

buv) = —(-1) S on

Gal(Ly, /Qu,)
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verlangt, was auf  {ibertragen bedeutet, dafl

*(71)i<)"ZaeGal(Lvi/Q 7) CrI’L>
[T  6)=q Sl
o€Gal(Ly, /Q,r)

Schliefilich ist A() eine Einheit auflerhalb des Unendlichen und p.
Wir wihlen m so grof, dafl es eine Zahl a aus L gibt derart, dafl das Ideal (a)
eine Potenz p” des der Stelle vy entsprechenden Primideals p ist, und dal

|Nva2 /Qusy alp =q.
Das Element v wird durch die Gleichungen

= I @

c€Gal(L/Q)

definiert. Dann ist « rational und

[I oo = I1 [T eo(@®n

UEG&I(LUQ /sz) QEGal(L'ug/Qvg) o€Gal(L/Q)

= H 00 (a) Mo

0,0€Gal(Lvy /Quy)

= q<>\7za UIL> .

Dem vorigen Abschnitt zufolge 148t sich v, kanonisch in einen Homomorphismus
von Gerben v, : Q(L,m) — Gr oder v, : P(L,m) — Gr erweitern.

Von jetzt ab in diesem Abschnitt widmen wir uns ausschliellich den Gerben
P(L,m) und fangen mit einer einfachen Bemerkung an.

Lemma 3.4. Es sei K der mazimale CM-Unterkérper von L. Dann ist X (L, m) =
X(K,m).

Wir erinnern uns daran, dafl die Galoiserweiterung K ein CM-Kérper ist, falls die
komplexe Konjugation ¢ im Zentrum von Gal(K/F) liegt. Wir miissen also zeigen,

dafl
u(m) = /()
wenn 7 € X (L,m), und v/ = g0~ !, 0 € Gal(L/F). Wenn L ein reeller Kérper ist,
ist das klar. Sonst gilt
o(m)m = g™ =/ (m)m,

und folglich /() = «(n).

Wir nehmen also im folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit immer an,
daf3 L ein CM-Korper ist. Es sei Lj sein total reeller Unterkorper.

Lemma 3.5. H2(Q, P(L,m)) erfillt das Hasseprinzip.

Offenbar geniigt es zu zeigen, dafl der Homomorphismus
H'(Gal(L'/Q),P(AL)) — H'(Gal(L'/Q), X, ® Cr/)
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surjektiv ist, wenn P = P(L,m) und L C L’. Also mit Tate-Nakayama miissen wir
die Surjektivitdt von

P 7 (Gal(L;,/Q.), X.) — H™'(Gal(L'/Q), X.)
veQ
einsehen.
Es gibt eine exakte Sequenz von Galoismoduln
1 X! X, Z 1,

wobei ¢ als —1 auf X/ wirkt. Ein Element aus H~'(Gal(L’/Q), X.) wird durch
A € X, dargestellt mit
Z ol =0.

c€Gal(L'/Q)

> oa=0,

o€Gal(L, /R)

so daB A ein Element aus H~'(Gal(L], /R), X,) darstellt. Somit ist das Lemma
bewiesen.

Es gibt noch weitere kohomologische Eigenschaften der Gruppen P(L,m) zu
behandeln. Vorher machen wir einige Bemerkungen iiber die Moduln X, (L, m).
Die Serregruppe LS ist ein Torus iiber Q, der durch seinen Gewichtmodul X*(%S)
definiert wird:

Folglich liegt A in X, und

X*(5S) = A= " mylo] | ng+ni,=k(N), k(N € Z
0:L—Q

Die Gruppe %S ist mit einem ausgezeichneten Kogewicht p ausgestattet,

peY mplo] = mi,
wobei 1 die vorgegebene Einbettung L — Q bezeichnet. Das Kogewicht j definiert
Y+ P(L,ym) — 5S und 4% - X*(5S) — X*(L, m).
Lemma 3.6. Fir geniigend hohes m ist der Homomorphismus v, surjektiv und
folglich P(L,m) — LS injektiv.
Jedem p € Gal(L/Q) ist eine p teilende Primstelle v, zugeordnet
|x‘vg = |Q_1$‘v2~

Wenn o € Gal(Ly, /Qu, ), ist Voo = v,. Der Modul X, (L, m) enthilt die ausgezeich-
neten Elemente vo, = v; und v, = —pvs. Es gelten die Relationen

Voo = Vg, o € Gal(L,,/Q.,)
und
Vo + Vg = Vook, k=2[Ly, : QL : Lo]~ "
Die erste Relation ist klar. Die zweite folgt aus

qVQ(”)+VLQ(7r) — H Q_lo'(ﬂ'[,(ﬂ')) _ ’7TL(7T)|[pLU2:Qp]~
g€Gal(Ly, /Qyp)
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Lemma 3.7.

(a) Wenn die p teilenden Primstellen von Lo in L nicht zerfallen, und es zerfallen
entweder keine oder alle, dann gilt

_k
Vo = 5o
und fiir geniigend hohes m ist {vs} eine Z-Basis von X.(L,m).

(b) Wenn die Primstellen von Lo in L zerfallen, sei o1,..., 0, eine Reprisen-
tantensystem fir die Doppelklassen Gal(L,, /R)\ Gal(L/Q)/ Gal(L,,/Q,)-
Dann ist fir gentgend hohes m die Menge {Voo,Vp,, ..., V,, } €ine Z-Basis
von X.(L,m).

Im Fall (a) ist v, = v,, und die gegebene Relation klar. In beiden Féllen ist es
klar, dafl die Elemente, die eine Basis bilden sollen, einen Untermodul von endlichem
Index erzeugen, denn aus

Voo () = vp(m) =0
fir jedes p, schlieflen wir, dal 7 eine Einheitswurzel ist. Wir miissen nur zeigen,
daf im Fall (a) v und im Fall (b) vo und vy, , ..., v,, willkirlich vorgeschrieben
werden konnen. Diese Aussage werden wir gleichzeitig mit Lemma 3.6 beweisen.

Die Abbildung X*(%S) — X*(L,m) ist zu der Abbildung v, : X.(L,m) —
X, (£S) dual, und diese ist durch

wM(VOO) :M+L:u7 LO #L7 wu(yoo) :,LL, LO :L7
und

¢H(Vgi) = Z QiO [

oEGal(LvQ/QP)

0 (D aulel) = Y g

st (Ceatd) = {27 102

Da a; und a, beliebig sein kénnen, ist es klar, dafl wir ein x im Bild von X*(L9)
mit vorgegebenem (Voo x) finden kénnen. Im Fall (b) kénnen wir a,, , ..., a,, und

a0, beliebig wéhlen, und gleichzeitig verlangen, dal ay,s = @19, = 0, wenn o # 1,
o € Gal(L,,/Q,). Somit sind beide Lemmata bewiesen.

definiert. Folglich

Korollar 3.8. Fir geniigend hohes m und m|m’ ist ¢p, p + Xo(L,m') — X, (L, m)
ein Isomorphismus.

Wir konnen die Bezeichnungen etwas entlasten, wenn wir statt P(L,m) oder
X*(L,m) die Symbole P(L), mitunter Pr,, oder X*(L) verwenden, wobei stillschwei-
gend vorausgesetzt ist, dal m hinreichend hoch ist.

Die néchsten Aussagen betreffen die erste Kohomologiegruppe von Pr. Da sie im
Fall (a) von Lemma 3.7 trivial sind, kénnen wir uns in den Beweisen auf Fall (b)
beschrianken. Wir betrachten die exakte Sequenz von Gal(L/Q)-Moduln.

(3.1) 0 Zvoo X.(L) — X,(N) —— 0 .

Dabei ist N ein Torus, und X, (V) durch diese Sequenz definiert. Es sei 7, das Bild
von v, in X, (N).
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Die Struktur des Galoismoduls X, (N) ist sofort aus Lemma 3.7 ablesbar. Es
sei H = Gal(Ly,/Qp) und Hy = H U Hi. Wir erhalten eine exakte Sequenz von
Gal(L/Q)-Moduln.

(3.g) 0 — Indf 1 —— Indj1 — X, (N) — 1.

Lemma 3.9. HY(Q, Pp) erfiillt das Hasseprinzip.

Nach (3.7) und dem Satz 90 geniigt es, das Hasseprinzip fiir H'(Q, N) zu zeigen.
Das folgt aus (3.g]), dem Satz 90, dem Shapirolemma und dem Hasseprinzip fiir
H? (Ho, KOX)7 wobei Ky den Fixkoérper von Hy bedeutet.

Lemma 3.10. FEs sei L ein vorgegebener CM-Korper. Dann gibt es eine CM-
Erweiterung L' von L, so daf fiir jede Primstelle v von Q der Transitionshomo-
morphismus

HY(Qu, Pr) = H'(Qu, PL)
Null ist.

Wir verwenden die Tate-Nakayama-Theorie und beweisen, daf3
H™Y(Gal(L}, /Qu), X+ (L") = H " (Gal(L,/Qu), X+ (L))

Null ist, wobei v und v" Erweiterungen von v auf L und L’ bedeuten. Offensichtlich
geniigt es zu zeigen, dafl

H ' (Gal(Ly /Qy), X+(N)) = H " (Gal(L,/Qy), X+ (N))
Null ist, wobei X,(N’) durch

0 Zv, X (L) — X (N)——0
definiert wird. Ein Element aus H ! (Gal(Lv/Qv), X*(N)) wird durch
V= Z aoVg, ag €74,

Gal(L/Q)/ Gal(Luv, /Qp)
dargestellt. Es sei s = [L : Q]; dann stellt v die triviale Klasse dar, wenn s|a, fiir

jedes p.
Ein Element aus H~*(Gal(L, /Q,), X.(N')) wird gleichermafien durch
v = Z AoV
Gal(L'/Q)/ Gal(L,, /Qp)
dargestellt, und das Bild ¢, 1/ (vy) ist rv,, wenn o das Bild von ¢’ in Gal(L/Q) ist,
und
r = [L{Ué : ng]'

Es geht also darum, L’ so zu wéihlen, da§ s|r. Das konnen wir erreichen, indem wir
L' = KL setzen, wobei K eine zweckméBig gewahlte abelsche Erweiterung von Q
ist.

Wenn wir die globale Tate-Nakayama-Theorie anwenden, bekommen wir auf
dieselbe Weise folgende Aussage.

Lemma 3.11. Es sei L ein vorgegebener CM-Kérper mit Ideleklassengruppe C,.
Dann gibt es eine CM-Erweiterung L' von L, so dafl der Transitionshomomorphismus

H'(Gal(L'/Q), X.(L') ® Cp/) = H' (Gal(L/Q), X+ (L) ® Cy,)
Null ist.
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Der néchste Satz folgt sofort aus Lemmas 3.9 und 3.10.

Korollar 3.12. Es sei L ein vorgegebener CM-Kérper. Dann gibt es eine CM-
Erweiterung L' von L, so daf$ der Transitionshomomorphismus

HY(Q,Pr) - H'(Q, PL)
Null ist.
Nach Lemma 3.6 gibt es eine Einbettung
Y =, Pp = Gug.
Aus der Definition von v, und aus Lemma 3.7 folgt die Kommutativitéit des folgenden

Diagramms bis auf Aquivalenz

Pr 2N Gr

(3.h) l l 7

PrL ‘w—L>gL

in dem Gy, = Grg, G = Go/g. Nach den Definitionen des vorigen Abschnitts gelten
weiter:

(3.0) Y oCo, &, VYuolu, 2E 4.

(3.9) Wenn v weder oo noch p teilt, dann ist 9, o ¢, zur kanoni-

schen Neutralisierung von G;, dquivalent.
Daf} die lokalen Homomorphismen bis auf Aquivalenz vertriglich mit der Abén-
derung von L sind, folgt allerdings aus den Ergebnissen des vorigen Abschnitts.
Zwei lokale Homomorphismen unterscheiden sich um ein Element in

H'(Gal(@,/Q.). %5(@,)).

Das folgende Lemma besagt somit, daf$§ fiir eine nicht-archimedische Stelle v von
Q zwei beliebige kompatible Familien von lokalen Homomorphismen automatisch
dquivalent sind. Insbesondere ist die Bedingung sowie die zweite Hélfte von
automatisch erfillt.

Lemma 3.13. FEs sei v eine nichtarchimedische Stelle von Q. Zu jedem CM-Kérper
L gibt es einen CM-Korper L', der L erhdilt und so dafs

H' (Gal(@,/Qu). “S(Qu)) = 0.
Beweis. Wir betrachten die exakte Folge von algebraischen Tori tiber Q, ([De2]):
L/
1 — Ry 1qGm —— Gy X Ry jgGm —— ¥S —— 1
Die zugehérige lange exakte Kohomologiesequenz liefert
0 —— Hl(Q’UaL,S) — @vé BI‘(L()U()) — (@v’ Br(L'/u’)) D Br(QU)

Die Summen gehen iiber die Stellen iiber v in den entsprechenden Koérpern. Die
Behauptung folgt, weil wir eine Galoiserweiterung vom CM-Typ L’ D L finden
konnen, so daf alle Stellen in Lj {iber v in L’ zerfallen. Man wihlt ndmlich eine
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total-reelle Galoiserweiterung K von Ly, die L an jeder v teilenden Stelle zerfallt,
und setzt
Liy=KLy, L =KL.

Im folgenden Abschnitt werden wir einem Inverssystem von Gerben M mit

dhnlichen Eigenschaften wie P, begegnen, erstens Einbettungen
¢p: Mp = Gp,

und zweitens lokalen Homomorphismen ¢, fiir die die Analoga von , und
(3.j) gelten. Es wird weiter gelten
(3.k) Gu(Mp) = thu(Pr).
Wir identifizieren deshalb My, und Py,.

Lemma 3.14. FEs sei angenommen, dafl es fir jede Primstelle v von Q und jedes
L einen Isomorphismus

ne(v) s Mr(v) = Pr(v)
gibt, der auf dem Kern My, die Identitat ist. Dann gibt es einen Isomorphismus
nL : My — Pr, so daf np(v) fiir jedes v zur Lokalisierung von nr dquivalent ist.
Die Familie {n1} ist bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt und die Diagramme

ML/ Emd ./\/lL

(3.0) | |

PL’ —_— PL

sind bis auf dquivalenz kommutativ.

Es sei M, durch den Kozyklus {mgﬁ

0,0 € Gal(Q/Q) } definiert, und Py,

durch {p,,-}. Dann sind {m, ,} und {p, .} lokal dquivalent. Nach dem Hasseprinzip
von Lemma 3.5 kénnen wir annehmen, dafl m, o = Dy,

Zwei bis auf Aquivalenz gegebene Isomorphismen 7y, 1} : My — P, unterschei-
den sich um eine Klasse aus H'(Q, Pr,). Infolgedessen kénnen wir aus Lemma 3.9
schlielen, dafl zwei lokal dquivalente Isomorphismen auch global dquivalent sind.
Somit ist die Eindeutigkeit von 7 bewiesen.

Die Kommutativitidt des Diagramms wird d&hnlich bewiesen. Es seien namlich
p, aus Pr/. Repréisentanten der Elemente aus der Gruppe Gal(Q/Q) mit PPy =
Dy.oPyo» Und es sei byp,, b, € P (Q) das Bild von p,- In der gleichen Weise seien
m;, Représentanten mit m;m;, = m, ,mj,,, wobei allerdings m/, , = p,, ,, und es sei
aym, das Bild von m/,. Es sei schliellich

N (my,) = ¢,p,, c, € P,

und es sei ¢, das Bild von c’g in Pr. Wir hétten ny durch die Kommutativitdt von
(3.4) definieren konnen, namlich

(3.m) nr(m,) = a;lbgcgpg.
Somit folgt die Kommutativitit aus der Eindeutigkeit.

Um 7 iiberhaupt zu definieren, niitzen wir Lemma 3.10 aus und wéhlen L’
derart, da8 die Transitionshomomorphismen H'(Q,, Pr/) — H'(Q,, Pr) fiir alle
v Null sind. Ein moéglicher Isomorphismus & : My, — Pr, wird durch m'g — p'g
definiert, denn m/, , = pj, . Die Lokalisierung &(v) unterscheidet sich von 7/ (v) um
ein o, aus H'(Q,, Pr). Wir definieren 77, durch , indem wir C/Q und folglich
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¢, nicht mittels 77/, das noch nicht vorhanden ist, definieren, sondern mittels &.
Dann unterscheiden sich 7y, (v) und die Lokalisierung von 77, um das Bild von «, in
H(Q,, Pp), das nach Voraussetzung Null ist.

Wir bendtigen im néchsten Abschnitt eine Aussage, die uns garantiert, dafl wir
die Gerben M, und Py, als Untergerben von G, identifizieren kénnen.

Lemma 3.15. Mit den Bezeichnungen des vorigen Lemmas sei aufSerdem ange-
nommen, daf8 die lokalen Homomorphismen in der unendlichen Stelle

wu o Cvl und Cbu © C’l’}l
von W nach Gy, fir alle L zueinander dquivalent sind. Dann ist das folgende
Diagramm bis auf Aquivalenz kommutativ.

My

Pr

Beweis. Nach Voraussetzung bilden die lokalen Homomorphismen ¢, und ¢ fiir
jede Stelle eine fiir variables L kompatible Familie. Daher ist dies auch fir die
lokalen Homomorphismen v, o ¢, und ¢, o ¢/, von Gy, richtig. Fiir eine nichtar-
chimedische Stelle sind diese lokalen Homomorphismen somit nach Lemma 3.13
dquivalent, wiahrend dies fiir die unendliche Stelle nach Voraussetzung richtig ist.
Nach Identifikation von M mit Pr unterscheiden sich die Einbettungen ¢, und
1, um eine Klasse aus H'(Q, LS), die folglich lokal trivial ist. Die Behauptung folgt
aus dem Hasseprinzip fiir H*(Q, £S) ([De2} C.1]).

Wir bemerken, daf§ wir im §2 die Gerbe 7, ,, und den Homomorphismus 7,
explizit konstruiert haben, ohne jedoch eine eindeutige Charakterisierung gegeben
zu haben. Fiir die Gerbe P und den Homomorphismus 7,, der einem Kocharak-
ter eines Torus, der die Serre-Bedingung erfiillt, zugeordnet ist, folgt eine solche
Charakterisierung unmittelbar aus den Lemmata 3.14 und 3.15. Wir iiberlassen die
Formulierung dem Leser (man benutze die Universaleigenschaft der Serre-Gruppe).

4. DIE MOTIVISCHE GALOISGRUPPE

In diesem Abschnitt fithren wir die motivische Galoisgruppe ein, indem wir die
zugehorige Tannakakategorie definieren und beschreiben. Zunéchst erinnern wir
an die Beziehung zwischen Gerben und Tannakakategorien in einer Form, die wir
verstidndlich finden, und zeigen, wie sich die Terminologie des §2 mit der in [DM]
und [Sa)] vergleicht.

Der Begriff einer Galoisgerbe iiber einem Korper & der Charakteristik Null, mit
zugehorigen Kern G, wurde bereits zu Anfang des §2 definiert. Dort wurde auch der
Begriff eines Homomorphismus zwischen Galoisgerbe erklart. In jenem Abschnitt
hatten wir neben der zu einer iiber k definierten linearen algebraischen Gruppe G
assoziierten neutralen Galoisgerbe G auch Beispiele kennengelernt. Wenn V' ein
endlich-dimensionaler Vektorraum iiber der algebraisch abgeschlossenen Hiille k von
k ist, konnen wir eine Galoisgerbe Gy einfithren. Sie besteht aus allen Isomorphismen
g:V — V, die additiv und o-linear beziiglich eines o = o(g) € Gal(k/k) sind. Der
Homomorphismus g — o(g) definiert eine exakte Sequenz
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1 —— GL(V) — Gy —— Gal(k/k) —— 1

Der Schnittkeim ist durch die Wahl einer K-Basis von V fiir eine endliche Erweiterung
K von k gegeben. Eine Darstellung der Galoisgerbe G ist ein Homomorphismus
G — Gy. Die Kategorie aller Darstellungen einer gegebenen Galoisgerbe G ist
mit einer offensichtlichen k-linearen Struktur, einem Tensorprodukt und einem
Einsobjekt 1, der Darstellung, die durch die natiirliche Projektion nach Gal(k/k)
definiert wird, versehen.

Obgleich diese Begriffe einer Gerbe und der ihr zugeordneten Tannakakategorie
nicht die iiblichen sind, hédngen sie fiir die uns interessierenden Félle eng mit denen
von [DM] und [Sa] zusammen. Aus [DM] §3.10] folgt, da88 jede Gerbe im Sinne
von Giraud, die einer Tannakakategorie iiber k entspricht, ein inverser Limes von
algebraischen Gerben ist. Es sei G eine algebraische Gerbe im Sinne von Giraud
(der besseren Unterscheidung von den Galoisgerben wegen unterstreichen wir das
Symbol), und es sei ) € ob Ggpeci €in Objekt. Wir werden dem Paar (G, Q) eine
Galoisgerbe G zuordnen und zeigen, daf diese Zuordnung eine Aquivalenz von
Kategorien darstellt. Dabei ist ein Homomorphismus (G, Q) — (#, R) in der ersten
Kategorie ein Paar bestehend aus einem cartesischen Funktor ® : G — H und einem
Isomorphismus in ﬂSp e

T:9(Q)=R.
Bei dem Worterbuch zwischen algebraischen Tannakakategorien und algebraischen
Gerben miissen beim Ersetzen der Giraudgerben durch Galoisgerben die Tannaka-
kategorien ersetzt werden durch algebraische Tannakakategorien, zusammen mit
einem Faserfunktor iiber k.

Nach der letzten Proposition im Anhang zu [DM] existiert eine endliche Erweite-
rung k' von k und ein Objekt Qs aus QSpecE’ dessen inverses Bild in QSpecE? mit
einem Isomorphismus mit @ versehen ist. Anders gesagt (sieche Anhang zu [DM]) ist
(Q mit einem Abstiegsdatum tiber k&’ ausgestattet. Es sei Q) € ob QSpecE das Objekt,
das durch Zuriickziehen mittels o : k — k entsteht. Dann ist das Abstiegsdatum
nichts anderes als ein System von Isomorphismen ¢, : Q — °Q fiir o € Gal(k/k),
das die iibliche Kozykelbedingung erfiillt. Wir definieren

G={0:Q>°Q|occa/m}.
Weil es einen offensichtlichen Isomorphismus
o : Isom(Q,°Q) — Isom(?Q,7°Q)
gibt, sowie eine Paarung

Isom(@, °Q) x Isom(°Q, ¢’ Q) — Isom(Q, °° Q),

bildet G eine Gruppe, und zwar eine Erweiterung von Gal(k/k) durch G(E) mit
G = Aut(Q). Nach Voraussetzung ist G eine algebraische Gruppe iiber k. Das

Abstiegsdatum definiert eine Zerfillung der Erweiterung iiber Gal(k/k’). Auf diese
Weise erhalten wir eine Galoisgerbe G.

Ein Quasi-Inverses ist leicht zu definieren. Es sei G eine Galoisgerbe. Dann ist
die Tannakakategorie Rep G mit einem Faserfunktor iiber k ausgestattet, der einer
Darstellung den zugehérigen Vektorraum iiber k& zuordnet. Wir erhalten also die
zu der Tannakakategorie Rep G zugeordnete Giraudgerbe G samt einem Element Q)
aus ob QspecE’ des Faserfunktors. Da fiir beliebiges G zwei Objekte aus ob QspecE
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isomorph sind, ist G bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt. Der Isomorphismus
zwischen zwei moglichen G ist bis auf Konjugation mit einem Element aus G (k)
eindeutig bestimmt. Folglich unterscheiden wir nicht allzusehr zwischen G und G.

Die Kategorie der Motiv iiber einem beliebigen Korper kann konstruiert wer-
den, wenn die Standardvermutungen vorausgesetzt werden, und wir werden die
Konstruktion weiter unten skizzieren. Diese Kategorie ist eine rigide abelsche Ten-
sorkategorie tiber Q mit End(1) = Q. Falls der Kérper von positiver Charakteristik
ist, besitzt die Kategorie keinen Faserfunktor iiber Q, obwohl die Etalkohomologie
einen Faserfunktor iiber Qg liefert. Das bereitet unerwartet Schwierigkeiten, denn
der Beweis des Satzes III, 3.2.2 in [Sa] ist liickenhaft, wie in [DM] hervorgehoben
wird. Infolgedessen ist die Kategorie der Motive nicht ohne weiteres eine Tannaka-
kategorie im Sinne von [DM]. Der Anmerkung am Ende von [DM] zufolge ist diese
Liicke vielleicht nicht ernst. Es stellt sich aber heraus, daf} fiir uns hier das Problem
belanglos ist, denn es wird von den (sehr starken) Standardvermutungen sowieso
behoben.

Um die spétere Darlegung nicht unterbrechen zu missen, fiihren wir die notwen-
digen Betrachtungen an dieser Stelle aus.

Es sei C eine rigide abelsche Tensorkategorie tiber k£ mit End(1) = k, und es sei &’
eine Erweiterung von k ohne sonstige Eigenschaften. Wie in [DM| p. 156] fithren wir
die zu C dquivalente Unterkategorie der im wesentlichen konstanten Ind-Objekte C*¢
von Ind(C) ein (siehe [Sa) 11.2.3.4]). Der Funktor i : C¢ — Ind(C) sy wird formal
durch dieselben Formeln wie in [DM] definiert. Es gilt

Hom (i(X),i(Y)) = k' @) Hom(X,Y).
Es sei Cy die von i(X), X in C¢, erzeugte abelsche Tensor-Unterkategorie von
Ind(C) () (DM, 1.14]). Wir betrachten i als einen Funktor von C nach Cj. Wenn

w ein k'-wertiger Faserfunktor auf C ist, konnen wir w’ wie in [DM] einfithren und
dasselbe kommutative Diagramm bekommen.

C —— Cy

(4.d) R J‘”’

Vecy

Wir setzen voraus, dafl es ein w gibt, fiir das w’ exakt und treu ist, und zeigen, daf
C dann eine Tannakakategorie ist.
Es gibt wenig zu zeigen. Aus (4.d)) folgt

Aut® w = Aut® W',
Dann schlieBen wir aus [DM|, Th. 2.11], da FIB(C) (|[DM, §3.6]) eine affine Giraud-
gerbe G ist. Es muf} weiter gezeigt werden, daf3

C i) Rep, G

eine Aquivalenz von Kategorien ist. Wenn Cy C C, gibt es einen Funktor FIB(C) —
FIB(Cp). Da jedes ® aus Rep,, G sich durch FIB(Cjy) faktorisiert mit Cy endlich
erzeugt, kénnen wir ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit annehmen, dafi C
endlich erzeugt ist ([DM, §1.14]), denn C ist eine gefilterte Vereinigung seiner
endlich erzeugten Unterkategorien. In diesem Fall konnen wir wegen der Proposition
am Ende von [DM] £’ durch eine endliche Galoiserweiterung ersetzen, ohne daf} die
Exaktheit und Treuheit von w’ verloren geht. Es sei also &’ endlich und galois’sch.
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Da kénnen wir Cjs mit C(;/y identifizieren, indem wir i(x) im obigen Sinne mit
dem i(x) von [DM] p. 156] identifizieren. Mittels des Morphismus id — ¢j wird X
in Cys ein Unterobjekt von ij(X). Wenn wir zu dualen Objekten tibergehen, wird
jedes X von Cy Quotient eines Objekts aus i(C).

Es sei G = FIB(Cy/), i* der induzierte Funktor i* : FIB(C}y/) — FIB(C), und
i** : Rep, G — Repy, G'. Das Diagramm

c—2 Rep, G

Cys — Repy, G’
ist kommutativ.

Der Funktor i ist exakt und treu, und
dimy Hom(X,Y) = dimg Hom(i(X),i(Y)).

Wenn ¢, und ®; in Rep,, G liegen, dann ist die Abbildung
(4.e) Hom(®y, ®2) ®; k' — Hom (P (w), P2(w))
eine Einbettung. Wir stellen unsere Naivitdt unten blof}, indem wir den Grund dafiir
geben. Daraus folgt, dafl
(4.1) dimy, Hom(®1, P3) < dimys (Hom(i**q)l, i**@g)).

Da )\ eine Aquivalenz von Kategorien ist, ist A folglich volltreu und die Ungleichung

eine Gleichung.

Weil i**®; ein Unterobjekt von einem A'i(X) = i**A(X) ist, ist @1 ein Unterobjekt
von A(X). Der Quotient @5 ist ein Unterobjekt von A(Y), und ®; der Kern von
einem Morphismus A(X) — A(Y). Weil A volltreu ist, liegt ®; im wesentlichen Bild
von A.

Nach der Definition ([DM] p. 153]) gibt es fiir jeden Automorphismus o von &’
iiber k lineare Isomorphismen

a; 1 B (w) = P(w) ®, K, 1=1,2
die mit Hom(®;, ®3) vertriglich sind. Es sei ¢ € Hom(®y, ®2). Dann gilt
042¢ = (¢ 02y 1)0{17
(4.8) 1
asa = (1®a)ay = (a (o) ® 1)a1, a€k.

Wenn (4.€]) keine Einbettung wére, gédbe es ein minimales r und
b1, .., 0, € Hom(®q,P2), ay,...,a,. €K,
so daBl {¢1,...,¢,} iber k linear unabhéingig ist, wihrend

XT: a;p; =0
i1

in Hom(®1(w), ®2(w)). Es ist notwendigerweise r > 2. Aus (4.g) folgern wir fiir
jedes o,

i:a_l(ai)@ =0,
i=1

woraus wir sofort einen Widerspruch bekommen.
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Wir kommen jetzt zur Konstruktion der Kategorie der Motive. Es sei Vg die
Kategorie der glatten projektiven, nicht notwendig zusammenhéngenden Varietdten
iiber F. Falls X € ob VF, so bezeichne C*(X) den graduierten Q-Vektorraum der
algebraischen Zykel (graduiert nach Kodimension) modulo numerischer Aquivalenz.
Wir bilden aus Vg eine neue Kategorie C'Vg mit denselben Objekten, die wir
der Klarheit halber mit h(X) bezeichnen, und mit Morphismen die algebraischen
Korrespondenzen vom Grad Null von X nach Y, ([Sal A.0.3.3])

Homeyg (M(X), h(Y)) = CVO(X,Y).

Falls also X irreduzibel von der Dimension n ist, so ist CV?(X,Y) = C"(X x Y).
Die Kategorie CVf ist eine Q-lineare Kategorie mit einer direkten Summe & (die
der disjunkten Vereinigung entspricht) und einem Tensorprodukt ® (das dem kar-
tesischen Produkt entspricht) mit Einselement 1 = h(SpecF), das mit natiirlichen
Assoziativitdts- und Kommutativitatsgesetzen [DM] §1.1] versehen ist. Die Zuord-
nung X — h(X) ist ein kontravarianter Funktor (Graph eines Morphismus)

h: VPP — CVg.

Die ,falsche* Kategorie der effektiven Motive Mljf ist die pseudoabelsche (Karoubi-
)Hiille von CVg, die aus CVE durch formales Hinzufiigen der Bilder und Kerne von
Projektoren entsteht ([DM] p. 201]). In My zerfillt h(P1),

h(PYHY =10 L.

Dabei ist Hom(M, N) = Hom(M ® L, N ® L) fiir zwei effektive Motive M und
N ([Sal VI, 4.1.2.5]). Die ,falsche“ Kategorie der Motive My entsteht aus Mg
durch formales Invertieren des Objekts L. Es sei T = L~! das ,Tate-Motiv® und
M(n) = M ® T™. Dann ist

Hom , (M(m),N(n)) = Hom(M ® LN~™ N @ LN "), N > m,n.
Wir wollen aus der so konstruierten ®-Kategorie eine (Z-)graduierte polarisierte
Tannakakategorie machen. Dazu mussen wir die Standardvermutungen iiber alge-
braische Zyklen annehmen. Wir fixieren im weiteren ein ¢ # p und arbeiten mit
der graduierten f-adischen Kohomologie H; (X) = @ H'(X, Q). Sie ist mit der
Zykelabbildung ‘ . 4

7' CU(X) — H'(X)(4)
und der Spurabbildung
Try : H™(X)(n) = Qq, n =dim X

versehen. Es gelten die Kiinnethformel, die Poincarédualitdt und der starke Lefsc-
hetzsatz. Die Standardvermutungen besagen:

1. Die Zykelabbildungen ~ sind injektiv.

2. Die durch einen ampeln Divisor definierte Abbildung

T OP(X) = CMTP(X)
ist bijektiv fiir 0 < 2p < n = dim X.
3. Auf den primitiven algebraischen Zyklen
Cpr(X) = Ker "1 = C7(X) N Hy2(X)
ist die symmetrische Bilinearform
Cgr(X) X CIZ))T(X) - Q7 (xa y) = (71)11 : TI.X([H*QPIy)
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positiv definit fir 0 < 2p < n. Mittels Zerlegung in primitive Komponenten
und passende Zeichensetzung ([Sal VI. A.2.2.2.3]) erhilt man auf ganz
CP(X) eine positiv-definite symmetrische Bilinearform

(z,y) = Trx(x - *y).

(Diese Vermutungen sind nicht voreinander unabhéngig [K].)
Aus diesen Vermutungen folgt, dafl es Elemente

e C?™(X x X), n=dimX

gibt, die die Zerlegung in Kiinnethkomponenten der Diagonale in der ¢-adischen
Kohomologie geben:

Ax =) e PH"(X) e Hi(X).
(Diese letzte Tatsache ist in Wirklichkeit iiber F bewiesen [KM].)
Somit erhalten wir eine Zerlegung von id;(x) in paarweise orthogonale Idempo-
tente
idh(X) =r®...or"
und entsprechend eine Zerlegung in MFJC
R(X)=h"(X)® - ®h"(X).

Diese Graduierung der Objekte in C'Vg erweitert sich in offensichtlicher Weise in
eine Graduierung der Objekte aus My, so daB die Kiinnethformel gilt.

Um die Kategorie der echten Motive My aus der Kategorie der falschen Motive
Mg zu erhalten, éndern wir das Kommutativitatsgesetz ¢ und den homogenen
Objekten ab durch

Yp=(-1)"Y: M@N = N M, deg M =7, degN = s

und setzen es linear fort. Wir wollen zeigen, dafl wir auf diese Weise eine halbeinfache
Tannakakategorie tiber Q erhalten haben. Dazu iiberzeugen wir uns zunéchst davon,
daBl die Standardvermutungen zur Folge haben, daf} die /-adische Kohomologie einen
treuen exakten Funktor Hy : Mpq, — Vecq, definiert. Dies ist eine unmittelbare
Folgerung aus der Injektivitdt der kanonischen Abbildung

(4.h) Hom(M, N) ® Q; — Hom(H[ (M), H; (N)).

Es sei X eine Varietét. Die Bilinearform Trx (z - y) auf C*(X) nimmt Werte in Q
und ist wegen der Standardvermutungen nicht-ausgeartet. Sie ist die Einschréankung
der entsprechenden Bilinearform mit Werten in Qg auf der ¢-adischen Kohomologie.
Folglich ist der Kern der natiirlichen Abbildung

C*(X) ® Qe — Hj(X)

im Kern der Bilinearform auf C*(X) ® Qg, die durch Qg-lineare Erweiterung aus
der Bilinearform auf C*(X) entsteht, enthalten. Er ist folglich Null. Die obige
Behauptung ist somit bewiesen, falls M und N die zu Varietdten assoziierten Motive
sind. Dann aber folgt die Behauptung leicht auch fir effektive Motive und schliellich
auch fir alle Motive. Als néichstes bemerken wir, dal der Beweis von Prop. 6.5
in [DM] (vgl. [Sal, VI.4.2.2]) zeigt, dal jedes unzerlegbare Motiv einfach ist. (In
loc. cit. wird nicht benutzt, dal der dort verwendete treue Funktor Werte in Vecq
hat; ein treuer Q-linearer Funktor nach Vecy: fiir eine beliebige Erweiterung k'
von Q leistet dieselben Dienste.) Wir konnen also (mit derselben Bemerkung) das
Lemma 6.6 in [DM] anwenden und schlieBen, da Mg eine halbeinfache Q-lineare
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abelsche Tensorkategorie ist. Offenbar ist End(1) = Q, so daf lediglich die Rigiditét
der Kategorie noch nachzuweisen ist. Diese folgt wie in [DM p. 204] unten. Man
erhélt

h(X)" = h(X)(n),
falls X eine irreduzible Varietédt der Dimension n ist. Dafl Mg eine Tannakakategorie
ist, folgt jetzt aus der Injektivitat von , die das treue exakte w’ in ergibt.

Die Kategorie der Motive hat zusétzliche Strukturen. Genauer gesagt, ist Mg
mit seiner Z-Graduierung w und dem Tate-Motiv T ein Tate-Tripel {iber Q [DM]
§5]. Es existiert eine Polarisierung s dieses Tate-Triples, die durch die Eigenschaft,
daB fiir eine Varietéit X die Polarisierungsmenge my; (h"(X)) die Form Trx (z - xy)
enthélt, charakterisiert ist.

Falls wir als Grundkorper an Stelle von F den Korper Q der algebraischen Zahlen
nehmen, so wurde in [DM] eine Kategorie der Motive Mg konstruiert. Dabei werden
in der eben skizzierten Konstruktion die algebraischen Korrespondenzen (modulo
numerischer Aquivalenz) durch die von den absoluten Hodgezykeln vermittelten
kohomologischen Korrespondenzen ersetzt. Ein Vorteil dieses Vorgehens ist, dafl
keine unbewiesenen Vermutungen verwendet werden miissen. Ein Nachteil ist, dafl
die Reduktion modulo p eines absoluten Hodgezykels nicht definiert ist. Im folgenden
interessiert uns nur die von den abelschen Varietiten vom CM-Typ und P! erzeugte
Unter-Tannakakategorie ([DM, 1.14.]) CMg von M. Damit die Konstruktionen
von CMQ und M vertréglich sind, miissen wir fiir das weitere die Hodgevermutung
fiir abelsche Varietdten vom CM-Typ annehmen. Die Standardvermutungen iiber
algebraische Zyklen fir diese Varietdten sind dann iibrigens eine Folgerung aus der
Hodgetheorie. Eine abelsche Varietit vom CM-Typ iiber Q hat gute Reduktion
modulo p, wie auch die projektive Gerade. Genauer gesagt, ist eine solche abelsche
Varietét bereits iiber einer endlichen Erweiterung K von Q definiert. Nach eventueller
Vergroflerung von K besitzt sie gute Reduktion in der von der fixierten Einbettung
von Q in Q, ausgezeichneten Stelle iiber p ([SeTal, Th. 6]).

Dabei ist die Spezialisierungsabbildung auf den Chowringen ein Homomorphismus
[Ful 20.3.1.]:

A(X) = A(Xrw).
Aus den Standardvermutungen folgt, dafl sich diese Abbildung iiber die numerischen
Aquivalenzklassen faktorisiert, und dies kompatibel mit den Zykelabbildungen in
der ¢-adischen Kohomologie, d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.

C*(X) —— C*(XF)

| l

Hp(X)(+) —— H{*(Xp)(x)

In der Tat, falls x € A(X) numerisch dquivalent zu Null ist, so ist Trx (z-xx) = 0,
also auch das Bild von z in A(Xg) numerisch dquivalent zu Null. Man sieht leicht,
dal man auf diese Weise einen Tensor-Funktor erhilt, der die Reduktion modulo p
dieser Motive beschreibt

red : CMQ — Mp.

Genauer sei L C Q ein CM-Kérper und * C’Ma die Unter-Tannakakategorie von
C’Ma, die von den abelschen Varietiten vom CM-Typ durch L und von P! erzeugt
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wird. Fiir L C L’ erhalten wir

L L
Dazu fassen wir eine abelsche Varietdt X mit komplexer Multiplikation durch L
als direkten Summanden der abelschen Varietédt (bis auf Isogenie) mit komplexer

Multiplikation durch L', X @, L' (mit offensichtlicher Definition) auf. Die rationale
Kohomologie definiert einen natiirlichen Faserfunktor von C' Mg tber Q:

LCMg = Vecq, h(X)— P H(X x5C, Q).

Deligne ([De2} (A)]) hat gezeigt, daf die entsprechende neutralisierte Gerbe iiber Q
die zur Serregruppe gehorige Giraudgerbe G, = G, ist (G, ¢ entspricht der Galoisger-
be G;, = Grg), und daBl der den obigen Funktoren entsprechende Homomorphismus
die natiirliche Projektion ist,
G — Gr.

Es sei “Mg die Unter-Tannakakategorie von Mg, die durch das Bild von L CMG unter
dem Reduktionsfunktor erzeugt wird ([DM] 1.14]). Weil LCMG eine algebraische
Tannakakategorie ist, ist auch “Mp eine algebraische Tannakakategorie ([DM] 2.20]).
Thre Gerbe bezeichnen wir mit My. Falls L C L', so ist der Homomorphismus
von Gerben My, — My, surjektiv, weil der Funktor My — LM volltreu ist und
jedes Unterobjekt eines Bildes das Bild eines Unterobjektes ist ([DM| 2.21], siche
Anmerkung 1 am Ende des Abschnitts). Wir erhalten kommutative Diagramme

b
My —= G,

Lo

M, L)QL

Um die von uns gewiinschten Eigenschaften von M nachzuweisen, miissen wir die
Tatevermutung fir die £-adische Kohomologie (fiir das von uns fixierte £) von algebra-
ischen Varietéten iiber endlichen Kérpern [Sal A.4] annehmen. Es sei Tater,,, die
Tannakakategorie iiber Q, der stetigen halb-einfachen f-adischen Darstellungen der
Galoisgruppe T,,, = Gal(F/Fy,m ), die mit einem natiirlichen Faserfunktor versehen
ist
wm : Tater,,, — Vecq,.
Wir bilden den direkten Limes (Restriktion)
Tatep = ligTaterm

und erhalten so eine neutralisierte, halbeinfache Tannakakategorie tiber Q. Das
Frobeniuselement in Gal(F/F,m) definiert einen Isomorphismus 7T, = Z. Die pro-
algebraische Gruppe T, = Aut® (wrm) ist die algebraische Hiille von T, iiber Qg,
und es ist
Rep. cont.q, (T) — Repq, (Th)

(vgl. [Sa, V.0.3.1.]). Insbesondere ist T, abelsch und folglich ([DM] 2.23]), weil
Repq, (T),) eine halbeinfache Tannakakategorie ist, ein projektiver Limes von
algebraischen Gruppen von multiplikativem Typ. Wir wollen die Charaktergruppe
von T,, bestimmen. Dazu erweitern wir die Skalare von Q, nach Q,, so wie dies
am Anfang dieses Abschnitts erklért wurde.

Rep. cont.q, T,g, = Repg, Ting, = Repg, T
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(Fir die letzte Identifikation vgl. [DM| 3.12].) Man sieht leicht ein, dafl die Kate-
gorie links einfach die Kategorie der diagonalisierbaren Darstellungen von 75, in
einem Q,-Vektorraum, bei denen die Eigenwerte des Frobeniuselements (-adische
Einheiten sind, ist. Diese bilden eine halbeinfache Tannakakategorie iiber Q,, in
der die einfachen Objekte den Rang 1 ([DM, 1.7.3.]) haben. Weiterhin werden die
einfachen Objekte durch die Gruppe (’)*62 der ¢-adischen Einheiten parametrisiert.

Wir schlieflen ([Sal VI.3.5.1.]), dafl
X*(Tp,) = (’)*65.

Die Transitionsabbildung X*(T,,) — X*(T.) fiir m|m’ schickt 7 nach 7'/,
Im néchsten Lemma gehen wir zu Galoisgerben tiber. Folglich ist ¢, nur bis auf
Konjugation mit einem Element aus “S(k) bestimmt.

Lemma 4.1. Es sei L galois’sch. Der kanonische Homomorphismus

ML¢—L>gL

ist injektiv. Die Kerne My von My und Pr von Pr sind als Untertori von ©S
identisch.

Beweis. Aus den Definitionen folgt, daB jedes Objekt aus My isomorph zu einem
Subquotienten von red(X) fir ein X € obLC’Ma ist. Daher ([DM] 2.21]) ist die
erste Aussage klar (sieche Anm. 1). Wir hatten weiter oben gezeigt, daf die £-adische
Kohomologie einen treuen Funktor von Tannakakategorien iiber Q, definiert

L MF

Die Tatevermutung tiber F ist dquivalent zur Aussage, dafl dieser Funktor volltreu
ist ([Sal A.4]). (Diese Vermutung ist eine Folgerung der Tatevermutung tiber end-
lichen Korpern.) Weil die Tannakakategorie Grad Tater halbeinfach ist, ist dann
auch jedes Unterobjekt eines Bildes das Bild eines Unterobjekts. Folglich ist der
Homomorphismus auf den Charaktermoduln der Kerne injektiv ([DM] 2.21], siehe
Anmerkung 1)

H
Q, —% Grad Tatep.

X*(Mp) - X*(T) = liﬂX*(Tm).
Weil My, eine algebraische Gruppe ist, folgt aus der Definition des direkten Limes
auf der rechten Seite, dafi X*(M},) torsionfrei ist und somit My, ein Torus.
Wir betrachten das Diagramm mit den offensichtlichen Pfeilen

X*(My)
/ “\
X*(T) X*(ES)
\ X* (1)
X*(Pp)

Dabei ist die Surjektivitiat des oberen schragen Pfeils bereits klar, wahrend sie fiir
den unteren schragen Pfeil aus Lemma 3.6 folgt. Somit geniigt es fiir den Beweis,
die Kommutativitdt des Diagramms nachzuweisen. Wir betrachten ein Element
x € X*(L9) der Form

X:Zna'[a]a na+nbazla
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ne = 0 oder 1. Sein Bild unter X*(¢1,) ist (siche Rechnung nach 3.7) die Weilzahl
Ty =T € L mit
(1) m-T=gq
-> i Ng o
2 om| = 7€Gal(Ly/Qp) 77 fiir v|p.
(2) Ha—EGal(L,U/Qp) . q Ip

Hierbei ist ¢ = p™ mit geniigend grolem m. Andererseits entspricht x einer abelschen
Varietét vom CM-Typ (L, ®) bis auf Isogenie mit ® = {0 | n, =1}, [Mu2l p. 212].
Diese abelsche Varietét ist iiber einer endlichen Erweiterung von Q definiert und
hat dort gute Reduktion modulo p iiber einem endlichen Kérper F,. Es sei 7 der
Frobeniusendomorphismus dieser abelschen Varietét iiber F, aufgefait als Element
von L. Dies ist eine Einheit aulerhalb oo und p (Existenz der ¢-adischen Kohomologie)
und erfiillt (1) (Weilvermutungen) und (2) (Formel von Shimura-Taniyama). Folglich
sind die Bilder von y unter den beiden Homomorphismen von X*(£S) nach X*(T)
identisch. Die Behauptung folgt, weil solche Elemente X *(LS) erzeugen ([De2 A.2.]).

Korollar 4.2. Es sei L galois’sch. “My ist die Unter-Tannakakategorie der Motive,
deren Frobeniusendomorphismen bzgl. eines hinreichend grofien endlichen Kérpers
alle Eigenwerte in L haben.

Die Tannakakategorie My ist mit dem Faserfunktor iiber Q, ausgestattet, der
durch die f-adische Kohomologie definiert wird, fiir jedes £ # p:

LMF Eﬁ—) VeCQZ.

Dieser definiert eine Trivialisierung ¢, von M, iiber Q. Die kristalline Kohomologie
(tensorisiert mit Q) ordnet jedem Motiv ein (F-)Isokristall iiber dem Quotienten-
korper k = K (F) der Wittvektoren iiber F zu (siche Anmerkung 2 am Ende des
Abschnitts). Die zur Tannakakategorie der Isokristalle iiber k gehorige Gerbe ist die
Dieudonnégerbe D. Genauer gesagt ist diese Tannakakategorie zu dem gefilterten
inversen System der Gerben DX» gehérig, wobei L,, die unverzweigte Erweiterung
vom Grade n von Q, bezeichnet. Dies folgt aus [Sal VI.3.3.2] (siehe auch die Anmer-
kung zum néchsten Abschnitt). Die kristalline Kohomologie definiert somit einen
Homomorphismus von Gerben

C;:D—)ML.

Die so konstruierten lokalen Homomorphismen sind offensichtlich kompatibel beziig-
lich der Abénderung von L. Fiir v = ¢ # p sind die lokalisierten Gerben Py, (v) und
M (v) als neutrale Gerben mit demselben Kern isomorph. Fiir v = p sind die Iso-
morphieklassen von Pr,(v) bzw. My (v) als Gerben iiber Q,, mit M, = Py, eindeutig
bestimmt durch die Einschrinkungen der lokalen Homomorphismen , bzw. ¢, auf
den Kern. Um zu zeigen, daf3 diese Einschrankungen identisch sind, geniigt es, die
Einschrinkungen vE» bzw. /%" von 1y, o ¢ DE = Gy, baw. ¢, o Gy DE~ 5 Gp
zu vergleichen. Die erste ist gegeben durch die Formel

H omy| = q_<UL"’X>7 x € X*(£9).

GalL/Q,) |,

Der Homomorphismus ¢r, o ¢, : DEn — Gp definiert ein Element b aus Kottwitz’s

Menge B(LS) (vgl. Anmerkung zum §5). Der Homomorphismus »/*" ist durch die
Folge der Anstiege des Newtonpolygons der zu ¢, o CI’) gehorigen Isokristallstruktur
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auf den Darstellungen von “S gegeben (vgl. [K4, §4.2]). Kottwitz hat gezeigt (K4
4.3]), daB§

(V" x) = n - val(x(b)),
wobei val die normalisierte Bewertung bezeichnet. Die gewtinschte Gleichheit folgt,
weil im Fall, dal x = x¢ zu einer abelschen Varietiat vom CM-Typ (L, ®P) iiber
F, gehort, sein Frobeniusendomorphismus 7, in folgender Beziehung zum F' des
Dieduonnémoduls steht ([Deml, p. 63]):

Ty =b-a(b)--- o™ (b).

Um die lokale Zusatzstruktur von My, in der unendlichen Stelle zu definieren,
verwenden wir die graduierte Polarisierung my; des Tatetripels (“Mg, w, 1(1)). Weil
es Motive von ungeradem Grad in “Mp gibt, diirfen wir [DM 5.20] anwenden. Das
dort beschriebene Tatetripel (V,w,T) ist gerade die graduierte Tannakakategorie,
die zur R-Gerbe W gehort. Somit erhalten wir einen bis auf Aquivalenz eindeutig
bestimmten Homomorphismus von Gerben

C;:W—)ML,

der auf den zugehorigen Tate-Triplen einen Funktor definiert
(“Me,w,1(1)) = (V,w,T),

der bis auf Isomorphie durch die Eigenschaft charakterisiert ist, dafl er die Polarisie-
rung 7y in die kanonische Polarisierung mean von (V,w,T) Uberfithrt. Wir wollen
zeigen, daf die Komposition ¢y, o ¢, dquivalent zu £, : W — Gy, ist. Aber gerade
wie “Mp ist auch © C' Mg in natiirlicher Weise mit einer graduierten Polarisierung
woym versehen und unter dem Reduktionsfunktor geht wops in mwp, liber. Somit
ist die Komposition ¢y, o ¢/, der durch die Prop. 5.20 in [DM] zu (*CMq, 7o)
assoziierte Homomorphismus von W nach Gr. Dieser Homomorphismus ist aber
leicht zu bestimmen. Auf den Kernen ist er durch die Graduierung gegeben, also
gleich dem Gewichtshomomorphismus
v=p+u: G,(C) = LS(C).

Die graduierte Polarisierung 7cys auf der neutralen Tannakakategorie © CMg
ist von der Form 7¢ fiir ein wohlbestimmtes Hodgeelement C' € LS(R) ([DM] 4.22
und 4.25(b)]). Aus der Hodgetheorie folgt, daf C' = v(i). In der Tat induziert C
auf einer R-rationalen Darstellung V von “S gerade den zu der auf V induzierten
Hodgestruktur gehorigen Weiloperator [W]E| und die von Weil definierte Bilinearform
[W], IV, Cor. zu Th. 7, liegt in wcp (V). Nach Definition des Homomorphismus
¢, 0., (IDM] 5.20]) geht also das gewihlte Erzeugende w, € W mit w? = —1 iiber
in

v(i) x 1 € "S(C) x Gal(C/R).
Es ist klar, dafl dieser Homomorphismus &quivalent zu £, : W — Gy, ist:
p(@) (v(3) 3 ) (i)~ = p(=1) % e.
Zusammenfassend haben wir gezeigt, daf§ in jeder Stelle v die Gerben Py, (v) und

M (v) isomorph sind. Wegen der vorhergehenden Bemerkungen sind iiberdies die
Voraussetzungen des Lemmas 3.15 erfiillt. Wir erhalten somit den folgenden Satz:

IRedaktioneller Hinweis: Diese Referenz ist nicht im Literaturverzeichnis aufgefiihrt.
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Satz 4.4. Es gibt eine Familie von Isomorphismen, np : My — Pr, so daf
nr o ¢, =2 ¢y, und so daf folgende Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:

MLf e ML ML 4
771,/‘/ ‘/WL ‘/ \ gL
o
P — Pr PrL

Anmerkung 1. Die zitierte Literaturstelle behandelt allerdings nur Tensorfunkto-
ren w : C' — C zwischen neutralen Tannakakategorien {iber k. Um sie hier anwenden
zu konnen, geniigt es, sich davon zu iiberzeugen, daf, falls w eine der beiden unten
stehenden Voraussetzungen erfillt, so auch der nach einer endlichen Basiskorper-
erweiterung k; /k entstehende Funktor wy, ) : Cékl) — C(x,)- Die Voraussetzungen
lauten:

1. w ist volltreu und jedes Unterobjekt von w(X”’), X’ € ob C’, ist isomorph
zum Bild eines Unterobjekts von X'.

2. Jedes Objekt in C ist Subquotient eines Objekts der Form w(X'), X’ € ob C".

Die Tannakakategorie C(,) kann identifiziert werden mit der Kategorie der
ki-Moduln (X, ax : k1 — End(X)) in C ([DM] p. 156]). Dabei ist der Funktor
i =g,k : C — Ci,) (4uBeres Tensorprodukt mit k) linksadjungiert zu j = ji, /1, :
C(k,) — C, der (X, ax) nach X schickt. Es ist k1 ®; Hom(X,Y) = Hom (i(X),i(Y)).
Jetzt moge w die Voraussetzung 1. erfiillen. Fiir (X', ax), (Y',ay+) € obCyy  ist

Hom (X', ax:), (Y, ay)) = Hom((w(X’),w(aX/)), (w(Y’),w(ay/)))

als Untermengen von Hom (w(X’),w(Y”)), weil w nach Voraussetzung volltreu ist.
Also ist wy, ) volltreu. Entsprechend sei (Y, ay') ein Unterobjekt von (w(X'),w(ax)).
Nach Voraussetzung ist Y isomorph zu einem Objekt der Form w(Y”) fiir ein
Unterobjekt Y von X’. Wegen der Volltreuheit von w definiert dann ay eine k-
Modulstruktur ay : k1 — End(Y”) auf Y’ und (Y, ay) ist isomorph zum Bild unter
W(,) des Unterobjekts (Y', ays) von (X', axs). Jetzt mége w die Voraussetzung 2.
erfiillen. Es sei X; ein Objekt von C(,) und j(X1) ein Subquotient von w(X’). Der
Adjunktionshomomorphismus identifiziert X; mit einem Unterobjekt von i o j(X7),
das seinerseits ein Subquotient von i(w(X")) = w,) (i(X")) ist.

Anmerkung 2. Einer Mitteilung von L. Illusie zufolge ist das Problem der Defini-
tion einer Zykelklasse in der kristallinen Kohomologie mit den tiblichen formalen
Eigenschaften jetzt gelost. Fiir die rationale kristalline Kohomologie ist eine solche
Losung von H. Gillet und W. Messing angegeben worden (unverdffentlicht); fiir die
»ganze® kristalline Kohomologie wurde eine Losung von M. Gros erzielt (These de
3eme cycle, Orsay 1983).

5. EINE VERMUTUNG UBER SHIMURAVARIETATEN UND IHRE FOLGEN

Fiir die Definition einer Shimuravarietat wird der Leser auf [Del] hingewiesen.
Eine Shimuravarietét ist einer iiber Q definierten algebraischen Gruppe G, einem
iiber R definierten Homomorphismus h von S = Resc/r G nach G, und einer
offenen kompakten Untergruppe K aus G(Aj) zugeordnet. Es sei § = Gg die
neutrale Gerbe

G(Q) x Gal(Q/Q).
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Was gegeben ist, ist nicht tatséchlich h, sondern die Konjugationsklasse X, von
h beziiglich G(R). Dieser Klasse ordnen wir eine Aquivalenzklasse von Homomor-
phismen von Gerben iiber R zu,

oo : W —G.

Die Gruppe S ist mit einem kanonischen Kogewicht p versehen, und (z,w) —
2PwH, = 1(p), ist ein Isomorphismus von S mit G,,, X Gy, der iiber C definiert ist.
Wir definieren £oo(2) = h(2#1F), 2 € C*, & (w) = h((—1)") ¢, wenn w = w(v).

Da p + 7t zentral ist, definiert &, einen Homomorphismus der Gerbe Gal(C/R)
nach Gg,, = Gaq und folglich eine Klasse a in H'(R, Gaq).

Lemma 5.1. Es sei G’ die der Klasse a entsprechende R-Form von G. Dann ist
Gl 4(R) kompakt.

Es sei T eine iiber R definierte Cartanuntergruppe, durch die h sich faktorisieren
148t. Dann ist h(p) ein Kogewicht von T, das wir gleichfalls mit p bezeichnen. Wenn
« eine Wurzel von T ist, konnen wir die Wurzelvektoren X, X_, so wéhlen, dafl

(Xo» X_o] = Ho, o(Ha) =2, (Xa)=+X_0.

Wenn das Vorzeichen positiv ist, ist die Wurzel a nicht kompakt, und wenn es
negativ ist, ist @ kompakt. Das Vorzeichen ist —(—1)%® (siehe [Shi §4]). Wenn wir
zu G’ iibergehen, wird die Wirkung von ¢ durch die von (—1)#, = ¢/ ersetzt. Fir /
gilt also
V(X)) =—X_4

fur jedes a, und G/ 4(R) ist daher kompakt, denn jede Wurzel von G’ ist kompakt.

Wir haben eine Primzahl p ein fiir allemal fixiert. Es wird vorausgesetzt dafi G
iiber einer unverzweigten Erweiterung von Q,, zerfillt. Es wird weiter vorausgesetzt,
dafl die kompakte Untergruppe, die die Shimuravarietéit definiert, ein Produkt ist:

K=K'-K,

mit K7 C G(A%}) und K, C G(Qp). Die Zeit ist sicherlich nicht reif, eine Vermutung
iiber die Reduktion von Shimuravarietdten zu formulieren, ohne K, starke Einschréan-
kungen aufzuerlegen, obwohl spezielle Fille gewify zugénglich sind ([C| [DR]). Wir
setzen eine der zwei folgenden Bedingungen voraus. Entweder (a) K, ist hyperspeziell
im Sinne von [T], §3.1.] oder (b) Gaq ist iber Q, anisotrop, und K, ist die maximale
kompakte Untergruppe von G(Q,). Der Leser wird leicht die Betrachtungen dieses
Abschnitts ein bifichen verallgemeinern. Da aber in dieser Arbeit hauptséchlich der
Fall (a) betrachtet wird, und in einer weiteren noch zu schreibenden Arbeit des
zweiten Autors der Fall (b), und da uns der natiirliche Rahmen fiir die nachstehenden
Vermutungen keineswegs klar ist, haben wir es vorgezogen, bei diesen beiden Fallen
zu bleiben.

Wir setzen auch voraus, dafy die derivierte Gruppe Gger von G einfach zusammen-
héngend ist, eine Annahme, die die Allgemeinheit nicht beschrankt, und deren Grund
wir spater erkldren werden. Es sei ¥ die Komplettierung der maximal unverzweigten
Erweiterung Q" von Q. Auf € operiert Gal(Q}"/Q,). Das Gebédude B(G, ) ist
in [T] definiert. In den Féllen (a) und (b) gibt es Facetten wy, ..., w, minimaler
Dimension und Punkte z; € w;, so daf8 die Menge {x1,...,z,} unter Gal(Q,"/Q,)
erhalten bleibt, und so daf K, der Stabilisator in G(Q,,) des Mittelpunkts des von
{z1,...,z,} aufgespannten Simplex ist.
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Wir fiithren zunichst den Begriff eines zuldssigen Homomorphismus ¢ : Q — G
ein. Dieser Homomorphismus 148t sich allerdings durch ein Qj faktorisieren, und
wir arbeiten oft mit Qj, statt Q. Es sind vier Bedingungen zu erfiillen. Es sei erstens
Gap der Quotient G/Gger und hyy, die Verkettung,

S — G —— G
Wir schreiben hap (2, w) = z#e> - wFab. Da die Gruppe Gy, ein Torus ist, kénnen wir
den piap zugeordneten Homomorphismus 1, : @ = Gap = Gg,,, einfiihren.
(5.a) Das Kompositum

bap: Q —25 G — Gy
ist 1, dquivalent.
Es sind etliche Homomorphismen nach G vorhanden:

()Coo—Cvl W =g,
ii Cpqu D — G,

(5.b) Das Komposztum qb (oo 1St oo dquivalent.

(5.¢) Das Kompositum ¢ o (; ist der kanonischen Neutralisierung & von G tber
Q¢ dquivalent.

Die Bedingung an der Stelle p ist umsténdlicher zu kliren. Es seien w?, ..., w?

und z? € w{ die K, definierenden speziellen Facetten und Punkte und
X:{(xl,...,xT) Jg € G(€) mit z; = g - 2¥ Vz’}.

Wir definieren (i), 1 <i < r, 0 € Gal(Q/Q) mittels der Gleichung

o(zf) = wg(i)‘
Dem Lemma 2.1 zufolge gibt es eine unverzweigte Erweiterung L von Q,, so dafl
Cp = ¢ 0 (p als ein Homomorphismus von DE nach G aufgefait werden kann, der
selbst durch einen Homomorphismus £, der Erweiterung

1 LY Df, Gal(L1/Q,) —— 1

nach G(L1) x Gal(L1/Qp) definiert wird, wobei Ly eine endliche Galoiberweiterung
von Q, ist. Es sei Ly der maximale iiber L unverzweigte Unterkérper von L. Der D
definierende Kozyklus ist eigentlich auf Gal(L/Q),) definiert. Folglich ist Gal(L1/ L)
und insbesondere Gal(L1/Ly) in Df eingebettet, und die Einschréinkung von &, auf
Gal(L1/Ly) durch einen 1-Kozyklus dieser Gruppe mit Werten aus G(L;) definiert.
Nach einem Satz von Steinberg (siehe [Se], S. 3) gibt es eine unverzweigte Erweiterung
L’ von L, so daf dieser Kozyklus aufgefait als Kozyklus von Gal(LiL’/LyL") mit
Werten aus G(L1L') trivial wird. Infolgedessen kénnen wir L durch Lo L' ersetzen
und &, durch einen dquivalenten Homomorphismus ¢, und annehmen, daf$ L; = L.
Der Homomorphismus &, schickt dann DE nach G(L) x Gal(L/Q,). Die Gruppe
Df ist der Weilgruppe Wr,q, isomorph, und Wy q, ist auf die natiirliche Weise
in Gal(Q}"/Qp) abgebildet. Es sei  der durch die Kommutativitit des folgenden
Diagramms definierte Homomorphismus von W, /q, nach G(£) x Gal(Q;"/Q,):
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Wiq,

/ |

G(L) @ Gal(L/Qp) +—— G(L) x Gal(Qp"/Q,) —— Gal(Q,"/Qp)

|

G(8) x Gal(Qp"/Qp)

Es sei w ein Urbild des Frobeniuselements ¢ unter dem kanonischen Homomor-
phismus W ,q, — Gal(Q,"/Q,). Das Element w ist bis auf eine Einheit aus L*
eindeutig bestimmt. Es kann daher ein zweites mogliches w’ als z-o(z) ™! -w geschrie-
ben werden mit x € £*. Die Einschrankung von 51’, auf DF = G,,, ist algebraisch. Es
sei ¢ =& (x). Bs gilt £(w’) = c€(w)e™!. Folglich ist F = £(w) bis auf Konjugation
mit einem Element aus £, (£*) durch ¢, allein bestimmt.

Wenn wir h durch einen Torus T faktorisieren, definiert es ein Kogewicht u von
T. Obwohl p selbst von h abhédngt und nicht allein von seiner Konjugationsklasse,
ist die Bahn von p unter der Weylgruppe wohldefiniert und unabhéngig von h
und in einem offensichtlichen Sinn von T'. Folglich kénnen wir fiir eine beliebige
Cartanuntergruppe 7" von G der Shimuravarietit eine Bahn {u} in X, (7") zuordnen.
Andererseits sind je zwei Punkte y, z aus B(G, ) in einem Apartment enthalten
und z = y 4+ a mit a € X,(T) ® R. Es ist wiederum a nicht eindeutig bestimmt,
sondern nur seine Bahn unter der Weylgruppe, die wir mit inv(z,y) bezeichnen.

Die Gruppe G(£) x Gal(Q,"/Q,) operiert auf X

gxo:(z,...,2) = (go(z1),...,90(z,))
und auch auf dieselbe Weise auf B(G, £). Es sei X, die Menge der = = (z1,...,2,)
aus X derart, daf fir jedes i

nv(z, (i), Fai) = {u}.
(5.d) Die Menge X,, ist nicht leer.
Wir setzen

X ={rec@)|ooc=aduog ), #p.

Da
G(Qe) = {9 € G(Qy) ‘ adgo&e =& },

operiert G(Qy) von rechts auf X, und ist einfach transitiv. Wir wollen ein beschrénk-
tes Produkt X? = [], X/ einfithren. Nach [T}, §3.9] konnen wir eine endliche Menge
S und fir ¢ ¢ S einen hyperspeziellen Punkt z, in B(G, Q) bestimmen. Weder S
noch die zy sind eindeutig bestimmt, aber zwei mogliche Familien von x; sind fast
iiberall gleich. Es wird folglich fiir jede endliche Erweiterung L’ von Q und fast jede
Primstelle v von L eine hyperspezielle Untergruppe K, ausgezeichnet. Es sei ¢ durch
Go —* go X o definiert. Dann wird, mit den Bezeichnungen des zweiten Abschnitts,
¢ o o durch o — ¢(e,(F)) - g » o definiert, o € Gal(Q,/Q¢). Wir kénnen aber eine
endliche Erweiterung L’ von Q wéhlen, so da8 ¢(e,) - g, in G(A /) liegt fiir jedes
o. Folglich liegt ¢(ey(€)) - g, € Hv/e K, fiir fast alle £ und jedes p. Der Kozykel

{d)(eg(é)) ~gg} kann dann fur fast jedes /£ in Hu/e K, berandet werden, was eine

ausgezeichnete Untermenge von X, fir fast jedes ¢ liefert und dementsprechend ein
beschranktes Produkt.
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Es sei
I, ={g€G@|adgos=0o}.
Die Gruppe Iy operiert auf Xy, ¢ # p und auf XP. Es seien

Jo={9€G@) |adgog, = |
und
Jg:{geG(E)‘adgoggzg;}.

Die Gruppe ngb operiert auf X,. Wenn 51', = ad ho&,, bildet g — hgh~! die Gruppen
Iy und Jy in J(’ﬁ ab. Folglich operiert I, auf X,,. Es sei

Xy(K) =1\ X, x XP/KP.
Es sei jetzt p eine Primstelle von F, dem Reflexkérper der Shimuravarietét
Sh = Shx = Shi (G, h).
Wir nehmen an, p sei durch die Einbettungen £ C Q C Qp definiert. Die Einbettung

QcC Qp kann ja immer so gewahlt werden. E ist unverzweigt an der Stelle p. Es sei
r=[Ey:Qp] und ®(z1,...,2,) = F"(21,...,2,). Dann operiert ® auf X, und auf
Xs.

Es sei Oy der Ring der ganzzahligen Elemente aus E),. Wir suchen ein Modell
von Sh iiber O, mit mindestens folgenden Eigenschaften, und wir vermuten, daf es
existiert, wenn KP? geniigend klein ist.

(5.€) Es sei r der Restklassenkiorper von O, und & seine algebraisch abgeschlossene
Hiille. Dann ist Sh(R) als Menge mit Wirkung des Frobeniuselements iso-
morph der Vereinigung iiber Aquivalenzklassen von zulissigen ¢ der Mengen
X4 (K) mit Wirkung von ®.

(5.f) Wenn Sh dber E eigentlich ist, dann ist das Modell eigentlich iber O,.

(5.g) Wenn K, hyperspeziell ist [1], ist das Modell iber O, glatt.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts anwen-
den, um diese Vermutung zu begriinden. In diesem Abschnitt versuchen wir, sie
anschaulicher zu machen, und den Ubergang zu weiteren Ergebnissen von Kott-
witz vorzubereiten. Wir werden ohne weiteres von ihm stammende Begriffe und
Ergebnisse benutzen.

Wir fangen mit einem einfachen Beispiel an, das uns erlaubt, die Vorzeichen
nachzupriifen. G sei Gy, so dal X.(G) = Z, und h sei der Homomorphismus
(z,w) = zw, so daB u = 1 € Z. Die entsprechende Varietét Sh ist von der Dimension
Null und ihre Punktmenge ist

(5.h) Sh(Q) = Q\I;/K? - K, Iy =A%
Wir betrachten nur den Fall, da§ K;, = Z;'. In der Definition von Deligne, die
wir benutzen, treten zwei Inverse auf (siehe [Dell §2.2.3]), ndmlich das Inverse des
Reziprozitatsisomorphismus der Klassenkorpertheorie, der selbst das Inverse des
herkdmmlichen ist. Folglich wirkt das Frobeniuselement auf Sh(Q) als a € I} — pa,
wobei p als Element aus Q aufzufassen ist.

Andererseits nach stellt ¢ = 1, die einzige zuléissige Klasse dar. Wenn wir

x € XP wihlen, kénnen wir die Abbildung ¢ — zt verwenden, um X? mit I;Z zu
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identifizieren. Es ist ferner Iy = Q*. Es sei O der Ring der ganzzahligen Elemente
aus €. Dann ist X' = £ /0> = Q) /Z,.
Der Homomorphismus 1, o ¢, ist {—, dquivalent. Da G {iber Q zerfillt, ist £_,,

auf Dg” definiert als
P

2= 27 L.

Weil wir das Inverse des herkémmlichen Reziprozitdtsisomorphismus nehmen, ent-
spricht p~' dem Frobeniuselement, und p~! wird auf p x 1 € G(Q,) x Gal(Q\"/Qy)
abgebildet. Folglich schickt F' das Element a € £* (mod O*) nach pa. Nach dem
Vorzeichen, das in [T}, Gl. 1.2(1)] vorkommt, ist

inv(a,pa) = —w(p~') =1=p.
Folglich ist X, = X = Q. /K),, und

(5.1) I\X, x XP/K? =2 Q*\I;/K? - K,,.
Die Abbildungen (5.h) und definieren eine Identifizierung von I;\X, X

X?/KP und Sh(Q), unter der F' = ® der Wirkung des Frobeniuselements entspricht.
Wir heben hervor, daf3 diese Identifizierung keineswegs kanonisch ist.

Es ist klar, dafl Sh ein Modell iiber Z, mit guter Reduktion besitzt, und die
Vermutung ist daher in diesem Fall trivial giiltig. Im allgemeinen, wenn G ein Torus
ist, kann die Vermutung leicht nachgepriift werden.

X ist dann T'(¢)/T(O). Wenn T iiber der unverzweigten Erweiterung L von
Q, zerfallt, sei k = [L : Q,] und o sei ein Frobeniuselement aus Gal(L/Q,). Die
Fundamentalklasse ist a; ; = 1, 0 < 4,5 < k, i+ 7 <k, a;; = p~h 0<1i,j <k,
i+j>kund 1 x o € DE entspricht dem Urbild in W, /qQ, €ines Frobeniuselements.
Folglich ist F' = p* x o.

Es ist, wenn v wie in [T}, §1.2] definiert wird,

inv(z, Fz) — p = inv(z,0(z) + v(p")) — p = inv(z,o(x)),
woraus leicht folgt, daf3
X, = T(Q,)/T(Z,).
Es sei r die kleinste Potenz von o, die p fixiert. Der Kérper E ist iiber Q,, unverzweigt
und r = [E : Q,]. Folglich ist
d=p " xo",
wo rechts o jetzt den Frobeniusautomorphismus von £/Q,, bedeutet, und
—vo=p4opu+---+o"
Daher wirkt ® auf X, als Verschiebung durch p="> € T(Q,), und p~*2 ist nichts
als das Bild von p € E* unter dem in [Dell, §2.2.3] definierten Homomorphismus
NR(p): E* = T.

Diese Bemerkungen erméglichen es, T(Q)\T'(A)/KP? - K, mit I\ X, x X?/KP
zu identifizieren, so dafl ® der Frobeniussubstitution in p entspricht, und somit die
Vermutung nachzupriifen.

Es sei T eine Cartanuntergruppe von G, die tiber Q definiert ist. 7" sei fundamental,
d.h. die Gruppe T,q(R) sei kompakt, wobei T,4 das Bild von 7" in der adjungierten
Gruppe G,q ist. Dann kénnen wir h so wahlen, dafl es durch T faktorisiert und
folglich ein Kogewicht p von T definiert:

h(z,w) = 2 w".
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Es sei 91, das Kompositum

Yu
Q—0rCg=93g.
Lemma 5.2. 7, ist zuldssig.

Die Bedingungen |(5.a)| und sind klar, sowie auch |(5.b)| denn die Funda-

mentalklasse im Unendlichen ist durch a,, = —1 definiert, und folglich £, nach
Definition zu v, o {s, dquivalent.

Es sei
Vp=Vp = — Z ou.
o€Gal(Ly,/Qp)
Es sei P die iiber Q, definierte parabolische Untergruppe, die T" enthélt, und deren
Wurzeln durch (v, a) < 0 definiert wird. Die Gruppe P enthélt den Levifaktor J,
dessen Wurzeln durch (v, o) = 0 definiert sind. Der Kérper Q" zerféllt J.
Wir kénnen annehmen, dal der X,, definierende Homomorphismus durch 5;: =

ad h o &, definiert wird mit h € T(Q,,). Dann ist Jy C J(Q,,) bzw. J; C J(¢). In
der Tat ist J der Zentralisator des Bildes des Kerns von D, so da8} £, bzw. &, eine
getwistete Form Js bzw. Jj von J definiert, und Jy bzw. Jj ist die Gruppe der
Q,-rationalen Punkte auf dieser getwisteten Form.

Die Bruhat-Tits-Gebaude B(G, ), B(J, ) sowie B(G,Q,), B(J,Q,) werden in
[T] §2.1] gekennzeichnet. Da J einen maximalen zerfallenden Torus von G enthélt,

ergibt diese Charakterisierung ein kommutatives Diagramm von Einbettungen (siehe
auch [T} §2.6]):

B(J,Q,) C B(G, Q)
N N
B(Jt) C  B(G,¢¥)

Wir brauchen auch eine iiber Q,, definierte elliptische Cartanuntergruppe 7" von J,
die iiber ¢ zerfallt, und so, dafl die maximale kompakte Untergruppe von T7(Q,) in
K, enthalten ist. Im Fall (b) ist die zweite Bedingung automatisch erfiillt, und fiir
die Existenz von T” kénnen wir auf [Knl S.271] verweisen. Im Fall (a) weisen wir
auch darauf hin, sowie auch auf [T}, §3.4] und auf [SGAD]. Es liegen dann 29, ..., 2"
im Apartment von 7" (siehe [T, §3.6]).

Es sei p ein beztiglich J zu p konjugiertes Kogewicht von T”. Wir zeigen zunéachst,
daBl wenn F” mittels {_, statt &, oder des dquivalenten £_,,, aber wie F' definiert
wird, dann gilt

(5J) inv(zg), F'af) = {1} = {u}.

Die Gruppe T” ist iiber einer unverzweigten Erweiterung zerfallend. Folglich nach
dem, was wir schon im abelschen Fall ausgerechnet haben, ist F/ = p* x ¢ und

F'2? = o(2)) — 1.
Somit wére bewiesen.
Unser Ziel war aber zu zeigen, da8 X, nicht leer ist, und dazu geniigt es zu zeigen,
daB3 £_,, und £_, als Homomorphismen von D nach G; dquivalent sind, wenn das
Bild von T’ in der adjungierten Gruppe von J anisotrop ist, wie wir annehmen

konnen. Das folgt sofort aus den Ergebnissen von Kottwitz [K4] (siehe Anmerkung
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am Ende des Abschnitts). Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen dieser
Homomorphismen mit C(J). Weil das Bild T” in J,q anisotrop ist, ist

0€Gal(L,/Q,)

zentral. Dabei wird angenommen, dafl L geniigend gro8 ist, damit L,, den Torus
T" zerfallt. Infolgedessen liegen die Klassen von £_,, und {_, in C(J), = B(J)y

(siehe Anmerkung) und werden nach Kottwitz durch Elemente aus X* (Z (J )F(p))

gekennzeichnet, wobei I'(p) = Gal(Q}"/Q,) und Z(J) das Zentrum der Zusammen-
hangskomponente der L-Gruppe bedeutet. Nach der Definition entspricht {_,, dem
Charakter z — 2" und {_,/ dem Charakter z — z# und diese sind auf Z(j) gleich.
Genauer gesagt, in der von Kottwitz definierten Bijektion steht ein Vorzeichen zur
Verfiigung. Wir wahlen es so, dafl {_,, dem Charakter z — z* entspricht.

Wir kénnen jetzt erkldren, warum wir angenommen haben, dal Gg., einfach
zusammenhéngend ist. Es sei zundchst G beliebig. Dann konnen wir eine z-Erweite-
rung G’ im Sinne von Kottwitz [KI] finden und eine Faktorisierung

s " @
\Al’l'
G

Wir kénnen auch annehmen ([MS2, §3.4]), da8 der Reflexkorper E(G’, k') der Kérper
E = E(G,h) ist. Es sei A der Kern von a.

Es sei K’ eine offene kompakte Untergruppe von G’(Ay) mit a(K’) C K. Die
Abbildung

G (Q\G'(A)/K' = GQ\G(A)/K

ist die Einschrankung eines tiber E definierten Morphismus von Shg- (G’, k') nach
Shi(G,h) auf die Menge der komplexwertigen Punkte. Sie ist surjektiv, denn
G'(Q,) — G(Q,) ist surjektiv fiir jede Primstelle von Q. Es folgt aus [T, §3.9.1],
daBl a(K’) eine Untergruppe von endlichem Index in K ist, und dafl wir sogar
annehmen koénnen, dafl a(K’) ein Normalteiler von K ist.

Dann operiert die endliche Gruppe

B = AQ)\a ' (K)/K'

von rechts auf Shg/ (G, h') und der Quotient ist Shx (G, k), weil G'(Q) — G(Q)
surjektiv ist.

Wir interessieren uns letztendlich fiir die Kohomologiegruppen gewisser Garben
auf Shk (G, h) (siehe [L1]), die einer Darstellung £ von G zugeordnet sind. Diese
konnen als die Fixpunkte von B in der Kohomologie der zuriickgezogenen durch
€ o = &' definierten Garben auf Shg/(G’,h') erhalten werden. Folglich kénnen wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit G’ statt G behandeln.

Nichtsdestoweniger kénnen wir den Begriff eines zuldssigen Homomorphismus
¢ : Q@ — G = Gg einfithren. Wir werden spéter anhand eines Beispiels zeigen, daf3
die Vermutung, wie sie oben ausgedriickt wurde, in gewissen Féllen nicht gleichzeitig
fiir G und G’ gelten kann. Daftir brauchen wir einen Satz, den wir zunéchst beweisen
und der ohnehin fiir den Ubergang zur Spurformel wichtig ist.

Satz 5.3. Es gelte das Hasseprinzip fiir Gs.. Wenn G dber Q, quasi-zerfallend ist,
und wenn K, hyperspeziell ist, dann ist jedes zuldssige ¢ einem Y, dquivalent.



54 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 5.4. Es gelte das Hasseprinzip fir Gs.. Es sei G iber Q,, quasi-zerfallend,
und ¢ sei zuldssig. Dann ist ¢ einem ¢ dquivalent derart, daf8 ¢'(6y,) fiir gentigend
hohes n in G(Q) liegt.

Wir betrachten ¢ als ¢ : Q(L,m) — G. Es sei 7,, = ¢(,,) und es sei g, x ¢ das
Bild von g,. Es gilt

Yo = ¢(0n) = ¢(q95nqgl) = QQQ('Yn)gg_l-
Folglich ist die Konjugationsklasse von ~,, rational.

Es sei G* die quasi-zerfallende Form von G und ¢ : G — G* ein Isomorphismus
iiber Q derart, daf ¢ ~1o (1) inner ist fiir jedes o € Gal(Q/Q). Es sei 7 = ¥(7»).
Seine Konjugationsklasse ist auch rational. Notfalls ersetzen wir n durch ein Vielfa-
ches von sich selbst, damit die Gruppe C., die in Th. 4.7 von [K1] auftritt, trivial
ist. Dann erlaubt uns dieser Satz, ¢ durch ad g o ¢ zu ersetzen, so dafi +;; rational
wird.

Lemma 5.5. Die Zariski-abgeschlossene Hiille von {5,’2 ‘ ke Z} in Q(L,m) ist
Q(L,m).

Diese abgeschlossene Hiille ist eine algebraische Untergruppe von Q(L,m). Wenn
es nicht Q(L, m) selbst wére, gibe es einen nicht-trivialen Charakter x, von Q(L,m)
mit
1= xr(8,) = 7"/™.
Folglich ist 7 eine Einheitswurzel, und x, = 1, was ein Widerspruch ist.
Der Einfachheit halber benutzen wir ¢, um G und G* zu identifizieren. Dann ist
die Wirkung der Galoisgruppe auf G* durch

o*(g) = boo(g)b,"

definiert, wobei b, € G(Q) und b,0(bs )b, € Z(Q), wenn Z das Zentrum von G
bedeutet. Es sei I* der Zentralisator von v, in G*. Es ist auch der Zentralisator von

$(Q(L,m)).
Wir setzen
9o = hob,.
Dann ist
Vo =Tn = 900(m)gy " = hoboo(1n)by thy ' = hoo" (v3)hy " = hovhy !
und h, € I*.
Wir zeigen zunéichst, daB h,0* (ho)h,, im Zentrum von I* liegt, so daB {h,} eine

Form I’ von I* definiert, auf der die Galoisgruppe geméaf den Gleichungen
o' (h) = hyo*(h)h*
wirkt. Es gilt ndmlich
hQQ*<h0)hgal = thgQ(hU>b;1h;o—1 = ggg(ga)g(bc;l)bglhg_ol-
Da o
7 =byeo(b; b, € Z(Q),
ist das letzte Glied dieser Gleichung gleich
900(95)b g0 g 2 = 900(90) 950 2 = D(90,0) 7,
und folglich liegt es im Zentrum von I*.
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Nach [K1l Lemma 3.3] kénnen wir annehmen, dafi I* quasi-zerfallend ist. Da I’
eine Cartanuntergruppe iiber Q enthélt, gibt es eine {iber Q definierte Cartanunter-
gruppe T* von I* und ein h € I*, so daBl hh,o*(h™!) € T* fiir jedes p. Wir ersetzen
¢ durch ad h o ¢ und nehmen an, dafl h, € T*.

Wir zeigen zunéchst, daff T*, das auch eine Cartanuntergruppe von G* ist, in

der Gruppe G vorkommt (im Sinne von [L3]). Das bedeutet, dafl es ein g € G(Q)
gibt, so dafl

() =g (olgtg™))g,  teT
Dann ist g7*g~ ! eine iiber Q definierte Cartanuntergruppe 7' von G. Wir ersetzen
¢ durch ad g o ¢ und folglich ~,, durch gv,g~!, das in T(Q) liegt, weil 7, in T*(Q)
liegt. Somit wire Lemma 5.4 bewiesen.

Um zu zeigen, dafl 7% in G vorkommt, brauchen wir eine Folge der Betrachtungen
von |L3].

Lemma 5.6. Es gelte das Hasseprinzip fiir Gs.. Wenn die Cartanuntergruppe
T* dberall lokal in G vorkommt, und wenn T, in mindestens einer Stelle von Q
anisotrop ist, dann kommt T* in G global vor.

In [L3] (siche Lemma 7.15) ist ein Hindernis eingefiihrt, dessen Verschwinden
notwendig und hinreichend ist, damit 7™ in G vorkommt. Das Hindernis liegt in

H™Y(Gal(L/Q), X.(T%))

modulo

P (B (GallL,/Q.), X.(T2)).

wobei &, die natirliche Abbildung von
H™(Gal(L,/Qu), X. (12))

nach

H™'(Gal(L/Q), X.(T%,))
bezeichnet. Wenn aber 77, in der Stelle v anisotrop ist, dann ist &, offensichtlich
surjektiv, und das Hindernis ohne weiteres Null.

Wir wenden Lemma 5.6 auf unser 7 an. Daf} es {iber Q, vorkommt, ist klar,
denn G ist nach Voraussetzung iiber Q, quasi-zerfallend. Im Unendlichen erhélt
man die Twistung I’, indem man &, auf I* einschrénkt. Folglich ist I’ in der Gruppe
G’ von Lemma 5.1 enthalten. Weil T* eine Cartanuntergruppe von I’ ist, folgt es
aus jenem Lemma, dafl T7; anisotrop iiber R ist. Somit kommt es in G vor.

Nach Voraussetzung ist 0 — e,(£)go X 0 = a, ¥ 0, 0 € Gal(Ly/Qy) zu der
kanonischen Neutralisierung von G dquivalent. Folglich definiert oy : ¢ — a,0(g)a;*
eine Form von G, die zu G isomorph ist. Aber e, (¢) liegt in ¢(Q(L7m)), das im
Zentrum von I* enthalten ist. Fiir ¢t € T™ gilt also

o1(t) = 0" (1),
und 7™ kommt iiber Qg in G vor.

Wir kehren jetzt zum Satz 5.3 zuriick, dabei weiter annehmend, dafl ~,, =
¢(9,,) rational ist fir geniigend hohes n. Der Zentralisator von ~, sei Z. Wenn
wir n durch ein zweckméfiges Vielfaches ersetzen, konnen wir annehmen, dafl 7

zusammenhéngend ist. Der Homomorphismus ¢ definiert eine Twistung Z, von 7
und Zy(Q) = Iy.
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Es ist ¢(g,) = go X 0, WO g, jetzt in T liegt, weil ,, rational ist. Wir brauchen
einen iiber Q definierten Torus T aus Z und ein a € 1(Q) derart, daB ag,0(a)™! € T
fir jedes p. Dann konnen wir ¢ durch ad a o ¢ ersetzen und annehmen, dafl

(5.k) goo(t)g, "t = o(t)

fiir jedes o und jedes t € T'(Q). Somit wird T ein iiber Q definierter Torus auch von
Zy.
Die Gruppe Z erfiillt mit G das Hasseprinzip. Wir kénnen daher das folgende
Lemma auf 7 anwenden, um 7T zu bekommen. Obwohl das Lemma wohlbekannt
sein muf}, haben wir keinen Hinweis auf die Literatur.

Lemma 5.7. Es gelte das Hasseprinzip fir G und es sei 11 : G — G1 ein fdber
Q definierter Isomorphismus derart, daf z/;l_la(wl) inner ist. Dann existieren
Cartanuntergruppen T und Ty von G und Gi, beide iber Q definiert, und ein

g € G1(Q), so daff adg oty die Gruppe T auf Ty abbildet und als Isomorphismus
zwischen T und Ty tber Q definiert ist.

Die Gruppe G ist eine innere Form von G*, und das Lemma besagt die Existenz
einer Cartanuntergruppe 7%, die in G und in G; vorkommt. Es ist eine Folge von
Lemma 5.6 und den folgenden drei Lemmata, die wir auf G und G; anwenden.

Lemma 5.8 ([Sh, Corollary 2.9]). Wenn T* fundamental in G* iber R ist, dann
kommt es lokal im Unendlichen in G vor.

Lemma 5.9. FEs seien v eine endliche Stelle von Q und T eine Cartanuntergruppe
von G* iiber Q, mit T}, isotrop. Dann kommt T in G vor.

Es sei N der Kern von G, — G%;. Das Lemma ist eine wohlbekannte Folge der
Existenz einer Bijektion: H'(Q,,G%4) — H*(Q,, N) (siehe [Knl Satz 2]) und der
exakten Sequenz

Hl(vaT;d) E— HZ(vaN) — HQ(QIHTs*c) =0
Fiir die Existenz derartiger 7™ verweisen wir auf [Knl S.271].

Lemma 5.10. FEs sei S eine endliche Menge von Primstellen von Q, und es sei
fiir jedes v € S eine Cartanuntergruppe T,; von G* iber Q. gegeben. Dann existiert
eine Gber Q definierte Cartanuntergruppe T von G*, die fiir jedes v € S iiber Q,
zu der Gruppe T konjugiert ist.

Es folgt leicht aus der Bruhat-Zerlegung, dafl die Varietdt G, rational ist. Folglich
gilt fiir G, der schwache Approximationssatz, woraus wir das Lemma sofort schlieflen,
indem wir ein Produkt [[, ¢, von reguldren Elementen aus T, (Q,) approximieren.

Der Torus T, fiir den gilt, ist auch eine tiber Q definierte Cartanuntergruppe
von G. Aus Lemma 5.1 und Annahme folgt, dafl T,q tiber R anisotrop ist. Wir
konnen daher h so wéhlen, dafl es sich durch T faktorisieren 148t:

h(z,w) = zFrwkn,

Lemma 5.11. Es gibt ein pu in der Bahn von py, unter der Weylgruppe, so daf$ auf
dem Kern ¢ und v, gleich sind, und so dajs

¢(Q<7) = bowT,u(QJ)v
wobei {by} ein 1-Kozyklus mit Werten aus T ist.
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Wir heben hervor, daf 17 ,, moglicherweise nicht zuléssig ist, denn p ist vielleicht
kein up. Die Einschriankung von ¢ auf Q(L, m) bildet Q(L, m) in T ab und ist tiber
Q definiert. Wir kénnen annehmen, indem wir Q(L, m) durch Q(L,n) ersetzen, dafl
n = m. Es sei v, = ¢(v2) ein Kogewicht von T'. Es geniigt zu zeigen, daf} es ein p in
der Bahn von puy gibt, so dafl
(5.0) Nmy q, 1= —vp,
denn

II 26w = II oo ()6m)

0€Gal(L,/Qp) 0€Gal(L,/Qy)

- e

o€Gal(L,/Qy)

= q(l’QaX‘n‘)\).

Folglich ist nach der Definition ¢, auf Q(L,m) durch §,, — 7y, definiert.

Die Existenz von p werden wir aus der Tatsache schlieflen, dafi X, nicht leer ist.
Den Homomorphismus &, = ¢ o ¢}, miissen wir durch f{o = adwu o, ersetzen, um F
zu definieren. Wir kénnen annehmen, dafl v € T.

Es sei L eine endliche unverzweigte Erweiterung von Q,, so daf§ £, auf DL
definiert ist, und es sei

f;;(da) =go N0,
wobei o das Frobeniuselement aus Gal(L/Q,) ist. Dem Homomorphismus £, haben
wir eine parabolische Untergruppe P und einen Levifaktor J zugeordnet. Es sei
M der Zentralisator eines maximalen zerfallenden Untertorus von 7. Die Gruppe
M ist ein Levifaktor einer in P enthaltenen, {iber Q, definierten parabolischen
Untergruppe @ von G. Die Gruppe M ist quasi-zerfallend.

Wir haben schon gesehen, da§ wir das Gebdude B(M, ) in B(G,t) einbetten
kénnen, und zwar so, daf§ der K,, definierende Punkt 2° in B(M, €) enthalten ist.
Wir kénnen sogar annehmen, daf z° in dem Apartment zu einer iiber Q, definierten
und tber ¢ zerfallenden Cartanuntergruppe 7' von M enthalten ist. Ein Punkt
r € X, kann als © = hz? geschrieben werden mit h = nm aus Q(£). Der Punkt m
liegt in M (£) und n im unipotenten Radikal von @. Dann ist

(5.m) inv(z, Fx) = inv(hxo,gga(h)xo) = inv (.’EO, hilgga(h)xo),

denn o(2°) = 2°.

Es sei {¢'} die Bahn in X, (T"), die y' entspricht. Es sei ¢, durch
X(twe) =pX0, oy e XH(T),

definiert, und es sei f,/ die charakteristische Funktion der Doppelklasse Kot Ko,
wobei K den Stabilisator von 2 in G(£) bedeutet. Aus ([5.m]) folgt

Jw (m_lgga(m)n’> =1

mit
n' =o(m) g, 'n" g,0(n)o(m)

im unipotenten Radikal von Q.
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Es gibt ein p” € X, (T"), so daB
mflgaa(m) S (K() N M)t#// (Ko n M)

Aus Lemmata 2.3.3 und 2.3.9 von [K3] folgt leicht, da8 p”” in der Bahn von u' liegt,
denn p' ist ein ,winziges Gewicht*.
Wenn A der in Lemma 3.3 von [K3|] eingefithrte Homomorphismus M (¥) —
X* (Z(]\/Z)F) ist, ist A(m~'g,0o(m)) daher die Einschrinkung von p” auf Z(M)".
Die Definition von [K3| ist eigentlich nur fiir endliche Erweiterungen von Q,

eingenfiihrt. Sie kann aber offensichtlich auf M (¢) erweitert werden.
Die Gleichung (5.4) gilt dann und nur dann, wenn

(5.n) [Lp : Qpl{ps X) = —(Vps X)
fiir jedes iiber Q, definierte Gewicht x von 7". So ein Gewicht kann als Gewicht von
M aufgefafit werden, und, wenn p ein Gewicht von T ist, das zu p” in M konjugiert
ist, gilt
(ks x) = (W, x)-
Es ist ferner p in der Bahn von uy beziiglich der Weylgruppe von G.
Nach der Definition von A gilt

x(m_lgoa(m)) ‘ =p ",
Weil x iiber Q, definiert ist, ist
¢
x(m ™ goo(m)) = x(m " g0(g0) 0" (g0)0" (m)),
I=[L,:Qp), und
pt 0 = ‘x(m‘lgaa(go) 0" go)o" (m)) ’
Nach der Definition ist
900(g0) 0 M go) =& (p ) =p "7,

und
Ix(p~7)| = pe.
Da

)

)| = (o)

haben wir (5.n|) bewiesen.
Der Satz 5.3 ist noch nicht bewiesen. Als néchste Anndherung beweisen wir
folgendes Lemma.

Lemma 5.12. Es gibt ein dber Q definiertes T’ mit T, anisotrop tber R und ein
h', das durch T" faktorisiert, so daf$ ¢ einem ¢’ derart dquivalent ist, daff ¢' = VT,
auf dem Kern von G und

¢l(qa) = ba"/}T’,uh/ ((Ja)a
wobei {by} ein 1-Kozyklus mit Werten aus T' ist.
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Es sei p = w - pp, mit w in der Weylgruppe. Dann definiert 1 — 1, ¢ — (—1)“##
einen 1-Kozyklus a® von Gal(Ls/Qoo) mit Werten aus Ty (C), wobei angenommen
wird, dafl Lo, = C. Es gibt ein w im Normalisator von Ty in G (C), dafi w
reprasentiert, und fir das gilt

oo

af =wo(w™), o€ Gal(Lx/Qux),

(siehe [Shl, Prop. 4.2]).

Dem Lemma 7.16 von [L3] zufolge gibt es einen globalen Kozyklus o mit Werten
aus Ty, der im Unendlichen zu o™ &dquivalent ist. Wir konnen sogar annehmen,
indem wir a® und w zweckméfig abdndern, daf§ o> die Einschrankung von « auf
Gal(Lo/Qoo) ist. Das Bild von a® in H(Quo, Gse) ist trivial. Aus dem Hasseprinzip
folgern wir, daf8 a die triviale Klasse in H!(Q, Gy.) definiert. Es sei

e = u to(u), u € Gee(Q).

Der Torus T’ = uTu~! und der Homomorphismus t — ¢ = utu~! sind beide iiber
Q definiert. Wir ersetzen ¢ durch ¢’ = adu o ¢ und folglich ,, durch 7/, = uy,u~?.
Es sei p/ das g entsprechende Kogewicht von 7”. Der Homomorphismus 7,/ ist

definiert und ¢,y = ¢’ auf dem Kern. Es gilt ferner
¢/(ga) = b;wT/,,u’ (qa)a bir eT.
Es kommt also darauf an, zu zeigen, dafl u’ = up, wobei h' noch zu definieren ist.
Es gilt
uto(u) = wo(w™t), 0 € Gal(Loo/Quo)-

Folglich ist uw € Gg.(R). Es sei h' = ad uw o h. Dann ist

pn = aduop =y
Bis jetzt haben wir die Voraussetzung Gger = Ggc nicht gebraucht. Alle Lemmata
gelten also ohne sie. Im letzten Schritt wird sie gebraucht. Dem vorigen Lemma
zufolge ersetzen wir ¢, T, p durch ¢, T/, p' = pp,.

Der Kozyklus {b.} nimmt Werte in 7" und deshalb in G. Da ¢ zuléssig ist, stellt
das Bild von {b,} in G, die triviale Klasse dar. Wir kénnen daher annehmen, daf§

bo € T (Q).
Das néchste Lemma ist eine Bemerkung aus [Del].

Lemma 5.13. Es sei Ggc = Gqer, und Gy erfiille das Hasseprinzip. Dann gilt das
Hasseprinzip fiir das Bild von H*(Q,Gys) in HY(Q,G).

Wir haben ein Diagramm mit exakten Folgen
HO(Qv Gab) — Hl (Qv Gsc) B Hl (Q7 G)
H°R,G.) —— HYR,Gs.) —— HY(R,G)

Dariiber hinaus ist das Bild von H%(Q, G.p) in HY(R, G,,) dicht, und ein 1-Kozykel
mit Werten aus einer kleinen Umgebung des Einselements in Gg.(C) ein Rand.
Somit folgt das Lemma.

Lemma 5.14. Es sei G' eine zusammenhdngende reduktive Gruppe tiber R mit
Gl 4(R) kompakt, und es sei T eine Cartanuntergruppe von G'. Dann ist

H'R,T") - H'(R,G")

injektiv.
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Es sei {t,} ein Kozykel mit Werten aus 77, der in G’ ein Rand ist

lo = gilo—(g)'
Dann ist g7"g~! auch eine Cartanuntergruppe iiber R. Da alle Cartanuntergruppen
iiber R unter G(R) konjugiert sind, kénnen wir annehmen, da8 77 = g7"¢g~!. Dann
definiert g ein Element aus der Weylgruppe, das auch mittels eines Elementes aus
G(R) definiert werden kann. Folglich ist {¢,} ein Rand in T'(C).
Der Satz 5.3 ist noch nicht bewiesen, aber wir sind so weit, dafl ¢ als ein Produkt
des Kozyklus {b,} und v7 , geschrieben ist. Insbesondere

?#(q0) = go @ 0,
wT,u(QU) = h, x 0,
9o = hob07

mit h,, b, aus T.
Der Voraussetzung zufolge gilt fiir o € Gal(Loo/Qoo)

go X0 =u(hy ¥ o)u!

mit v € G(Ls). Folglich ist die Einschriankung von {b,} auf Gal(Ls/Qs) in
der getwisteten Gruppe G’ trivial und daher schon in T trivial. Aus Lemma 5.13
schlieBen wir, daf es ein v € G(L) gibt, so daf

by = va(v™h), o€ Gal(L/Q).
Dann ist
(5.0) v (ge % o) =0 (heby X 0)v = v hyv X 0.

Aber der Isomorphismus ¢t — v~ 'tv ist ein iiber Q definierter Isomorphismus
zwischen den zwei iiber Q definierten Tori 7 und 77 = v~ 'Tv, und wenn p’ das

Bild von p ist, folgt aus
adv_l o ¢ = 'Q[JT/#/.
Somit ist Satz 5.3 bewiesen.

Noch nicht veroffentliche Ergebnisse von Kottwitz zeigen, wenigstens im Fall
einer anisotropen Gruppe G, wie man die lokale Zetafunktion anhand einer guten
Aufzihlung der Punkte auf der reduzierten Varietdt mittels teils bewiesener, teils
unbewiesener Sétze aus der harmonischen Analyse berechnen kann. Die erwiinschte
Aufzdhlung, die in Satz 5.21 und Satz 5.25 steht, ergibt sich aus der oben vermuteten
Beschreibung, aber nicht ohne weitere Miihe, und der Zweck des iibrigen Teils dieses
Abschnitts ist es, die dazu nétigen Betrachtungen darzulegen. Wir beginnen mit der
Definition einer von Kottwitz eingefiihrten Invarianten, die wir brauchen werden,
und die wir die Kottwitz’sche (oder kiirzer (K-))Invariante nennen werden.

Die Shimuravarietdt entspricht einer Gruppe G und einer Klasse X,. Es wird
immer noch vorausgesetzt, dafl Gge; einfach zusammenhéngend ist. Es ist der
Zweck von [K3| und anderen Arbeiten, die alternierende Summe der Spuren auf
zweckmafigen Kohomologiegruppen eines Produkts einer Potenz des Frobenius an
der Stelle p von E mit einem Hecke-Operator zu bestimmen. Die Betrachtungen von
[K3] wollen wir nicht wiederholen und weitere Betrachtungen von Kottwitz wollen
wir nicht vorwegnehmen. Wir bemerken nur, der Verstdndlichkeit halber, dal wenn
es sich um die m-te Potenz des Frobenius handelt, dann ist die natiirliche Zahl n,
die wir jetzt festlegen, gleich mr, r = [E, : Q). Es sei L,, C Qp die unverzweigte
Erweiterung von Q,, vom Grad n.
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Es seien gegeben ein halb-einfaches Element € aus G(Q), einy = (y(£)), L V) €

G(Q¢), und ein 6 € G(L,). Die K-Invariante wird dem Tripel (v, J; €) zugeordnet.
Es sei G(e) der Zentralisator von € in G. Er ist zusammenhingend, weil Gger
einfachzusammenhéngend ist. Kottwitz bezeichnet die Zusammenhangskomponenten
der L-Gruppen von G und G(e) mit G und G(e) und ihre Zentren mit Z(G) und

Z (é(e)) Die globale Galoisgruppe Gal(Q/Q) bezeichnet er mit I' und die lokale
Galoisgruppe an der Stelle v mit I'(v). Wir iibernehmen diese Bezeichnungen und
verkiirzen Z(G) bzw. Z(é(e)) zu Z bzw. Z(€). Kottwitz betrachtet auch die Gruppe

(Z(e)/Z)F der T-invarianten Elemente im Quotienten Z(e)/Z sowie die Gruppe
7r0((Z (¢) /Z)F) ihrer Zusammenhangskomponenten und deren duale Gruppe X.
Wir bemerken, daB Z(e)/Z = Z(H) und G(¢)/Z = H, wobei H = G(€) N G gey. Fiir
jede Stelle v sei Y, die Gruppe derjenigen Charaktere von g ((Z(e)/Z)F(U)), die

trivial auf m (Z(e)r(“)) sind und X, ihr Bild in X. Die dem Tripel zugeordnete

Invariante k(7,0;€) = k(v,0) wird in der Gruppe X/[], X, liegen. Das ist die
Gruppe £(Iy/F)P, die in der Formel (6.5.1) von [K5] vorkommt.

Um k(7,0) zu definieren, miissen wir (v, d;€) einige Bedingungen auferlegen.
Zunéchst fordern wir:

(i) eist in G(R) elliptisch.

(ii) Fir jedes ¢ # p sind y(¢) und e stabil konjugiert. Da Gqe, einfach zusam-
menhiingend ist, bedeutet das, dal e und (¢) in G(Q,) konjugiert sind. Fiir
fast jedes ¢ sollen e und (¢) in G(Qy) konjugiert sein.

(iii) Wenn o das Frobeniuselement aus Gal(Q}"/Q)) bezeichnet und

Ni./q,6 =60(5)---0"(5),

so soll Nz, /q,0 in G(Q,) zu dem Element ¢ konjugiert sein.
Jedes h € X, kann geschrieben werden als
h(z,w) = 2Frwknr = ZFwk,

Es sei M¢ die p enthaltende Konjugationsklasse von Homomorphismen von G,
nach G. Sie hingt nur von X ab und nicht von h, und definiert auch Mg sowie
Map, denn wir haben Q in C und Qp eingebettet.

Alle Elemente aus Mg (oder Mc) definieren ein und denselben Homomorphis-
mus po in

Hom(G,,, Gap) = X*(2).
Andererseits definiert § offensichtlich ein Element der in [K4] eingefiihrten Menge
B(G.p,) und folglich nach dem dort bewiesenen Satz ein Element aus X*(Z7'®)),
wobei hervorzuheben ist, dal Z = G.,. An § stellen wir folgende Bedingung.

(+(5)) Das von § definierte Element aus X*(Z"(®)) ist die Einschrin-
kung von us.

Die zweite Bedingung ist eine Forderung an e. Es sei M = M (e) der Zentralisa-
tor in G des maximalen iiber Q,, zerfallenen Torus im Zentrum von G(e). Wenn
u: Gy — M, dann lait sich p durch wenigstens eine Cartanuntergruppe 7' fak-
torisieren und definiert daher ein Element aus X, (7T'), dessen Konjugationsklasse
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wohlbestimmt ist. Fiir eine beliebige Cartanuntergruppe T von M definiert 1 also ei-
ne Bahn unter der Weylgruppe von M in X*(7T') und schliefllich ein wohlbestimmtes
Element p; € X* (Z(ﬂ)), das weder von T noch von T abhéngt. Da G iber einer

unverzweigten Erweiterung von Q,, zerfillt, so auch M, und der in [K3| §3] definierte

—~\I'(p)
Homomorphismus A = Ay : M(Q,) — X* (Z(M)) steht zur Verfiigung.
Die zweite Bedingung lautet:

Es existiert ein p : G, = M, das iiber L,, definiert ist, das
mittels der Einbettung M C G ein Element aus /\/16 definiert,
p

(x(€)) und so daB die Gleichung
)\(6) = Nan/Qp 1
gilt.

Die Invariante (7, d; €) wird als ein Charakter auf dem Urbild U von (Z(e)/Z)F
in Z(€) definiert und zwar als ein Produkt

(5.p) k(7 6:6) = [[ Bv).

Dabei ist 5(v) die Einschrénkung auf U eines Charakters 8'(v) des Urbilds U, von
(Z(e)/Z)F(U). Fast alle 3’ (v) sind trivial, und das Produkt ist auf Z trivial.
Fiir v = £ # p sind € und ~y, stabil konjugiert. Folglich gibt es ein ¢ € G(Q,), so
daB
Yo = cec™",
und {b,} = {c"'o(c)} ist ein 1-Kozykel von I'(v) mit Werten aus G(e). Nach [K2,

D
Prop. 6.4] definiert er ein Element aus mg ((Z(e))F(U)) . Da das Bild des Kozykels

in Gagq trivial ist, ist dieses Element trivial auf Wo(égév)) =mo(Z¥ (“)), und definiert
daher einen Charakter von g <Z(e)r(“))/7r0(ZF(”)), den wir auf m ((Z(e)/Z)F(U))
erweitern kénnen, wenn wir bemerken, daf§ die Zusammenhangskomponente von

(Z(e)/Z)F(v) das Bild der Zusammenhangskomponente von Z(e)"'(*) ist. Indem wir
den so erhaltenen Charakter von U, hochheben, bekommen wir 5’(v). Es ist auf Z
trivial.
An der Stelle p gilt
Nan/Qp 0= CECil,

wobei ¢ ein Element aus G mit Koeffizienten in Q_ ist. Nach dem Satz von Steinberg

kénnen wir annehmen, dafl ¢ € G(Q,"). Es gilt
dteec™ 6 = 0(8)---0™(0) = o(cec™) = a(c)ea(c).

Folglich ist b = ¢~do(c) mit e vertauschbar und definiert (mit der Bezeichnung von
[K4]) ein Element aus B(G(¢)), das nur von € und § abhéngt.

P

Lemma 5.15. b ist wesentlich (basic) im Sinne von [K4].
Es sei n’ durch n teilbar, n’ = kn. Dann ist
bo(b)---o" 1 (b) = ec Lo (c),
so daf3 erstens ¢~ 10" (c) € G(€), und zweitens

bo(b)--- o™ L (b) = e o™ (c).
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Nach den Definitionen ([K4l §4]) mufl gezeigt werden, dafl fiir n’ gentigend hoch es
einen Homomorphismus v’ von G, nach dem Zentrum von G(e) gibt, so daf

e o™ (¢) =V (p)d~ o™ (d),
mit d € G(&,¢). Es sei T eine Cartanuntergruppe von G(¢) iiber Q,,. Es sei
Maf=p ™, Ae X (D).

Wenn k geniigend hoch ist, ist v/(\) € Z fiir jedes A € X*(T') und folglich v/ € X, (T).
Es ist klar, dal v/ unter der Galoisgruppe invariant ist. Es ist daher v/ : z — v
ein iiber Q, definierter Homomorphismus von G, nach dem Zentrum von G(e).
Fiir n/ hoch ist ¢~ 1o™ (¢) in einer vorgegebenen Umgebung von 1 enthalten. Da die
Eigenwerte von v/(p)~1e* Einheiten sind, konnen wir k durch ein hohes Vielfaches
ak ersetzen, und v’/ durch av’, und annehmen, daf}

o™ () =V (p) e,

wobei e in einer vorgegebenen Umgebung V von 1 in G(, €) liegt. Aber wie bei dem
Beweis von [K3| Lemma 1.4.9] implizit bemerkt wird, gibt es ein V, so da8 fiir jede

natiirliche Zahl n’ gilt V' C {xa”l (z)~! ‘ x € G(t¢) }
Es sei a(p) das im Sinne von [K4] b entsprechende Element aus X* (Z (e)r(p)).

Wegen (%(0))) muB die Einschrinkung von a(p) auf Z'®) der Einschrankung von s
gleich sein. Folglich gibt es einen Charakter 5’(p) von Up, der auf Z (e)T'®) gleich
a(p) ist, und auf Z gleich ps. Es ist ferner 5'(p) eindeutig bestimmt bis auf einen
Charakter von ((Z(e)/Z)F(p)>7 der trivial ist auf mg (Z(e)r(p)).

Um f’(00) zu definieren, wihlen wir ein h € X, das sich durch G(e) faktorisiert,
was moglich ist, weil € elliptisch ist. Es sei h(z,w) = zHw*.

Lemma 5.16.
(a) Die Einschrinkung o(oo) von —pu auf Z (€)' () hingt nicht von der Wahl
von h ab.

(b) Auf ZV(>) st a(c0) gleich —pus.

Das Lemma, dessen zweite Aussage sowieso klar ist, erlaubt uns ’(00) zu definie-
ren, genau wie wir §’'(p) definiert haben, nur daf es auf Z gleich —pug sein soll. Die
erste Aussage ist folgenderweise aufzufassen. Wenn T eine Cartanuntergruppe von
@(e) ist, dann definiert p eine Bahn unter der Weylgruppe Q(f, @(e)) in X*(T).
Alle Elemente aus der Bahn haben dieselbe Einschrankung auf Z(e) und folglich
auf Z(e)'(*). Es handelt sich um diese Einschrankung.

Es seien hy, hy zwei Elemente aus X, die sich durch G(e) faktorisieren. Wir
wollen beweisen, dafl die entsprechenden g1, po dieselbe Einschrankung auf Z (e)r(oo)
haben. Das ist allerdings klar, wenn hq, ho unter G(e, R) konjugiert sind. Wir kdnnen
deshalb annehmen, dafl sie auch durch eine gemeinsame elliptische Cartanunter-
gruppe T' C G(e) faktorisieren. Es sei hy = h{ = adg™' o hy, g € G(R). Dann ist
Ky = K{, wenn K; der Zentralisator von h; in G(R) ist. Folglich sind T" und T
Cartanuntergruppen von K. Wir kénnen daher g durch gk ersetzen, k € Ky, und
annehmen, dafl T'= TY. Das Element g stellt ein Element der Weylgruppe dar, dem
wir in der iiblichen Weise ([Sh]) eine Klasse in H*(R,T) zuordnen. Sie ist durch

L (71)9‘1;11*#1 = (—1)r2—m
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definiert ([MS2, Prop. 4.2]). Andererseits ist sie trivial. Folglich definiert pus — p; die
triviale Klasse in H' (R, X.(T')), woraus sofort folgt, daf s — 1y trivial auf TT(>)
ist. Um so mehr ist es auf Z(e)7() trivial, denn Z(e) C T und die Wirkungen von
I'(c0) auf den beiden Gruppen sind vertriglich.

Es bleibt zu zeigen, dafl das Produkt [] 8(v) auf der Einskomponente

[(z/2)]

trivial ist, d.h. dafl S(o0) - B(p) auf [Z(E)F}O trivial ist. Wir betrachten das Bild von
a(p) unter der Verkettung von Abbildungen

X*(Z(E)F(p)> - X*(Z(]/W\)P(P)) N X*(Z(J\?)W)) ®Q
X* (Z(]/W\)F(”)) 2Q=x"(2(e)""2Q - x"(2(e) ®Q.

Das Bild von «a(p) in X* (Z(M)F(p)) ® Q ist gleich

1 1
(N, 0)| ) o= @) gy

Andererseits ist das Bild von p € X* (Z(e)r(‘x’)> in X* (Z(e))F ® Q gleich dem Bild

von p; € X* (Z(]\//.T) , also gleich %Nan/Qp 11. Die Behauptung folgt daher aus

der Bedingung (jx(¢)]).

Die Invariante k(7,d) ist jetzt mittels des Produkts definiert. Es seien ¢
und € aus G(Q) stabil konjugiert. Die Bedingungen (i), (ii), (iii) gelten auch fiir
(v, 0,€¢) sowie die Bedingung ((9)).

Lemma 5.17. Es erfille e € G(Q,) die Bedingung (x(¢)) und es sei € € G(Qp)
stabil konjugiert zu €. Dann erfillt € die Bedingung *(¢’).

Es sei ¢ = €7, g € G(Q,,). Dann ist M’ = M9, und die daraus abgeleitete
Abbildung M,, — M/, ist iiber Q, definiert. Die Gleichung erlaubt es uns auch

o~

Z(M'") mit Z(M) zu identifizieren. Dann entsprechen yp und ad g~ oy derselben Bahn
in X*(T), so daBl u; = ). Da p iiber L,, definiert ist, ist die Konjugationsklasse von
ad g~ oy iiber L,, definiert. Es folgt aus [K3, Lemma 1.1.3], da8 es ein y’ : G,,, — M’
gibt, das Uber L,, definiert ist, und das in M’ (Qp) zu dem Homomorphismus ad g~ topu
konjugiert ist, denn G, und folglich auch M’, ist Gber Q, quasi-zerfallend. Wenn
wir zeigen, dal Mge, und M), einfach zusammenhéngend sind, dann folgt es sofort
aus der Definition, dafl Aps(€) = Apsv(€). Somit wire das Lemma bewiesen.

Wir betrachten M allein und zeigen zu einem spéateren Zweck mehr als jetzt
eigentlich notig. M ist ein Levi-Faktor einer iiber Q,, definierten quasi-zerfallenden
Gruppe G mit Gge, einfach zusammenhéngend. Da Mge, € M N Gger, nehmen
wir augenblicklich an, dafl G = Gger. Es sei T C M eine iiber Q, definierte
Cartanuntergruppe von G, die in einer iiber Q,, definierten Boreluntergruppe B

liegt. Die beziiglich B einfachen Wurzeln aq, ..., as von T in G kénnen wir in zwei
Mengen einteilen, die Wurzel a1, ...,a, von T in M und die anderen au.41, ..., as.
Als Basis fur X*(T') wahlen wir A1,..., Ay mit A\;(@;) = J;;, wobei @; die Kowurzel

zu « ist. Da Kowurzeln beziiglich G auch Kowurzeln beziiglich M sind, ist Mger
einfach zusammenhéangend. Es ist ferner M das halb-directe Produkt von Mge,
und dem Kern R C T von {A1,..., A }. Die Gruppe R ist iiber Q, definiert, und
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{Ars1,- -5 As} ist eine Basis fiir X*(R). Weil \,11,...,As von der Galoisgruppe
permutiert werden, ist H'(Q,, R) = {1} und H*(Q,, M) = {1}. Im allgemeinen
Fall gilt nur H'(Qp, M N Gaer) = {1}.

Lemma 5.18. x(v,0;€) = k(v,0;¢€).

Um diesem Lemma einen Sinn zu geben, miissen wir die Gruppen, in denen
die Invarianten liegen, miteinander identifizieren. Es sei ¢ = g leg, g € Gqer(Q).
Dann ist u — v’ = g~ lug ein Isomorphismus von G(¢) nach G(€'), der es uns
erlaubt, G(€¢’) als eine innere Twistung von G(e) zu behandeln, weil fiir jedes
o € Gal(Q/Q) das Element a, = go(g~") in G(e) liegt. Wir konnen daher G(¢')
mit G(e) identifizieren sowie Z(¢') mit Z(e), und dann X'/ [, X, mit X/[], X,.
Wir identifizieren G(¢’) mit G(e) mittels der Abbildung u — w’. Das ergibt eine
neue Wirkung der Galoisgruppe auf G(e), die durch die Gleichungen

g o' (u)g = o(g ' ug)

definiert wird. Es ist folglich o’ (u) = a,0(u)a;*.

Um Lemma 5.18 zu beweisen, brauchen wir zwei zusédtzliche Lemmata, die wir
nicht nur fir G(e), sondern fiir eine beliebige (reduktive) Gruppe G beweisen. Es
sei {a,} ein Kozykel von Gal(Q/Q) mit Werten aus G, und G’ die entsprechende
innere Twistung. Man priift leicht nach, daf§ die Abbildung {v,} — {v, = v,a '}
eine Bijektion ¢ : H(Q,G) — H'(Q, G") definiert sowie lokale Bijektionen

£(v) : Hl(viG) - Hl(viG/)'
Wie oben kénnen wir Z/ = Z(G) mit Z identifizieren und folglich auch WO(Z’F(U))D
mit 7o(Z" )P, Der Kozykel {a,} definiert eine Klasse o € H'(Q, G) mit Lokalisie-
rungen a(v). Es seien §(v) das a(v) entsprechende Element aus 7 (Z"(*))P (siche
[K2| §6.4] fiir eine endliche Stelle und [K5, §1.2] fir den allgemeinen Fall) und 7(v)
der durch Multiplikation mit §(v)~! entstandene Isomorphismus

7TO(ZF(U))D N 7TO(ZF(U))D — Wo(Z/F(U))D,
Lemma 5.19. Das Diagramm

HY(Q,,G) % HY(Q,,¢")

! |

ﬂ.O(ZF(’U))D pres WO(Z/F(U))D

ist kommutativ.

Wir brauchen eine zentrale Erweiterung
1 Z H G 1

mit Hge, einfach zusammenhingend, fiir die H'(Q,, H) — H'(Q,, G) surjektiv ist.
Fiir eine nicht-archimedische Stelle ist eine Erweiterung dieser Art in [K2, §6.4]
konstruiert. Fiir eine archimedische Stelle hat eine beliebige z-Erweiterung (siehe
K1), §1]), fiir die Z eine von C induzierter Torus ist, die erwiinschte Eigenschaft.
Es geniigt, das Lemma fiir H statt G zu beweisen. Dann kénnen wir nach den
Definitionen H durch H,y, ersetzen, und fiir H,}, ist die Behauptung klar.
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Das zweite Lemma betrifft ein a € G(£) derart, dafl fiir ein geniigend hohes n,
das Produkt ac(a)--- 0" ! (a) zentral in G ist. Dabei ist o das Frobeniuselement.
Dann definiert a eine Twistung G’ von G, fur die

¢'(Qy) = {g€ 6| ar(ga =g},

Es definiert b — b’ = ba™! eine Bijektion &, zwischen B(G) und B(G').
Es gilt

bo'(b)--- Jmfl(b') =bo(b)---o" (D)o (a)"t - o(a) e
Es folgt dann leicht aus [K4, Prop. 4.3.3], da88 £, auch eine Bijektion zwischen

B(G)p, und B(G"), ist. Das a zugeordnete Element 6(p) liegt in X*(Z"®). Durch
Multiplikation mit 6(p) ! erhalten wir einen Isomorphismus 7(p),

X*(Zl"(p)> . X*(Zl"(p)) _ X*(er(p)).

Lemma 5.20. Das Diagramm

B(G)y —— B(G),

| !

*(7T(p) % (71T (p)
X*(z+P) f @ X*(Z )
ist kommutativ.

Das Lemma wird genau wie das vorherige bewiesen. Man wéahlt wie in [K2] §6.4]
eine zentrale Erweiterung

1 Z H G 1

mit Hger = Hg und verwendet die Definition von [K4].

Um Lemma 5.17 zu beweisen, wenden wir die zwei Lemmata auf G(e) N Gger an.
Nach Prop. 2.6 von [K5|] wére das Lemma bewiesen, wenn wir zeigen konnten, daf,
wenn wir € durch € ersetzen, dann 3'(v) durch §=1(v)3’(v) ersetzt werden kann.
Dabei ist erstens zu bemerken, dafl wir g € Gge;(Q) gewiihlt hatten, damit der
Kozykel {a,} in G(€) N Gqer liegt, und zweitens zu erinnern, daf Z(¢)/Z = Z(H),
wobei H = G(€) N Gger-

Wenn v = £ +# p, ist

v =cec t =cgelg et

und
g e o(c)olg) = g7 (boay Mg
Folglich wird die Klasse a(v) von {b,} durch £(v)(a(v)) ersetzt. Wir kénnen daher
B'(v) durch 6=1(v)B’(v) ersetzen.
An der Stelle p gilt
Nmyp, /q, 6 = cge'g e
Leider liegt g vielleicht nicht in Gaer(Q,"). Es 148t sich aber als Produkt schreiben,
g = kg1 mit g1 € Gaer(Qp"), k € Gder(ép) N G(e).
Folglich gilt
ge(9)™" = kgie(g) ™ e(k) ™",
so daB g und g; dieselbe Klasse in H'(Q,,, G(€) N Gger) liefern. Die durch g definierte
Identifizierung von G(¢') und G(e) ist auch die durch g; definierte. Wir kénnen
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daher g durch g; ersetzen, wenn wir zeigen wollen, da8 3’ (v) durch §=1(v)s’(v) zu
ersetzen ist.
Es gilt
Nmp, /q, 0 = cgie'gy e

Wir ersetzen also b durch
V=g (ba(gl)gfl)gh

so daf die erwiinschte Ersetzung aus Lemma 5.19 und der Vertriglichkeit der zwei
Bijektionen B(G), — X*(Z'®) und HY(Q,, G) — mo(Z" )P folgt ([K4]).

Im Unendlichen ist die Behauptung, dal 8’(co) durch §=1(00)B’(c0) ersetzt
werden kann, lokal und transitiv. Sie gilt, wenn e und €’ innerhalb G40, (R) konjugiert
sind. Folglich kénnen wir annehmen, daf es eine iiber R definierte Cartanuntergruppe
T von G(e) gibt, so dal 79 = T. Wir konnen weiter annehmen, dal h : S — T.
Wenn wir mittels g die zwei Gruppen Z(e) und Z(¢€’) identifizieren, dann ist o/(c0)
die Einschrinkung von —gu auf Z(¢)'(>®) d.h. das Produkt von a(co) mit dem
Inversen der Einschrankung von gu — p. Nach [K5, Th. 1.2] und [MS, Prop. 4.2] ist
diese Einschrankung gerade §(00).

Wir kehren jetzt zu unserer vermuteten Beschreibung der Punkte auf einer
reduzierten Shimuravarietéit zuriick. Es sollen die Voraussetzungen von Satz 5.3
gelten. Es sei m eine vorgegebene natiirliche Zahl. Wir betrachten Paare (¢, €) mit
folgenden Eigenschaften:

(i) ¢: Q — Gg ist zuldssig.
(11) €€ I¢.
(iii) Es gibt v = (y(0)) € G(A%), y € X?, und z in der G(¥)-Bahn des Punkts
29, so daB
ey=yy und ex=>"z.

Solche Paare nennen wir zuldssig. Es wird iibrigens nicht verlangt, daf§ x in
X, liegt. Wenn wir y durch yh ersetzen, h € G(Afc), dann geht v iiber in h~1yh.
Folglich ist die Konjugationsklasse von v durch das Paar (¢, €) eindeutig bestimmt.
Da 7, eine getwistete Form einer Untergruppe von G ist, ist es sowohl global als
auch lokal sinnvoll zu behaupten, dafl € zu einem Element aus G stabil konjugiert ist.
Insbesondere ist es zu jedem ~(¢) stabil konjugiert. Es folgt ferner aus Lemma 5.23
weiter unten, daf € zu einem Element ¢; aus G(Q) stabil konjugiert ist. Dann ist €
zu jedem ~y(¢) stabil konjugiert. Es folgt leicht aus der Definition von X? und dem
Lemma von Greenberg [G], dafl ¢y und ~(¢) fast tiberall konjugiert sind.

Um X, zu definieren, haben wir {, durch &, ersetzt und F' = {(w) = b x o
eingefiihrt, b € G(¢). Wenn &, = adu 0 &, ist, dann miissen wir € durch ¢ = ueu™"
ersetzen, um seine Wirkung auf X, und zwecks der Bedingung ex = ®™x auch auf
B(G,¥) zu bekommen. Die Bedingung soll deshalb eher ¢’z = ®™z lauten. Nach
Lemma 1.4.9 von [K3] hat die Bedingung (ii) zur Folge, daB es ein ¢ € G(¢) und

ein § € G(L,) gibt, so da cboc™! = §o und Nmz, /q,0 = cele™! = cueu e =

cugeog 'u"le™!, wenn € = gegg~!. Das Tripel v, 6, €y erfiillt also die Bedingungen
(ii) und (iii) (in denen man e durch €y ersetze), die zur Definition der K-Invariante
gebraucht wurden. Dafl die Bedingung (i) auch erfiillt ist, folgt sofort aus
Die Bedingung (%(0)) folgt aus[(5.a), denn b und & definieren die gleiche Klasse in

B(G)ab. Die Bedingung (x(¢)) ist auch erfiillt, wie aus Satz 5.21 folgt. Wir konnen
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also die Invariante (7, 0; €p) einfiihren. Wir heben sofort hervor, daf§ das b, das in
der Definition der Invarianten auftritt, auch das in F' = b x ¢ vorkommende ist.
Satz 5.21 weiter unten beschreibt diejenigen ¢y, fiir die es ein zulédssiges Paar
(¢, €) gibt mit € und ey stabil konjugiert. Zwei zuldssige Paare (¢, €) und (¢, €¢’)
heiflen dquivalent, falls es ein g € G(Q) gibt mit ¢’ = adgo ¢, ¢ = ad g(¢). Satz
5.25 z&hlt die Klassen (¢, €) mit € zu einem gegebenen ¢, stabil konjugiert auf.
Fiir die Bedeutung dieser Aufzdhlung weisen wir auf [K3] und weitere noch nicht

geschriebene Arbeiten von Kottwitz hin.

Satz 5.21. Es existiert dann und nur dann ein zuldssiges Paar (¢,¢€) mit € stabil
konjugiert zu €y, wenn €y im Unendlichen elliptisch ist und die Bedingung (x(¢)))
erfullt mit n = rm.

DafB ¢g im Unendlichen elliptisch sein mu8, folgt aus den Bedingungen (i) und
(ii) an die Zuldssigkeit. Um die Notwendigkeit der zweiten Bedingung zu beweisen,
brauchen wir einige Vorbereitungen, die sich auch beim Beweis von Satz 5.25 als
niitzlich erweisen wird.

Die Abbildung ¢ heifit giinstig gelegen, falls v, = ¢(d,) fir hohes n in G(Q)
liegt. Dem Lemma 5.4 zur Folge konnen wir annehmen, dafl ¢ giinstig liegt. Dann
ist Iy = Z4(Q), wobei Zy cine getwistete Form des Zentralisators Z von 7, ist (n
geniigend hoch). Wenn ¢(g,) = b, x g, dann liegt b, in Z und {b,} definiert die
Twistung. Das Paar (¢, €) heifit giinstig gelegen, falls ¢ giinstig gelegen ist und
e €1, CZy(Q) = Z(Q) € G(Q) auch in G(Q) liegt. Dann liegt b, in G(e), das

notwendigerweise zusammenhingend ist, weil G4e, einfach zusammenhingend ist.

Lemma 5.22. Jedes Paar (¢,€), € € Iy, ist zu einem giinstig gelegenen Paar (¢, €')
dquivalent.

Es ist niitzlich, ein stirkeres Lemma zu beweisen. Es sei T eine tiber Q definierte
elliptische Cartanuntergruppe und h € X, faktorisiere sich durch 7. Es sei p = pp.
Wir sagen, dal (¢, €) in (T, h) eingeschachtelt ist, falls ¢ = ¥, und € € T(Q).

Lemma 5.23. Fir jedes Paar (¢,€), € € I, konnen wir ein dquivalentes Paar
(¢',€) finden sowie T" und h', so daff (¢',€') in (T', ') eingeschachtelt ist.

Es ist klar, dafl Lemma 5.22 aus Lemma 5.23 folgt. Der Beweis von Lemma 5.23
wiederholt zum Teil den von Satz 5.3. Wir kénnen annehmen, daf} ¢ giinstig liegt. Es
sei €1 ein Element aus Iy, dessen Zentralisatoren in Zg, Z oder G Cartanuntergruppen
sind, die € enthalten. Diese Zentralisatoren sind dann alle gleich und werden mit
T bezeichnet. Als Untergruppe von Z ist T' tiber Q definiert, aber vielleicht nicht
als Untergruppe von G. Die Konjugationsklasse von ¢; in G(Q) ist rational, weil
7 eine innere Twistung von Zy ist. Wir hatten ¢ : G — G™ bis auf inneren
Automorphismus fixiert. Nach dem Satz von Steinberg (siehe [K1]) kénnen wir
annehmen, dafl €] = 1(e1) rational ist. Es sei 7" = ¢ (T") der Zentralisator von e;.
Wir verwenden Lemma 5.6, um zu beweisen, dal T in G vorkommt. Wir zeigen,
daf es lokal vorkommt, und dafl 7" im Unendlichen elliptisch ist.

Dafl T* an der Stelle p in G vorkommt, ist ohne weiteres klar, weil G iiber Q,
quasi-zerfallend ist. An einer Stelle £ # p ist b, = c,d,, 0 € Gal (Q,/Q¢) mit ¢, im
Bild von Q und folglich im Zentrum von Z und mit d, = up(u~1), u € G(Q,). Dann
ist dgg(el)d;1 = ¢ und v~ leyu = o(u"teyu). Folglich ist der Zentralisator T, von
u"teju iiber Q definiert und ¢ o ad u(7;) = T*. Im Unendlichen ist b, = ¢,d, mit
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¢, im Bild von @ und mit
d, X 1 = u€s (w(e))u_l7

wobei 5, am Anfang des Abschnitts definiert ist. Es ist daher g — u~!gu eine iiber
R definierte Einbettung von Zy in die durch &, definierte Gruppe G’. Insbesondere
liegt u~te;u in G'(R). Andererseits, wenn & durch h € X, definiert ist und h sich
durch Tj faktorisiert, dann liegt 71 (R) in G’(R). Es ist folglich €; = v~ e mit
e2 € T1(R). Da €] = 9 o adv(ez), kommt T™* iiber R vor und zwar als T3, das
elliptisch ist.

Es existiert daher ein g € G(Q), so daB adg(¢~*(T™*)) iiber Q definiert ist,
und so daf der Homomorphismus t* — ¢ = ad g(¢~*(t*)) € ad g(T) auch iiber Q
definiert ist. Folglich ist ad g(e1) € G(Q). Da € und ,, in T(Q) liegen, sind ad g(e)
und ad g(7,,) in ad g(T") enthalten. Wir ersetzen €, ¢ und T' durch ad g(¢), adg o ¢
und ad g(7'). Dann sind wir da, wo wir beim Beweis des Satzes 5.3 waren, bevor wir
Lemma 5.11 bewiesen hatten, nur dafl uns jetzt ein zusétzliches Datum vorgegeben
ist, ndmlich € € T(Q). Wenn wir Lemma 5.11 und 5.12 sowie die letzte Betrachtung
des Beweises von Satz 5.3 anwenden, um ¢ und T schrittweise abzuéndern, dann
konnen wir € mitschleppen, um am Ende die erwiinschten ¢, €', T{, b’ zu bekommen.

Wir kommen jetzt zu der Notwendigkeit der Bedingung . Wir koénnen
annehmen, dafl es T und h gibt, so dafl (¢,€) in (T, h) eingeschachtelt ist. Wir
koénnen ferner annehmen, dafl g = e. Wir wollen zeigen, dafl unter diesen Umsténden
M C J. Das gilt auch allgemeiner, wenn (¢,¢) glnstig liegt und ¢g = €. Die
allgemeine Behauptung folgt sofort aus der speziellen.

Wie beim Beweis des Lemma 5.2 kénnen wir annehmen, daf3 f;, =& v, wobei i/
ein Kogewicht einer tiber ¢ zerfallenden Cartanuntergruppe 7’ von J ist. Dann ist
F= p”l x o, wie in dem Lemma 5.2 vorangehenden Beispiel. Es sei £_, = ad v(&p),

¢ =adv(e), ve J(Q,). Esist
@tm — Ftn — p—tll/Q X O_tn’

wobei fiir ein hinreichend hohes s

=y tn =t's.

Das Element €' ist mit &' vertauschbar. Wenn aber ¢ so hoch ist, dal T” iiber
Ly, zerfillt, dann folgt leicht aus der Bruhat-Zerlegung, dafl ¢ nur dann mit ®™
vertauschbar sein kann, wenn es auch mit ¢ und p~*2 vertauschbar ist.

Aus der Gleichung ¢’z = @™z folgt allgemein

(€)x = 0", teZ.

V2:_MI.0M’_..._U

Sei t so hoch, daB8 o*(x) = z. Dann hat k" = p*'*> - (¢')! einen Fixpunkt und seine
Eigenwerte sind alle vom Absolutbetrag 1.
Die Zerlegung
(El)t _ p—t’ugk/
ist eine Art polarer Zerlegung von (€')! und ist eindeutig bestimmt. Aus der Eindeu-
tigkeit folgt, dal p~*2 im Zentrum von G(¢) liegt. Da J der Zentralisator von p_t/”2

ist und p~t'2 offensichtlich einen ein-dimensionalen zerfallenden Torus erzeugt, ist
M in J enthalten.
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Aus [K3| §3] folgt leicht, daB

1 1
() = An(€) = LA (p™") = =30,

und —%VQ eingeschrénkt auf Z (M\ ) C T ist gleich Nmyp, /q, #1- Obwohl u' selbst
vielleicht nicht iiber L,, definiert ist, gibt es nach der Definition von F und dem
Lemma 1.1.3 von [K3] ein 4 : G, = M, das zu p/ konjugiert ist und das tiber L,
definiert ist. Es ist offensichtlich pq = .

Wir nehmen jetzt an, daf ¢y die zwei Bedingungen von Satz 5.21 erfiillt, und
beweisen die Existenz eines zulissigen Paares (¢, €) mit € stabil konjugiert zu €g. In
G(ep) konnen wir eine Cartanuntergruppe 7' von G(eg) tiber Q und ein Kogewicht
w1 von T finden, so dafl T elliptisch im Unendlichen und in p ist, und so daf} u, wenn
schon nicht der von Voraussetzung (b) verlangte Homomorphismus von G, nach
M ist, doch wenigstens in M zu ihm konjugiert ist. Es kann sein, daf ¢, nicht
zuliissig ist. Dann verwenden wir den Beweis von Lemma 5.12, um ein v € G(Q)
zu finden, so dafl 77 = vTu~! und ¢t — t' = utu~! beide iiber Q definiert sind,
wahrend ' = aduo u = pp, h € Xo. Notfalls ersetzen wir g durch e = ad u(eg)
und T, p durch 77, ¢/, damit o7, zuldssig wird. Dann enthélt X? einen Punkt y
aus [[, 4p T(Q,), der notwendigerweise mit ey vertauschbar ist, so da8 egy = yeo.
Folglich erfillt (¢,€) = (¥, €0) die Bedingungen (i), (ii) und einen Teil von (iii),
namlich die Existenz vom Punkt y.

Um den zweiten Teil von (iii) nachzupriifen, konnen wir annehmen, daf &, das

X, und @ definiert, gleich adu o &, = £, ist, wobei u € M(Q,,), und wobei {_/
einer liber ¢ zerfallenden elliptischen Cartanuntergruppe 7" von M und einem zu p
konjugierten Kogewicht p’ entspricht. Es sei ¢ = ad u(e). Dann ist
@7” — pV X G.TL
mit
n—1
=3 ol().
7=0
Nach Voraussetzung ist
An(€) = A (€) = A (p”).
Da das von y' definierte Kogewicht von M,y tiber Q, definiert ist, schliefen wir,
daB das Bild von (¢/)7!p” in der maximalen kompakten Untergruppe von M,y (£)
liegt. Folglich gibt es ein ¢ € T'(£), so dal ¢=1(¢/) "1 d™c € My (8) x o™.

Um die Existenz von x zu beweisen, mussen wir (siche [K3l Lemma 1.4.9]) die
Existenz eines u € G(£) zeigen mit u~!(¢')"1®™u = o™. Wir suchen eher, was
offensichtlich stiirker ist, ein d € M.(€), so daB d~1c71(e/)"1®™cd = o™.

Dafiir geniigt es zu zeigen, dafl ¢ =1 (e/) 1 @™ co™" € M. (€) wesentlich ist, denn die
Prop. 5.4 von [K4] besagt, dafl B(Ms.)p iiber einer beliebigen endlichen Erweiterung

von Q,, insbesondere iiber L,, trivial ist. Nach der Bedingung (4.3.3) von [K4] ist
¢ 1(¢')~t®™eo ™ wesentlich, falls fiir ein hinreichend hohes t.

t
(5.q) ! ((e’)_lém) c=eome L.
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.. . . / .

Fir ein hohes r ist ®™" = p¥ X ¢"™ mit
p

rn—1

V= Z O-j(u)7

3=0
und € ist mit p* und o”™ vertauschbar. Es ist ferner o/ zentral, und (¢/)" hat eine
polare Zerlegung (¢')" = p”' k. Es ist daher

((e/)_1<13m> T k® x o™
und
¢t ((e’)flqﬁm)wc =c k50 (¢) x 0™ = (¢ k%) (cflasm(c)) x g,

Fiir s und r hoch sind k=% und ¢~ 1" (¢) in einer beliebig vorgegebenen Umgebung
von 1 erhalten. Somit ist die Existenz von einer Losung von bewiesen und
damit der Satz 5.21.

In dem Satz 5.25 weiter unten tritt eine Invariante i(eg) auf, ndmlich die Ordnung
des Kerns von

H'(Q,G(e0)) = H'(Q, Gan) x [[ H'(Qu, Gle0)).-

Wenn € durch ein stabil konjugiertes €, ersetzt wird, wird G(eg) durch G(e()), eine
getwistete Form von G(eg), ersetzt. Um uns zu vergewissern, dafl i(ey) wohldefiniert
ist, beweisen wir folgendes einfache Lemma.

Lemma 5.24. Es seien G eine vorgegebene reduktive Gruppe iber Q ohne Eg-Fuktor,
A ein Torus tiber Q und G — A ein dber Q definierter surjektiver Homomorphismus.
Es sei G' eine innere Twistung von G. Dann sind die Ordnungen der Kerne der
beiden Homomorphismen

HY(Q,G) = H'(Q,A) x [[ H'(Q., G)

und

H'(Q,G") - H'(Q,4) x [[ H(Q., &)
gleich. '

Wie beim Beweis von Lemma 4.3.2 von [K2] kénnen wir G durch eine z-
Erweiterung ersetzen und annehmen, dafl G4e, einfach zusammenhangend ist. Dem
Lemma 4.3.1 derselben Arbeit zur Folge kénnen wir dann G durch G, ersetzen,
und fiir Gy, ist die Aussage klar.

Wir haben schon bemerkt, dafl die Konjugationsklasse des -y, das einem zuléssigen
Paar entspricht, wohlbestimmt ist. Die getwistete Konjugationsklasse von § € G(L,,)
ist auch wohlbestimmt. Wenn z.B. cboc™! = o und uchoc™'u~! = §'c wihrend
Nmy, q,0 = ce'c™! und Nmy, /q, &' = uce’c™'u™", dann ist ¢ = udo(u)~* und

uce'c o™ (u) ' = uNmy, jq, 00" (u) " = uce'c Tul

Folglich liegt v in G(Ly,).
Satz 5.25. FEs sei gegeben ein Element €y aus G(Q), das die Voraussetzungen von

Satz 5.21 erfillt, sowie fiir jedes £ eine Konjugationsklasse {v,} in G(Qg) und weiter
eine getwistete Konjugationsklasse {6} in G(Ly,). Es seien vp und € stabil konjugiert
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fiir jedes € und konjugiert fiir fast jedes €. Es seien auch Nmyp, ,q, 6 und ey stabil
konjugiert. Schlieflich mége § die Bedingung erfiillen. Es entsprechen v = ()
und 0 dann und nur dann einem zuldssigen Paar (¢,€) mit € stabil konjugiert zu
€0, wenn k(7y,0;€0) = 1. In diesem Fall entsprechen (v¢) und & genau i(eg) nicht
dquivalenten Paaren.

Wir beweisen als erstes: Wenn (¢, €) vorhanden ist, dann ist die K-Invariante
k(y,0;€0) = 1. Wir konnen annehmen, daf es ein Paar (T, u) gibt, so dafl (¢, €) in
(T, h) eingeschachtelt ist. Wir kénnen auch annehmen daf§ ¢y = e. Dann sind v, und
e fiir jedes ¢ konjugiert. Wir konnen deshalb das 8(v), das in vorkommt, gleich
1 wahlen.

An der Stelle p ist das durch § und € definierte b dasselbe, das in FF = b x o

vorkommt. Da ¢ = 17 ,, ist das b entsprechende Element aus X* (Z (€)r(p)) nichts

anderes als die Einschrinkung von p auf Z(e)" ("), wie schon beim Beweis des Satz
5.21 erwidhnt wurde. Dementsprechend wihlen wir §’(p) als die Einschrankung von
p auf U,. Andererseits ist p = pj, mit einem h € X, das sich durch T' C G(e)
faktorisiert. Folglich konnen wir 8’(c0) als die Einschrankung von —p auf U, wéhlen.
Es folgt sofort, dafl

K(7,05€) = B(00)B(p) = 1.

Jede Klasse von zuldssigen Paaren (¢, ¢) mit e stabil konjugiert zu €y enthélt ein
Paar (¢, €g). Wir wollen weiter zeigen, dafl die Einschrankung von ¢ auf den Kern
von Q von € allein bestimmt ist, und daf ihr Bild im Zentrum von G(ep) liegt. Es
seien ¢ und ¢ zwei zuldssige Homomorphismen von Q nach Gg mit ¢y € Iy N G(Q),
€0 € Iy NG(Q). Es seien v, = ¢(0x), v;, = ¢'(dx). Es muB gezeigt werden, daf fir k
geniigend hoch 7, und +;, zentral in G(ep) und gleich sind. Auf jeden Fall liegen 7y
und 7, in G(€p). Es ist auch klar, da v, = ;. (mod Ger). Infolgedessen kénnen
wir G durch G,q ersetzen und ¢ und ¢’ durch die entsprechenden Verkettungen. Es
sei also fiir den Augenblick G eine adjungierte Gruppe.

Es sei T eine tiber Q definierte Cartanuntergruppe von G(¢p), die im Unendlichen
elliptisch ist und die 7;, enthélt. Da €p im Zentrum von G(ep) liegt, ist das durch
die Gleichungen

Meo), =@, Ae X™(T)
definierte Element v/ aus X, (T) ® Q zentral, d.h. unter der Weylgruppe von G(eq)
invariant. Es existiert eine nattirliche Zahl ¢t und ein n = p ™ erT (Q), das auBlerhalb
p eine Einheit ist, so dafl

)|, =p™' ™, Ae x(T).

Das Element n kann zentral in G(ey) gewéhlt werden. Es sei s = % Wir zeigen,
daB fiir k& gentigend hoch v, = n°. Es mufl nur nachgewiesen werden, dafl ™% eine
Einheit in jeder endlichen Stelle ist, denn 7, ist im Unendlichen notwendigerweise
elliptisch, und wir kénnen k durch ein Vielfaches ersetzen. Auflerhalb p ist die
Behauptung klar.

An der Stelle p betrachtet man den Homomorphismus £, = ¢ o (, und das
entsprechende v. Einerseits ist v durch

Aol =a M, g=p" A€ XH(T)
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definiert (siehe Anmerkung). Andererseits ist, weil (¢, €g) zulissig ist,
— (A,
Meo)|, = p )
und
— ptn(Av)
Am)], =»p :
Somit ist die Behauptung auch in p bewiesen, wie auch die Gleichung v = ;..
Wir fixieren ein zuldssiges und giinstig gelegenes (¢, €0). Wenn (¢, €y) auch
zuléssig ist, ist ¢ = ¢ auf dem Kern. Es sei G'(eg) die durch ¢ definierte Twistung
von G(ep). Wir betrachten einen Homomorphismus ¢, der mit ¢y auf dem Kern

iibereinstimmt. Dann ist ¢(¢,) = ar¢0(qs), wobei a = {a,} ein Kozykel von
Gal(Q/Q) mit Werten aus G’(eg) ist. Wir schreiben ¢ = a - ¢y.

Lemma 5.26. (¢,¢y) ist dann und nur dann zuldssig, wenn das Bild von a in
HY(Q, Gap) und in H' (R, G’ (e0)) trivial ist.

Wir nehmen dieses Lemma zunéchst an und beenden den Beweis von Satz 5.25.
Es seien (79, d0) und (v,0) die zu zuldssigen (¢o, €g) und (¢, €) gehorenden Paare.
Um k(70,d0; €0) (bzw. k(7, d;€)) zu definieren, haben wir fiir jedes v einen Charakter

B4 (v) (bzw. 8’ (v)) eingefiihrt. Es ist 8/ (v) (B{)(v))_l ein Charakter auf (Z(eo)/Z)F(v),
obwohl nur seine Einschrénkung auf Z(ey)"*) eindeutig bestimmt ist. Andererseits
wird in [K2| Prop. 6.4] fiir jedes v der Klasse a ein Charakter a(v) von

2(@@)" = 2(G@) " = @)™

zugeordnet.

Lemma 5.27. «(v) ist die Einschrinkung von B'(v)(8)(v)) ' auf Z(eo)T ).

Den Beweis stellen wir ebenfalls zuriick. Hieraus folgt erstens, dafl v und 9 dann
und nur dann tiberall (allerdings auBerhalb des Unendlichen und p) konjugiert sind,
wenn a auferhalb co und p lokal trivial ist. Wenn &' = udo(u)™!, u € G(L,) und
Nmyp, /q,0 = cepe™ !, dann ist Nmy, /q,0 = ucege tut und ¥ = ¢ tu 1t uc = b,
oder wenigstens b’ = vbo(v)~1, v € G(€), denn ¢ ist nur modulo G(€) bestimmt.
Umgekehrt wenn &' = vbo(v) !, kénnen wir &' = § wihlen. Es sind folglich § und do
dann und nur dann getwistet konjugiert in G(L,,), wenn a an der Stelle p trivial ist.
Daher folgt die letzte Aussage von Satz 5.25 aus den beiden vorhergehenden Lemmata.
Es sei jetzt (v,8) mit £(v,8;¢0) = 1 und es sei (a(v)) die zugehérige adelische
Kohomologieklasse mit trivialer Komponente im Unendlichen. Aus Lemma 5.27 folgt
leicht, daf wir (a(v)) in eine Kohomologieklasse (@(v)) mit Werten in G'(eg) N Gaer
liften kénnen, die im Kern der natiirlichen Abbildung

@Hl (Qm G/(Eo) n Gdcr) — (WO(Z(EO)/Z)F>D

liegt. Wir schliefen aus [K5, Prop. 2.6], daf (@(v)) die Lokalisierung einer globalen
Kohomologieklasse ist. Ihr Bild a € H'(Q, G'(€)) definiert nach Lemma 5.26 ein
zuléssiges Paar (¢, €g). Damit ist der Beweis von Satz 5.25 beendet.

Es bleibt der Beweis der Lemmata 5.26 und 5.27. Die Notwendigkeit der ersten
Bedingung von Lemma 5.26 ist klar. Die Notwendigkeit der zweiten Bedingung
folgt aus der Injektivitit von H* (R, G’(eo)) — HY(R,G’), die selbst eine Folge von
Lemma 5.14 und dem néchsten Lemma ist.
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Lemma 5.28. FEs gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.14. Dann ist
H'R,T) - H' (R,G)
surjektiv.

Das Lemma 148t sich sofort auf den Fall einer adjugierten Gruppe zuriickfihren,
fiir die es besagt, daf} jede innere Twistung von G’ eine elliptische Cartanuntergruppe
enthélt. Das ist aber Lemma 5.8.

Jetzt erfiille a die Bedingungen von Lemma 5.26. Wir zeigen gleichzeitig, dafl
(¢, €0) zuldssig ist, und dal Lemma 5.27 gilt. Die Bedingungen [(5.a)[ und |(5.b)| sind
sicherlich erfiillt. Um die anderen Bedingungen nachzupriifen, kénnen wir annehmen,
daB a, € G(ep) N Gaer fir jedes o.

Es sei

goole=adyols, ey=y, 7 € G(Qo).
Dann ist { vy la,y ’ 0€ Gal(Q,/Qy) } ein Kozykel mit Werten aus G 4., und folglich
trivial, yta,y = ¢ 'o(c). Es sei y’ = yc~!. Es gilt
poG=ady o&,
so daf die Bedingung |(5.c)| erfiillt ist. Es gilt auch

/ —1 0 —1 / 0 —1
€0y’ = €oyc - =yyc =yeye

und

o(evie™) = oleyreoye™) = ey~ eoye = g,
weil a,y0(y~!) mit ey vertauschbar ist. Es ist also v, = cyfe™!, und B)(¢) ist durch
den Kozykel {yg(y)’l} definiert und £’(¢) durch {y’g(y’)fl} = {agyg(y)fl}. Die
Gruppe G'(¢g) ist durch den Kozykel {yo(y) ™'} definiert und wir bekommen G/(eo)
aus G'(eo) mittels des Kozykels {o(y)y~'}. Wir wenden Lemma 5.18 auf G'(eo),
G(ep) statt G, G’ an, um Lemma 5.27 an der Stelle ¢ zu folgern.

Die dem Satz 5.21 vorangehenden Bemerkungen kénnen auf 7 angewendet werden.
Infolgedessen ist H'(Q,, J N Gaer) = {1} und HY(Q,, T, N Gaer) = {1}. Es ist
klar, dafl ¢g und ¢ dasselbe J definieren. Da a die triviale Klasse in [J3, definiert,
definieren ¢y und ¢ dasselbe Element in B(7);. Hieraus folgt, dal mit ¢g auch ¢
ein zulassiger Homomorphismus ist. Bis auf die Existenz von z in der Bedingung
(iii) ist es auch klar, dafl das Paar (¢, €y) zuléssig ist. Die Existenz von z wird wie
beim Beweis von Satz 5.21 nachgepriift. Somit ist Lemma 5.26 bewiesen.

¢o und ¢ sind Abbildungen von Q nach Gg(,) € Gg. Um die Behauptung
von Lemma 5.27 an der Stelle p nachzupriifen, konnen wir {, = ¢ o (, durch
¢, =aduo§, mit u € G(e) ersetzen, Wir konnen auch weiter annehmen, daf die
Lokalisierung von a mittels eines Kozykels von Gal(Q,"/Q,) gegeben ist. Es sei o
das Frobeniuselement. Dann ist b = a, - b,. Somit folgt die Behauptung in p sofort
aus Lemma 5.19, angewendet auf G(eg), G'(eo) und a; *.

Anmerkung. Es seien DI = Df” und D" (bzw. Dy) die durch Vorwértsschieben
mittels L, C Q)" (bzw. L, C €) und Zuriickziehen mittels Gal(Q,"/Q,) —
Gal(L,/Qp) erhaltenen Gruppen. Wir definieren D]’ mittels des fundamentalen
Kozykels ayi o5 = 1,0 < 4,5 <n, it + 7 <N, Gpi g5 =p L 0<i,j<n,i+j=>n.
Wenn o das Frobeniuselement in Gal(Q,"/Q,) ist, dann ist in D™ und Dy die n-te

Potenz von d, gleich p~!. Es bilden also die Homomorphismen D™" — D" (bzw.
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Dy — DY), die durch z — 2™, z € (Q,")* (bzw. £X), d, — d, eine vertrégliche
Familie. In Dy ist jedes Element zd, mit z € £*, |z| = 1 zu d, konjugiert.

Jeder Homomorphismus &, : D — G¢ ist nach dem Satz von Steinberg (siehe [Se],
S. 3) zu einem Homomorphismus 5; dquivalent, der aus

& D" = G(Q") x Gal(Qy"/Qp)
abgeleitet werden kann. Nehmen wir an, daf} &, selbst so definiert werden kann.

Das Element &(w), das in der Definition von X, auftritt, ist dann nichts anderes
als &,(dy). Allgemein ist £,(dy) = b x o, und b definiert eine Klasse in B(G), die
nur von der Klasse von &, abhidngt. Wenn wir n noch genug wéhlen, ist das nv, das
in [K4, Gl. (4.3.3)] vorkommt, die Einschrankung von ¢! auf (Q)*)* C D", die ein
Homomorphismus von algebraischen Gruppen ist. Wir bekommen auf diese Weise
eine Abbildung von C(G), den Klassen in Hom(D, G¢) nach B(G). Es sei C(G)y
das Urbild um B(G)p. Wir wissen nicht, ob C(G) — B(G), bijektiv ist. Aber es
folgt leicht aus [K4], dal C(G), — B(G)s bijektiv ist.

Fir Tori hat man den Funktor C(T') — B(T) sowie den Funktor pu — &_,
von X, (T) nach C(T). Da (_,(d,) = p* X o, bildet die Verkettung 1 € X,(G,)
auf b = p ab. Es folgt daher aus Lemma 2.2 von [K4], daf§ die Verkettung ein
Isomorphismus ist. Folglich ist C(T)) — B(T) surjektiv. Sie ist injektiv, weil die
Anzahl der Klassen aus C(T') (bzw. B(T)) mit einem gegebenen v gleich ‘Hl (Qy, T)‘
ist. Fir eine allgemeine Gruppe wird die Injektivitdt auch auf diese Weise bewiesen.
Die Surjektivitit folgt aus [K4, Prop. 5.3].

6. DIE VERMUTUNG ALS FOLGE DER STANDARDVERMUTUNGEN IN EINIGEN
FALLEN

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf fiir gewisse Shimuravarietiten die
Vermutung im §5 eine Folge der Identifizierung der pseudomotivischen Galoisgruppe
und der motivischen Galoisgruppe ist, die im §4 unter Annahme der Standard-
vermutungen und der Tate-Vermutung sowie der Hodge-Vermutung vorgenommen
wurde. Dabei lehnen wir uns ziemlich stark an Zinks Arbeit [Z2] an, so dafi vom
Leser eine wenigstens oberflichliche Kenntnis dieser Arbeit verlangt wird. Wir
beginnen mit der Definition der betreffenden Shimuravarietdten und erinnern an
einige gruppentheoretische Tatsachen, fiir deren Beweise wir auf [De3] und [Z2]
verweisen.

Es sei D eine einfache endlichdimensionale Q-Algebra vom Grad d? iiber ihrem
Zentrum L, die mit einer positiven Involution x — z* versehen ist. Es sei Ly der
Invariantenkorper der Involution in L. Es sei (V%) ein symplektischer D-Modul,
d.h. ein D-Modul, der mit einer nichtausgearteten alternierenden Q-Bilinearform
versehen ist, fiir die

Y(zu,v) = Y(u, x*v), re€D, uvelV.

Es sei dimyp V =d-m und [Lg : Q] = n. Wir nehmen an, dafl (D, %) von einem der
folgenden beiden Typen ist.
(A) Die Involution ist von zweiter Art, d.h. induziert einen nichttrivialen Auto-
morphismus von L. Dann ist Ly ein total-reeller Zahlkorper.
(C) Die Involution ist von erster Art, d.h. induziert den trivialen Automorphis-
mus auf L. Falls K O L ein Zerfallungskoérper von D ist, so finden wir
einen Isomorphismus D ®; K = My(K) und eine K-lineare Fortsetzung



76 R. P. LANGLANDS UND M. RAPOPORT

der Involution. In Matrixschreibweise soll gelten: z* = ctzc™! mit tc = ¢. In
diesem Fall ist L ein total-reeller Zahlkorper.
Es sei G die Gruppe der symplektischen Lo-Ahnlichkeiten, aufgefat als algebra-
ische Gruppe iiber Q.

G = {g € GLp(V) | ¥(gu, gv) = w(c(g)u,v), c(g) € Ly }

Dies ist eine zusammenhéngende reduktive Gruppe iiber Q, deren derivierte Gruppe
einfach zusammenhéngend ist ([De3| 5.8]). (Im Fall (A) ist Gger ein Produkt von
speziellen unitiren Gruppen, im Fall (C) ein Produkt von symplektischen Gruppen).
Die Gruppen G und Gy, erfiillen das Hasseprinzip ([De3| 5.11]). Weiterhin gibt es
einen Homomorphismus
h:S— GR7

der bis auf Konjugation dadurch charakterisiert ist, daf die auf V' induzierte Hod-
gestruktur vom Typ (+1,0) 4+ (0,+1) ist und daf§ w(u,h(i)v) symmetrisch und
positiv-definit ist ([Z2, 3.1]). Das Paar (G, h) definiert eine Shimuravarietit, wobei
zu bemerken ist, dafl der Gewichtshomomorphismus u + @ : G,, — G iiber Q
definiert ist und X, (G,p,) die Serre-Bedingung erfiillt. Durch

t(x) = Tr(z | V,°), zeD,
wird der D-Modul V' bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ([De3, 5.10]). Es sei
E = E(G,h) = Q(t(x)), z € D.

Dies ist der Shimurakérper. (Im Fall (C) ist E = Q.) Es sei K C G(Ay) eine offene
kompakte Untergruppe. Die Shimuravarietit Shx (G, h) besitzt ein kanonisches
Modell iber E und ist ein grobes Modulschema fiir das Modulproblem auf (Sch/E),
das einem FE-Schema S folgende Daten zuordnet.

(i) Fin abelsches D-Schema bis auf Isogenie A, v : D —
End A, so daf

Tr(z | Lie* A) = t(x), xeD.

Hier bezeichnet Lie* A den Kotangentialraum von A.
(ii) Fine Lo-homogene Polarisierung A, die auf D die In-
(6.a) volution * induziert.
(iii) Fine Klasse von D-Modulisomorphismen von Garben
fiir die Etaltopologie

7:HY (A, A;) S V®A; mod K,

die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine
Konstante aus Lo @ Ay erhalten.

Hier wird mit H'(A, Af) = [T H'(A, Q) die ¢-adische Kohomologie mit Koeffi-
zienten aus Ay bezeichnet.

Wir fixieren jetzt wieder unsere Primzahl p. Es seien eine Ordnung Op in D und
ein Op-invariantes Gitter Vz in V' gewahlt, so dafl
(a) p ist unverzweigt in D,
(b) D®Q, ist ein Produkt von Matrixalgebren und Op®Z,,

ist eine Maximalordnung,

(c) ¢ : Vg, x Vg, — Z, ist eine perfekte Paarung.

(6.1)
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Dann ist *(Op ® Z,) = Op ® Z,,. Es sei
K, = G(Q,) NEndo, Vz,.
Dann ist G iiber Q, quasizerfallend und iiber einer unverzweigten Erweiterung
zerfallend, und K, C G(Q,) ist die Gruppe der ganzwertigen Punkte, also ([T 3.8])
eine hyperspezielle Untergruppe. Es sei K = K? - K,. Um ein Modell von Shg

iiber Spec O ® Z(;,) zu definieren, formulieren wir das Modulproblem (6.a) um. Ein
Punkt dieses Modulproblems mit Werten in einem O ® Z,)-Schema S besteht aus:

(i) Ein abelsches Op-Schema A bis auf zu p prime Isogenie,
so dafs

Tr(x | Lie* A) = t(x), x € Op.
(ii) Eine Lo-homogene Polarisierung A, die auf D gegebene
Involution * induziert, so daf ein X\ € A existiert,
(6.b) dessen Grad prim zu p ist.
(iii) Eine Klasse von Op ® A?—Modulz'somorphismen von
Garben fir die Etaltopologie

7:H' (A, A}) = VAL mod K7,
die die beiden Bilinearformen bis auf eine Konstante

aus Lo ® AI} erhalten.

Wir verweisen auf [Z2] 3.5] fiir einen Beweis der Tatsache, dafi die Modulprobleme
(6.2) und iiber Spec E fibereinstimmen. Wie im §5 bezeichne O, den Ring der
ganzen Zahlen in E),.

Satz 6.2. Das Modulproblem besitzt ein grobes Modulschema tiber Spec(Oy).
Fuolls KP geniigend klein ist, so ist das Modulschema glatt und im Fall, daff Lo = Q,
auch ein feines Modulschema.

Wir begniigen uns mit einer Skizze des Beweises, der dhnlich dem Beweis des
entsprechenden Satzes 1.7 von [Z2] ist. Das Op-Gitter ' (Vz®Z") ¢ H'(A, A%) ist
unabhéingig von der Wahl von 7 € 7 und definiert ein abelsches Op-Schema B aus der
Isogenieklasse A, das mit einem O p-Modulisomorphismus 7 : H! (B, ZP) & Vz ® ZP
mod KP ausgestattet ist. Man tiberzeugt sich auf diese Weise, dafl das Modulproblem
(6.b]) dquivalent zu folgendem Modulproblem ist.

(i) Ein abelsches Op-Schema B, so daf
Tr(z | Lie* B) = t(z), xz € Op.

(i) Wie in (6.1)), (ii).
(6.c) (iii) Eine Klasse von Op-Modulisomorphismen
7:H (B, Z") = V; ®Z° mod K,
die die beiden Bilinearformen bis auf eine Konstante
aus Ly ® A? erhalten.

Aus der Methoden von Mumford [Mu2] (oder denen von Artin [A], wenn man
sich mit der Konstruktion eines algebraischen Raumes zufrieden gibt) erhalten wir
die Existenz eines feinen Modulschemas, falls wir in (ii) die Vorgabe einer effektiven
involutionstreuen Polarisierung fordern und falls KP gentiigend klein genommen wird.
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Falls (B, A,7) ein T-wertiger Punkt des Modulproblems (6.c) ist und A € A prim
zu p und 7 € 7, so ist, falls E* die zugehorige Riemannform bezeichnet,

v(n(@),n(y) = BXta,y),  x,y € H'(B,Z")
fiir ein ¢ € Ly (A”). Die Restklasse 7(B, ¢, A7) von ¢ in dem Gal(Q,,/E,)-Modul

(L5 (A /e(K™)) (+1)

ist von der Wahl von n € 77 unabhéngig und kann als Schnitt dieser Garbe {iber T'
aufgefafit werden. Dabei unterscheiden sich zwei Polarisierungen A und A’ um ein
totales positives Element aus L, das eine Einheit in p ist. Wir erhalten somit einen
nur von (B, A,7) abhiingigen Schnitt von LI\LJ (A)/c(K)(+1). Es seien 4, ..., 7,
Schnitte von L (A%)/c(Kp)(+1) iiber einer endlichen unverzweigten Erweiterung
R von Oy, die ein Reprasentantensystem darstellen. Wir betrachten das folgende
Modulproblem auf (Sch/R):
(i) wie in (i).
(ii) Eine involutionstreue Polarisierung X, die in p prinzipal
1st.
(6.d) (iii) Fine Klasse von Op-Modulisomorphismen
7:HY(B,Z") - V; ® Z’ mod K,
so daff 7(B,c,\,7) =71; fir eini=1,...,r.

Falls wir die 7; so wéahlen, daf} sie Représentanten ganzer Idele sind, so ist A eine
effektive Polarisierung, deren Grad von 7; bestimmt ist. Folglich ist nach Mumford
das Modulproblem fiir hinreichend kleines KP durch ein quasiprojektives R-
Schema M darstellbar. Dabei operiert die Gruppe Ld N¢(K) durch Abinderung
der Polarisierung auf M i (aufgefalt als O,-Schema). Man iiberzeugt sich leicht
davon, daf diese Action sich iiber den endlichen Quotienten LJ N c(K)/c(L* N K)
faktorisiert und dal der Quotient ein grobes Modulschema fiir das Modulproblem
iiber Spec O, ist. Falls Ly = Q, so ist L§ N ¢(K) trivial. Wir zeigen, da$§ in
allgemeinen fiir hinreichend kleines K die Aktion von L Nc(K) auf M frei ist.
Sei ¢ € Lg Ne(K) und

a: (B, 1, A7) = (B,1,¢A,7)

ein Isomorphismus. Wir miissen zeigen, daf ¢ € ¢(Z* N K). Es sei K' = K’ - K,,
eine hinreichend kleine offene kompakte Untergruppe. Wir betrachten nur K C K’
und bezeichnen mit 77’ die Aquivalenzklasse von 77 mod K’. Dann gibt es héchstens
einen Isomorphismus
o (B, N\ 1) = (B, 1, (7).

Es sei K so klein gewihlt, dafl LT Nc(K) C (L N K')2. Dann ist ¢ = ¢? und ¢;
definiert einen Isomorphismus zwischen (B,:, A, 77') und (B,,(\, 7). Aber dann
stimmt ¢; mit « iiberein und folglich ist ¢(; € K und ¢ = (¥ € ¢(L* N K).

Um uns von der Glattheit von M K zu liberzeugen, miissen wir zeigen, daf} es keine
Deformationsobstruktionen gibt. Wir verwenden die Theorie von Grothendieck und
Messing [Me]. Dazu sei T' C T” eine Nilimmersion von affinen R-Schemata, auf denen
p nilpotent ist und die dividierte Potenzen besitzt. Es sei (B, ¢, A, 7) ein T-wertiger
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Punkt des Modulproblems . Wir betrachten den Wert des Dieudonnékristalls
in T,

D(B) 1),
das mit einer Aktion von Op und einer alternierenden perfekten Bilinearform E*
mit Werten in O7, ausgestattet ist, die die Identitdt

EMazu,v) = EMu, z*v)

erfiillt. Seine Einschrankung auf 7" ist mit der Hodge-Filtration ausgestattet, die
total isotrop beziiglich E* ist und fiir die

Tr(z | Fil) = t(z), xz € Op.

Es muf} gezeigt werden, dafl sich diese Filtration in eine total isotrope Filtration
von D py liften 1aBt. Die Zerlegung Or ® Z;, = [] OF, liefert eine orthogonale
Zerlegung von (D7 71y, EN =@(D,,E!).

Im Fall (C) ist Ly = L. Wir wéhlen einen Isomorphismus Op®p, Or, = M4(Op,).
Dann wird die Involution * durch eine perfekte symmetrische Paarung 3 auf O%
induziert, vgl. [Z2, 2.9]. Wir fithren die Bilinearform E‘; mit Werten in O, ® Op
ein: _

Trr,/q, [ E! (u,w) = E (u, f - w), feog,.
Dann zerlegt sich der My(Oy,) ® Op-Modul (D), El) in D), = 0} @ V', E, =
B ® P, wobei ® eine alternierende perfekte Bilinearform auf dem Oz/-Modul V'
ist. Entsprechendes gilt fiir D7 7). Dabei ist Fil, C D, durch einen total isotropen
(bzgl. ®) Teil einer Basis von V' erzeugt. Da man diese Basis in eine ebensolche
Basis von V' liften kann, folgt die Behauptung.

Den Fall (A) behandelt man analog (vgl. [Z2] 3.4]).

Damit ist unsere Skizze des Beweises von Satz 6.2 beendet. Wir haben ein
glattes Modell {iber O, gewonnen, dessen Punkte tiber F = ® wir analysieren
wollen, unter Annahme der Giiltigkeit der Resultate des §4. Ein spezieller Punkt
des Modulproblems ist durch folgende Daten definiert ([Z2], 4.2]): Ein Punkt
(A, ¢, A,77) des Modulproblems, eine CM-Algebra R (=Produkt von CM-Ko6rpern)
mit dimg R = 2dim A/d, und eine involutionstreue Einbettung

94 : R — End}, A.

Es sei (A,¢, A, 7, R,9) ein spezieller Punkt iiber C. Dann ist D ®j, R eine Ma-
trixalgebra iiber R (|Z2 2.8]) und wir erhalten eine Zerlegung A = B¢, wobei B
eine abelsche Mannigfaltigkeit mit komplexer Multiplikation (R, ®) ist. Es sei

p:C* = (RoC)* =[x [[Cc*, =z~ ]]ek x]]1
peD pgD
Es sei T = {r € R~ ‘ r-T € Ly }7 wobei r — 7 die Rosatiinvolution auf R be-
zeichnet. Dann ist T ein maximaler tiber Q definierter Torus von G, der obige
Homomorphismus faktorisiert sich iiber 7" und ist von der Form p = p;, fiir ein
h : S — Gr aus der Konjugationsklasse, die von uns fixiert wurde. Somit definiert
(A,t, A, 7, R, ) einen speziellen Punkt von Shg (C) im tiblichen Sinne ([Dell 2.2.4]).
Der Modul X, (%9) enthilt ein ausgezeichnetes Element p = pg, das ihn erzeugt.
Da X.(G,p) die Serre-Bedingung erfiills, erfiillt auch X, (T') sie, und es gibt fiir
geniigend grofe Korper K einen iiber Q definierten Homomorphismus v : X5 — T,
der 115 nach p schickt. Es sei G® = { g € G | ¢(g) € Q* }. Dann ist z ein Kogewicht
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von T° = TNG° und ¢ : S — T°. Wir bezeichnen auch mit ¢ den entsprechenden
Homomorphismus

Gs = Gro “2% Gen C G
Weil Gg die motivische Galoisgruppe der von den abelschen Varietdten vom CM-Typ
erzeugten Tannakakategorie ist, definiert 1) ein Motiv mit zusétzlicher Struktur,
und zwar den homogenen Bestandteil vom Grad 1 von (4, A, R,¥) mit A € A.
Wir fithren den Begriff der Isogenie zwischen zwei Punkten (Ai,t1,A1,7;) und
(As, 12, A2, 7,) des Modulproblems ein: Das ist eine Isogenie o : A — Ao, die
mit ¢; und Ay und ¢ und Ay vertrdglich ist. Die Trivialisierung des Tatemoduls
geht also nicht ein. Eine Isogenie prim zu p ist nichts anderes als ein Isomorphismus

[0 (A17L1,A1) l) (AQ,LQ,AQ).

In Termen des Modulproblems ist eine Isogenie von abelschen Varietiten,
B : By — Bs, die die Aktionen von Op und die Polarisationsklassen respektiert.
Man spricht von einer Isogenie von speziellen Punkten, falls es einen Isomorphismus
Ry = R, gibt, so dafl die Isogenie zusitzlich die Aktion ¢, in die Aktion 95 tiberfiihrt.

Satz 6.3. Die Menge der Isogenicklassen von Punkten von Sh(R) steht in ein-
eindeutiger Beziehung zu den Aquivalenzklassen von zuldssigen Homomorphismen

¢:P—>gg.

Wir nehmen allerdings an, dal P =2 M in Gg. Nach Definition von M entspricht
dem einer abelschen Varietit zugeordneten homogenen Motiv M1(A) vom Grad 1
ein Homomorphismus ¢ : M — Gy/. Da

Hom(Ml(A), Ml(A')) >~ Homq(A, A')

ist, wird A als abelsche D-Varietét definiert durch eine mit ¢ vertrégliche Einbet-
tung ¢/ : D — EndV’. Es wird gleichermaflen die duale Varietat A* durch den
kontragredienten Homomorphismus ¢* auf V'* definiert. Wenn T das Tate-Motiv
ist, ist V'* = Hom(V’,T). Eine Polarisierung entspricht dann einem mit ¢ und ¢*
vertriglichen Homomorphismus ¢ : V' — V'*, d.h. einer Bilinearform 1’ auf V', fiir
die die Gleichung gilt

V' (o(g)u, plg)v) = 7(9) - ¥ (u,v),

wenn 7 die T entsprechende Wirkung auf Q bezeichnet. Die Isomorphieklasse von
(A, 1, A) ist offensichtlich durch (V',¢;¢’) bestimmt. Wegen der Existenz einer
Normalform kénnen wir annehmen, dafi (V',/,4') = (V,,9). Dann liegt das Bild
von M in Ggo C Gy. Zwei Homomorphismen ¢, ¢2 : M — Gg, sind dquivalent

unter G(Q) genau dann, wenn (Ay, 11, A1) = (Aa,t2,ch2), ¢ € L. Es ist G =
Q* C Ga = Lj. Da das Kogewicht fia1, sich durch ng faktorisiert, ist jedes
zuléssige ¢ : @ — Gg durch Ggo faktorisierbar. Weil X, (Gap,) die Serre-Bedingung
(3.€) erfillt, faktorisiert sich ¢ auch durch P = M.

Um den Beweis zu beenden, geniigt es zu zeigen, dafl wenn (A, ¢, A) aus (A, ¢, A, 7))
hervorgeht, dann das zugehorige ¢ zuldssig ist und umgekehrt. Das wéare wohl
nicht schwer. Wir ziehen aber ein anderes Verfahren vor, das unmittelbar ohne
Annahme unbewiesener Vermutungen schon jedem (A, t, A,7) ein zuldssiges ¢ und
jedem zuldssigen ¢ ein (A, ¢, A,7) zuordnet, ohne aber zur Zeit einen Beweis der
Bijektivitit der so erhaltenen Korrespondenz zuzulassen. Im iibrigen ist es nicht
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ohne weiteres verwendbar, wenn G iiber Q, nicht quasi-zerfallend ist (vgl. zweites
Beispiel im §7).

Da A bereits iiber einem endlichen Korper definiert ist, ist es eine abelsche
Varietat vom CM-Typ, und wir konnen den Punkt (A, ¢, A,7)) als speziellen Punkt
(A,t, A, 7, R,9) auffassen. Nach dem Liftungssatz von Zink [Z2] §4.4] existiert ein
diskreter Bewertungsring ungleicher Charakteristik O mit Restklassenkérper & und
ein spezieller Punkt (Z,'Z, /N\,TZ), R, 5), dessen Reduktion isogen zum Ausgangspunkt
ist. Es sei (T, p) der entsprechende Torus samt Kocharakter in G. Der Homomor-
phismus ¢r, : P = Gs — Gr C Gg ist zuléssig. Da ¢ = 7, ist ¢ zuldssig.
Umgekehrt, wenn ¢ zulédssig ist, ist ¢ einem 17, dquivalent. Es definiert ¢7 , uns
(g,f, K,%, R, 5), das durch Reduktion (A, ¢, A,7) liefert.

Im weiteren fixieren wir eine Isogenieklasse J = (A4, ¢, A)q und den entsprechen-
den zulédssigen Homomorphismus ¢ bis auf Aquivalenz. Wir bezeichnen mit Jx die
Menge der Punkte von Shg (F) in J. Es sei r = [E, : Q,], und ¢ = p” die Anzahl
der Elemente von k. Falls (A, ¢, A,7) ein Punkt von Shg (F) ist, so ist das inverse
Bild (A(q), L(q),A(q),ﬁ(Q)) unter der r-ten Potenz des Frobenius wieder ein Punkt
von Sh (F). Die Existenz des relativen Frobenius

Fr': (A1, A7) = (A@,(0 A@ 7).

zeigt, dal wir eine Aktion von Gal(F/k) auf Jx erhalten, die zudem in offensichtli-
cher Weise vertriglich mit der Abdnderung von K? ist.

Satz 6.4. FEs gibt Bijektionen
Tk = X4(K),
so dafy die Wirkung von ® auf der Menge rechts (sieche 5.e) der Wirkung des

Frobenius in Gal(F/k) auf der Menge links entspricht und die vertraglich mit der
Abanderung von KP sind.

Wir fixieren im folgenden einen Punkt (Ao, tg, Ao, 7o) von Jk, der die Reduktion
modulo p eines speziellen Punkts (go,fo, Kmﬁo) ist und der wie im Beweis von 6.2
den Torus (7, 1) definiert.

Eine Isogenie zerlegt sich in die Verkettung einer Isogenie prim zu p und einer
Isogenie vom p-Potenzgrad. Wenn ein Element 1y € 7, fixiert wird, definiert ein

Element g € G(A?) eine Isogenie vom Grade prim zu p:

(Ao, to, Mo, M) — (Ao, Lo, Ao, g~ 0 1o).
Dabei definieren zwei Elemente, die sich um ein Element aus KP unterscheiden,
dieselbe Isogenie. Umgekehrt wird jede Isogenie prim zu p durch ein wohlbestimmtes
Element aus G(A%)/KP vermittelt.
Eine Isogenie « : (Ao, to, Ag) — (A, ¢, A), deren Grad durch p teilbar ist, definiert
(A, 1, A7), wobei 7j die Verkettung

H'(A,Ah) —— H'(Ay,A%) = V@ A}

ist. Wir betrachten die p-dividierbare Gruppe Xy von Ag und ihren kontravarianten
Dieudonnémodul My ([Deml|). Der Kotangentialraum von X identifiziert sich in
kanonischer Weise mit My/F M, ([Fol 111.4.3]). Dann ist M, ausgestattet mit einer
Aktion von Op ® Z,, und einer Klasse von perfekten alternierenden Bilinearformen
1, die sich alle um eine Einheit aus Or,, ® O unterscheiden. Hier bezeichnet O¢ den
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Ring der Wittvektoren von F. Wir erweitern die Aktion von D ® Q,, und die Klasse
der alternierenden Bilinearformen auf den rationalen Dieudonnémodul Myq. Es sei
Y, die Menge der Untergitter M C Myq, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) M ist invariant unter der Aktion von Op.
(ii) Es gibt ein Element ¢(M) € (Ly ® O)*, so dafi der Dualraum bzgl. einer
der Formen 1 gleich ist

M* = (M) - M.
(i) M ist V- und F-invariant, und es gilt
Tr(z | M/FM) = t(x)
(Gleichheit von Elementen von F).

Hilfssatz 6.5. Die in (iii) geforderte V -Invarianz ist eine Folgerung der Bedingung
(ii) und der F-invarianz.

Beweis. Es gilt
¢(FU, FU) =P ¢(U,U)07
wobei o : Oy — Oy den Frobenius auf den Wittvektoren bezeichnet. Aus F'V =p
folgt

$lu, Vo) = 9(Fu,0)7
Es folgt

(FM)* =V 'M* = V' o(M)M = c(M)° - V'M.
Aus der Inklusion FM C M folgt somit VM C M.

Es sei a : (Ao, to,Mo,Ty) — (A,t,A, 7)) eine Isogenie. Der Dieudonnémodul
von A wird mittels o zu einem Element von Y),. Indem wir « in seine zu p prime

Komponente und seine p-primére Komponente zerlegen, erhalten wir also ein Element
aus (G(A?)/Kp) x Y,. Sein Bild in

Y (K) = Aut(Ag, Lo, Ao)\G(A%)/KP x Y,

ist nur von (A,¢,A,7) € Jk, nicht aber von der Wahl der Isogenie abhéngig. In der
Tat, wenn « eine Verkettung ist,

(A07L07A07ﬁ0) LP} (A/ﬂblvAlvﬁ/) i) (A7L7Aaﬁ) )

* 1

mit 77 = 1’ oay, erhélt man g, indem man " = g~ ong o aP* schreibt. Dann fafit man
o, als eine Isogenie von Ap und A auf, um M (A) in M(Ap) einzubetten. Mittels
no bildet man Aut(Ao, to, Ag) in G(A%) ab, und wenn man o durch a oy ersetzt,
v € Aut(Ay, to, Ag), dann wird g durch y~1g ersetzt. Es wird M (A) durch v~ 1M (A)
ersetzt wobei zu bemerken ist, dal v~ M(A) nur von der p-primiren Komponente
von - abhéngt.

Wir zeigen zunéchst, daf3 die soeben definierte Abbildung eine Bijektion von
Jk auf Y (K) vermittelt. Die Theorie der Dieudonnémoduln zeigt sofort, dafl jedes
Element aus G(A%})/KP x Y, eine Isogenie a definiert, so daf die Surjektivitit
klar ist. Umgekehrt, falls oy und g zwei Isogenien mit demselben Bild in Y (K)

sind, so erhalten wir zwei Elemente in G(AI;)/K” x Y, die sich um ein Element

a € Aut(Ag, 1o, Ao) unterscheiden. Es sei v = % -7, wobei v ein Endomorphismus

der abelschen Varietit Ag ist (und n eine p-Potenz). Falls wir oy durch o 0o und ag
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durch ap on ersetzen, diirfen wir annehmen, dafl die Elemente aus G (A’f’) JKP xY,,
die von «a bzw. ag definiert werden, identisch sind. Es seien

-1 -1
P1 = 20y und P2 = 0 Q.

Falls wir zeigen kénnen, dafl ¢ und o Morphismen in der Kategorie der abelschen
Varietiten bis auf zu p prime Isogenie und nicht nur Isogenien sind, so definieren
sie zueinander inverse Isomorphismen zwischen (A1,t1,A1) und (Asg, e, Ag), die
zudem noch mit den Niveaustrukturen vertraglich sind. Es sei (mit einem neuen n)
1 = % -} mit ¢} € Hom(A4;, As). Auf den Dieudonnémoduln erhalten wir eine
Inklusion
@1 (M) C M.

Weil aber nach Voraussetzung die von a; und o definierten Elemente aus Y, iden-
tisch sind, ist ¢} (M) C n - My, und somit faktorisiert sich ¢ tiber den Quotienten
von Aj nach seinen n-Teilungspunkten, so dafl ¢; ein Morphismus ist. Entsprechend
zeigt man, dafl o ein Morphismus ist. In der konstruierten Bijektion entspricht der
Wirkung von ® auf Jx dem Operator auf Y (K'), der iiber die Y,-Komponente wirkt
und dort das Gitter M durch das Gitter F" M ersetzt. Das folgt unmittelbar aus der
Tatsache, daB der relative Frobenius Fr : A — A® auf den Dieudonnémoduln eine
Abbildung definiert, M®) — M, die das Gitter M®) mit FM identifiziert (siche
[Deml p. 63]).

Als néchstens wollen wir die Mengen Y (K') und X4(K) vergleichen. Nach Wahl
einer D-linearen Lg-symplektischen Ahnlichkeit Moyq =2V ® t operiert die Gruppe
G(t) x Gal(Q,/Qp) auf My. (V ist hier wieder ein D-Modul.) Die Menge der Gitter
M C Myq, die die Bedingungen (i) und (ii) vor 6.5 erfiillen, bildet einen homogenen
Raum unter G(£) und kann mit X = G(£) - 2° identifiziert werden (Existenz einer
Normalform.) Wegen der Natur der Identifikation von P mit M bestimmt &, = ¢o(,
den rationalen Dieudonnémodul (Myq, F') bis auf Isomorphie. Das bedeutet, daf} es
ein Element hy € G(£) gibt, so da8

F = ad hy(Fy),
wobei Fy, = £'(d,) der vor konstruierte. ,,Frobenius® ist. Hierbei bezeichnet
dy € Wi, /q, eine Liftung des Frobeniuselements aus Gal(L,,/Q,) und ¢ den aus

&, =adh(Ey) : Df; — Gg zu seiner Konstruktion benutzten Homomorphismus der
Weilgruppe Wr, ,q, nach G(£) x Gal(/Q,). In der obigen Gleichung ist natiirlich
die rechte Seite als der von dem dort stehenden Element definierte Operator auf
Moyq zu interpretieren. Wir zeigen, dafl die Bedingung

inv(z!, 2?) = p,
wobei x; dem Gitter M® entspricht, gleichbedeutend ist mit der Inklusion
pM' ¢ M? c M*,
so daB Tr(z | M*/M?) = t(x), z € Op.

Offenbar geniigt es dazu iiberhaupt, zwei Gitter M!, M? zu finden, die die obige
Bedingung erfiillen, und so daf fiir die entsprechenden Punkte z? € X die Invariante
gleich 1 ist. Es sei T” eine tiber Q,, definierte Cartanuntergruppe von G, die tiber ¢
zerféllt und p’ € X, (T”) ein Kogewicht, das zu p konjugiert ist. Wir wahlen im zu T”

gehérigen Apartment den zu 77(Z,) gehérigen speziellen Punkt =t ([T}, §3.6.1]), der
einem Gitter M! entspricht. Dann operiert 77(Og) auf M! und 7"(F) auf M!/pM*
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und die so erhaltene Darstellung ist die Reduktion modulo p der Darstellung von 7"
auf Vq,. Wir setzen
M?>=p-M'+ > FycCM,
(u',z)=0
wobei F, der zu x gehérige Charakterraum ist. Weil p’ zu p konjugiert ist, sind
dann die in M!/M? auftretenden Charaktere gerade diejenigen Charaktere y, die
in Vo auftreten und fur die (p, x) = 1 ist. Es gilt somit

Tr(z | MY /M?) = Tr(z | V%) (mod p)

fiir x € Op. Es ist auch offenbar 22 = p”/xl, so dafl

inv(z!,2?) = —inv(z?, 2') =
(vgl. Beispiel vor 5.2). Wir erhalten, da8 fir M € Y (K)

inv(M,FM) = p.

Es folgt, dal h; : X — X eine Bijektion zwischen X, und Y, herstellt, die den
Operator @ in die Aktion des Frobenius iiberfithrt, und daB g — hy - g - hy' einen
Isomorphismus zwischen .J; und Aut(Mjy,,, ¢, A) definiert. Aus der Definition der
motivischen Gerbe folgt, dafl wir I, mit Aut(Ag, ¢, Ao) identifizieren kénnen, sowie
auch die Operation von I4 auf X?/K? x X, mit der Operation von Aut(Ay, ¢o, Ag) auf
G(A%})/KP x Yy, falls wir den durch die {-adische Kohomologie von Ay bestimmten
Grundpunkt von X?/K? wiahlen und X, mit Y, bzw. Jy mit Aut(Moq, to, Ao) auf

die oben angegebene Weise miteinander identifizieren. Wir erhalten die gewiinschte
Bijektion zwischen X, (K) und Y (K).

7. ZWEI BEISPIELE

Das erste Beispiel wird eine z-Erweiterung im Sinne von Kottwitz [K1] sein,

1 A G’ G 1,
so dafl die Vermutung des §5 nicht gleichzeitig fiir G und G’ gelten kann. In
diesem Beispiel konnen die derivierten Gruppen von G’ und G nicht gleichzeitig
einfachzusammenhéangend sein. Weiter unten werden wir eine Gruppe G” iiber Q
konstruieren und ein A" : S — Gf mit folgenden Eigenschaften.
(7.a) (G",h'") definiert eine Shimuravarietit.
(7.b) Es sei Z" das Zentrum von G”. Dann ist

HY(Q,Z")=0 und HYQ,,Z")=0

fir jede Primstelle v von Q.
(7.c) Es sei Zj,, das Zentrum von GYj,,. Dann ist

H2(Q7 (li/er) - HH2(QU’ Zé/er)

injektiv.
(7.d) Es existiert eine endliche algebraische Gruppe U {iber Q und eine Einbettung
u' U — ZY,,, so dal

H*(Q,U) - [[ B*(Q., U)

nicht injektiv ist.
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Wir betten U in einen induzierten Torus A ein
uw:U— A

und setzen
G =AxG" /(uxd)U), G=G"/u"U).
Dann ist G’ eine z-Erweiterung von G mit A wie oben und

Zler = Giller’ Gder = Gger/uu(U)'

Es sei G eine innere Twistung von G und G und @ die entsprechenden Twistungen
von G’ und G”.

Als néchstes definieren wir einen Kozyklus g/, mit Werten in G, dessen Bild in G
lokal tiberall trivial ist und in Gy, global trivial, dessen Bild in G, aber nichttrivial
ist. Weil A ein induzierter Torus ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen

0 — HYQ,A/U) ——— H?*(Q,U) ———— H?*(Q, A)

| | [

0 —— [[, H(Qu, A/U) —— I, H*(Qu,U) —— [[, H*(Qu, 4)

Der Pfeil in der letzten Spalte ist injektiv. Folglich ist die Klasse {a, .} €
H?(Q,U), die lokal iiberall trivial ist und deren Existenz wir in verlangt
haben, das Bild einer Klasse aus H*(Q, A/U). Es sei ¢ — a/, € A eine Hochhebung
eines Reprasentanten dieser Klasse. Der Rand dieser Kette ist ein 2-Kozykel mit
Werten in Z7,., der lokal iiberall trivial ist und somit, wegen trivial ist. Es sei
{#,} eine Kokette, deren Rand gleich dem Inversen des Rands von {a/ } ist. Dann

ist
/
o

ein Kozykel mit Werten in A - Zf /U C G’ . Sein Bild go in G = éﬂ/U ist das Bild
von z,. Weil G,1, = éﬂ /éger, ist seine Klasse in Gy, offensichtlich trivial. Lokal ist

o— g, =ad -z,

Zg = Vg * Ug,

wobei v, ein Kozykel mit Werten in Z/_ . ist und u, € U. Folglich ist g, auch das
Bild von v, und somit wegen ein trivialer Kozykel. Somit stellt {g,} lokal
iiberall die triviale Klasse in G dar.

Wir definieren b’ als 1 x h” und h als Verkettung von h’ und der Projektion
von G’ nach G. Dann definieren (G', h’) und (G, h) Shimuravarietéten. Die natiir-
liche Abbildung Gor — G ordnet jedem Homomorphismus ¢’ : Q@ — Gg einen
Homomorphismus ¢ : @ — Gg zu.

Lemma 7.1. Zwei Homomorphismen ¢} und ¢h, die auf dem Kern denselben
Homomorphismus nach G, induzieren, und die dquivalente Homomorphismen ¢
und ¢o liefern, sind dquivalent.
Die Homomorphismen ¢; und ¢ seien gleich. Die folgende Sequenz ist exakt:
1 U G’ G, xG
Aus den Voraussetzungen folgt somit leicht, dafi ¢; und ¢o identische Homomor-
phismen auf dem Kern definierten. Die Behauptung folgt daher aus H'(Q, 4) = 0.
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Wir hatten bereits gesehen (Bemerkung vor 5.3), dal Shg/ (G’, h') eine surjektive
Uberlagerung von Shy (G, h) mit der Faser

AQ)\a H(K)/K'
ist. Wir wollen als néchstens zeigen, daf falls ¢’ und ¢ zulassig sind, wobei ¢ durch
¢’ geliefert wird, die Menge

Yy = I\ X, x X" /K"

eine surjektive Uberlagerung der entsprechenden Menge X4 ist mit derselben Faser.
Somit kann die Vermutung des §5 nur dann fir G’ und G gleichzeitig gelten,
zumindest in kompatibler Weise, wenn jeder zuldssige Homomorphismus ¢ von einem
zuléssigen Homomorphismus ¢’ kommt. Wir werden weiter unten ein zuléssiges ¢’
finden, so da ¢’ auf dem Kern rational ist und I = G’. Dann sind Zy = G und
T = G innere Twistungen von G’ und G. Es sei {g/.} der oben konstruierte Kozykel
und {g,} sein Bild in G. Dann ist
g-9:9 =G

zuldssig. In der Tat, weil das Bild von {g,} in Ga;, trivial ist, bleibt die Giiltigkeit
der Bedingung beim Ubergang von ¢ zu g - ¢ erhalten und weil {g,} lokal
iiberall trivial ist, bleiben die Bedingungen b)-d) erhalten. Der Homomorphismus
g’ - ¢ liefert ¢ - ¢ und ist nicht zuléssig, da das Bild von g, in G,; nicht trivial
ist. Falls es einen zuldssigen Homomorphismus 5’ gibe, der ¢ liefert, so miifite er
auf dem Kern denselben Homomorphismus wie ¢’ - ¢’ induzieren und somit wegen
Lemma 7.1 mit ¢’ - ¢’ iibereinstimmen, was unmoglich ist.

Fir den Beweis der obigen Behauptung prazisieren wir, da wir G’ und G
quasizerfallend iiber Q, nehmen und daf§ K7, und K, hyperspeziell genommen sind.
Der Torus A zerfillt iiber einer unverzweigten Erweiterung. Wir diirfen annehmen,

daf die Einschrénkung von ¢’ auf den Kern tiber Q definiert ist. Dann ist Iy =
Zy(Q) und Iy = Zy(Q), und die Sequenz

1 A Ly Ty 1
ist exakt. Folglich ist

I¢I — I¢
surjektiv. Genauso schliet man, daB X'* — X7 surjektiv ist. Weil auch G’ (€¢) — G(¥)
surjektiv ist, ist X’ — X surjektiv. Dabei ist

X' C B(G',t) = B(A, ) x B(G",¢®).
Es sei 2’ = (¢'y°, ¢'z") € X’ mit Bild in X,
inV(ng,F(ng)) =u'" = pu.
Dann ist
iHV((g'yO, g'z°), Flg'y’, g’wo)) = inv ((g’y07 g'z"), (0(9’)@/07 F g’wo))
=0+u",

falls ¢g'y° rational iiber Q, ist. Weil wir ein solches g’ immer finden kénnen, ist
X, — X, surjektiv. Wir betrachten die Abbildung

X, x X" — X, x XP.
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Wenn /, x '* und 7, x ¥ dasselbe Bild in Yy haben, so ist fiir die Bilder in
X, x XP

Tp X TP = y(xp x 2P)EP, v €ly, kP eKP.
Da Iy — Iy surjektiv ist, konnen wir nach Abdnderung von 7, x 7’
annehmen, dafl v = 1 ist. Dann ist

P mit +/

T, =a-a, a € AQy),
7z’ =2y g € a Y (KP).

Das heifit, daB Yy — Y, eine surjektive Uberlagerung ist mit Faser

AQ)\a ™ (KP) - A(Qy) /K™ -V,
wobei V' der Stabilisator von ¢° in A(Q,) ist. Die Behauptung folgt, weil K], — K
surjektiv ist und
O‘_I(Kp)/K;/z = A(Qy)/V.

Es bleibt die Konstruktion eines Beispiels. Es sei L eine total imagindre quadrati-
sche Erweiterung eines total reellen Zahlkorpers Lg. Es sei J eine 4-dimensionale
hermitesche Form mit Koeffizienten aus L und H; die entsprechende Gruppe der
unitiren Ahnlichkeiten

H;(Q)={AcGLM4,L) | A*JA=X-J}.
Das Zentrum von H ist L*. Die Gruppe G” wird ein Produkt der Form
GN = H HJi
(L#,LE,J%)
sein und h” wird wie {iblich gewéahlt, so dafl gilt. Die Eigenschaft [(7.b)| ist
offensichtlich. Um [(7.c)| zu {iberpriifen, geniigt es G’ = H; zu betrachten. Dann ist
ZY.. der induzierte Modul
"o Gal(Q/Q)
Zler = Indo\ 2D 74,
Es ist zu zeigen, daf3

H*(Lo,Z/4) — [ [ H*(Low, Z/4)

injektiv ist oder, was nach dem Satz von Poitou-Tate ([Sell S.II-49]) dquivalent ist,
dafl
HI(LO7M4) - HHl(LOv7M4)

injektiv ist. Das ist eine Folge des Satzes von Grunewald-Wang ([AT, Chap. 10,
Th. 1]), weil —1 € Ly kein Quadrat ist.

Angenommen wir kénnten eine total reelle Galoiserweiterung Ly von Q finden
und einen Galoismodul U tiber Gal(Ly/Q) mit 4U = 0, und so daf die Lokalisie-
rungsabbildung in nicht injektiv ist. Dann koénnen wir offenbar G' wie oben
finden, so da8 U in Z], eingebettet werden kann. Anstelle von U konstruieren wir

V = Hom(U, p4).
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Wir verlangen somit, dal 4V = 0, dal V' ein Gal(L/Q)-Modul ist fir eine
galois’sche CM-Erweiterung L von Q, fiir die die komplexe Konjugation ¢ als —1
operiert, und daf3

7(Q, V)= [[H"(QuV)

nicht injektiv ist. Wir imitieren das Verfahren von Serre ([Sell, S. ITI-39]). Es sei

= K- Ly,

mit K = Q(y/—1). Dann ist
Gal(L/Q) = Gal(L/Ly) x Gal(L/K)
>7Z/2x(Z/2®Z/2).
Man iiberpriift leicht, dafl alle Zerlegungsgruppen tiberall trivial oder zyklisch der
Ordnung 2 sind. Dies ist klar in den archimedischen Stellen und den Stellen aulerhalb

2, 73 und 89, weil dort die Erweiterung L unverzweigt ist. In Qs sind 73 und 89
Quadrate, denn 73 =89 =1 mod 8. Entsprechend ist

D ®-®-
@ @@

_ 1 4Gal(L/Q)
M = Indg iy Ly) Ha-

Dann ist M die Menge der u4-wertigen Funktionen auf Gal(L/K) und ¢ operiert
als —1. Es sei Gal(L/K) = {1, 01, 02, 03}

und

Es sei

Es sei
Vo =< (€,) | €0 = %1, H € =1
0€Cal(L/K)
und
V= V() @] V() Y%
mit
v =(a, —a, —a, —a), o € py, o # +1.

Dann ist V ein Gal(L/Q)-Modul. Wir haben ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen

HYQ,M) —— H°(Q,M/V) —— H'(Q,V) —— H'(Q, M)

I1, H°(Qu. M) — I, H*(Qu, M/V) — T[], H(Qu, V) — II, H'(Qu, M)
Dabei ist nach dem Grunewald’schen Satz der rechte senkrechte Pfeil injektiv, weil
—1 € Ly kein Quadrat ist. Um zu zeigen, dafl die Lokalisierungsabbildung fiir
V nicht injektiv ist, gentigte es also, ein Element y aus M/V zu finden, das fiir
jedes o € Gal(L/Q) die Restklasse eines o-invarianten Elements y, aus M ist, das
aber nicht die Restklasse eines Gal(L/Q)-invarianten Elements ist. Die Restklasse
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y von (1,—1,—1,—1) ist ein solches Element. In der Tat ist es nicht Bild eines
Gal(L/Q)-invarianten Elements, denn nur £(1,1,1,1) sind invariant.
(i) o =¢. Dann wahlen wir y, = (1,—1, -1, —1).
(ii) o € Gal(L/K). Dann wahlen wir y, = (o, o, o, @).
(i) o =¢- 0, 0 € Gal(L/K). Dann wihlen wir y = (21, 2y, 2r, 27,) mit

2=, Zp=—Q, Zr =Q, Z7p= —Q.

Wir brauchen schliefllich ein ¢, so dal Zy eine innere Form von G’ ist. Wir definieren
¢’ als 7, mit zweckméaBiger Wahl von (77, 1) Anstelle von 77, i/ geniigt es
offenbar (T”, 1’") zu finden, so daf das entsprechende Element v,/ € G”(Q) zentral
ist und dafiir konnen wir annehmen, dafl G” von der Form H; ist. Dann definieren
wir T" mittels einer Erweiterung K vom Grad 4 von L. Es geniigt K so zu wihlen,
daf} die iber p liegenden Primstellen von K in L trage sind, denn dann ist das Bild
von v, in G/, elliptisch im p und somit, weil es sowieso elliptisch im Unendlichen ist,
von endlicher Ordnung. Wir haben noch die Wahl von p, das allerdings unverzweigt
in L sein soll, und von K frei. Wir wiahlen K von der Form K = L - K7, wobei K;
eine Erweiterung von Grad 4 von Q ist, so daf} p tridge und total verzweigt in K;
ist. Namlich, falls p =1 mod 4, so gibt es eine Untergruppe vom Index 4 in Z,
die eine total verzweigte abelsche Erweiterung von Grad 4 von Q, definiert, und
man nimmt einen total-reellen globalen Korper von Grad 4, der in p diese Gestalt
hat. Wir definieren J durch die Gleichung
J(z,y) = Trg ) 27.

Wir wollen jetzt ein Beispiel einer Gruppe geben, bei der es zuldssige Homomor-
phismen ¢ gibt, die nicht dquivalent zu einem ¢, sind. Es sei E eine total-reelle
Erweiterung von Grad n von Q, in der p prim bleibt. Es sei D eine Quaternionenal-
gebra iiber E, die in allen unendlichen Stellen unverzweigt ist und die in p verzweigt
ist. Die Gruppe G ist die multiplikative Gruppe D*, aufgefafit als algebraische
Gruppe tber Q. Nach Wahl eines Isomorphismus Gr = GL(2)% wird h: S = Gr
komponentenweise wie iiblich erklart:

hita+b/—1eC* - (_Z 2

Es sei K eine rein imagindre quadratische Erweiterung von F, die in allen Stellen
auBerhalb p in D eingebettet ist, wihrend p in ihr zerféllt: p = py - po. Es sei ¢ = p™.
Wie in §3 konstruiert man fiir gentiigend hohes m eine Weilzahl v € K fiir die
ordy, v/ ordy, ¢ = v;/2n, wobei v; und vy zwei vorgegebene positive Zahlen sind mit

(7.e) v1 + Vg = 2n.

) € GL(2,R).

Falls E # Q, so kénnen wir die r; ungerade (fir spétere Zwecke) und voneinander
verschieden wihlen. Dann ist K = E(v). Es sei T = K* ein algebraischer Torus. Wir

werden erstens 7'(Q) in G(Q) einbetten und dann einen zulédssigen Homomorphismus
¢ : P — Gg konstruieren, wobei die Gruppe K, C G(Q,), die in der Bedingung
vorkommt, die einzige maximale kompakte Untergruppe ist, so dal ¢(d) =+,
d.h. ¢(Okm) = ¥*. Dieser liefert das gesuchte Beispiel, da dann offenbar v € Iy = K*
ist, das nicht in G(Q) eingebettet werden kann.

Fiir die Konstruktion von ¢ benétigen wir einige kohomologische Betrachtungen,
die wir vorausschicken. Wir fixieren eine quadratische Erweiterung K’ von E, in der
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p prim bleibt und die in D eingebettet ist. Es sei L = K’K. Das folgende Diagramm
beschreibt die Situation und definiert die Elemente der Galoisgruppe.

/ VX
K K// K/
E
Esist v = €-n = n-e. Wir betrachten zunéchst D* und K* als algebraische Gruppen

iiber £ und bezeichnen sie mit G' und 7. Wir betten T so in GL(2)k ein, dafl v
nach (51 52) geht, s1 € K, so = n(s1). Die Operation der Galoisgruppe Gal(L/FE)

auf GL(2, L) ist
S1 o S92
s s9) s1)
(" )= (")
€x = .
S92 S92

Uber K’ wird G' isomorph zu GL(2). Als Twistungskozykel von Gal(K'/E) wihlen
wir das Bild in der adjungierten Gruppe der folgenden Kokette in GL(2):

1
1—1, e—>j:(§)\ O)'

Hier ist A € F'* total negativ gewdhlt und mit ord, A = 1, so da A nicht Norm
eines Elements aus K, ist. Die getwistete Aktion von Gal(K'/E) ist

(0= )

Fiir die getwistete Aktion von Gal(L/E) auf v kommt

)= () (" )= ()

Der zur obigen Kokette gehorige zentrale 2-Kozykel ist
a1 =a1e=0g1 =1, age= A\
Wir betrachten die folgende Kokette von Gal(L/E) mit Werten in G*(L):
9e =3 =Gnp, 91 =gv =1

Sein Korand ist

g1,x = gx1 = 1, Gux = Gx v = 1, Gen = Gne = A
Es gilt wegen der obigen Formeln (7.1)

(7-8) 90Nzt =7, o €Gal(L/E).
Also steht auf der linken Seite dieser Gleichung die {ibliche Aktion von Gal(L/E)
auf T1(L).

Diese Formel bleibt auch dann richtig, wenn g, durch ¢, - g, t, € T ersetzt wird.
Wir betrachten daher {g, ,} als einen 2-Kozyklus mit Werten in 7. Seine Klasse in

H*(L/E,T") = H*(L/K, G,) = ker(Br(K) — Br(L))
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ist offenbar das Bild des Twistungskozykels von G unter der Abbildung von Br(E)
nach Br(K). Weil der Korper K nach Voraussetzung lokal iiberall auflerhalb p in
G' eingebettet werden kann, ist die Klasse von {g, ,} auflerhalb p trivial, withrend
sie in p das Bild des nichttrivialen Elements von Br(E,)s ist:

Br(Ep)2 — Br(Ky, )2 @ Br(Ky, ):

diagonal

7/2 Z/2® Z)2.

Um jetzt den Homomorphismus ¢ zu definieren, sei 2l ein Links-Représentantensy-
stem von Gal(Q/Q) modulo Gal(Q/FE), das 1 erhélt. Dann ist

Ge = [[ GL(2,Q) x Gal(Q/Q),
TERA
wobei

O'(H AT) - HUT(AT/)7 TO =01 T/; T, 7! € 2(7 or € Gal(Q/E)

Auf dem Kern P soll ¢ gegeben sein durch
¢(0x) = (7F),  Ox € P(L,m),
mit vy, =~ fir alle 7 € 2. Dann ist ¢|P ein iiber Q definierter Homomorphismus
von Tori, weil v € T(Q). Also ist ¢(p,,») ein 2-Kozykel von Gal(Q/Q) mit Werten
inT.
Auf den Erzeugenden p, von P definieren wir ¢ versuchsweise durch

$(pe) = [ [ 9-(0) x 0

mit g,(0) = g,r- Wegen gilt dann
&(p) - 6(6) - d(pe) ™" =[] 9-(0) - 0-(7) - g-(0)

= H'Y'r - ¢(5)

Diese Identitiit bleibt auch dann richtig, wenn g,.(o) durch ¢, (o) - g-(0) mit ¢, € T*
ersetzt wird, und diese Abdanderung behalten wir uns vor.
Damit ¢ ein Homomorphismus ist, mufl auch gelten

QT(Q) © Or (gT/ (0)) = ¢(pg,a) 'gT(QU)'
Weil (go), = gr0; ist

97(9) 07 (gf’ (U)) : g‘r(ga)il = Yo. - Q‘r(gaT/) '9;_1.07,-

Wir miissen also diesen 2-Kozykel von Gal(Q/F) mit Werten in T, den wir be-
reits weiter oben identifiziert haben, mit dem 2-Kozykel ¢(p, ) von Gal(Q/Q) mit
Werten in T vergleichen. Nach dem Shapirolemma ist ¢(p,, ) kohomolog zu einem
induzierten Kozykel mit Werten in 7%, und zwar dem auf Gal(Q/FE) eingeschriinkten
Kozykel ¢! (py,»), wobei ¢ : P — T das Element § nach + schickt. Nach Konstruk-
tion von P ist dieser Kozykel trivial aulerhalb p und den archimedischen Stellen.
Weil K total imaginér ist, ist die Brauergruppe im Unendlichen trivial, also ist der
Kozykel auch in den unendlichen Stellen trivial. Um die Klasse des Kozykels in der
Stelle p zu bestimmen, kénnen wir ¢ durch £, = ¢ o (;, ersetzen und dann auf die
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erste Komponente projizieren. Es sei L’ eine Galoiserweiterung von Q, die L enthilt.
Wir kénnen annehmen, dafl I/ in p unverzweigt ist. Es sei p eine Erweiterung von
p1 auf L', und es sei [L; : Q] = r. Dann ist §, auf Df: definiert. Wenn wir den
fundamentalen Kozykel a,: i, 0 das Frobeniuselement, auf die gewthnliche Weise
einfithren, dann ist ayi o5 =1, 0 < 4,5 <7, 14+ J <75 Gpigi = p~h0<i4,j<r,
i+j>r, und
&) =),

wobei vy durch

[ o\ =™, rex=
o€Gal(L}, /Qp)

definiert ist.
Nach Definition von + ist die linke Seite gleich
_ (MpvgfAgug)r
2n i
wobei A; und A, eine offensichtliche Bedeutung haben. Der Kozykel iiber E, kann
daher auf Gal(K},/E,) definiert werden, und zwar durch

€ — p*()\lv1+>\2v2) )

Da v; und vy ungerade sind, bekommen wir das Bild in H?*(K,/E,,T") des nicht-
trivialen Kozykels in H?(K,/E), G,).

Damit sehen wir, dafl die beiden zu vergleichenden Kozyklen iiberall lokal aqui-
valent sind und folglich dquivalent. Nach Korrektion von g, (o) mit zweckméaBigen
t-(0) ist der gesuchte Homomorphismus ¢ definiert. Dabei ist zu bemerken, daf} die
Aquivalenzklasse von ¢ von der Wahl der Korrekturfaktoren (¢,) unabhiingig ist,
denn HY(Q,T) = 0.

Wie miissen noch nachweisen, dafl ¢ zuléssig ist. Man tiberpriift sofort, dal ¢a,
und Ya,, u., auf dem Kern iibereinstimmen. (Es ist eine Folge von ) Weil
HY(Q,G,,) = 0, stimmen sie somit iiberein. Auflerhalb p und oo ist P trivial, also
definiert ¢ o (; einen Kozykel mit Werten in G. Weil H*(Qy,G) = 0, ist ¢ o (;
dquivalent zur kanonischen Neutralisierung von Gg.

Das Kompositum ¢ o (, ist auf dem Kern C* von W gleich dem Diagonalho-
momorphismus C? — G(C) = [[ GL(2, C). Die entsprechende Kohomologieklasse
in

H'(R,Ga) = H*(R, Rp/qGm) = (Z/2)"
wurde weiter oben bestimmt. Weil X total negativ genommen wurde, ist es das Dia-
gonalelement (—1,..., —1) der Gruppe auf der rechten Seite. Der Homomorphismus
(oo bestimmt dieselbe Kohomologieklasse. Weil das Zentrum von G verschwindendes
H' hat, sind somit &, und ¢ o (s dquivalent.

Die Bedingung in p ist umsténdlicher zu verifizieren. Das Gebédude von G ist ein

Produkt

B(G,t) = B(Gger, t) X X (Gap) @ R
und ist gleich dem Gebédude von Rf, /q,GL(2), allerdings mit der getwisteten Aktion.
Auf X, (Gap) ® R stimmt diese Aktion mit der iiblichen iiberein, wihrend auf dem



SHIMURAVARIETATEN UND GERBEN 93
Gebidude B(RFP /Q,SL(2), E) die getwistete Aktion von o gegeben ist durch

oz, 2" ) = (;vl, g Jf(xo)).
Hier sind die 2° im Gebéude der SL(2). Es sei
xo = (2),..., 20" ") € B(G,¥)

die Ecke, die der maximalen kompakten Gruppe der ganzzahligen Elemente von
GL(2, F) entspricht. Dann ist offenbar 0" (z) = x¢, und falls wir mit z; = o%(x)
die Translate von xy unter der Galoisgruppe bezeichnen, so bilden die z; fir i € Z/2n
Ecken eines Polysimplex, das unter Gal(t/Q,) invariant ist. Wir betrachten seinen
Faktor in B(Gger, t). Man sieht leicht, dafl dessen Schwerpunkt der einzige Fixpunkt
der Galoisaktion auf dem Gebdude von Gy, ist. Nach dem Fixpunktsatz von Bruhat
und Tits besteht das Gebdude von B(Gger, Qp) aus diesem einzigen Punkt. Weil wir
K, als die wohlbestimmte maximale kompakte Untergruppe von G(Q,) gewéhlt
hatten, d.h. K, N Gaer(Qp) = Gaer(Qp), und weil der Stabilisator einer Kammer in
einer einfachzusammenhéngenden Gruppe alle Punkte der Kammer festlaflt, ist

Kp:{geG(Qp) |g-xi:mi,i€Z/2n}.
Damit haben wir K, in der Form dargestellt, wie sie im §5 fiir die Formulierung
der Bedingungen der Zuldssigkeit gebraucht wird. Als néchstes berechnen wir den
Operator F. Es sei v1 =2a+ 1 und vo =2b+ 1, so dal a + b = n — 1. Wir wihlen
die fundamentale Klasse fiir die unverzweigte Erweiterung Lo, = L,, vom Grad 2n
wie im Beispiel vor 5.2. Wir schicken das Element d, =1 x ¢ € Df;: nach

(e () () e

Hier tritt die Matrix (?, )a mal auf und (', )b mal. Auf dem Kern nehmen wir
den Homomorphismus

VA= Avg 4 Agua.
Um zu tberpriifen, dafl auf diese Weise ein Homomorphismus E : Dl Gg
definiert ist, geniigt es zu zeigen, dafi F*" = v(p~!) in G(Q,) = G'(E,). Indem
man ausnutzt, dafl sowohl ¢ als auch das Element j durch Vertauschen der Eingénge
einer Diagonalmatrix wirken,

n{ S1 [ Ss2 (S 1
()= ()= )

erhilt man F" = (pa o )j x o™ € G'(F,) x ™. Folglich ist

2a+1 U1
2n p p -1
F "= < p2n+1> = ( pv2> = l/(p )

Der lokalisierte Homomorphismus ¢ o ¢, stimmt mit S auf dem Kern iiberein. Somit
unterscheiden sie sich um einen 1-Kozykel mit Werten in 7', und weil H1(Q,,,T) =0
ist, sind sie dquivalent. Es folgt, dal das Bild von d, der in Abschnitt 5 definierte
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Operator F' ist. Offenbar gilt

1
il’lV(O’mi, sz) = inv Li+1; (p 1) PR ( p) aj " T+l

:(M7~--7/~L)~

Folglich enthélt X, den Punkt (o, ..., Z2,—1) und ist nicht leer. Also erfiillt ¢ auch
die Bedingung an die Zuléssigkeit.

(Al

[AT]
[BT]

(€]
[Del]
[De2]

[De3]

[DM]
[DR]
[Dem]
[SGAD]
[Fo]
(Fu]
K
(K]
[Kn]
[K1]
(K2]
(K3]

[K4]
(K5]

[L1]

(L2]
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